PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 1

Procesos de objetivacion en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano en estudiantes de

cuarto grado

Jose Alirio Araque Rodriguez

Trabajo de Grado para Optar al Titulo de Licenciado en Matematicas

Director
Alexander Betancur Sanchez

Magister en Educacion Matematica

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ciencias
Escuela de Matematicas
Licenciatura en Matematicas
Bucaramanga

2023



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 2

Dedicatoria

A Dios, mi guia constante y apoyo incansable durante todo este emocionante trayecto. Su
presencia me ha brindado la fuerza necesaria para sortear obstaculos y superar desafios.

A mis padres, Esperanza Rodriguez y Alirio Araque, cuyo apoyo incondicional y vision
inspiradora han sido cimiento sobre el cual construi mis suefios. Espero estén orgullosos de mi.
A mis amigos, Cristian Ariza y Yazmin Jaimes, quienes han sido comparieros fieles desde

el inicio de esta travesia academica. Tiene toda mi gratitud y carifio.

A Maria José Barrera, quien ha sido un apoyo incondicional desde que llegd a mi vida.

Tu amor y aliento han sido el motor que me impulso a alcanzar cada meta.

A todos mis amigos y profesores que me acompariaron durante mi carrera, tiene mi

gratitud por guiarme a descubrir un mundo nuevo de conocimiento.



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 3

Agradecimientos

Al profesor Alexander Betancur, mi gratitud por su orientacion valiosa y constante. Su
experiencia y direccion han sido fundamentales para la realizacion de este proyecto.

A mis evaluadores, Luis Angel Pérez y Wilson Olaya, por sus valiosas aportaciones y
sugerencias que han enriquecido este documento.

A la Institucién Educativa Liceo Patria, mi reconocimiento por permitirme formar parte

de su comunidad educativa y contribuir a mi crecimiento profesional y personal.

A los estudiantes del grado que participaron de esta investigacion, mi corazén rebosa de
gratitud y amor al dirigirme a cada uno de ustedes.

Por ultimo, deseo expresar mi gratitud a todas esas personas que, en diversos niveles de
implicacion, han contribuido a la realizacion de este trabajo. Cada contribucion, por pequefia

que parezca, ha sido un pilar en la construccion de este logro.

A cada uno de ustedes, jmis mas sinceras gracias!



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 4

Tabla de contenido

Ty oo U Tolox o] o PSPPSR 12
1 Planteamiento y Formulacion del Problema............cccoooviiiiiiiiiiiii e 13
2 ANTECRUBNTES ...ttt ettt b ettt ekttt et ettt e e ntee s 16
2.1 El AIGEDIa TEMPIANG..........eeeececeeeeeeieeeeeeeeeeee sttt et s s s sssee ettt es s s ns e steaesases s s e neeens 16
2.2 PALTONES ... .t e 17
2.3 AritmEAtICa GENEIalIZAUA .........ee it 21
2.4 MOTBIACION ...ttt ettt e st e be e enree s 23
SUJUSTITICACION ...ttt ettt bttt et e s e et e et e e anbeenbee s 26
4 Objetivos de 18 INVESTIGACION........c.ueieiiieeiiie et e e e e e e e snae e e anneee e 28
4.1 ODJELIVO GENEIAL ......eiie et e et e e 28
4.2 ODJEtiVOS ESPECITICOS ....uvveeiiiieeitiee e siee e sttt ettt e s te e st e e et e e et e e e a e e snaa e e nnaeeeanteeeanes 28
5 Marco Teorico: Teoria de 1a ObJetiVACION..........cccvieeiiie e e 28
5.1 ConsSideraciones GENETAIES ...........coiiiiiiiiiie ettt 28
5.2 Procesos de Objetivacion y SUDJEtIVACION.............cociiieiiiie e 30
5.3 La Actividad y 1a Labor CONJUNTA............eeiiiee et 31
5.4 Componentes y formas de Pensamiento Algebraico TEMPrano .........ccccccevveevieeeiiieeeciieeeennn. 33
DT (oI [=] (oo (o] (oo ot IS PSPPSR 35
T o T (T o= 1] (1SS OPPRO 35
6.2 Proces0 MEtOUOIOGICO .....cccuvieeiiie ettt et e et e e st e e eneas 35
6.2.1 SelecCion y rediSEN0 e tArEaS. .........cccviiiiiee ettt 36

6.2.2 Implementacion de las tareas en el aula..............ccoveeiiii i 38



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA )

6.2.3 Recoleccion y SelecCion de datos ..........coueiiiiieiiiiii e 39
6.2.4 Interpretacion y analisis teOrico de 10S datoS ..........ccvuveiieeiie i 40
7 Andlisis a Priori sobre las Tareas y Consideraciones para la Implementacion ......................... 40
7.1 Tarea 1 (Estrategia d& CONTEO).......ccuuieiiiiiiieiiiieitie e iee sttt e 40
7.1.1DesSCripCion de 12 tarea L........cceeiiiiiiaieiie ettt 41
7.0.2 ANALISIS € 1A TAIEA L. eeeueiiiie ettt n et ae e 42
7.2 Tarea 2 (Propiedad de descomposiCion aditiVa) ...........cccoieeiieiiiiiiiesie e, 42
7.2.1 DeSCrIPCION de 12 TArBA 2......ee ittt ettt 43
7.2.2 ANALISIS 08 A TAMBA 2.t 44
7.3 Tarea 3 (Secuencias figurales con apoyo tabular)...........cccceevveiiie e, 44
7.3.1 DesCripCion de Jatara 3........c.uveiiiiie e ee e 45
7.3.2 ANAlISIS de 1A TArEA 3.... .ot 46
7.4 Tarea 4 (Equivalencia aritmética, generalizacion y modelado)..........cccccccoveeviveeiiieeiiieeenen. 47
7.4.1DesCripCion de Tatarea 4..........oeeiiuiee et 48
7.4.2 ANAlISIS e 1A TAIEA 4.t 49
7.5 Tarea 5 (Modelacion y generalizacion de PatroNes)........cueeccvveeiivreoiieresiieeesieeesieeesiee e s 50
7.5.1 DesCripCion de latarea 5........c.oeeiiuiiiiiiee e 51
7.5.2 ANAlISIS e 1A TArBA 5.....veeei et 52
8 ANALISIS MUITIMOTAL ... 53
8.1 Tarea 1 (Estrategias de CONLEO) .......c.uiiiiuieeiiiee ettt eeas 55
8.2 Tarea 2 (Propiedad de descomposSiCiONn aditiVa) ...........cccveeiiiieeiiiee e 60
8.3 Tarea 3 (Secuencias figurales con apoyo tabular)..........ccceeeiiiiiiiiiiiii e 69

8.4 Tarea 4 (Equivalencia aritmética, generalizacién y modelado)..........cccccccoveeviieeiiieeiiieeennn. 86



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 6

8.5 Tarea 5 (Modelacion y GeneralizaCion de PatrONeS).........c.ccvuverveerveiiresiieesieesnieesieesee s 100
9 Resultados de la Investigacion y RefIEXIONeS..........ccooiiiiiiiiiiiiiee e 109
Referencias BiblOGrafiCas. .........cuoiiiiii s 116



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 7

Lista de Figuras

Figura 1 Secuencia figural apoyada por representacion tabular.............ccccooceieiienininnciienn, 18
Figura 2 Dibujo de Carlos de los términos 5 y 6 junto a formulas correspondientes.................. 18

Figura 3 Movilizacion del gesto inscripcion de un grupo de estudiantes encerrando tres circulos

BN A TIGUIA L. oottt etttk et ettt e be e entee s 19
Figura 4 Accion de tachar como medio semi6tico movilizado ...........ccoooeviiieiieieieieee 20
Figura 5 Modelo propuesto por Krysta y AIDEIT..........c.ooiiiiiiiiiii e 24
Figura 6 Situacion de MOUEIAAOD ..........uiiiiiiiie e 25
Figura 7 EI conocimiento como parte de un mismo proceso que ocurre en la labor conjunta.....29
Figura 8 Fases de la 1abor CONJUNLA ...........ooeiiiiiii e e 32
Figura 9 Estructura metodoldgica multimodal.............ccccocveeiiii e 36
Figura 10 Hoja de trabajo Tarea 1 y figuras mostradas en el Nivel 2..........ccccccoeeviieeviineiinnnn, 41
Figura 11 Hoja de trabajo de 1a TArea 2...........occoivieeiiiee e 43
Figura 12 Primera parte de la hoja de trabajode la Tarea 3.........ccccccovvveviiie e, 45
Figura 13 Segunda parte de la hoja de trabajo de la Tarea 3..........ccccccvvevviie e, 46
Figura 14 Primera parte de la hoja de trabajode la Tarea 4.........cccccocvveiiieeeciee e 48
Figura 15 Segunda parte de la hoja de trabajo de la Tarea 4..........ccccccvvveeiiveevee v 49
Figura 16 Primera parte de la hoja de trabajo de la Tarea5.........cccccovvveiiiie e, 51
Figura 17 Segunda parte de la hoja de trabajo de la Tarea 5.........cccccccvvveeiiieivee e, 52
Figura 18 Produccion del primer punto de la tarea 1 con Thomas............cccceeevvveeiiieeiiiee i, 59
Figura 19 Produccion del segundo punto de la tarea 2 con Matias............cccccovvvveeiiieeeiiieeiinnenn, 67

Figura 20 Primera secuencia figural apoyada por representacion tabular en la tarea 3............ 69



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 8

Figura 21 Produccion del segundo punto de la tarea 3 con Matias.........c.cccocvevveiiieiiieeiieannnn, 72
Figura 22 Produccion del segundo punto de la tarea 3 con Mariana............cccceveveieeneenennenn 73
Figura 23 Produccion de Danny Tarea 3 punto 4 con la primera SeCUENCia. ...........cccoeverveeunenne. 75
Figura 24 Produccion de Alejandra Tarea 3 punto 4 con la primera secuencia ...............ccocue.... 76
Figura 25 Segunda secuencia figural apoyada por representacion tabular en la Tarea 3 .......... 77
Figura 26 Produccion de Mariana Tarea 3 punto 2 con la segunda secuencia.............c..ccccu.... 80
Figura 27 Produccion de Isabella Tarea 3 punto 2 con la segunda secuencia. .............cccccceeenne. 81
Figura 28 Produccion de Sara Tarea 3 punto 3 con la segunda SECUENCIa............cvevveerieenneene, 81
Figura 29 Produccion de Danny Tarea 3 punto 3 con la segunda SECUENCIA............ccoveervvernneene 82
Figura 30 Tercera secuencia figural apoyada por representacion tabular en la Tarea 3 ........... 82
Figura 31 Produccion de Danny Tarea 3 punto 2 con la tercera SeCUENCIa............ccveevvveernnnnns 83
Figura 32 Produccion de Alejandro Tarea 3 punto 2 con la tercera secuencia .............ccceeeveeen. 83
Figura 33 Produccion de Danny Tarea 3 punto 3 con la tercera SeCUENCIa............ccveevvveernnnnn 86
Figura 34 Produccion de Matias en el tercer punto de latarea 4..........ccccocoveevveevieeciiiee s, 89
Figura 35 Produccion de Matias en el cuarto punto de latarea4.........ccccocoveevveeiineciiiee i, 90
Figura 36 Produccion de Danny Tarea 4 PUNEO 4 ..........eeoiveeeiiieeeiiiieescie e sie e st e e snne e snnee s 93
Figura 37 Produccion de Danny Tarea 4 pUNtO 5 Y 6.....cceiuveeeiiieeiiie e 94
Figura 38 Produccion de Matias Tarea 4 pUNtO S Y 6 .....cccvveeiiieeiiiiee i 96
Figura 39 Disefio de portavasos para la expresion n+(n-1)+(n-1)+(N-2)........ccccceevvveevirneennnen. 100

Figura 40 Elaboracion de la secuencia con material concreto por un grupo de estudiantes.....101
Figura 41 Secuencia numérica extendida por Matias............cccccveeiiiiiiiie e 106
Figura 42 Secuencia numérica extendida por Juan DIeg0...........cccvvveeiiieeiiiee e 106

Figura 43 Quinto punto de la tarea 5 producto del didlogo grupal entre estudiantes................ 109



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA

Lista de Tablas

Tabla 1 Lista de documentos seleccionados para la propuesta de trabajo ............cccccevvervreninen,

Tabla 2 Clasificacion de tareas con relacion a la forma de pensamiento algebraico .................

Tabla 3 Producciones de Danny a lo largo de las distintas tareas



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 10

Resumen

Titulo: Procesos de objetivacion en el desarrollo del pensamiento algebraico temprano en
estudiantes de cuarto grado”

Autor: Jose Alirio Araque Rodriguez™

Palabras Clave: Algebra temprana, Generalizacion, Pensamiento algebraico, Teoria de la
Obijetivacion.

Descripcion:

Este estudio tiene como objetivo describir los procesos de objetivacion en el desarrollo del
pensamiento algebraico temprano que emergen en los estudiantes de cuarto grado de educacion
primaria al experimentar situaciones relacionadas con generalizacion de patrones, aritmética
generalizada y modelacion. En particular, esta investigacion pretende brindar perspectivas al
realizar un analisis sobre el papel de los medios semidticos de objetivacion en el proceso de
alcanzar una comprension estable de como abordar algebraicamente las tareas propuestas. Asi
mismo, identificar aportes para el trabajo en el aula de educacion matematica en relacion con la
propuesta curricular del early-algebra.

Todo esto bajo la perspectiva de la Teoria Cultural de la Objetivacion y la metodologia
multisemiotica propuesta por Radford (2015) la cual ha dedicado su estudio a la interrelacion de
diversos recursos semioticos en la creacion de significados. Los resultados de este estudio
muestran evidencias de que la descripcion adecuada de los modos de conceptualizar, conocer y
pensar va mas allad de las interacciones verbales puesto que es fundamental considerar otros
recursos que los estudiantes movilizan al enfrentarse a situaciones matematicas. Asi mismo, que
se necesita continuar realizando disefios de tareas que involucren la aritmética generalizada,
patrones y modelacion con el fin de implementar en el aula y analizar la manera en la que estas
lineas se complementan y favorecen las formas de pensar y actuar de los estudiantes sobre las
cantidades indeterminadas, al tiempo que se potencia el pensamiento algebraico.

* Trabajo de Grado
* Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Licenciatura en Matematicas. Director:
Alexander Betancur Sanchez. Magister en Educacion Matematica.
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Abstract

Title: Objectification processes in the development of early algebraic thinking in fourth graders *
Author: Jose Alirio Araque Rodriguez™

Key Words: Early algebra, Generalization, Algebraic thinking, Objectification theory.

Description:

This study aims to describe the processes of objectification in the development of early algebraic
thinking that emerge in fourth grade elementary school students when experiencing situations
related to pattern generalization, generalized arithmetic, and modeling. This research aims to
provide insights into the role of semiotic means of objectification in the process of reaching a
stable understanding of how to approach proposed tasks algebraically. Likewise, to identify
contributions for the work in the mathematics education classroom in relation to the early-algebra

curricular proposal.

All this under the perspective of the Cultural Theory of Obijectification and Radford's multi-
semiotic methodology, as key elements given his dedicated study of the interrelation of diverse
semiotic resources in the creation of meanings. The results of this study show that the adequate
description of the ways of conceptualizing, knowing, and thinking goes beyond verbal interactions
since it is fundamental to consider other resources that students mobilize when facing
mathematical situations. These resources allow them to develop an awareness of the algebraic

ways of thinking related to the three types of situations explored in this research.

“ Degree Work
“Faculty of Sciences. School of Mathematics. Bachelor of Mathematics. Director: Alexander
Betancur Sanchez. Magister in Mathematical Education.
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Introduccion

El presente trabajo esta inscrito en la linea de investigacion de Didactica de la Matematica,
en particular, pensamiento algebraico temprano del programa de Licenciatura en Matematicas de
la Universidad Industrial de Santander. Este estudio indaga algunos de los requerimientos y
oportunidades que implica el desarrollo e implementacion de una secuencia de tareas que involucra
patrones, aritmética generalizada y modelacion, centrado en la propuesta curricular del Early-
Algebra en el grado cuarto de educacion Basica Primaria.

Desde una perspectiva general, el desarrollo de ideas algebraicas enfocadas al estudio de
la generalidad, el razonamiento y la comprension de fendmenos de variacion entre los niveles
educativos basicos, es un tema de creciente interés tanto en las propuestas curriculares como en la
investigacion en Educacion Matematica (NCTM, 2000; MEN, 2006; Radford, 2012; Cai y Knuth,
2011; Vergel, 2015a). En relacion con lo anterior, esta investigacion centra la mirada en el
desarrollo del pensamiento algebraico temprano y toma como base lo expuesto por Vergel (2015a)
quién expresa que el proceso de generalizacion ha sido muy eficaz en la introduccién de los
primeros conceptos algebraicos, dado que permite a los alumnos mostrar nociones de pensamiento
algebraico, sin embargo, es vital continuar explorando los procesos de la estructuracion del
pensamiento algebraico temprano.

Radford (2014) considera que el pensamiento algebraico no puede limitarse a la mera
notacion de simbolos o expresiones alfanuméricas. Los procesos movilizados por los estudiantes
pueden abarcar respuestas corporales, lingiisticas y simbolicas. En este sentido, resulta
fundamental un estudio de caracter cualitativo que evidencie las formas de pensamiento que surgen
en las producciones de tareas disefiadas en relacion con las lineas consideradas para el desarrollo

del pensamiento algebraico: aritmética generalizada, patrones y modelacion.
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La presente propuesta de investigacion estd organizada en 9 capitulos: en el primero se
presenta el planteamiento del problema donde se determina y orienta la necesidad de desarrollar
la inclusion del &lgebra temprana en grados elementales. En el capitulo dos, se dan a conocer los
antecedentes, donde se exponen investigaciones relacionadas con el algebra temprana y su
introduccion mediante escenarios que consideran patrones, aritmética generalizada y modelacion.
En el tercer capitulo corresponde a la justificacion, en este se muestra la necesidad e importancia
de disefiar una secuencia de tareas que contribuya al pensamiento algebraico a temprana edad en
las lineas del pensamiento algebraico: aritmética generalizada, patrones y modelacion. En el cuarto
capitulo, se plantean los objetivos generales y especificos de la presente investigacion.

En el quinto capitulo, se aborda el marco tedrico, donde se precisan algunas caracteristicas
generales de la teoria cultural de la objetivacion, la cual fundamenta el estudio y permite realizar
el disefio de la secuencia de tareas matematicas. En el capitulo 6 se presenta el disefio
metodoldgico, donde se definen las caracteristicas de los participantes y el proceso metodolédgico
orientado por la metodologia multisemiotica de Radford. Por su parte, el capitulo 7 esta destinado
a la descripcion de las tareas con su correspondiente analisis a priori. El analisis y evidencias de la
investigacion es descrito ampliamente en el capitulo 8 donde se organiza por tareas y siguiendo
las consideraciones de Radford (2015) con relacion al etiquetado, transcripcion y sistematizacion.
Finalmente, el capitulo 9 contiene las conclusiones y reflexiones del estudio, afiadiendo las

preguntas que quedan abiertas y las posibilidades para otros estudios.

1 Planteamiento y Formulacion del Problema
Durante hace algunas décadas, se considera que la transicion desde los conocimientos

aritméticos a los algebraicos son un paso importante para alcanzar los conceptos mas complejos



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 14

dentro del razonamiento y las matematicas escolarizadas. Ahora bien, la investigacion ha
demostrado que existen diferentes dificultades como el uso y significado de simbolos literales, la
indeterminacion y el cambio abrupto en las convenciones usadas en el contexto aritmético, que
encuentran los nifios y jovenes en la asimilacion de esta transicion, lo que finalmente produce
problemas en el razonamiento algebraico (Kieran, 2007; Radford, 2012; Vergel, 2013, 2015a,
2015b).

La investigacion relacionada con el pensamiento algebraico temprano empez6 a ser
considerada como una categoria de investigacion sobre la década de los 90. En relacién con el
pensamiento algebraico, por ejemplo, Blanton y Kaput (2004) se refieren a este como “un habito
mental que impregna todas las matematicas y que involucra la capacidad de los estudiantes para
construir, justificar y expresar conjeturas sobre estructuras y relaciones matematicas” (pag. 142).
Los estudios de investigacion durante la década de los 2000 se enfocaron especialmente en: i). la
generalizacion relacionada con la actividad de creacion de patrones, ii). la generalizacion
relacionada con las propiedades de las operaciones y la estructura numeérica, iii). la representacion
de relaciones entre cantidades, y iv). la introduccion de la notacion alfanumerica (Kieran et al.,
2016).

Algunos investigadores (Blanton y Kaput, 2005; Kaput, 2008; Chimoni et al., 2021)
consideran que el razonamiento algebraico puede tomar varias formas que lo caracterizan, estas
son: aritmética generalizada (el uso de la aritmética como un dominio para expresar y formalizar
generalizaciones), pensamiento funcional (generalizar patrones numéricos para describir
relaciones funcionales) y aplicacién de lenguajes de modelado (introduccion de regularidades y
generalizaciones mediante situaciones de modelacion). Sin embargo, autores como Blanton y

Kaput (2005) expresan que la aritmética generalizada y el pensamiento funcional son las formas
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méas comunes que reportan los estudios para abordar el razonamiento algebraico en los grados
elementales.

Las investigaciones sobre el algebra temprana muestran propuestas de ensefianza y
aprendizaje, asi como las dificultades que enfrentan los estudiantes, sin embargo, tales
contribuciones son desconocidas por un buen nimero de maestros, otros las consideran como
inapropiadas o simplemente no son usadas para planificar y evaluar el trabajo en el aula de clase
(Vergel y Rojas, 2018).

El National Council of Teachers of Mathematics (2000) (NCTM — por sus siglas en inglés)
considera que desde los primeros grados de escolaridad (Primaria) los profesores pueden ayudar a
los estudiantes a construir una sélida base de comprension y experiencia, como preparacion para
un trabajo mas complejo en algebra en los niveles medios y en la escuela secundaria. Sin embargo,
profesores de matematicas no logran adoptar en sus escenarios de ensefianza un componente de
naturaleza algebraica a fin de generar una adecuada aproximacion en grados inferiores. Aspectos
tales como encontrar relaciones, generalizaciones, nociones de indeterminacion y variacion se
apartan de la educacion primaria debido a la concepcion del algebra entendida como una
matematica avanzada y abstracta (Vergel y Rojas, 2018).

Otro punto importante es la forma cémo los estudiantes responden a la inclusion del algebra
en el aula escolar, es decir, los alumnos comunican y argumentan en relacion con los recursos y
medios que tienen disponibles segln las tareas propuesta (Radford, 2017). Por lo tanto, es
necesario ser sensibles, reconocer y examinar la manera en la que los estudiantes tienen un
encuentro con formas de pensamiento algebraico (Procesos de objetivacion). Rojas y Vergel
(2013) consideran que el énfasis debe dirigirse a la manera como los estudiantes describen un

patrén o la forma en que analizan una funcién y lo explican con tablas o dibujos. En este orden de
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ideas, se requiere dar otras prioridades més alla de la manipulacién de simbolos, la memorizacién
de reglas y la resolucion de problemas rutinarios

De acuerdo con lo anterior, la presente propuesta pretende responder a la pregunta ¢Qué
procesos de objetivacion desarrollan estudiantes de cuarto grado de primaria cuando abordan

tareas que involucran aritmética generalizada, patrones y modelacién?

2 Antecedentes
En este apartado se indican algunos de los trabajos e investigaciones que han
realizado distintos autores en relacion con la introduccion del dlgebra temprana en el aula de clase.
Con el propésito de contextualizar el problema de interés, se presenta tres secciones con aspectos
relacionados a la realizacion de tareas que consideran situaciones sobre aritmética generalizada,
patrones y modelacién en el nivel de escolaridad de basica primaria.
2.1  El Algebra Temprana
La consideracion de la corriente del algebra temprana o Early-Algebra es relativamente
reciente y sugiere la incorporacion del algebra en grados elementales. Investigadores como Mason
(1991) han encontrado que los estudiantes en los primeros grados de escolaridad poseen una
capacidad natural de generalizacion y que potenciar esta capacidad daria como resultado un
progreso en el desarrollo de pensamiento algebraico. Por otro lado, Molina (2009) muestra que
estudiantes de basica primaria estan en condicion de articular un pensamiento algebraico temprano
siempre y cuando se realicen adaptaciones al contenido curricular de su nivel de escolaridad. De
manera semejante, Kaput & Blanton (2000) abogan por la inclusién del algebra en todos los niveles
de escolaridad, especialmente, en la educacion elemental, donde se ha omitido en la mayoria de

los casos.
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Zapatera (2018) muestra evidencia que estudiantes desde los primeros grados de
escolaridad en primaria poseen la habilidad de valorar las operaciones aritméticas como funciones,
reflexionar sobre relaciones aritméticas elementales y realizar hipétesis sobre esto por medio de
simbolos, utilizar letras para significar cantidades y hacer uso de esto para resolver problemas. De
esta manera, la corriente del lgebra temprana ha promovido la elaboracién de tareas que incluyan:
“las relaciones entre cantidades, la identificacion de estructuras, la generalizacion, la resolucion
de problemas, la modelacion, la justificacion, la prueba y la prediccion” (Kieran, 2004, p. 149).

En sintesis, el surgimiento de dicha corriente promueve la integracion del algebra en los
primeros grados de escolaridad matematica, con el proposito de desarrollar el pensamiento
algebraico en los estudiantes desde edades tempranas y promover un acceso mas compresivo al
lenguaje simbdlico, el trabajo con lo indeterminado y en general al algebra simbolica.

2.2  Patrones

En relacién con las investigaciones encaminadas a la introduccion del algebra temprana
con el uso de patrones, se han reportado trabajos que enfatizan el uso de secuencias como estrategia
para desarrollar el pensamiento algebraico.

Algunas de las investigaciones mas relevantes en el uso de secuencias figurales han sido
reportadas en Radford (2008; 2010a; 2011; 2012; 2018). En particular, Radford (2012) realiza un
estudio longitudinal donde muestra evidencia sobre la manera en que la percepcion y uso de los

simbolos evolucionan en los estudiantes participantes mientras resuelven tareas de patrones.



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 18

Figura 1l

Secuencia figural apoyada por representacion tabular (Radford, 2012, p. 17).
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En la Figura 1 se muestra una secuencia figural en la que se presentan los primeros cuatro
términos y se solicita a los estudiantes dibujar los siguientes dos términos de la secuencia. El
contraste entre las formas de pensar y caracterizar los términos mas grandes de la secuencia en las
producciones de Carlos (caso de estudio) en los grados segundo y cuarto fue que: en segundo grado
recurrio a términos particulares (1.000) para responder como determinar las cantidad de cuadrados
de una figura cualquiera de la secuencia, mientras que en grado cuarto trata la indeterminacion
como “el numero de la figura” e incluso plantea unas expresiones simbolicas para determinarlo
(ver Figura 2). En relacion con lo anterior, se puede identificar que conectar o sincronizar el
numero de la figura con una regla que permita averiguar cuantos elementos componen la
correspondiente figura no es inmediato en los estudiantes.

Figura 2

Dibujo de Carlos de los términos 5y 6 junto a formulas correspondientes (Radford, 2012, p. 129).
QOGRS anppmme =% —11=_
o T LT g
Por otro lado, Vergel (2014) presenta un estudio sobre las formas de pensamiento

algebraico temprano que surgen en estudiantes de cuarto y quinto grado, donde se hace énfasis en

la generalizacion de patrones en cuatro tipos (secuencias figurales apoyadas por representacion
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tabular, numéricas apoyadas por representacion tabular, puramente numérica y figural). Un
andlisis preliminar realizado en este trabajo sefiala que existen algunas conexiones entre la sintaxis
de las “expresiones algebraicas” del estudiante y los medios semidticos de objetivacion
movilizados.

Figura 3

Movilizacién del gesto inscripcion de un grupo de estudiantes encerrando tres circulos en la

figura 1 (Vergel, 2014, p. 89).
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En la Figura 3 se muestra una secuencia figural con apoyo tabular, donde se pide al grupo
de estudiantes determinar la cantidad de 6valos correspondientes a figuras posteriores, teniendo en
cuenta las 3 primeras figuras que se muestran en la imagen. Esta tarea permite evidenciar la
movilizacién de un medio semidtico, puesto que una accion del estudiante fue realizar el
encerramiento de 3 circulos en la figura 1 de la secuencia, como un apoyo para dar resolucion a
los ejercicios planteados. Por otro lado, en la Figura 4 se muestra una secuencia numérica con
apoyo tabular, donde el medio semiético utilizado por el estudiante ha cambiado debido a la
naturaleza del patron presentado.

Los alumnos pueden establecer una relacion entre la posicion y el nimero que ocupa (ver

Figura 4) tachando fisicamente los nimeros que no corresponden a la secuencia. Como resultado



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 20

se encuentra que la forma en como los estudiantes perciben una secuencia es el factor que
determina la sintaxis algebraica.
Figura 4

Accion de tachar como medio semidtico movilizado (Vergel, 2014, p. 90)
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Por otra parte, Dreyfus (como se citdo en Zapatera, 2018) plantea que el método de
generalizacion de patrones consta de tres acciones: reconocer una propiedad comudn entre los
términos observados, generalizar dicha propiedad a todos los términos de la secuencia y
finalmente, aplicar esta propiedad con el objetivo de desarrollar una regla general que permita
ubicar la cantidad de objetos en cualquier término de la secuencia.

Zapatera y Callejo (2011) han clasificado las estrategias de resolucion de problemas de
generalizacion de patrones en tres categorias: La primera categoria se relaciona con las estrategias
aditivas, donde empezando por la primera o cualquier posicién, el alumno observa el patron de
crecimiento y cuenta dibujando la figura o sumando al patron de crecimiento hasta el término
requerido. La segunda categoria se relaciona con las estrategias funcionales, en las que el alumno
propone una funcion para relacionar la posicion de la figura con el nimero de elementos de la
figura mediante el analisis del patron de crecimiento y la cantidad que se mantiene constante. La
tercera categoria hace referencia a las estrategias proporcionales, donde el estudiante por medio

de funciones lineales de la forma f(n) = a - n, halla el nimero de elementos de cada posicion.
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Zapatera (2018) indica que los mejores estudiantes comienzan con técnicas aditivas antes de pasar
a estrategias funcionales, por otro lado, el esfuerzo cognitivo de los alumnos es mayor cuando se
invierte el proceso (Determinar la posicion dentro de la secuencia dada una cantidad de objetos
especificos).

A nivel nacional, en lugar de hablar de pensamiento algebraico, este se denomina
pensamiento variacional de acuerdo con los Estandares Basicos de Competencia en Matematicas
(2006), no obstante, se han realizado estudios en relacion con el desarrollo del pensamiento
algebraico. En Moreno (2015) el autor presenta resultados de una aproximacion al pensamiento
algebraico en un grado tercero de la Educacion Basica Primaria Colombiana involucrando el
trabajo con patrones, donde se muestran pruebas de que los alumnos descubren los términos
iniciales de la secuencia numeérica y los expresan utilizando el lenguaje natural o procedimientos
aritméticos. Adicionalmente, se observo que los estudiantes emplean diversas técnicas, como el
recuento y las representaciones visuales.

2.3 Aritmética Generalizada

El algebra suele introducirse en la escuela utilizando la generalizacion de la aritmética, la
cual es considerada uno de los elementos esenciales de esta rama matematica. De acuerdo con
Kaput (2017) la aritmética generalizada examina la estructura de los calculos, en lugar de centrarse
en los resultados. Luego, la experiencia de los estudiantes con tareas desde esta perspectiva debe
orientar la actividad de encontrar en la estructura de las expresiones aritméticas relaciones entre
las operaciones y permitir el descubrimiento de propiedades aritméticas en los célculos y las
transformaciones realizadas.

Blanton y Kaput (2005) han realizado una categorizacion con relacion al razonamiento

algebraico como aritmética generalizada donde se clasifica la capacidad del estudiante en relacion
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con el uso de la aritmética como dominio para expresar y formalizar generalizaciones. Esta
categorizacion esta comprendida en los siguientes cinco tipos:

i). Exploracion de las propiedades de las operaciones con nimeros enteros: Los casos
de razonamiento algebraico en los que los alumnos observan distintas propiedades de los nimeros
enteros, asi, por ejemplo, la descomposicion de nimeros enteros en posibles sumas y examinar su
estructura.

ii). Exploracion de propiedades y relaciones de niumeros enteros: Aqui se observan
generalidades como la resta de ndmeros negativos, la conmutatividad de la suma y la
multiplicacion o el principio distributivo de la multiplicacion sobre la suma.

iii). Explorar la igualdad como expresion de una relacion entre cantidades: Esta
categoria comprende la capacidad del estudiante en comprender la nocion de igualdad como una
relacion entre cantidades (Para observar esto se realizaron problemas para determinar el valor
faltante como4+8=__ +7).

iv). Tratamiento algebraico del niUmero: Esta categoria describe la habilidad de los
alumnos por determinar la estructura de un resultado aritmético a partir de los numeros que
componen la operacion (La suma de nimero impares es par).

V). Resolucidén de oraciones numeéricas: Esta categoria va mas alla de resolver ecuaciones
con una sola variable, busca evidenciar la compresion del estudiante en problemas con conjuntos
de ecuaciones, asi como ecuaciones simples con incognitas maltiples o repetidas, por ejemplo,
observar que hallazgos consigue un estudiante al trabajar una oracion como “SiV +V =
4,entonces cuantoesV +V + 67

Entre otras investigaciones realizadas enfocadas a trabajar con elementos de la aritmética

generalizada se encontraron trabajos relacionados con las operaciones aritméticas y la
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equivalencia. Britt y Irwin (2011) muestran como por medio de estrategias como el reparto mental
y la compensacién en una operacion aritmética (Por ejemplo, 29 + 16 = 30 + 15 = 45) se obtiene
una rapida resolucion a problemas numéricos y proporciona a los estudiantes de primaria
oportunidades para pensar de manera general en nimeros y operaciones.

2.4 Modelacion

El siguiente punto trata sobre la modelaciéon en situaciones de &lgebra temprana, la
distincion fundamental entre esta via y las otras dos es que los alumnos parten de circunstancias o
situaciones a matematizar y luego tratan de encontrar la regularidad inherente (Blanton y Kaput,
2005). Asi, en la medida en que se describan regularidades suministradas a través de situaciones o
fendmenos matematicos, el uso de relaciones y funciones cuantitativas se puede considerar una
modelacion.

Las intervenciones instruccionales desde una perspectiva de modelado resaltan que la
iniciacion de la instruccion debe comenzar con el analisis de un problema. Brizuela y Schliemann
(2004) desarrollaron lecciones sobre algebra temprana para ayudar a los alumnos a comprender
los conceptos de variable, funcion, grafico y ecuacion, donde, los alumnos que participaron en esta
intervencion fueron capaces de identificar las variables subyacentes y representar la relacion entre
ellas mediante una ecuacion algebraica, mientras que otros utilizaron letras para representar las
cantidades desconocidas.

Por otra parte, en Kieran et al., (2016) sintetizan algunos aspectos sobre la naturaleza, el
aprendizaje y la ensefianza del algebra temprana, entre estos se destaca el uso de situaciones de
modelado para la inmersion del algebra en la escuela primaria. A continuacién, se presenta una
situacion propuesta para un curso de cuarto grado en una escuela canadiense: En su cumpleafios,

Marc recibié una alcancia con un délar. El ahorra 2 dolares cada semana. Al final de la primera
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semana tiene 3 ddlares; al final de la segunda semana tiene 5 ddlares, y asi sucesivamente. A los
estudiantes se les dieron fichas rojas y azules para modelar la situacién de la primera a la quinta
semana y se les pidié que calcularan cuantos dolares tendria Marc después de las semanas 10, 15
y 25. En la Figura 5 se presenta el modelo de Krysta y Albert; estudiantes de cuarto grado, para
las primeras 5 semanas. Kieran et al., (2016) muestran que a partir del trabajo con las fichas los
estudiantes continGian sus razonamientos para la semana 10 y 15. Progresivamente la atencion de
los estudiantes se centra en la dependencia del nimero de semanas y la cantidad de délares que
tiene Marc. Este episodio muestra la riqueza de la actividad movilizada en el aula y da posibilidad
al estudiante a encontrarse con formas algebraicas.

Figura 5

Modelo propuesto por Krysta y Albert (Kieran et al., 2016, p. 17)
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AUn mas, investigaciones como la de Chimoni et al., (2021) analizan dos tipos de tareas
para la ensefianza del algebra temprana, unas denominadas investigaciones guiadas por la
matematica pura y exploraciones abiertas aplicadas. Por ejemplo, una de las situaciones de
modelado propuestas involucraba un contexto de construccion de armaduras de varillas de acero
(Ver Figura 6). En dicha situacién los estudiantes fueron expuestos a un patron lineal, fue necesario
notar el patrén, generalizar la regla del patron y representar el término general. Y en este caso
como el reportado en Kieran et al., (2016) los estudiantes contaban con material concreto, es decir,

palillos de madera disponibles. En este orden de ideas, Kieran et al., (2016) muestran que las
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corrientes del pensamiento funcional y aritmética generalizada, asi como la modelacion,
comparten muchas de las mismas ideas, procedimientos y modos de razonamiento, pues, los
procesos de generalizar, representar, y justificar interactian continuamente.

Figura 6

Situacién de modelado (Chimoni et al., 2021, p.536)

Una fabrica hace armaduras de varillas de acero, como
muestra la figura.

La longitud de cada armadura es igual al ndimero de varillas
en la base de la armadura.

Los resultados de las investigaciones referidas conceden una vision general del estado de
los estudios realizados en el campo de pensamiento algebraico temprano y los medios que han sido
utilizados para potenciar la ensefianza y el aprendizaje de concepto del algebra escolar. Asi mismo,
aportan una serie de regularidades (como el uso de patrones) y elementos que ain no han sido muy

implementados en el aula.
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3 Justificacion

La presente investigacion se inscribe dentro de la corriente del Early-Algebra,
especificamente en el estudio de tareas que posibiliten el trabajo en conjunto entre patrones, la
aritmética generalizada y la modelacion segln lo presentado en las secciones 2.2, 2.3 y 2.4 del
presente documento.

Blanton & Kaput (2005) y Vergel (2013) sefialaron que el contenido matemético del
curriculo de primaria permite la ensefianza de la simbolizacion, la generalizacion y el
razonamiento algebraico, lo que significa que los alumnos de este ciclo educativo pueden
desarrollar procesos algebraicos mas complejos de lo que se podria creer en un principio, si los
docentes posibilitan ambientes matematicos donde se valore que los estudiantes exploren,
modelicen, propongan explicaciones argumentadas y practiquen habilidades de calculo.

Los estudios mencionados en el capitulo anterior (Radford, 2012; Vergel, 2014; Zapatera
y Callejo, 2011; Moreno, 2015; Kaput, 2017; Kieran et al., 2016; Chimoni et al., 2021) respaldan
la propuesta curricular del Early-Algebra. Con relacion a esto, NCTM (2000) indica que a pesar
de no ser comun escuchar el término del algebra durante la etapa de la educacion inicial, los
alumnos necesitan comprender como se utilizan los simbolos para representar conceptos y ampliar
su compresion de diversas situaciones de generalizacion y cambio, asi como los marcos y hormas
que regulan como deben realizarse estas actividades.

En el contexto colombiano, el pensamiento algebraico es interpretado desde el pensamiento
variacional. Los Estandares Basicos de Competencia Matematica (MEN, 2006) manifiestan que el
pensamiento variacional es una pieza clave en la resolucion de problemas y la modelacion de

procesos de la vida diaria.
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Uno de los propdsitos de cultivar el pensamiento variacional es construir desde la

Educacién Bésica Primaria distintos caminos y acercamientos significativos para la compresion y

uso de los conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas analiticos, para el aprendizaje

con sentido del calculo numérico y algebraico y, en la Educacién Media, del calculo diferencial e

integral (MEN, 2006, p. 66).

Asi mismo, los Estandares Basicos de Competencias Matematicas mencionan que con el
objetivo de desarrollar el pensamiento variacional desde los primeros niveles son adecuadas las
actividades que brinden al estudiante la oportunidad de estudiar regularidades, hacer conjeturas
sobre las mismas y explicarlas mediante un procedimiento o algoritmo, asi mismo, el estudio del
cambio por medio de la consideracion de fendmenos de variacion (MEN, 2006).

En el contexto local se han realizado estudios cuyo objetivo ha estado enfocado en el
desarrollo del pensamiento algebraico temprano. Martinez (2016) mediante el trabajo con tareas
que implicaban generalizacién de patrones figurales y numéricos, muestra evidencia que el
surgimiento de medios semidticos de objetivacion y de los nodos semioticos en la actividad
matematica dependen de la materialidad de la actividad. Asi mismo, Delgado (2019) sefiala que, a
través de los niveles de sofisticacién y tareas vinculadas con la variedad, la generalizacion y el
razonamiento desde un contexto de patrones, es posible evidenciar el desarrollo del pensamiento
algebraico y alcanzar niveles mas complejos del mismo.

A la luz de lo expuesto anteriormente, la presente investigacion busca involucrar tareas
considerando la aritmética generalizada, patrones y modelos. Asi mismo, involucrar el contexto
de los estudiantes y las orientaciones reportadas en la literatura. Finalmente, contribuir a la linea

de investigacion de Didéactica de la Matematica del grupo de investigacion EDUMAT-UIS.
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4 Objetivos de la Investigacion
4.1  Objetivo General
Describir procesos de objetivacion que desarrollan estudiantes de cuarto grado de primaria
a partir de la implementacion de situaciones y tareas que involucran la aritmética generalizada,
patrones y modelacion para el desarrollo del pensamiento algebraico temprano.
4.2  Objetivos Especificos
e Redisefar y disefiar situaciones y tareas a partir de las reportadas en otras investigaciones.
e Rastrear los medios semidticos de objetivacion que emergen en la actividad en el aula en
tareas que involucren aritmética generalizada, patrones y modelacion.
e Identificar los aportes para el trabajo en el aula obtenidos de la implementacion y analisis

para contribuir a la propuesta de cambio curricular que enfatiza el Early-Algebra.

5 Marco Tedrico: Teoria de la Objetivacion

En este capitulo se presenta el marco tedrico que fundamenta la presente investigacion. Se
precisan algunos elementos y componentes relevantes dentro de la teoria cultural de la
objetivacion: consideraciones generales sobre la teoria, los procesos de objetivacion y
subjetivacion y finalmente nos referimos a la actividad y la labor conjunta donde se describen los
momentos en el aula de clase.
5.1 Consideraciones Generales

La teoria de la objetivacion (TO) es una teoria en educacion matematica que se inspira de
escuelas antropoldgicas e historico-culturales del conocimiento la cual pretende plantear una
alternativa procedimental donde la educacion retoma una dimensién ética, histérica y cultural con

el propdsito de crear alumnos reflexivos que se posicionen de manera critica en practicas sociales
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constituidas historica y culturalmente (Radford, 2014). La TO a diferencia de otras teorias que se
enfocan en lo epistemoldgico o psicoldgico se inscribe en un esfuerzo politico, social, histérico y
cultural dirigido a la creacién dialéctica de sujetos reflexivos y éticos. De manera que, la teoria se
centra en transformar la actividad matematica, ir mas alla de un escenario donde se adquiere o se
transmite conocimiento. Pretende realizar un proceso mas complejo construyendo relaciones
profundas entre el ser y el saber, es decir, la atencién no se centra Unicamente en el contenido
matematico (la dimensién del saber), sino también en el ser (la dimension del sujeto) (Radford,
2020).

Al nacer cada ser humano se encontrd con un sistema de maneras de pensar y concebir el
mundo (pensamiento matematico, cientifico, etc.), el saber que esta frente a nosotros se transforma
y cambia de cultura en cultura. En este orden de ideas, el saber en la TO se define como un sistema
de sistemas, “es decir, un sistema de procesos corporeos, sensibles y materiales de accion y
reflexion, constituidos histérica y culturalmente” (Radford, 2020, p. 16). Asi en la TO el
aprendizaje no se puede concebir como algo que se transmita o se comercialice.

La Figura 7 busca capturar la esencia de esta relacion dialéctica entre el ser y el saber dentro
de los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Figura 7
El conocimiento y el volviéndose como parte de un mismo proceso que ocurre en la labor

conjunta (Radford, 2014, p. 135)
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De acuerdo con la imagen anterior, se evidencian los términos de “Becoming”
(Volviéndose) y “Knowing” (Conociendo). Estos daran lugar a procesos esenciales para la TO
dentro del contexto del aula de clase: Objetivacion y Subjetivacion.

5.2  Procesos de Objetivacion y Subjetivacion

Segun se ha referido en lineas precedentes, los procesos de Objetivacidn y Subjetivacion
corresponden a la esencia de la TO. La Objetivacion trata de expresar la idea de que los sistemas
de pensamiento cultural e histéricamente constituidos nos objetan (es decir, se resisten, se oponen
a nosotros). Tales sistemas emergen como algo que no somos nosotros, es decir, aparecen como
como una forma de alteridad (Radford, 2020). De esta manera, la Objetivacion es como un
encuentro que no ocurre de repente, por eso en lugar de hablar de objetivacion, preferimos hablar
de Procesos de Objetivacion.

Los Procesos de Objetivacion (“knowing”) se definen como la “toma de conciencia en el
curso de un proceso social, emocional y sensible; es un proceso mediatizado por la cultura material
(signos, artefactos, lenguaje, etc.), los sentidos y el cuerpo (a través de gestos, acciones
Kinestésicas, etc.)” (Radford, 2014, p. 142).

Asi mismo, los Procesos de Subjetivacion (“Becoming”) se definen como los modos de
interaccion humana en el aula que modifican al sujeto como proyecto social a traves de la
participacion en las practicas sociales de su cultura. Definido explicitamente por Radford (2014)
como “aquellos procesos mediante los cuales los sujetos toman posicion en las practicas culturales
y se forman en tanto sujetos culturales histéricos unicos. La subjetivacion es el proceso histérico
de creacion del yo” (p. 142). A partir, de estas consideraciones los profesores y alumnos llegan a
hacer presencia a través de la actividad en el aula, donde llegan a posicionarse, es decir, profesores

y estudiantes son vistos como proyectos de vida inacabados e inacabables, en continua
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transformacion, en busca de si mismos, comprometidos juntos en el mismo esfuerzo en el que
sufren, luchan, se afirman y encuentran juntos plena realizacion (Radford, 2020).

Por lo tanto, la ensefianza y aprendizaje —que comunmente son considerados como dos
procesos distintos- para la TO es una labor conjunta, aprender es una adquisicion comunitaria de
formas de reflexion del mundo guiada por modos epistémicos, culturales e histéricamente
formados. Se trata de dotar de sentido a los objetos conceptuales que encuentra el alumno en su
cultura; asi la adquisicion del saber es un proceso de elaboracion activa de significados (Radford,
2006)

5.3 LaActividad y la Labor Conjunta

En la TO cobra gran importancia la actividad, pues es lo que hace posible el aprendizaje.
Los procesos de Objetivacion y Subjetivacion tienen lugar en la actividad sensorial y préactica. En
este sentido, la actividad no se refiere en la concepcidn entendida como una serie de acciones que
realiza un individuo. La actividad se refiere a un sistema dindmico orientado a la satisfaccion de
las necesidades colectivas, es una forma social de esfuerzo conjunto a través de la cual los
individuos producen sus medios de subsistencia mientras se producen a si mismos como seres
humanos (Radford, 2020). Méas precisamente, la actividad se denomina labor conjunta (Radford,
2016), por lo que en la TO es la categoria principal. En términos de Radford (2014) “a través de
la labor encontramos al otro y al mundo en sus dimensiones conceptuales y materiales. Es a través
de la labor que encontramos los sistemas de ideas de la cultura: sistemas de ideas cientificas,
legales, artisticas, etc.” (p. 138). La finalidad de la labor conjunta se obtiene mediante las acciones
realizadas por medios semidticos, los cuales corresponden al lenguaje, los gestos, las cosas, las
herramientas y las sefiales que el sujeto emplea para alcanzar una forma estable de conciencia

(Radford, 2003). En los medios semioticos, el gesto es crucial en los procesos de Objetivacion,
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sobre todo en los alumnos de basica primaria, cuyas creaciones pueden entenderse mejor a través
de su actividad perceptiva ligada a su discurso (Radford, 2005).

La idea de la actividad en el aula como labor conjunta nos ofrece una alternativa para
pensar en nuevas formas historico-culturales no alienantes de ensefianza y aprendizaje. Radford
(2020) considera dos ejes que organizan toda actividad en el aula: formas de produccion de saberes
y formas de colaboracion humana. La primera involucra la manera en la que las ideas circulan en
el aula o el espacio de ensefianza-aprendizaje y la segunda, con la naturaleza de la interaccion
humana. Por lo tanto, se han considerado unas fases de la labor conjunta que caracterizan y
organizan las interacciones en el aula.

Figura 8

Fases de la labor conjunta (Radford, 2020, p. 30)

Profesora

Presentacion de la
Actividad por la
profesora

Discusi6n general Discusiones entre grupos

En la Figura 8 se ilustra las posibilidades de interaccion en el aula 'y la manera en la que la
produccién de conocimientos y las formas de colaboracion humana se conjugan. Cabe resaltar que
la configuracién no pretender simplemente destacar una pedagogia activa sino mas bien reconocer

las posibilidades donde emergen los procesos de objetivacién y subjetivacion.
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Resulta necesario presentar como en este estudio se entiende la relacion entre “Tarea”y
“Situacion”, se entiende por tareas escolares aquellas propuestas que solicitan el accionar del
estudiante y que el profesor planifica en busca de un aprendizaje 0 como un instrumento para
evaluacion de este. Por otro lado, las situaciones hacen parte de ese mundo y/o contexto del
estudiante en el cual las tareas se encuentran localizadas y son dotadas de significado (Rico y
Moreno, 2016). Es decir, las tareas escolares se enmarcan y se desarrollan dentro de una situacion
y estas a su vez le brinda al estudiante la facilidad de dotar de significado los conceptos
involucrados en las tareas, fomentando asi un aprendizaje mas practico y significativo.

54  Componentes y formas de Pensamiento Algebraico Temprano

Por ultimo, en base a la perspectiva de la teoria de la objetivacion, el pensamiento
algebraico es considerado como “un conjunto de procesos corporizados de accién y de reflexion
constituidos histdrica y culturalmente” (Vergel, 2015a, p. 196). Por otra parte, segun Radford
(citado por Vergel 2015a) afirma:

Una caracterizacion de este tipo de pensamiento esta constituida por tres componentes: (a)
el sentido de indeterminancia (objetos basicos como: incdgnitas, variables y pardmetro) como
aquello opuesto a la determinancia numérica; (b) la analiticidad, como forma de trabajar los objetos
indeterminados, es decir, el reconocimiento del caracter operatorio de los objetos bésicos; y (c) la
designacién simbdlica o expresion semidtica de sus objetos, esto es, la manera especifica de
nombrar o referir los objetos. Consideramos estos tres componentes analiticas o vectores
estrechamente relacionados (p. 196).

Radford (como se citd en Vergel, 2014) distingue tres tipos de pensamiento algebraico o

capas definidas por los medios semidticos de objetivacion movilizados por los estudiantes en la
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actividad reflexiva, como la percepcion, los movimientos, los gestos y el lenguaje natural. Estas
formas de pensamiento algebraicos son las siguientes:

1) Pensamiento algebraico Factual: Son todos los medios semidticos de objetivacion
movilizados, como los gestos, movimientos, el ritmo, la actividad perceptual y las
palabras. En este nivel la indeterminancia queda implicita dado que las acciones de los
estudiantes son concretas. Pongamos por caso, sefiales a través de miradas o
movimientos con objetos.

2) Pensamiento algebraico Contextual: Los gestos y las palabras son sustituidos por otros
medios semioticos de objetivacion. La indeterminacion se convierte en el objeto del
discurso en esta forma de pensamiento, ademas, surge una formulacion algebraica
como una descripcion de la generalidad presente. Por ejemplo, un estudiante expresa
“dos por el nimero de la figura, mas uno”.

3) Pensamiento algebraico Simbdlico: Hay un cambio dréastico en la forma de denominar
objetos de la tarea matematica. En lugar de una descripcion verbal o escrita de lo que
observa, el estudiante representa la indeterminancia por medio de simbolos

alfanuméricos del algebra.

Por todo lo anteriormente expuesto, este trabajo comprende que la clase de matematicas
debe verse como un esfuerzo de colaboracion entre el profesor y los alumnos que avanza de manera
tedrica, ética y cultural al mismo tiempo. En otras palabras, se deben plantear tareas en las que el
alumno tenga la oportunidad de discutir varios enfoques sobre una misma problematica, mientras
que el profesor le proporciona oportunidades para obtener una mejor compresion, dé sentido a sus
respuestas y reconozca las opiniones de los demas. Estas interacciones y esfuerzos cooperativos

entre alumnos son los que permiten que el saber se convierta en objeto de conciencia.
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6 Disefio Metodoldgico

En este capitulo se presentan las delimitaciones en relacion con los participantes, asi como
las diferentes fases realizadas en la presente investigacion.

La investigacion desarrollada siguié una metodologia cualitativa, dado que su enfoque era
describir los procesos de objetivacion y subjetivacion en la generalizacion de patrones, modelacién
y aritmética generalizada.

6.1  Participantes

La investigacion se desarrollo en la institucion educativa Liceo Patria, ubicada en la ciudad
de Bucaramanga, Santander. Esta institucion es de caracter oficial, ofrece a los hijos del personal
militar de la Quinta Brigada y de familias civiles, un servicio educativo de calidad formando
integralmente personas comprometidas con su mejoramiento y el de su entorno natural, cultural y
social.

La poblacion objeto de estudio estuvo conformada por 34 estudiantes, con edades entre los
9 a los 11 afios. Estos estudiantes cursaban el grado cuarto de educacion béasica primaria en la
jornada de la tarde durante el primer semestre del afio 2023.

6.2  Proceso Metodoldgico

El proceso metodoldgico que se llevd a cabo en este estudio se basa en la metodologia
multisemiotica de Radford (2015). Este proceso metodologico también ha sido implementado en
otras investigaciones como en Martinez (2016) y dicho estudio se us6 como guia para definir las
etapas en las que se divide. Asi el desarrollo de la investigacion consistié en cuatro etapas:
seleccién y redisefio de tareas, implementacion de las tareas en el aula de clase, recoleccion y

analisis de los datos. La Figura 9 muestra el esquema metodoldgico seguido en este estudio.
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Figura 9

Estructura metodoldgica multimodal (Adaptado de Martinez, 2016)
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En las secciones siguientes se describen los rasgos principales de cada etapa de la
metodologia.

6.2.1 Seleccion y redisefio de tareas

En esta primera etapa se tomd en consideracion los referentes nacionales: Estandares
Basicos de Aprendizaje (MEN, 2006) y Derechos Basicos de Aprendizaje (MEN, 2016), también
como referente internacional el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) con
respecto a las expectativas del pensamiento algebraico y los estandares propuestos para la etapa
de 3-5. También los reportes de investigacion referidos brevemente en 2.2, 2.3y 2.4.

Dada la importancia de la validez de los instrumentos, se realiz6 un proceso de
identificacion, disefio y redisefio de tareas. Por lo tanto, se seleccionaron algunas tareas y
situaciones ya aprobadas por académicos e investigadores en otros estudios en relacién con el
pensamiento algebraico y otras fueron auténticas del presente estudio. Algunos de los estudios
donde fueron tomadas las tareas relaciona en la Tabla 1y, fueron agrupadas segun la caracteristica
gue mas se destaca; pues consideramos que algunas tareas pueden integrar mas de una forma

caracteristica del algebra temprana (patrones, aritmética generalizada o modelacion).
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Tabla 1

37

Lista de documentos seleccionados para la presente propuesta de trabajo.

Patrones Aritmética generalizada Modelacién
Algebra escolar y Characterizing a classroom Early Algebra: Research into
pensamiento algebraico: practice that promotes its Nature, its Learning, its

Aportes para el trabajo en el
aula (Vergel y Rojas, 2018).

algebraic reasoning (Blanton
& Kaput 2005).

Teaching (Kieran, et
2016).

al.,

Formas de  pensamiento
algebraico  temprano  en
alumnos de cuarto y quinto
grados de Educacion Baésica
Primaria (Vergel, 2014).

The impact of two different
types of instructional tasks
(Chimoni, et al., 2021).

The impact of two different
types of instructional tasks
(Chimoni, et al., 2021).

Procesos de objetivacion en el
desarrollo del pensamiento
algebraico temprano
(Martinez, 2016).

Algebraic thinking with and
without algebraic
representation: A pathway for
learning. In Early

algebrization (Britt & Irwin,
2011).

Ten-Year-Old Students
Solving Linear Equations
(Brizuela &  Schliemann,
2004).

Para el redisefio de las tareas se siguio las recomendaciones de Radford y Sabena (2015)

las cuales se muestran a continuacion:

1. Seleccion minuciosa de las preguntas y problemas en cada una de las tareas.

2. Tener en cuenta los conocimientos previos de los estudiantes.

3. Organizar las tareas de tal forma que las primeras preguntas sean alcanzables para

los estudiantes, con el fin de integrarlos a la actividad, y progresivamente aumentar

la complejidad para profundizar las ideas matematicas clave.

4. Posibilitar espacios de reflexion critica e interaccion a través de grupos de

discusién.
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5. Ofrecer momentos de reflexion matematica para que los estudiantes puedan criticar
0 proponer otras formas de hacer las tareas.

6. Incluir formas de interaccion social y colaboracion en el salon de clase.

De acuerdo con las pautas establecidas anteriormente y los referentes teoricos
seleccionados se disefiaron un total de 5 tareas. La Tabla 2 resalta las formas de pensamiento
algebraico que se considera integra cada tarea y durante el capitulo 7 se aborda mas a fondo cémo
se manifiesta cada caracteristica del pensamiento durante su implementacion.

Tabla 2

Clasificacion de tareas con relacion a la forma de pensamiento algebraico.

Generalizacion de patrones Aritmética Generalizada Modelacién
Tarea 1l X X
Tarea 2 X X
Tarea 3 X X
Tarea 4 X X X
Tarea 5 X X

Asi mismo, para cada tarea y situacion considerada se hace un analisis considerando dos
componentes: una solucién normativa relativa a la respuesta puramente matematica de la tarea, es
decir, la expresion algebraica que conecta las variables identificadas en el patron o problema
planteado; y un andlisis tedrico que esboza las posibles soluciones de los alumnos en relacién con
los componentes tedricos expuestos en el capitulo 5.

6.2.2 Implementacion de las tareas en el aula
La implementacion en el aula siguio las consideraciones presentadas en la seccién 5.3 en

relacion con la actividad y la labor conjunta. El tiempo de implementacion en el aula fue de dos



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 39

semanas entre los dias 4 y 18 de mayo del afio 2023 donde se trabajaron un total de 4 sesiones de
entre 90 y 120 minutos cada una de acuerdo con la disponibilidad de la institucion.
6.2.3 Recoleccion y seleccion de datos

El procedimiento mediante el cual se realiz6 la recoleccion de los datos en esta
investigacién sigui6 las cuatro fases propuestas por Miranda, Radford y Guzman (2007). A
continuacion se hace referencia a cada una de ellas:

Fase 1: Grabacion en video y audio de las tareas realizadas en el aula de clase. Estas

grabaciones se realizan con una cdmara que captura, en algunos momentos, la participacion

de los estudiantes, y en otros, las discusiones focalizadas en algunos grupos de trabajo al
momento de resolver las tareas propuestas.

Fase 2: Obtencion de las hojas de trabajo de cada estudiante. Si la actividad no terminaba

en una sesion, las hojas de trabajo se recogian y se entregaban nuevamente en la siguiente

sesion.

Fase 3: Transcripcion de los videos correspondientes a los fragmentos donde se

identificaban momentos clave para el analisis.

Fase 4: Analisis de videos y de las hojas de trabajo en las cuales hay evidencias de los

procesos de resolucion de la tarea.

A fin de comprender los procesos de objetivacion de los alumnos, nos interesa
especialmente observar como alumnos y profesores utilizan multiples recursos semioticos, no
solamente expresiones con signos alfanuméricos. Por lo tanto, durante la inmersién en el aula se
buscara encontrar el nivel de profundizacion matematica alcanzada por los estudiantes, por medio
de cuestionamientos que valoren las respuestas y justificaciones brindadas durante las tareas. Por

otro lado, una vez finalizada cada sesion se realizaran notas de campo para registrar lo sucedido
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en el aula, se anotaran observaciones, reflexiones, hipdtesis e interpretaciones personales del
investigador.
6.2.4 Interpretacion y andlisis tedrico de los datos

De acuerdo con la TO la unidad de analisis corresponde a la actividad en el aula. Por lo
tanto, se realiza una descripcion sistematizada de las producciones de los estudiantes (organizacion
de la transcripcién de los videos y recursos semi6ticos movilizados dentro de las hojas de trabajo).
Una vez recolectados todos los datos, se hizo una seleccién de estos y se sometié a un
procedimiento de triangulacion entre el analisis a priori, las producciones verbales y kinestésicas
de los estudiantes, la produccion escrita y la discusion entre los investigadores. Los principios
teoricos planteados, la pregunta de estudio y los objetivos se utilizaron como factores para elegir
los momentos relevantes de la actividad en el aula, es decir, donde se identificaban una mayor

cantidad de recursos semioticos movilizados.

7  Andlisis a Priori sobre las Tareas y Consideraciones para la Implementacion

En este capitulo se realiza la descripcion de las cinco tareas usadas en el estudio y un
analisis previo de cada una de acuerdo con el lente tedrico. Para cada tarea se precisa su objetivo
y los posibles razonamientos de los estudiantes de cuarto grado que revelan rastros de pensamiento
algebraico.
7.1  Tareal (Estrategia de conteo)

El objetivo de esta tarea es promover en los estudiantes la utilizacidn efectiva de estrategias
de calculo al enfrentar situaciones que requieren de la identificacion de una generalidad, las cuales

siguen un patrdn en su estructura. Las estrategias que surjan de esta actividad estan directamente
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relacionadas con las habilidades y los conocimientos matematicos previos del individuo, donde se
espera principalmente ver el uso del calculo mental y el uso de patrones.
Figura 10

Hoja de trabajo de la Tarea 1y algunas figuras mostradas en el Nivel 2.

Memoria fotografica

La memoria fotografica es la habilidad de recordar
imagenes con gran detalle y claridad en nuestra mente. Es
como tener una camara en nuestro cerebro que toma
fotos de todo lo que vemos y lo almacena para recordarlo
mds tarde. ¢Quieres saber si tienen memoria
fotografica?

Nivel 1

¢Qué estrategias utilizaste para contar rapidamente los cuadrados que se mostraron en cada imagen? Explica
utilizando tus palabras o dibujos.

Nivel 2

¢Qué estrategias utilizaste para contar rapidamente los cuadrados que se mostraron en cada imagen? Explica
utilizando tus palabras o dibu]os.\

Nivel 3

éQué estrategias utilizaste para contar rdpidamente los cuadrados que se mostraron en cada imagen? Explica
utilizando tus palabras o dibujos.

LIMITE DE TIEMPO: LIMITE DE TIEMPO: LIMITE DE TIEMPO:

4 segundos - 5 segundos 6 segundos

7.1.1 Descripcion de la tarea 1

Esta tarea es de elaboracion propia (Ver Figura 10) y consta de tres niveles compuestos por
secuencias figurales cada uno utilizando cuadrados en su forma (Ver Anexos). El nivel uno
contiene arreglos cuya cantidad de cuadrados es igual a n? desde n = 1 hasta n = 7. El nivel dos
contiene arreglos cuya cantidad es igual a la suma de los primeros n nimeros naturales desde n =
1 hasta n = 7. El nivel tres se asemeja al nivel uno, pero con la ausencia de cuadrados en su forma.
Cada imagen se muestra a todos los estudiantes proyectada en un televisor con un limite de tiempo
de entre 5y 10 segundos, de acuerdo con la cantidad de cuadrados presentes en el arreglo vy, al

finalizar cada nivel se pregunta por la estrategia o método que utilizaron para contar los cuadrados
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en su totalidad. Las respuestas que se generen en este momento deben ser escritos en la guia de
trabajo.
7.1.2 Andlisis de la tarea 1

Los estudiantes deben prestar atencion a la forma cémo se han dispuesto los cuadrados,
dado que al avanzar dentro de un nivel, la cantidad de cuadrados en cada imagen sera superior a
la anterior, se espera que el estudiante vea la necesidad de cambiar la forma de contar los cuadrados
y busque estrategias aditivas, multiplicativas o encuentre la regularidad en la secuencia de
iméagenes. En el caso del nivel dos (Ver imagen 10), por ejemplo, una de las posibles maneras de
percibir la figura es reconocer la forma de escalera que tiene, luego, es posible que noten el
aumento de una fila o columna en relacion con la imagen anterior y que dicho aumento se mantiene
constante. En este sentido, la tarea posibilita que los estudiantes relacionen distintos elementos
semidticos perceptivos, gestuales y verbales.

7.2  Tarea 2 (Propiedad de descomposicion aditiva)

El objetivo de esta tarea es fomentar estrategias aditivas, donde el estudiante pueda
reconocer los nimeros como unidades abstractas que se pueden dividir y luego recombinar de
diferentes formas para facilitar el calculo numérico. Al mismo tiempo, se explora en este caso el
concepto de igualdad como una relacion de equivalencia que relaciona cantidades numeéricas.
Finalmente, lograr que los estudiantes reconozcan la propiedad T = a + b= (a + ¢) +
(b — ¢) donde T representa la cantidad total y a+ b = (a + ¢) + (b — ¢) representa las
partes que componen la cantidad total con ¢ como la cantidad que se ha manipulado y que
reconfigura la adicion. Esta tarea ha sido redisefiada con base en otro estudio publicado (Britt y

Irwin, 2011, p. 145).



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 43

Figura 11

Hoja de trabajo de la Tarea 2

1. Observa la siguiente distribucidn de la suma de nimeros en las siguientes dos tablas.

oo @
o0 @
8S+§ e --e
O ®
O ®

2. ldea una estrategia que te permite hallar el resultado de la suma de 8+5 sin contar los circulos. Explica como
conseguiste tu respuesta.

3. Utiliza la estrategia que encontraste para resolver las siguientes sumas. Explica la estrategia que usaste y, si es
posible, has un dibujo.

8+7 7+6 9+7 8+9

4, Realiza un dibujo semejante al punto 1 para representar la suma de 19+7.

5. ¢Podrias usar la misma idea que has usado antes para encontrar el resultado de la suma de 19+7? Escribe como
lo hiciste.

6. Utiliza la estrategia que encontraste para resolver las siguientes sumas. Explica la estrategia que usaste y, si es
posible, has un dibujo.

27+6 18+9 26+8 48+5§

7. iCrees que es posible calcular el resultado de niimeros mas grandes utilizando la idea que encontraste? Intenta

hacerlo con la suma de 297+103 y explica a qué conclusiones has llegado.

7.2.1  Descripcion de la tarea 2

La tarea 2 (Ver figura 11) consiste en la utilizacion de marcos compuestos de 10 espacios
para desarrollar la comprension temprana de la compensacion aditiva. En primer lugar, se dialoga
con toda el aula para determinar el resultado de la suma 8 + 5 sin contar y se discute sobre las
posibles estrategias que surjan en este momento. Luego, se motiva al estudiante a que realice este
mismo razonamiento con otras sumas propuestas. Después, se propone al estudiante una suma que
requiere el uso de méas de un marco de 10 u otro tipo diferente de marco. Finalmente se concluye
y observa el alcance que ha tenido el desarrollo de esta habilidad manipulativa preguntando por
cantidades ain mayores y tratando de cuestionar por una posible generalidad para toda suma de

dos nUimeros.
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7.2.2  Anélisis de la tarea 2

En esta tarea a medida que los estudiantes manipulan los contadores en los rectangulos de
decenas, se espera se percaten de que los espacios pueden llenarse para completarlo, a su vez que
funciona como contador al terminar el llenado. Se espera que los estudiantes, a través de la
experiencia corpérea, desarrollen habilidades que fomenten la equivalencia y la vinculen con la
igualdad. En este sentido, la actividad busca proporcionarles oportunidades para explorar y
descubrir estrategias y enfoques para visualizar y realizar sumas con los nimeros dados. Es
probable que una vez realicen varias veces esta accion se desarrolle una estrategia de
compensacion y asi poder visualizar la estructura de la transformacion que utiliza posteriormente

para resolver las tareas mas desafiantes (operaciones como 27+6=30+3).

7.3  Tarea 3 (Secuencias figurales con apoyo tabular)

El objetivo de esta tarea es ofrecer un espacio para favorecer el proceso de generalizacion
de patrones a través de secuencias figurales. Este tipo de secuencias movilizan formas perceptivas
y gestuales con mayor intensidad en los estudiantes, ademas, los indices geométricos y espaciales
presentes en cada secuencia propuesta facilitan la identificacion de las caracteristicas que
determinan el patron por parte del estudiante. Esta tarea ha sido redisefiada segun el informe de

otra investigacion (Moss y London, 2011, p. 290).
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Figura 12

Primera parte de la hoja de trabajo de la Tarea 3

Observa el siguiente patrén de cuadrados.

1. Sieste patrén sigue creciendo de la misma manera §Cémo seria la siguiente figura? éLa figura 5y 67
Dibuja cada una de ellas.

2, (Cuantos cuadrados hay en la figura nimero 15? Explica de qué manera calculaste este resultado.

¢Qué cantidad de cuadrados tendra la posicién nimero 1007 Explica como hallaste el resultado.

4, Para cualquier figura del patrén ¢Cémo se puede encontrar la cantidad de cuadrados que tiene sin
dibujarla?

w

Se ha cambiado un poco el patrén anterior, ahora se comporta asi:

1. Sieste patron sigue creciendo de la misma forma ¢ Cudntos cuadrados tendran la figura 4, 5y 67

Hay un grupo de bloques que tiene 31 cuadrados ¢ Qué figura es esa?

3. Para cualquier figura del patron {Cémo se puede encontrar la cantidad de cuadrados que tiene sin
dibujarla?

N

7.3.1 Descripcion de la tarea 3

La tarea 3 propone tres secuencias figurales con apoyo de representacion tabular, el primer
arreglo (Ver figura 12) consiste en un patrén formado por filas de tres cuadrados en relacion con
laregla3n paran = 1, 2,3, ... El segundo patron (Ver figura 12) es semejante al anterior, dado que
describe un arreglo formado por 3n + 1 paran = 1, 2, 3, ... Finalmente, el tercer patrén consiste
en un arreglo en forma de “cohete” (Ver figura 13), este patron puede describirse como un arreglo
formado por tres triangulos en la parte superior del cohete y dos triangulos en la parte inferior del
mismo, mientras que el cuerpo del cohete estd formado por dos columnas de 4n triangulos para

n=123,..
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Figura 13

Segunda parte de la hoja de trabajo de la Tarea 3

Observa el siguiente patrdn inspirado en un bonito cohete.

> Zzp>

2/ 4
D> AP
> iz

%>
<ig

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

1. iComo imaginas que seran los siguientes 3 cohetes? Dibuja cada uno de ellos y escribe cuantos triangulos
tiene cada uno.

2. Cuél es la diferencia de crecimiento entre los tridngulos azules y los bloques rojos? Explica con tus
palabras.

3. Para cualquier figura del patrén iCémo se puede encontrar la cantidad de tridngulos que tiene un cohete
sin dibujarlo? Explica tu respuesta con tus palabras.

7.3.2  Andlisis de la tarea 3

Dado que la tarea implica actividades que se consideran son nuevas para los estudiantes,
se espera que los resultados obtenidos en cada uno de los tres patrones estén contenidos dentro del
pensamiento algebraico factual. Al ser las primeras generalizaciones realizadas por los alumnos
en la intervencion, se espera una evolucion de la manera en que emplean formas perceptivas y
gestuales para generalizar la construccion de la figura, lo cual disminuird a medida que realizan
mas actividades semejantes entre si. Asi mismo, se espera que los alumnos pueden utilizar
estrategias de recuento, gestos, sefialamientos, tabulaciones, expresiones verbales u escritos y otros
recursos semioticos.

En relacién con el proceso de generalizacion, los estudiantes pueden prestar atencién a las
similitudes y diferencias de las figuras dentro de cada secuencia dada, centrandose en la estructura
espacial y numérica. Se espera identifiquen varios aspectos, tales como la cantidad de cuadrados

o triangulos, la ubicacion de cada uno de los componentes geométricos que componen la figura,
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lo que permanece constante y lo que varia, entre otros. En relacion con la estructura espacial de
los patrones, es posible que los estudiantes identifiquen diversas formas de composicién de la
figura, aunque las posibilidades no son iguales en los tres patrones. Por ejemplo, en el segundo
patron podrian determinar el aumento de tres cuadrados a medida que avanza la secuencia
manteniendo un solo cuadrado encima siempre. También es posible que los estudiantes perciban
la figura como un arreglo de cuatro cuadrados al cual, a partir de la figura 2 (de la secuencia de la
tarea) se le agregaran 3 cuadrados a medida que crece la secuencia.

En el momento que los estudiantes sean capaces de identificar las caracteristicas comunes
de las figuras y aplicarlas a términos abstractos que no son directamente perceptibles,
especialmente a términos que tienen poca relacion aparente con las figuras en si, es posible afirmar
que han logrado una generalizacion exitosa. Por ejemplo, en el caso del tercer patron, el estudiante
debe establecer una relacion entre la posicion de la figura, la cantidad de tridngulos azules y la
cantidad de triangulos rojos para lograr una generalizacion precisa. En relacion con la deduccion
de una manera de determinar cualquier término de la secuencia, es posible que el estudiante la
describa en lenguaje natural, es decir, expresiones como: "La figura 6 tiene 24 triangulos azules y
5 tridngulos rojos", "Este patron tiene los maltiplos de 3", "Para saber cuantos cuadrados tiene
la figura 30, hay que multiplicar 30 x 3 y luego sumarle 1". Son estos algunos de los recursos
semidticos verbales que pueden surgir durante la tarea.

7.4  Tarea 4 (Equivalencia aritmética, generalizacién y modelado)

El disefio de la tarea es un aporte del presente estudio y cuyo objetivo es que los estudiantes
desarrollen habilidades aritméticas y generalizacién de patrones simultaneamente, a través de la
resolucion de problemas matematicos que involucren la identificacion de relaciones numéricas y

la aplicacion de reglas y patrones matematicos. Al completar la tarea, se espera que los estudiantes
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sean capaces de reconocer patrones y utilizarlos para predecir resultados, asi como aplicar

estrategias de célculo para verificar sus soluciones y justificar sus respuestas.

Figura 14

Primera parte de la hoja de trabajo de la tarea 4

Proteccion de objetos

En la cotidianidad, existen muchos objetos gue
protegen la cosas que gqueremos cuidar de
posibles dafios. Por ejemplo, tenemos guantes,
chalecos, cascos y hasta el forro de nuestro
celular.

En muchos restaurantes y en algunos hogares se
utilizan portavasos. Una de las funciones de los
portavasos es preservar la superficie de los
vasos, que puede transpirar en funcion de la
temperatura (fria o caliente).

Del mismo mode, pueden proteger las mesas de
posibles fracturas o dafios.

En un restaurante muy famoso de la ciudad de Bucaramanga, se utilizan diferentes figuras de portavasos.
Observa que el portavascs del Disefio 1 tiene 5 circulos en cada borde como se muestra a continuacion.

Disefia tu propio portavasos

1. {Cudntos circulos en total tiene el disefio de un portavasos gue tiene 10 circulos en cada lado? Escribe gue
calculos has realizado para encontrar este resultado.
2. Ahora, iCuantos circulos en total tiene un portavasos que tiene 15 circulos en cada lado? Explica como lo

hiciste.

7.4.1 Descripcion de la tarea 4

Latarea 4 (Ver figura 14) muestra el disefio de una figura cuadrada compuesta por la misma

cantidad de circulos en todos sus lados y se propone a los alumnos determinar la cantidad total de

circulos en un portavaso que poseen una cantidad mayor de circulos en cada uno de sus lados. A

medida que se avanza en la tarea se proponen nuevos disefios para elaborar nuevas formas de

calcular la cantidad total de circulos en relacion con el lado del cuadrado (Ver figura 15) con el fin
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de orientar al estudiante a establecer la forma mas sencilla encontrar el resultado (a su juicio) y
establecer equivalencias.
Figura 15

Segunda parte de la hoja de trabajo Tarea 4

3. Si al Disefio 1 se le hace una modificacién para obtener el Disefio 2, {Cémo calcular el niumero total de
circulos, tanto blancos como amarillos, de un portavasos con 49 circulos en cada lado? iCédmo encuentras
el total si ahora son 129 circulos en cada lado? Explica tus cdlculos mediante palabras o nimeros.

4, Un visitante del restaurante desea saber cuantos circulos en total tiene un portavasos con cualquier
cantidad de circulos en uno de sus lados. Explica detalladamente que deberia hacer el visitante para calcular
los C|’rcuI05|

En el dltimo mes, el restaurante ha conseguido dos nuevos diseiios de portavasos como los que se muestran a
continuacion.

Disefio 3 Diseifio 4

5. Usando el Disefio 3 { Cémo podrias calcular el nimero total de circulos (blancos y amarillos) de un portavasos
que tiene 17 circulos en cada lado?

6. Si utilizas el Disefio 4 ¢{Cambias de estrategia para saber cuantos circulos (blancos y amarillos) tiene un
portavasos con 17 circulos en cada lado?

7. Usando el Disefio 3 y 4 {Como saber cuantos circulos en total tiene un portavaso con cualquier cantidad de
circulos en uno de sus lados?

8. ¢Son equivalentes la manera de encontrar la cantidad de circulos sobre el borde del portavaso sin importar
el disefio? iPor qué?

7.4.2  Anélisis de la tarea 4

En la actividad suscitada por esta tarea se espera que los estudiantes utilicen tres sistemas
semidticos para expresar capas de generalidad: primero con ndmeros como cuasi variables,
después con palabras y, por ultimo, con los simbolos literales del algebra. Por ejemplo, el Disefio
2 puede expresarse huméricamente como 2 grupos de 47 circulos amarillos mas 2 grupos de 45

circulos blancos para el portavasos con 47 circulos en cada borde y en palabras como: "EIl nimero
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total de circulos es dos grupos del numero de circulos en un lado del borde (circulos amarillos)
mas dos lotes con dos menos que el nimero de circulos en un lado (circulos blancos).

La expresion algebraica resultante podria ser 2 xn + 2 X (n — 2) que se escribe mas
habitualmente como 2n + 2(n — 2). La expresion algebraica para el Disefio 3es 4 + 4(n — 2) y
en cuanto al Disefio 4 la expresion es la siguiente 4(n — 1) respectivamente. Las representaciones
figuradas como las que se muestran en esta tarea pueden ofrecer una rica fuente de tareas
desafiantes que requieren que los alumnos busquen, expresen generalidad y las comparen, ademas,
se pueden ampliar para figuras regulares con n cantidad de lados con el fin de abordar otras
expresiones algebraicas.

Se espera que los estudiantes puedan adquirir una variedad de estrategias de conteo y
aplicarlas junto con su conocimiento relacionado, para disefiar y ampliar estrategias operativas en
aritmética, donde la generalizacion pueda expresarse mediante el uso de cuasi variables. Ademas,
a aquellos estudiantes que hayan logrado trabajar con éxito con este estilo de variable, se les puede
desafiar a hacer una contraccion semidtica mediante preguntas y buscar que la abduccion sea
analitica usando rastros de lenguaje simbolico.

7.5  Tarea5 (Modelacion y generalizacion de patrones)

El objetivo de esta tarea es indagar sobre el desarrollo del pensamiento algebraico temprano
en los estudiantes, centrandose tanto en los procesos de la generalizacién de patrones como en la
modelacién de situaciones matematicas. Se busca explorar los medios semidticos que emergen en
el proceso de transicion desde formas intuitivas e informales hacia formas mas sofisticadas y
formales de pensamiento algebraico. Se examinard como los estudiantes interactian con nuevas
relaciones y objetos, y como articulan generalizaciones, considerando diferentes niveles de

acciones numeéricas concretas, descripciones situadas en la conciencia de una comunalidad y
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acciones de abduccion con simbolos o signos. Esta tarea ha sido redisefiada de acuerdo con los
aportes de otra investigacion (Chimoni et al., 2021, p. 513).
Figura 16

Primera parte de la hoja de trabajo de la tarea 5

La figura geométrica mas fuerte

El tridngulo se emplea generalmente en las construcciones. Se pueden encontrar en torres de alta tension,
gruas, algunos puentes, atracciones de feria y, por supuesto, en varios edificios, tanto visibles como ocultos tras
sus tejados.

v
/ |
/

/
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/

=

Una fabrica hace armaduras de varillas de acero de
distintos tamafos, como se muestra en la siguiente
imagen.

El tamaiio de la armadura se determina de acuerdo con la cantidad de varillas que tiene en su base.

(= JL JL —_—
T T T

Una armadura de 3 bases

1. Construye y dibuja las armaduras de varillas desde 1 hasta 5 varillas de base y escribe cuantas
varillas tienen en total.

Armadura de 1 base Armadura de 2 bases Armadura de 3 bases

Total de varillas = I:I Total de varillas = I:I Total de varillas = CI

Armadura de 4 bases Armadura de 5 bases
Total de varillas = I:I Total de varillas =

7.5.1 Descripcién de la tarea 5
Mediante una situacién de construccion de armaduras de varillas de acero, se les presentd
a los estudiantes un patrén lineal presente en diferentes objetos de la vida real y la importancia de

este en diversidad de estructuras. En esta tarea se espera que los estudiantes puedan observar la
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secuencia, determinar una caracteristica comun de acuerdo con la forma correspondiente de la

figura (a través de las instrucciones dadas) y finalmente representar el término general.

A fin de facilitar este proceso, se dispuso de palitos de paleta a cada uno de los grupos

como material concreto para simular la construccion de las armaduras de varillas y una serie de

cuestionamientos en relacion con la tarea.

Figura 17

Segunda parte de la hoja de trabajo de la tarea 5

2.

La fabrica recibe un pedido para fabricar una armadura de 9 bases y 10 bases. ¢ Cuantas varillas en total
tiene cada una? Explica con tus palabras como llegaste a tus resultados

éCudntas varillas de acero tiene la armadura de 25 hases?

Si al contar las varillas de una armadura fabricada tienes un total de 39 varillas ¢ Cuantos bases tiene la
armadura?

Calcula el nimero de varillas de acero que tiene la armadura de 100 bases. Explica como lo has logrado.
éEs posible calcularlo sin realizar un dibujo?

Para cualquier armadura sin importar la cantidad de varillas de la base {Como se puede encontrar la
cantidad de varillas total que tiene sin dibujarla? Explica tu respuesta.

7.5.2 Analisis de latarea 5

A partir de la actividad generada por esta tarea, se espera que los estudiantes pueden aplicar

estrategias aditivas y multiplicativas de manera predominante. Por ejemplo, es posible que se

enfoquen en contar cada una de las varillas de la armadura como objetos individuales en lugar de

percibirlos como una agrupacién de objetos; accion que es clave para idear una posible

generalizacion algebraica. En relacion con los recursos semidticos a los que los grupos de

estudiantes podria recurrir, se consideran las representaciones graficas, el uso de material concreto,

la actividad perceptual, las expresiones verbales y expresiones escritas en lenguaje natural, sin

embargo, es posible que sean movilizados otros medios semioticos de objetivacion.
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Durante esta tarea se espera que los estudiantes se percaten a lo largo de su proceso de
objetivacion de la comunalidad de la figura. La secuencia tiene la caracteristica de tomar de manera
repetitiva triangulos que contienen la varilla base y la necesidad de agregar otra varilla entre dos
triangulos, la cual podria ser denominada como “el techo”. Al identificar la comunalidad los
estudiantes pueden ver la figura como una agrupacion de triangulos, a los cuales va agregando un
triangulo compuesto de tres varillas mas una varilla adicional en la parte superior de la figura.

Se considera que es probable que los estudiantes lograran identificar la relacién existente
entre el nimero de término y la cantidad de segmentos que conforman la figura (relacion
funcional). De esta forma, podrian extrapolar una generalizacion que les permita determinar el
numero de varillas sin necesidad de representar graficamente el término diez o veinticinco. Al
llegar al final de la tarea, podrian surgir algunas estrategias o generalizacion de acciones a partir
de la labor conjunta que implicara la relacion entre el nimero de bases con la cantidad de varillas
que conforma la figura, tales como “la armadura de 9 bases tiene 35 varillas porque sumé de

cuatro en cuatro” 0 “tiene 99 varillas porque 25x3 es 75 mas 24 que es lo de arriba da 99"

8 Analisis Multimodal
En la teoria de la objetivacién, la actividad se considera una unidad de analisis. Por lo tanto,
se han examinado minuciosamente los videos para identificar los episodios en los que los
estudiantes mostraron una mayor toma de conciencia en las tareas que involucraban generalizacion
de patrones figurales, aritmética generalizada y modelacion. Un analisis multimodal es necesario
para comprender esa toma de conciencia, donde se estudie el papel y la relacion entre las acciones

perceptivas, la actividad auditiva, los gestos, el ritmo, el lenguaje y los signos matematicos.
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En relacion con el andlisis de los datos, luego de realizar la identificacion de los episodios
mas significativos, se realizé una organizacion en una tabla compuesta por tres columnas. La
primera columna hace referencia al niamero de linea de la transcripcion, la segunda columna estéa
compuesta por el cuerpo de la transcripcion, esta incluye imagenes extraidas del video, y la tercera
columna se compone de comentarios interpretativos o informacion obtenida mediante las notas de
campo.

Resulta fundamental especificar el tipo de codificacion de registro usada en la
documentacion de las distintas tareas para comprender los dialogos obtenidos por la
videograbacion. A fin de reconocer a cada estudiante en las transcripciones de los videos
presentados, se le asigna un nombre diferente para proteger su verdadera identidad. La notacion
L1, L2, L3, ...se utiliza para numerar las lineas, es decir, cada linea indica la intervencion de un
individuo y, al momento de realizar un cambio de tarea o el aporte de otro estudiante a esa misma
tarea, se comienza nuevamente con la numeracion. El discurso verbal de los implicados en el video
esta escrito con letra estandar, mientras que el discurso no verbal estd escrito entre corchetes y

(13 2

letra cursiva “[]” y los puntos suspensivos se utilizan para indicar pausa en el lenguaje
hablado (estructura semejante a la usada por Vergel, 2014).

Las tareas se desarrollaron de manera individual y grupal, dado que el salon estaba
distribuido en mesas compuestas por dos estudiantes, establecidos por la profesora a cargo con el
fin mantener el orden, y con el propédsito de promover formas de subjetividad. No se limitd a los
estudiantes a trabajar individualmente pero cada uno tenia su propia hoja de trabajo. Se esperaba

que cada estudiante se sintiera en un ambiente favorable que facilitara la aparicion de diversas

formas de cooperacidn en la busqueda de la solucion de las tareas planteadas.
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8.1 Tareal (Estrategias de conteo)

Esta tarea comienza por preguntar sobre la estrategia que han utilizado para contar la
totalidad de los cuadros proyectados en cada nivel. Para responder a las preguntas de los 3 niveles
de esta tarea, los estudiantes recurrieron a estrategias numeéricas y algunos llegaron a reconocer
generalizaciones. La articulacion de diferentes medios semiéticos de objetivacion (como gestos,
dibujos y discurso) fueron clave para que los estudiantes a través de la actividad expresaran sus
razonamientos durante el proceso de generalizacion. Se presenta a continuacion algunos dialogos
correspondientes a esta tarea.

Transcripcion 1

Primer punto de la tarea 1 con Ana

L1 PROFESOR: jAna! Entonces cuéntame cémo lo hiciste.

L2 Levanta y mantiene la mano
ANA: Yo primero multiplicaba y contaba de tres en tres | estirada como medio
la fila asi [Levanta su mano con la palma totalmente | semidtico para representar lo
estirada y con los dedos de su otra mano, recorre lamano | que ella considera una fila
ya levantada de arriba hacia abajo] y después... dentro del patrén.

L3 | PROFESOR: [Interrumpe] ¢Las filas en qué? [Indicando
que repita lo que dijo anteriormente].

L4 | ANA: Asi [Vuelve a levantar su mano con la palma
totalmente estirada y con un dedo de su otra mano,
recorre la mano ya levantada de arriba hacia abajo].

Usa movimientos rectos de
arriba hacia abajo como medio
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semiodtico para indicar la
estructura que ella considera
es una fila.

L5 | ANA: Después contaba cada fila cuanto tenia [mueve la
mano con su lpiz realizando un conteo en el aire de cada
fila] o sea, cuéntas filas [hace un movimiento con la mano
de manera horizontal] y primero cuanto tenia cada fila
[hace un movimiento vertical con la mano sosteniendo el
lapiz] y multiplicaba por el nimero que me daba.

Usa el movimiento de la mano
de manera horizontal para
indicar el multiplicando, luego
mueve la mano de manera
vertical para indicar el
multiplicador los cuales son
los dos factores que necesita
para realizar la multiplicacion.

Se observa que la estudiante
se apoya en la forma de
distribucion espacial (filas-
columnas, vertical y
horizontal) de los objetos
presentados para elaborar una
estrategia de conteo usando la
multiplicacion. Asi se
identifica que tales formas
espaciales  fungen  como
medio semiotico de
objetivacion.

El patron del Nivel 1 (ver Anexos) contiene arreglos de cuadrados cuya cantidad es igual

a los primeros n? desde n = 1 hasta n = 7. En el dialogo, podemos observar que la estudiante

Ana explica al profesor la forma como descompone la figura del patron y los objetos que debe

contar para determinar la cantidad de cuadrados que se mostraron en cada imagen. Para esto,

recurre a la articulacion entre su expresion verbal, gestos y sefialamientos que ella realiza con sus

manos y con el lapiz.
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En la linea 2, la expresion “yo contaba de tres en tres la fila asi...” vemos que Ana sefiala
la orientacion del conteo, el cual realiza de arriba hacia abajo, ademas, especifica lo que ella
considera que es una fila (una hilera vertical) mediante la postura de la mano estirada y en posicion
vertical. Al comunicar de esta forma sus ideas al profesor, se observa como Ana moviliza
diferentes recursos semioticos para denotar que ha logrado identificar caracteristicas de la
estructura espacial y numérica de los cuadrados que conforman cada una de las siete figuras.

En la linea 5, se menciona que “0 sea, cuantas filas [hace un movimiento con la mano de
manera horizontal] y primero cuanto tenia cada fila [hace un movimiento vertical con la mano
sosteniendo el lapiz] y multiplicaba por el nimero que me daba” se observa que Ana ha
denominado “fila” a una hilera de cuadrados horizontales, sin embargo, en la linea 1 habia
expresado que las “filas” son hileras de cuadrados verticales por lo que se concluye que carece de
otro término para conceptualizar la agrupacion de los cuadrados con los que realiza las
operaciones, no obstante, los movimientos que realiza con las manos tienen rol como medio
semidtico de ayudar a complementar el razonamiento que expresa.

A partir de las imagenes que se mostraron del patrén correspondiente al Nivel 2, se indago
en una estudiante sobre la manera como determind la cantidad de cuadrados de la Gltima imagen
proyectada. A continuacion, se presenta la conversacion que se desarrolla con el profesor y la
estudiante que ha sido denominada Mariana.

Transcripcion 2

Segundo punto de la tarea 1 con Mariana

L1 | PROFESOR: Entonces cuéntame otra vez lo que me estabas
diciendo.

L2 | MARIANA: Qué...entonces cada fila tenia uno mas, entonces | Uso de la funcién
por ejemplo, la Ultima yo recuerdo que tenia siete. descriptiva del lenguaje
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en la expresion ‘“cada
fila tenia uno mas”.

L3

PROFESOR: Si, es cierto.

L4

MARIANA: Entonces siete [Levanta su mano y empieza a
contar con los dedos a partir de ese nimero] ocho, nueve, diez,
once, doce, trece, ... [baja todos sus dedos para continuar con
el conteo] catorce, quince, dieciséis, diecisiete, dieciocho, ...
[cierra el pufio con todos sus dedos para seguir el conteo]
diecinueve, veinte, veintiuno, veintidds [baja nuevamente los
dedos y sigue contando] veintitrés, veinticuatro, veinticinco
[baja nuevamente los dedos y sigue contando] veintiseis,
veintisiete [baja nuevamente los dedos y sigue contando]
jveintiocho! [Se percata que habia escrito un nimero diferente
pero indica que ha terminado].

En la imagen de la
izquierda se muestra la
secuencia de conteo que
realizé la estudiante para
dar respuesta a la
cantidad de cuadros en
la  imagen 7. El
segmento rojo sefiala la
adicion de cuadros que
hacia a medida que
contaba, accion que
repitid6 hasta llegar al
ultimo cuadro.

El conteo realizado con
los dedos de la mano se
comporta como medio
semidtico para objetivar
la comunalidad de la
secuencia.

LS

PROFESOR: Entonf:es ¢la cantidad de cuadrados en la tltima
imagen es 28?

L6

MARIANA: Si profesor.
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En la linea 2, en la afirmacion de Mariana “Entonces cada fila tenia uno mds” la expresion
juega el rol descriptivo, dado que ella encuentra que a medida que se iban mostrando iméagenes, el
patron aumentaba una fila con un cuadro adicional, esto va mas alla cuando comienza a determinar
cuéntos cuadrados tiene la imagen 7, dado que realiza un conteo a partir del nimero 7 hasta el
numero 28 afiadiendo los nimeros del 6 hasta el 1 de manera regresiva, lo que le permite validar
el resultado que ha encontrado. Se observa que la estudiante reconoce la cantidad de cuadrados
que constituye cada uno de los términos en relacion con la cantidad de cuadrados que haya en la
ultima columna, lo cual hace referencia al nimero de la imagen. En términos de Radford (2003)
se trata de una generalizacion de tipo aritmético, puesto que al sumar de uno en uno los nimeros
anteriores a los nimeros correspondiente a la imagen pedida, implicaria un largo proceso, por lo
que no le permitiria deducir una férmula para encontrar cualquier figura de la secuencia si llegase
a pedirse, podria decirse entonces que esta generalizacion se basa en un esquema aditivo.

Por otro lado, el Nivel 2 estd compuesto de imagenes cuya cantidad es igual a la suma de
los primeros n ndmeros desde n = 1 hasta n = 7 por lo que se esperaba que los estudiantes
realizaran sumas a partir de 1 hasta el nimero de cuadrados que contenia la Gltima columna o la
primera fila del patron (de abajo hacia arriba) mostrado en cada imagen, pero gran cantidad de
estudiantes sumaban de manera regresiva como medio semidtico para determinar el resultado de
la imagen mostrada. En la imagen 18 se muestra la produccion escrita de un estudiante, donde
podemos observar como a través del lenguaje y la realizacion de gréaficos logra expresar la manera
en que ha objetivado la forma de hallar la cantidad de cuadrados en cada imagen del nivel 1.
Figura 18

Produccion del primer punto de la tarea 1 con Thomas
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En laimagen anterior, el estudiante utiliza las palabras para indicar de qué manera realizaba

las operaciones para encontrar la cantidad de cuadrados en cada imagen, sin embargo, estas
instrucciones no son muy especificas sobre exactamente qué se debe multiplicar o que contar
dentro de la figura, esto no cobra sentido hasta observar el dibujo que ha realizado junto a su
explicacion escrita donde sefiala los cuadros que hay que contar para determinar el resultado junto
a sefalizaciones tituladas. Dejando de lado algunas imprecisiones en el dibujo o la escritura, seria
posible afirmar que el estudiante ha logrado plantear una generalizacion de tipo factual, asociada
a la relacion percibida entre el nimero de la imagen y el nimero de cuadrados que la conforman.
8.2  Tarea 2 (Propiedad de descomposicion aditiva)

Esta tarea no logré implementarse en su totalidad, una de las explicaciones a esta situacion
es el detalle con el que los estudiantes dibujaban las tablas y los circulos, por lo que la
representacion de cualquier operacion requeria de tiempo. A pesar de esto, dentro de esta tarea se
logro observar que algunos estudiantes encontraron estrategias operativas de corte aditivo, donde
reconocen gque los numeros son unidades abstractas que se pueden dividir y luego recombinar de
diferentes formas para facilitar el calculo numérico.

Un estudiante que realizo la tarea de manera individual explica el trabajo que realizo frente

a los primeros 3 puntos de la Tarea 2.
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Transcripcion 3

Tercer punto de la tarea 2 con Jaime

L1 | JAIME: Vamos a quitar dos pepitas de la primera fila 'y
ponérselos a la fila de alado [Permanece inmovil
mientras se refiere a la fila rojay la fila azul incompleta].
B Uso de la funcién descriptiva
del lenguaje.
pCm—
L2 | PROFESOR: Perfecto ¢y qué suma quedo?
L3 | JAIME: [Medita un poco mientras observa su dibujo]
Diez mas tres.
L4 | PROFESOR: ¢Eso que te da como resultado?
L5 | JAIME: Trece.
L6 | PROFESOR: jMuy bien! Ahora ¢podriamos usar esto
mismo que hiciste [Sefiala el dibujo que realizo el
estudiante] con otra suma? Por ejemplo, el caso de nueve
mas siete [Indica otra de las sumas propuestas del punto
tres].
L7 | JAIME: Si profesor.
L8 | PROFESOR: En ese caso ¢Cuantas pepitas quitarias?
L9 | JAIME: Profe, deme unos minuticos y le digo la
respuesta. [Luego de esto, el estudiante comienza a
dibujar].
L10 | PROFESOR: Muy bien ;cémo te fue? Esto se pregunta luego de casi
10 minutos.
L11 | JAIME: Bien profe, mire [Levanta la hoja para mostrar
el nuevo dibujo que ha hecho]
L12 | PROFESOR: (Esto qué es? [Sefiala con el dedo un
dibujo compuesto por dos tablas pero que representaban
otros numeros].
L13 | JAIME: Siete mas nueve.
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L14 | PROFESOR: ;y qué hiciste?

L15 | JAIME: Le saqué uno a este [Sefiala la tabla que
contiene al nimero siete con pepitas de color rojo] para
darselo a este [sefiala el lugar en la tabla azul donde
dibujo una pepita roja] y diez mas seis es dieciséis.

Uso de deicticos espaciales
“este” y movimientos como
medio semiotico para
objetivar la igualdad de las
dos operaciones y facilitar el
calculo.

L16 | PROFESOR: Muy bien, perfecto ¢(Consideras que asi
podrias sumar mas rapido? [Sefiala los dibujos que Jaime
hizo en clase].

L17 | JAIME: Si claro profe.

En este episodio Jaime describe su proceso de objetivacion donde comienza a reconocer la
propiedad T = a + b= (a + ¢) + (b — ¢) donde T representa la cantidad total y a + b =
(a + ¢) + (b — c) representa las partes que componen la cantidad total con ¢ como la cantidad
que se ha manipulado y que reconfigura la adicion. En primer lugar, se observa que Jaime
representa la suma 5 + 8 en lugar de 8 + 5, es claro que el resultado es el mismo debido a la
conmutatividad de los nimeros naturales, y esto configura la forma en como describe la manera

de realizar la division y recombinacion, como lo expresa en la linea 1 “vamos a quitar dos pepitas
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de la primera fila y ponérselos a la fila de alado” 10 que numéricamente hace referenciaa 13 =
8+5=5+8=(5-2)+(8+2)=3+10.

Luego de esto, se reta al estudiante a realizar este mismo procedimiento con otra suma
entre las propuestas en el punto 3 a fin de identificar si se apropia de manera consciente de la
propiedad aritmética involucrada que reconfigura la adicion. En el dialogo Jaime, en la linea 15,
con la expresion “le saqué uno a este, para darselo a este y diez mds seis es dieciséis” Se observa
que Jaime ha logrado realizar la transposicion del concepto aritmético de una suma a otra, aunque
esto no se da de inmediato pues requiere tiempo para realizar la representacion de la suma. Por
otro lado, se observa en el grafico realizado por el estudiante, como en primer lugar realizd las
tablas correspondientes a la suma 9 + 7 y luego se ve que ha borrado un circulo rojo y lo ha
colocado en la tabla que representa el 9 lo que transformar la representacion a la sumaa 10 + 6
que resulta mas rapida de calcular mentalmente. Al asociar el movimiento de dedos que hizo Jaime
con su discurso verbal en la linea 15, podemos interpretar que puede realizar este mismo
procedimiento con sumas de un digito en cada téermino.

El alcance de esta tarea abarcaba sumas de una mayor cantidad de digitos en cada sumando,
al realizar progresivamente sumas de 1 digito en cada sumando hasta 3 digitos. Para mostrar el
trabajo movilizado por algunos estudiantes para utilizar esta propiedad un sumando de 2 digitos y
un sumando de 1 digito en la Tarea 2, tomamos los siguientes fragmentos de didlogo sobre la suma
16 + 7 sin utilizar métodos como el conteo o el algoritmo clasico de la suma, comenzando por un
grupo de dos estudiantes.

Transcripcion 4

Suma propuesta en clase con Mariana y Sara en la tarea 2
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L1 | MARIANA: jCon 21!
L2 | SARA: jCon 21! Y en otra con 2 [Sefialan el dibujo que
hicieron de dos tablas nuevas, una con 20 circulos y otra
con 2] y daria 23...y para hacerlo mas facil 21+2 que da
23. Sefializaciones como medio
semiotico de objetivacion.
En esta produccion la
expresion “para hacerlo mas
facil” es una  funcion
generativa del lenguaje.
L3 | PROFESOR: ¢En marcos de cuantos circulos? Un término inadecuado para
las tablas.
L4 | SARA: ;Cbmo asi?
L5 | PROFESOR: Si ¢Cuantos circulos tienes por fila?
[Sefniala la primera fila de arriba hacia debajo de la
primera tabla]
L6 | MARIANA: ;Como asi?
L7 | PROFESOR: ;Cuantos tienes aca? [Encierra con un
movimiento circular la tabla que tiene 20 circulos]
¢Estan seguras de que tienen 21 circulos aqui? Recuerda
que aqui [sefiala la suma de ejemplo 8+5] teniamos 5 y
5.
Sefalizaciones como medio
semidtico de objetivacion.
L8 | MARIANA: Entonces en cada fila tengo 10 y 10 [Sefiala
la tabla que tiene 20 circulos]
L9 | PROFESOR: Si tienes 10 y 10 ¢entonces tienes 21 en
total?
L10 | MARIANA: Ah no, tengo 20.
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L11

SARA: [interviene] Entonces eran 3 aqui [sefiala con el
lapiz la otra tabla que tiene 2 circulos].

Uso de deicticos espaciales
“aqui” para indicar el
sumando al que se han restado
circulos.

Podemos ver en este episodio como dos estudiantes utilizan recursos semidticos como
seflalamientos, gestos indéxales y expresiones linglisticas para denotar que han identificado
caracteristicas de la estrategia aritmética relacionadas con la reconfiguracion de una adicion al
comunicar sus ideas al profesor. En esta parte de la tarea no se habia sugerido ningun tamafo para
la tabla, solo se espera que asi como en las primeras sumas, transformaran la suma de 16 + 7 en
una operacion mas rapida o sencilla de realizar. En la linea 5 el profesor pregunta por la cantidad
de circulos en la tabla porque a primera vista se not6 que la cantidad de circulos que las estudiantes
afirmaban que habia estaba equivocada, pero la reconfiguracion aditiva propuesta era correcta.

Otros estudiantes se limitaron a mover solamente 2 circulos en las sumas, aspecto que es
correcto dado que manipulan las cantidades de los sumandos pero no se conseguia la suma mas
facil posible, como se mostrara en el siguiente fragmento.

Transcripcion 5

Suma propuesta en clase con Matias en la tarea 2

L1 | PROFESOR: ;Como quedd tu dibujo? ¢Que encontraste?
[Indicando la tarea de la suma 16+7]

L2 | MATIAS: Aqui habia puesto 16 [sefiala con el dedo la
primera tabla de arriba hacia abajo] y aqui habia puesto
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7 [sefiala con el dedo la segunda tabla a la derecha de | Uso de deicticos espaciales
arriba hacia abajo] entonces de aqui, de estos siete | “aqui” para indicar el
[sefiala dos circulos de la segunda tabla que estaban | sumando al que se han restado
tachados] cogi dos, entonces de esos dos se los pasé a | circulos.

este [sefiala la primera tabla] entonces el 16 quedaria
convertido en 18 y este [sefiala la segunda tabla]
quedaria convertido en 5, entonces 18+5 = 23

Utiliza la sefial de la “equis”
dentro del dibujo como medio
semidtico para indicar la resta
realizada.

En este pequefio fragmento, Matias presenta una alternativa de la suma 16 + 7 la cuél de
acuerdo con su explicacion hace referenciaa23 =16+ 7= (16 +2)+(7—-2) =18+ 5= 23
y el procedimiento es correcto, dado que esta recombinacion facilita el calculo numérico aunque
no resulta ser el mas sencillo entre todos los posibles. Asi mismo, el uso de la sefial “equis” dentro
de la representacion de la suma trata de trasmitir el mensaje sobre la igualdad entre 16 + 7 = 18 +
5 puesto que ambas operaciones se observan en la grafica, a condicion de que haya un didlogo
entre el estudiante y el profesor sobre el significado de ese medio semidtico de objetivacion.
Ademas, se observa que en la tabla que dibuj6 sobran exactamente 2 espacios, espacios que no
utilizo porque pensé que solamente debia mover dos circulos.

En relacion con la iniciativa de Matias, consideramos que es importante resaltar el hecho de que,
aunque no sea la forma mas simple de hacer la suma, permite visualizar que la atencion de los
estudiantes no se centra en el resultado, sino en las formas equivalentes de reconfigurar las
cantidades a operar. Esta observacion adquiere relevancia al identificar la comunalidad y facilitar

el proceso de abduccion. Este mismo estudiante realiza un procedimiento semejante en la
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manipulacion de la suma 8 + 5 donde a partir de la gréfica y las multiples tablas que realiza se
puede observar la utilizacion de esta estrategia de compensacion aditiva (Ver Figura 19).
Figura 19

Produccién de segundo punto de la tarea 2 con Matias

El siguiente dialogo se centra en el discurso realizado por Andrés, donde el estudiante nos
explica la forma como obtiene las cantidades correspondientes a la suma que facilitaba los calculos
sin utilizar los marcos de decenas. En este punto de la intervencién, se habia realizado una
discusion general y se lleg6 a la conclusion de que las sumas que contenian al nimero 10 resultaban
mas sencillas de operar.

Transcripcion 6

Serie de sumas con compensacion de Andrés en la tarea 2

L1 | PROFESOR: Comencemos con esta [Sefala las
operaciones en el punto 3] ¢;Cuanto es 8+9?

L2 | ANDRES: Seria que le restaramos 2 al 9 [Sefala los
sumandos en la operacion] y quedaria 7...y aqui
[Sefiala el nimero 8] sumariamos 2 y quedaria 10.

Usa la expresion semiotica
“aqui” como deictico espacial
(gesto como sefialamiento).
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.'/‘ e
L3 | PROFESOR: y por ejemplo ¢8+7?

L4 | ANDRES: Le restamos 2 al 7 y quedaria 4...digo 5
[Realiza un movimiento rapido sobre la operacion
pedida]

L5 | PROFESOR: Muy bien, asi completarias los cuadros.
Veamos Yy si te pregunto ahora por 6+5 ¢Qué
respondes?

L6 | ANDRES: 6+5es11

L7 | PROFESOR: Ahora ¢cuanto seria 6+9?

L8 | ANDRES: 6+9 es 15

L9 | PROFESOR: j15! ;Por qué 15?

L10 | ANDRES: Porque 10+6 es 16 y si le restamos 1
quedaria 15 [Mueve constantemente la mano de lado | Esta ultima parte del dialogo
a lado mientras realiza cada una de las operaciones]. | evidencia que Andrés ha
encontrado  otra  propiedad
semejante a la propuesta por los
marcos de decenas.

Ritmo y movimientos como
medios semidticos que indican la
manipulacion mental de las
operaciones.

En las explicaciones de Andrés se puede apreciar como logra usar una estrategia de
compensacion sin la necesidad de utilizar los marcos con el fin de facilitar el calculo. El
procedimiento que realiza al principio corresponde al contemplado en el analisis previo de la tarea,

sin embargo, en la linea 10 con la expresion “Porque 10+6 es 16 y si le restamos 1 quedaria 15"
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nos demuestra como ha llevado este razonamiento mas all4, el cual algebraicamente se puede
escribircomo T=a+ b =[(a+ 1) + b] — 1, es decir, Andrés ha desarrollado una capacidad
manipulativa de las cantidades sin estar limitado a sumar en un término lo que ha restado en el
otro término de la operacion. Por lo tanto, el disefio de la tarea permitié a algunos estudiantes
pensar y actuar sobre igualdades de manera corpérea y a otros desarrollar esta habilidad para
realizarlo de manera mental.

8.3  Tarea 3 (Secuencias figurales con apoyo tabular)

El analisis de esta tarea indicaba que la actividad debia estar orientada a familiarizar a los
estudiantes con las secuencias figurales y observar que posibles propuestas de solucion emergen
durante la implementacion en el aula. A partir del punto 1 del primer patron, se queria indagar las
maneras de como podian identificar el patron de la secuencia, cuyo término general corresponde a
laregla3n paran =1,2,3,...

Figura 20

Primera secuencia figural apoyada por representacion tabular en la Tarea 3

Se introdujo esta secuencia proyectando las tres primeras figuras mientras se preguntaba a
todos los estudiantes por la cantidad de cuadrados que habia en cada una. Posteriormente, se

solicita entonces a los estudiantes que realicen el dibujo correspondiente de las posiciones 4,5y 6
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de la secuencia. A continuacion se presenta la conversacion que se desarrolla entre el profesor y
el estudiante Danny sobre la resolucion del primer punto.
Transcripcion 7

Primer punto de la tarea 3 con Danny

L1 | PROFESOR: {Cbémo te quedaron las figuras 4, 5y 6?
Explicame como hiciste cada una.

L2 | DANNY: Lo hice asi, conté cuantos cuadros tenia cada
figura [apunta su lapiz a la parte inferior derecha de la
figura 4 del patron y comienza a contar] uno, dos, tres,
cuatro [mueve el 1apiz cuadro a cuadro hasta llegar hasta
arriba] y despues, hice los cuadros asi [sefiala en la
figura 4 tres lineas horizontales] y después asi [sefiala en | Movimientos  verticales 'y
la figura 4 dos lineas verticales] asi hice las rayas. horizontales como medio
semidtico para indicar la
forma de la construcciéon de
los cuadros.

En las imagenes de Ila
izquierda se muestra la
secuencia de la construccion
que realizo el estudiante para
dar respuesta a la forma del
patrén en la posicion 4,5y 6

L3 | DANNY: Aca igual [sefiala de arriba hacia abajo los
cuadros de la tltima columna de la figura 5] solo que le
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aumente cuadros, cuantos cuadros tuviera la figura
[indica el numero de la figura que se encuentra debajo
del dibujo

Uso de deicticos espaciales
“acd” y movimientos como
medio semiotico para
objetivar la comunalidad entre
la figura 4y la figura 5.

Sefalizaciones como medio
semiotico para indicar
dependencia de aumento de
cuadros con el nimero de la
figura.

En este episodio, un aspecto a resaltar consiste en el deictico espacial que usa Danny

durante todo el dialogo para explicar la forma como ha construido cada figura, lo cual sugiere que

ha identificado la comunalidad o caracteristica comun y ha encontrado una manera mediante el

trazo de lineas de predecir cada figura particular que le sea solicitada. En la linea 3 “Acd igual

solo que le aumento cuadros, cuantos cuadros tuviera la figura ” el analisis indica que el estudiante

ha logrado encontrar una relacion entre el nimero de la figura y la cantidad de cuadrados que tiene

cada término (aunque esto aun no es explicito) de la secuencia sin la necesidad de un procedimiento

aritmético. Se considera ahora este otro fragmento donde una estudiante argumenta la forma y

cantidad de circulos que tiene una figura.

Transcripcion 8

Primer punto de la tarea 3 con Mariana

L1

PROFESOR: [Dirigiéndose a todos] Bueno, vamos a ver
cémo dibujaron los comparieros la figura 4, la figura 5 y
la figura 6 en el tablero.

Se seleccionaron 3 estudiantes
del salon para ilustrar los
logros de sus grupos de
trabajo.

L2

PROFESOR: Cuéntanos por qué la figura 4 es asi [Se
dirige al estudiante que dibujo la figura 4 en el tablero].
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L3 | MARIANA: Porque me di cuenta de que cada figura
tenia una fila mas, entonces la figura uno solo tenia una
fila de 3 cuadritos [sefiala la primera fila que habia
dibujado] la de dos tiene 2 y la tres tiene 3, entonces en
la figura cuatro tenia cuatro filas de a 3 cuadritos y | Sefialamientos como medio
entonces asi era la figura cuatro [sefiala con el dedo el | semi6tico para indicar la
namero de la figural. cantidad de cuadritos por fila
y la cantidad de filas en la
figura 4.

En la linea 3, a partir de las expresiones “me di cuenta de que cada figura tenia una fila
mas” Y “la figura uno solo tenia una fila de 3 cuadritos” se puede inferir que estos dos
razonamientos que la estudiante ha identificado la regularidad en los primeros términos de manera
que puede realizar la construccion de la figura 4, es decir, la estudiante propone que a medida que
crece la secuencia, la figura aumenta una fila, y que dicha fila aumentara la cantidad de cuadrados
en 3 unidades.

Dado que la pregunta anterior solo enfatizaba el dibujo de las figuras, se les pide a los
estudiantes encontrar la cantidad de cuadrados en la figura nimero 15 y explicaran de qué manera
habian calculado el resultado. Se intentaba promover que los estudiantes produjeran una
explicacion que mostrara el uso de una generalidad en cuanto a la cantidad de cuadrados que hay
en figuras que tomaria mas tiempo representar. Mostramos a continuacion la produccion de Matias
y Mariana, donde se evidencia el hallazgo de dos formas de determinar la cantidad de cuadrados
en la figura pedida.

Figura 21

Produccion del segundo punto de la tarea 3 con Matias
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En este caso, Matias encuentra la forma de calcular la cantidad de cuadrados que tiene la
figura 15. Se observa que la respuesta entregada estd acompafiada de diferentes medios para
justificar que su razonamiento es correcto. En primer lugar, se identifica el uso de una estrategia
multiplicativa para hallar el resultado, la expresion “conté las columnas y cuantas por vertical,
vertical habia 3 y en la columna 15, entonces multipliqué 3 x 15 = 45 ” confirma que utiliza el
hecho numérico de que al tener grupos con el mismo numero de elementos es posible determinar
el total al multiplicar el nimero de grupos por el nimero de elementos. Ademas, acompafia esta
explicacion con un dibujo que es considerado un medio semiotico que demuestra que el estudiante
identifica comunalidad a partir de las representaciones graficas. Esto también se observa en otra
estudiante que agrupa la cantidad de cuadrados por columnas, pero utiliza la adicion en lugar de
la multiplicacion para determinar el total de elementos en la posicién 15 de la secuencia.

Figura 22

Produccion del segundo punto de la tarea 3 con Mariana
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Las siguientes dos preguntas relacionadas con este patrén, tenian por objetivo motivar a
los estudiantes a producir una generalizacion de la propiedad, o caracteristica comun de la
secuencia, lo que en términos de la TO corresponde a plantear una abduccién (Radford, 2013). El
siguiente episodio evidencia una evolucién de una forma de pensamiento algebraico factual a una
forma contextual.

Transcripcion 9

Cuarto punto de la tarea 3 con Danny

L1

PROFESOR: [Dirigiéndose a todos] Vamos con la
Gltima pregunta, voy a pasar por cada uno de los puestos
a ver a qué conclusiones han llegado [Luego de unos
minutos se acercdé a algunos estudiantes que
manifestaban a ver terminado]

L2 | PROFESOR: {Me podrias decir a qué has llegado?

L3 | DANNY: Se puede multiplicar tres por la cantidad de | Uso de la funcién generativa
figuras [no realiza ningln movimiento mientras | del lenguaje como medio
responde] semidtico para expresar la
generalidad.

L4 | PROFESOR: Entonces si yo quiero encontrar la cantidad
de cuadros en la figura 2000 ;Qué debo hacer?

L5 | DANNY: Pues al multiplicarlo por 3 quedaria [Piensa
unos cuantos segundos el resultado] seria 6000.
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L6 | PROFESOR: jMuy bien!

En sintesis, el didlogo como parte de la actividad sugiere que Danny no solo ha
comprendido la caracteristica comdn, sino también la ha generalizado, proponiendo una abduccion
para los términos subsecuentes de la secuencia como se evidencia en la linea 3. Esto le da la
capacidad de calcular la cantidad de circulos de figuras grandes o remotas, aspecto que se observa
entre la linea 4 y 5 donde se le pregunta a Danny por el nimero de cuadrados de una figura grande
y responde correctamente al emplear la generalizacion algebraica a la que habia llegado. De
acuerdo con esto, se afirma que el estudiante en la tarea 3 muestra evidencias de un pensamiento
algebraico contextual dado que la indeterminacion se convierte en el objeto del discurso, ademas,
ha surgido una formulacion algebraica como una descripcion de la generalidad de la secuencia
presentada. En la Figura 23 se puede observar la produccion escrita que realizo este estudiante
durante este item.

Figura 23

Produccion de Danny Tarea 3 punto 4 con la primera secuencia.
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Aunque a primera vista parece que ha hecho uso de simbolos para representar la
indeterminacion de la figura, los que el estudiante expresa con el signo “equis” es alusivo a
operacion de la multiplicacion, lo qué significa qué lo que ha escrito se traduce a “multiplicando
3 por el numero de la figura”. Algunos estudiantes llegaron a la misma conclusion, no obstante la
expresion “cualquier nimero” resulté confusa en un primer momento, se cree que esto se debe a
la naturaleza de las preguntas anteriores, dado que estas dirigen la atencion del estudiante a
indagaciones de casos particulares, luego, al no encontrar un nimero especifico de la figura hizo
que la pregunta generara confusion. En la Figura 24 se evidencia como la estudiante Alejandra
llega a la generalidad mencionando de manera implicita el nimero de la figura.

Figura 24

Produccién de Alejandra Tarea 3 punto 4 con la primera secuencia.

En la hoja de trabajo de esta estudiante, se distingue el uso de una estrategia multiplicativa
durante toda la Tarea 3, al llegar a la pregunta que solicita una forma de encontrar la cantidad de
cuadrados que tiene cualquier figura sin tener que dibujarla, utiliza la expresion “multiplicando
ese cualquier numero por tres” para referirse a una generalizacion contextual donde se pretende

que la comunalidad pueda ser aplicada a figuras que no son faciles de dibujar al realizar el producto
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de un nimero dado por 3. Como resultado, esta frase en particular se convierte en una expresion
semiotica que representa el actuar operatorio con cantidades indeterminadas.

La segunda secuencia figural (Ver figura 25) es semejante al anterior, dado que describe
un arreglo formado por 3n + 1 paran = 1, 2, 3, ... En esta parte de la Tarea 3 se esperaba que los
estudiantes presten atencién a las similitudes y diferencias con las figuras de la secuencia anterior,
encuentren otras alternativas para encontrar la cantidad total de cuadrados y expresa la generalidad
mediante expresiones verbales, escritas u otros recursos semiéticos como sefialamientos o
movimientos indéxales.

Figura 25

Segunda secuencia figural apoyada por representacion tabular en la Tarea 3

Por lo que se refiere a la construccion de las figuras de la segunda secuencia, se encontraron
principalmente dos formas de realizarlo, la primera estaba relacionada con la expresion 3n + 1,
dado que en el primer patron muchos estudiantes habian llegado a la conclusion de que la forma
de determinar la cantidad de los cuadrados en cada posicion era multiplicar tres por el numero de
la figura, entonces al encontrar esta semejanza, ahora solo debian considerar el cuadrado extra que
se encontraba arriba. Se presentan las producciones de Mariana en la siguiente transcripcion y
Figura 26 que muestra su hoja de trabajo para ilustrar como ha objetivado a partir de la expresion

n+n+m+1).
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Transcripcion 10

Primer punto de la tarea 3 con Mariana en la segunda secuencia

78

L1

PROFESOR: [Dirigiéndose a todos] Vamos con la
primera pregunta, voy a pasar por cada uno de los dibujos
a ver a que conclusiones han llegado [Luego de unos
minutos se acercO a algunos estudiantes que
manifestaban a ver terminado su dibujo en el tablero]

L2

PROFESOR: Muy bien, comenzamos con la primera
figura [sefala la figura nimero cuatro del segundo
patron] ,Como lo hiciste?

L3

MARIANA: Pues me di cuenta que era como la otra
forma, solo que aqui arriba [sefiala un cuadro que se
encuentra por encima de todos los demas] tenia un
cuadrito que el otro no tenia, entonces vamos a sumar
[Mueve su mano derecha a la primera columna de la
figura] cuatro, cuatro, cuatro [recorrid 3 columnas del
dibujo con 4 cuadrados] y uno arriba cinco [sefiala el
cuadro que se encuentra mas arriba que lo demas]
entonces seria cuatro, cuatro y cinco [repite el mismo
movimiento que hizo al subir y bajar con mano izquierda
por todas las columnas de la imagen]

Uso de la expresion semiotica
“aqui arriba” como deictico
espacial para indicar
elementos del patron
visualmente alcanzables.

Las imagenes de la izquierda
intentan mostrar las dos series
de sumas que realiza Mariana
para determinar la cantidad de
cuadros en la figura 4 de la
secuencia.

Ritmo y movimientos como
medios semioticos de
objetivacion para expresar las
dos formas en las que ha
considerado la secuencia.
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En este caso, Mariana expone la manera de construir la figura 4 de la secuencia mediante
la operacion 4 + 4 + 4 + 1 dado que en la linea expresa “solo que aqui arriba tenia un cuadrito
que el otro no tenia” entonces debe sumar uno de mas, esta forma de calcularlo hace referencia a
la expresion algebraica n +n 4+ n+ 1. Se observa que, luego de explicar este procedimiento,
agrupa los ultimos dos sumandos en uno solo, lo que expresa como la suma de 4 + 4 + 5,
acompafiado de la movilizacién de su mano izquierda como un recurso semiotico para mostrar
cdémo ha configurado la secuencia en relacion con la cantidad de cuadrados en cada columna, lo
que en términos algebraicos podriamos decir que hatransformadon +n+n+1=n+n+ (n+
1) que puede no ser tan significativo matematicamente, pero ilustra como la coordinacion
multimodal de recursos semioticos en acciones como el discurso, los sefialamientos y la actividad

perceptual se convierten en un nodo semidtico para lograr un punto de vista algebraico.
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En cuanto a la segunda pregunta, esta tenia el objetivo de observar que procesos de
objetivacion surgian en los estudiantes si en lugar de preguntar por la cantidad de cuadrados en
una figura, se preguntaba por el ndmero de la figura de un arreglo con 31 cuadrados.
Algebraicamente este problema podria expresarse como 3n + 1 = 31, donde n es el nimero de la
figura, y al despejar n de la ecuacion encontramos que su valor es 10, un procedimiento que los
estudiantes desconocen totalmente, de manera que se busca encontrar que otras maneras
encuentran los estudiantes para dar solucion a este problema. En la siguiente imagen (Ver figura
26) continuamos con las producciones de Mariana dado que se consideran representativas.
Figura 26

Produccién de Mariana Tarea 3 punto 2 con la segunda secuencia.

La evidencia mostrada en la Figura 26 sugiere que Mariana mantiene la forma en como
calcula la cantidad de cuadrados en cada posicion de la secuencia, ademas, muestra una
articulacion de la estructura numérica con la estructura espacial, es decir, ha objetivado una
regularidad y a concebido la figura dividida en tres partes, n + n + (n + 1), es precisamente esto
lo que le permite comprobar que la figura 10 tiene una cantidad de 31 cuadrados en su estructura.
La figura 27 nos muestra otra posibilidad mediante la produccién de Isabella, la cual indica la
movilizacién de medios semioticos como la lingistica, lo cual permite percibir la intencion de la

manera como ha procedido para encontrar la respuesta a pesar de algunos errores en la redaccion.
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Figura 27

Produccién de Isabella Tarea 3 punto 2 con la segunda secuencia.

Por lo que se refiere a la generalizacion del segundo patrén en la Tarea 3, se observé que
la mayoria de los estudiantes y grupos lograron comunicar la regularidad objetivada para construir
las figuras verbalmente, pero esto no fue posible en la comunicacion escrita. Varios de los
estudiantes aplicaron la generalizacion en esquemas operacionales para casos especificos grandes
como una alternativa para referirse a la indeterminacion del namero de la figura (Ver Figura 28).
Figura 28

Produccién de Sara Tarea 3 punto 3 con la segunda secuencia.

Las hojas de trabajo mostraban una gran dificultad para comunicar argumentos de forma
escrita, pero unos pocos estudiantes lograron describir la manera de contar la cantidad de
cuadrados en cualquier figura de la secuencia sin la necesidad de dibujarla. Por ejemplo, como lo

hizo Danny (Ver Figura 29).
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Figura 29

Produccién de Danny Tarea 3 punto 3 con la segunda secuencia.

3k Muthplicapde 3x €l numevo
1 Cwdy

Finalmente, el tercer patron consistia en un arreglo en forma de “cohete” (Ver figura 30),

este patron puede describirse como un arreglo formado por tres triangulos en la parte superior del
cohete y dos triangulos en la parte inferior del mismo, mientras que el cuerpo del cohete esta
formado por dos columnas de 4n triangulos paran = 1, 2, 3, ... Esto quiere decir, que la cantidad
total de triangulo en la secuencia corresponde a la expresion 4n + 5 triangulos paran = 1,2, 3, ...
Figura 30

Tercera secuencia figural apoyada por representacion tabular en la Tarea 3
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Observemos que esta secuencia esta compuesta por dos colores, el color azul corresponde
a la cantidad de triangulos que cambian en relacion con el nimero de la figura y el rojo que
representa una cantidad constante. El analisis enfatizara las producciones realizadas en punto 2
donde se buscaba que el estudiante evidencie de la presencia de elementos variantes y no variantes
dentro de la secuencia, y el punto 3 motiva al estudiante a deducir una forma que le permita

encontrar la cantidad de tridngulos para cualquier término de la secuencia. En la Figura 31 se
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muestra la produccién de Danny, donde es posible ver como diferencia el crecimiento de los dos
grupos de triangulos en la secuencia.
Figura 31

Produccién de Danny Tarea 3 punto 2 con la tercera secuencia.

Se infiere que la produccidn escrita de Danny evidencia indicios de la identificacion de una
relacion funcional, puesto que el estudiante percibe que la cantidad de triangulos azules esta
directamente relacionada con el nimero de la figura, mientras que los triangulos rojos no se ven
alterados por esto. La expresion “asi como estan” manifiesta el uso de deicticos espaciales para
indicar términos visualmente alcanzables, aunque el estudiante no realiza ningin sefialamiento, si
hace referencia a los 3 cohetes presentes en la hoja de trabajo. El estudiante expresa una
generalizacion de la comunalidad de la secuencia de triangulos azules, sin embardo, no especifica
de qué manera exactamente aumenta, aspecto que si consideraron otros estudiantes en sus
producciones (Ver Figura 32).

Figura 32

Produccion de Alejandro Tarea 3 punto 2 con la tercera secuencia.
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En el siguiente episodio se muestra el dialogo entre el profesor y Danny respecto a la
generalizacion de la secuencia del cohete.
Transcripcion 11

Tercer punto en la tarea 3 con Danny en la tercera secuencia

L1 PROFESOR: ¢ A qué respuesta llegaste para la pregunta
3, Danny?

L2 DANNY: Si a mi me dicen que 15...que haga la figura
15, entonces yo sumo 15 +15 que es por un lado.

L3 PROFESOR: [Interviene] ¢Por qué 15 + 15?

L4 | DANNY: Porque cada lado de aca... [Busca un dibujo
que habia realizado de la figura 6 del patron del cohete]

s contitg g
.~|~~""’M
o

Uso de la expresion semiotica
“aca” como deictico espacial
(gesto como sefialamientos).

Seis, seis tiene [seriala la palabra “figura 6] una, dos,
tres, cuatro, cinco y seis [sefiala y cuenta triangulo a
triangulo los tridngulos azules de una parte de la
columna del cohete] y el otro lado tiene seis [sefiala la | (jso de 1a expresion “lado”
otra parte de una misma columna de triangulos] y 6 + | para indicar cada una de las

6es 12. : _ dos columnas de triangulos
azules de la secuencia.

Y lo otro va a hacer con el otro lado [sefiala la otra
columna compuesta de triangulos azules] entonces 12 +
12 da 24 y después se suma estos cuadros de acé

Uso reiterativo de deicticos
espaciales.
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[sefialando los tridngulos rojos que estan en la parte
alta y baja del cohete]

L5 PROFESOR: ¢Entonces para la figura 15 como seria?

L6 DANNY: Sumar 15 + 15 que es lo de un lado que daria | Uso de deicticos espaciales
30, pero del otro lado, entonces son 60 y después se le | como “esto” y movimientos
suma esto [vuelve a sefialar los triangulos rojos] | como medio semidtico para
entonces quedaria 65. objetivar la abduccion.

L7 PROFESOR: jPerfecto!

En este episodio, el estudiante comienza a comunicar la iniciacion a una generalizacion
contextual donde se pretende que la comunalidad pueda ser aplicada a la figura 15 (figura que
resulta dificil de dibujar debido a las caracteristicas del patron) a partir de la figura 6, didlogo que
se ve a detalle en las lineas 2, 3 y 4. Es este proceso que Danny ha realizado, emerge un nodo
semidtico que caracteriza la actividad reflexiva del estudiante mediada por medios semioticos de
objetivacion, como lo son la actividad de coordinacion de deicticos espaciales, los sefialamientos,
el discurso y la actividad perceptual.

En el didlogo, el estudiante recurre a distintas expresiones como “acd”, “esto” y “lado” de
lo que se ha inferido que el estudiante divide la estructura espacial de la figura en 4 columnas de
triangulos azules, cada una con una cantidad de triangulos igual al nimero de la posicién de la

figura y 5 tridngulos rojos, los cuales ha mencionado “se quedan asi como estan”, 10 que implica

un esquema aditivo entre las 4 columnas de tridngulos azules y los 5 tridngulos rojos constantes.
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Escribir estas ideas que ha dicho verbalmente durante el dialogo con el profesor no resulta ser una
tarea facil, al analizar la produccidn escrita en este punto, se observa que lo indeterminado queda
por fuera de sus palabras, es decir, se ha consolidado una generalizacion algebraica factual (Ver
figura 33).
Figura 33

Produccién de Danny Tarea 3 punto 3 con la tercera secuencia.

8.4  Tarea 4 (Equivalencia aritmética, generalizacion y modelado)

El disefio de esta tarea buscaba integrar en una sola situacién aspectos sobre la
generalizacion de patrones, la aritmética generalizada y la modelacion, de manera que el trabajo
conjunto entre estos tres elementos desarrollara el pensamiento algebraico temprano y aumentara
la cantidad de recursos semidticos movilizados por los estudiantes. Bajo estas circunstancias, se
buscaba acercar a los estudiantes a una situacion a matematizar y luego encontrar regularidades
inherentes al problema, junto con una variedad de expresiones aritméticas posibles para formalizar
una generalizacion.

Las preguntas iniciales estaban enfocadas en reconocer estrategias numéricas y sus
generalizaciones en un nivel concreto, es decir, determinar la cantidad de circulos totales en
relacion con la cantidad de circulos que tiene el portavasos en el borde, una vez realizado esto, los

estudiantes debian combinar estos dos elementos para construir una generalizacion dentro de la
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forma de pensamiento algebraico factual. Antes de distribuir a los estudiantes en pequefios grupos,
el profesor presenta la actividad y se realiza una discusion general con respecto a la forma de los
portavasos con 6, 7 y 8 circulos en cada borde, y la cantidad de circulos total en cada uno. El
siguiente dialogo se centra en la labor conjunta realizada por Matias y el profesor donde se observa

la articulacion de diferentes medios semidticos para lograr expresar su razonamiento sobre la

forma de obtener la cantidad de cuadrados en el portavaso que tiene 8 circulos en el borde.

Transcripcion 12

Interaccion en la tarea 4 con Matias

L1

PROFESOR: [Dirigiéndose a todos] Bueno nifios, quiero
que contemos la cantidad de circulos que hay en estos
portavasos. Esta vez quiero que tengamos en cuenta la
cantidad de circulos que tiene el portavaso en cada lado
¢Bien?

Los estudiantes contaron
junto con el profesor los
circulos de los portavasos
con 5, 6 y 7 circulos en
cada lado mientras se
mostraba la imagen en el
tablero (Disefio 1).

L2

PROFESOR: Muy bien, ahora quiero que me digan cuantos
circulos tiene el portavasos que tiene 8 circulos en cada lado
antes de que yo les muestre la imagen.

Entre todos los estudiantes,
se prestd atencion a los
calculos que realizaba
Matias

L3

MATIAS: 16+7 da 23... [Mantiene la mirada elevada
mientras realiza calculos mentales y revisa las imagenes de
portavasos ya mostradas] Creo que lo hago mal...

L4

PROFESOR: ¢Seguro? ¢Por qué?

LS

MATIAS: Porque contaria las de arriba...8 [sefiala con el
dedo la cantidad superior de circulos que hay en el
portavasos de 8 circulos de lado] mas 8 da 16 [sefiala con
el dedo la cantidad inferior de circulos que hay en el
portavasos de 8 circulos de lado] y los lados...sobran 6
[sefiala con el dedo las cantidades laterales de circulos que
hay en el portavasos de 8 circulos de lado] iNo son 7! No!
iNo! jSi son 6!

Sefialamientos y
movimientos como medios
semidticos de objetivacion
para expresar las
agrupaciones de circulos
que estd formando para
contar.
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L6 | PROFESOR: ¢Por qué tiene 6?

L7 | MATIAS: Si porque cuento los de arriba, entonces 8 y 8 es | La expresion “quitamos los
16 [sefiala con el dedo la cantidad superior e inferior de | dos” hace referencia a las
circulos que hay en el portavasos de 8 circulos de lado] y | esquinas que ya habia
quitamos los dos [sefiala enfatizando la posicion de las | contado.

esquinas] en ambos lados, entonces quedaria 6.
L8 | MATIAS: 16 mas 6 es 22...mas 6 jProfe 28!

En el episodio anterior, se observa que el estudiante Matias empieza a construir una forma
de contar la cantidad total de circulos (de ahora en adelante, nos vamos a referir a cada portavasos
de acuerdo con la cantidad de circulos que tiene en el borde, dicho de otra forma, si se menciona
“Portavasos 10” se hace referencia al portavasos que tiene 10 circulos en cada borde). Para lograr
esto, el estudiante recurre a una articulacion entre su expresion verbal, gestos y sefialamientos que
realiza con sus manos hacia el tablero donde se encuentra el Disefio 1 del portavaso con una
cantidad menor de circulos en el borde. En el conteo del portavasos 8, el cual era el portavaso
siguiente de las imagenes mostradas en el tablero, Matias a través de la observacion identifica
algunas de las caracteristicas del Disefio 1 como son la ubicacion espacial de las figuras
geométricas que conforman el portavasos y la relaciéon entre el nimero del portavasos con la
cantidad de circulos que tiene en cada lado.

En lalinea 5, las expresiones como “los de arriba” 0 “los lados” indican las agrupaciones
que esta realizando para determinar la cantidad total de circulos, ademas, no menciona en su

discurso oraciones como “los de abajo” 0 “los del otro lado” 1o que sugiere que obligatoriedad
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de una regularidad, es decir, la cantidad de circulos que hay arriba es la misma cantidad de circulos
que hay abajo y la cantidad de circulos que hay del lado izquierdo es la misma cantidad de circulos
que hay de lado derecho. Esta misma estrategia es utilizada por Matias para determinar la cantidad
de circulos en el portavasos 49 y 129, lo cual se ha solicitado en la Tarea 4 en el punto 3 utilizando
el Disefio 2.

Figura 34

Produccién de Matias en el tercer punto de la tarea 4

En esta parte de la tarea se hace un cambio en el Disefio 1 para obtener el Disefio 2 donde
se realizan 4 agrupaciones de circulos entre el color blanco y amarillo como se ve en la Figura 34.
En dicha figura se muestra como Matias ha utilizado la misma estrategia, sin embargo, en su
produccion escrita se observa que ha cambiado la expresion “los de arriba” por la expresion “las
horizontales” para referirse a los circulos tanto de arriba como abajo, mientras que la expresion
“en los lados” aun permanece refiriéndose a la cantidad de circulos que hay a la derecha e
izquierda del portavaso. Si realizamos una comparacion entre las agrupaciones que constituye
Matias para determinar la cantidad total de circulos, se observa que en el punto 3 ha tenido en

cuenta la distribucién de colores en el Disefio 2, es decir, la expresion “las horizontales” la utiliza
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la referirse a los circulos blancos y “los lados” para referirse a los amarillos, aunque al principio
de la tarea tomaba la cantidad de circulos total del borde arriba y de abajo.

Por otro lado, en la produccion escrita de Matias se ve el uso de la palabra “sobra” por lo
que se infiere que ha identificado una relacion de la cantidad circulos amarillos con la cantidad de
circulos blancos, razonamiento que le ha permitido encontrar una segunda relacién entre la
cantidad de circulos en cada lado del cuadrado con la cantidad total de circulos en el portavaso.
Esta Gltima relacion responde a una equivalencia de la expresion algebraica 2 X n + 2 X (n — 2)
donde n es la cantidad de circulos en un lado, luego, la expresion que el estudiante ha utilizado
seria la siguiente (n + n) + [(n — 2) + (n — 2)].

Esta expresion pudiera ser compleja de escribir para los estudiantes y en el analisis se ha
propuesto como un sistema semiético entre las tres capas para expresar la generalidad, por lo tanto,
esta Tarea tiene el objetivo de encontrar si los estudiantes logran trascender de la forma de
pensamiento factual al contextual, por lo tanto el punto 4 busca que el estudiante exprese esa
generalidad mediante medios semioticos como la escritura o el dibujo. Al seguir las producciones
de Matias se encuentra que aunque su respuesta no esta ligada al nivel concreto de uso de los
simbolos numéricos, la indeterminancia no esta involucrada en su respuesta por lo que ha
efectuado una generalizacion algebraica factual como se puede ver en la Figura 35.

Figura 35

Produccion de Matias en el cuarto punto de la tarea 4
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Otro episodio que resulto relevante en relacion con los objetivos de esta Tarea 4 es la
aparicion del Disefio 3 desde el punto 1 cuando la formulacion de este disefio estaba prevista para
el punto 5. A continuacion se presenta la conversacion entre el profesor y el estudiante Danny en
relacion con la forma en que ha realizado los célculos para encontrar la cantidad de circulos en los
portavasos.

Transcripcion 13

Primer y segundo punto de la tarea 4 con Danny

L1 DANNY: Como aqui en el disefio 1 [Sefiala la imagen del disefio 1
en la hoja enfatizando las esquinas] le quito las esquinas, después
sumo esto [sefiala con el dedo cuidadosamente 3 cuadros] los lados,
lo sumo 4 veces y después le sumo las esquinas.

En las imagenes
se muestra una
recreacion de los
sefialamientos y

movimientos
que hizo el
estudiante
durante su
discurso.

L2 PROFESOR: Muy bien, en ese caso, cuanto te daria la de 15 circulos

[Indica la pregunta nimero 3].

L3 DANNY: 36 circulos.

L4 PROFESOR: Eso seria con 10 circulos en cada lado.

L5 | DANNY: Daria... [Revisa la hojay se va a calcular la pregunta]. Luego de unos

minutos vuelve a
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presentar su
solucioén.

L6 DANNY: Profe, quitaria las esquinas, si le quito las esquinas las
esquinas [sefiala el nimero 15 presente en el enunciado] entonces me
daria 13 en cada lado [sefiala los lados del disefio 1] entonces,
después multiplique 4 por [toma una pausa] profe, se puede sumar o
multiplicar...4 se puede sumar 4 X 13 0 sumar 4 veces 13 y yo
multipliqué y...sumé 4 veces 13 y después le sume 4

L7 PROFESOR: [Se percata de que el resultado de esas operaciones no
esta en el enunciado] ¢Entonces cuanto te dio?

L8 DANNY: 56.

Durante el dialogo con el estudiante se han encontrado multiples medios semioticos de
objetivacion los cuales le resultan utiles para contar el nimero de circulos totales en distintos
portavasos dado que se percata que al retirar los circulos de las esquinas, obtendria una cantidad
equivalente en cada uno de los lados del portavasos y finalmente deberia sumar las cuatro esquinas
que habia retirado al comienzo. La coordinacidn de deicticos espaciales como se muestra en la
linea 1 (sefialamientos a las esquinas y los lados), el ritmo, las palabras que ha utilizado y
finalmente la actividad perceptual, convierten toda la actividad en un nodo semiotico que
caracteriza la produccién de Danny con estos medios semidticos.

Al analizar detalladamente la progresion de sus elaboraciones, se considera que Danny ha
consolidado rapidamente una comprensién perceptual del procedimiento aritmético y a su vez, la
generalizacion de ese procedimiento para calcular la cantidad de circulos en portavasos que
contengan una mayor cantidad de circulos. En su actividad perceptual, se observa un proceso que
algebraicamente se puede escribir como 4(n — 2) + 4 donde n es la cantidad de circulos que tiene
en el borde el portavasos. Al observar la generalizacion escrita que ha realizado en el punto 4 de

esta tarea, se identifica que el estudiante expresa un esquema de operaciones como acciones
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generalizadas para determinar la cantidad de circulos en cualquier portavasos, ademas esta
generalizacion debe ir acompafiada de una imagen del portavasos debido a que utiliza expresiones
como “le quito las esquinas” 'y habla de manera implicita de la cantidad de circulos que hay en el
lado de la figura.

Figura 36

Produccién de Danny Tarea 4 punto 4

La transcripcién de la respuesta que ha consignado Danny a esta pregunta es la siguiente
“Primero le quito las esquinas, después sumo 4 veces los circulos que queden y después al
resultado le sumo las esquinas” es asi como el estudiante explica la manera en que ha tomado
conciencia de la regularidad de la secuencia y la formacién de los circulos como medio para
determinar la cantidad total de circulos en cualquier portavaso.

En cuanto a la equivalencia entre las distintas formas en la que se podria calcular la cantidad
de circulos en los portavasos, se promueve en el estudiante transformar su procedimiento
aritmético adquirido del Disefio 2 o del Disefio 3 mediante la observacién de un cuarto disefio con
una distribucion de colores diferente. Para esto, se pregunta por la cantidad de circulos en el
portavasos 17 y por la estrategia que deberia utilizar si emplea el Disefio 3 0 el Disefio 4 teniendo
en cuenta la disposicién de los colores en los circulos. La Figura 37 muestra la manera como Danny

ha escrito la forma de calcular la cantidad de circulos utilizando cada uno de los dos disefios.
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Figura 37

Produccién de Danny Tarea 4 punto 5y 6

En estudiante ha escrito “primero quito las esquinas blancas y después multiplico 4x15,
porque 15 circulos fue lo que quedo sin las esquinas y después le sumo al resultado 4’y “primero
quito 16 circulos blancos de 2 lados, después multiplico 2x16 porque 16 circulos amarillos fueron
los que quedaron y al resultado le sumo los circulos blancos de cada lado” en las preguntas 5y 6
respectivamente. Al analizar ambas producciones se observa que en ambos casos ha optado por
retirar la cantidad de circulos blancos que hay en cada portavasos, en el Disefio 3 menciona que
“primero quita las esquinas blancas” 10 que ha influido en las operaciones que realizo al utilizar
el Disefio 4 dado que comienza su produccion escrita con la expresion “primero quito los 16
circulos blancos de los lados” pero de acuerdo con la Transcripcion 13, el estudiante si se ha
percatado que la distribucion de la cantidad de circulos blancos y amarillos es la misma.
Transcripcion 14

Sexto punto en la tarea 4 con Danny

L1 | PROFESOR: Explicame cémo resolviste la pregunta 6 ;Como lo
hiciste? [sefiala el disefio 4 de portavaso]
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L2 | DANNY: Primero quito 16 circulos blancos, como aqui [sefiala con
el dedo el disefio 4 que apenas tiene 5 circulos en cada lado] aqui
quedan 4 y 4 [sefiala con el dedo los circulos amarillos del disefio 4
de arriba hacia abajo] y para cada lado es el mismo nimero [sefiala
y empareja con el dedo los lados con mismo color y cantidad de
circulos]

T e——— TN

En las imégenes
se muestra una
recreacion de los
sefialamientos 'y
movimientos que
hizo el estudiante
durante su
discurso.

PROFESOR: y siguiendo con esa idea (Como calculas el portavasos
de 17 circulos?

DANNY:: Entonces primero le quito 16 circulos blancos de dos lados
[mantiene guiada su lectura con el dedo] después multiplico 2 x 16
porque 16 circulos amarillos fueron los que quedaron, como aqui
[sefiala una vez mas el disefio 4 presentado en la hoja] amarillos que
son los mismos y al resultado le sumamos 16 circulos blancos de cada
lado.

Esto produce entonces una equivalencia de la expresion algebraica 4(n—2) + 4 =
2(n—1) 4+ 2(n—1) aunque de acuerdo con la respuesta del estudiante no fue esto lo que
aritméticamente hablando sucede, si no que divide el procedimiento en dos operaciones, primero
con los circulos amarillos y luego con los circulos blancos. Es la expresion “quitar” un recurso
linguistico que el estudiante moviliza para indicar esta separacion entre los calculos, por ejemplo,
el procedimiento aritmético realizado para el portavasos 17 podria escribirse como (15 x 4) +
4 = (2 x16) + (2 x 16) = 64. Esto sucede de manera similar con otro estudiante, solamente que
utiliza la palabra “restar” en lugar de “quitar” para expresar la separacion de los célculos y

encontrar la equivalencia.
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Figura 38

Produccién de Matias Tarea 4 punto 5y 6

El estudiante Matias se habia enfocado solamente en resolver las preguntas mediante el
Disefio 2, sin embargo, se observa en la Figura 38 como ha dibujado el portavasos 17 en relacion
con el Disefio 3 y el Disefio 4 y asi, conseguir una generalizacién factual dado que al integrarlo
con sus respuestas escritas, se identifica como ha involucrado mediante su actividad perceptual los
disefios y los dibujos para proporcionar un procedimiento numérico que potencialmente puede
proporcionarle la cantidad de circulos amarillos y blancos de cualquier disefio de portavasos,
aunque en este caso solo fuera el portavasos 17.

Llegados a este punto, es relevante concentrar nuestra atencion en los diversos resultados
en el trabajo de estudiantes como Danny, quien ha demostrado un mayor nivel de compresion de
las caracteristicas de las secuencias y el concepto de igualdad como equivalencia a lo largo de las
sesiones llevadas a cabo hasta ahora. Por un lado, demuestra que ha adquirido conocimiento sobre
cdmo construir términos de la secuencia, ha identificado patrones comunes, ha llevado a cabo
procesos de abduccién de los diferentes patrones y en cada uno de ellos ha formulado hipotesis

sobre el término general de la secuencia. Por otro lado, se evidencia como logra movilizarse entre



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 97

distintas estrategias de célculo y adopta un proceso de acciones aritméticas generalizadas de
acuerdo con las condiciones del contexto de la tarea. Es por medio de las tareas y la movilizacion
de recursos semioticos, que Danny desarrolla una compresion profunda de estos enfoques
algebraicos del pensamiento (generalizacion de patrones y aritmética generalizada).

Tabla 3

Producciones de Danny a lo largo de distintas tareas

Identificacién de la Generalizacion factual Generalizacion
comunalidad (Tarea 3) (Tarea 4) contextual (Tarea 3)
“Primero le quito las
“Los triangulos azules ~ esquinas, después sumo 4

. “Multiplicando 3 por el
Danny crecen depende el veces los circulos que . .
. ) , numero de la figuray
numero de la figuray los queda y después al .
. ” se le agrega I cuadro
rojos no crecen resultado le sumo las
esquinas’”.

En la Tabla 3 se muestran algunas de las producciones de Danny a lo largo de las tareas 3
y 4, lo que nos interesa resaltar aqui es como en algunas tareas se observa un avance importante
en su actividad semidtica. Como resultado, se establece una conexion mas sofisticada entre los
recursos semioticos, lo cual conduce a un nivel mas profundo de conciencia 'y compresion.

A nivel de todo el grupo, algunos estudiantes reconocieron rapidamente un patron de
crecimiento al mostrar el portavasos 5, 6 y 7, donde se notaba un aumento de 4 circulos a medida
gue se avanzaba en el nimero del portavasos, de forma que en sus producciones se encuentra que
recurren a estrategias aditivas para hallar la cantidad de circulos de portavasos consecutivos como
el 10, 15y 17 que fueron pedidos durante la Tarea 4, sin embargo, esto provocé que en términos
lejanos como el 49 o el 129 no obtuvieran resultados mediante su estrategia y abandonaran las
demas preguntas. Los estudiantes que identificaron como estrategia de conteo la expresion

relacionada con el Disefio 2 y el Disefio 3 lograron dar evidencias de estar en un nivel de
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pensamiento Factual con leves elementos que indican que estan en una transicion hacia el nivel
Contextual. Adicionalmente, un grupo reducido de estudiantes habia formulado otra manera de
contar los circulos que no habia sido tenida en cuenta dentro del analisis a priori y que sera
mostrada a continuacién mediante el analisis del siguiente episodio.

Transcripcion 15

Tercer punto de la tarea 4 con Mariana

L1 | MARIANA: Yo sé que acé arriba, aqui arriba hay 49
[sefiala con el lapiz la linea superior de circulos del
disefio 2] Aqui como este sumo uno [sefiala con el lapiz
la esquina superior derecha] entonces quedan 48 [sefiala | En  esta  produccién la
la linea derecha de circulos de arriba hacia abajo]. expresion “yo sé que aca
arriba, aqui arriba hay 49” es
una funcion generativa del
lenguaje.

Uso de deicticos espaciales
“aqui” para indicar elementos
que ya ha sumado mientras
realiza movimientos Y
sefialamientos.

L2 | PROFESOR: Si, muy bien ¢y luego?

L3 | MARIANA: y aqui también 48 [sefiala con el lapiz la
linea inferior de circulos del disefio 2] y luego aqui | El estudiante tapa elementos
[encierra con el pulgar y el indice la linea izquierda de | de la figura como recursos
circulos ocultando las dos esquinas] se le quitarian dos | semioticos para indicar el
porqgue el de arriba ya esta sumado y el de abajo también | cambio en la cantidad de
elementos en un lado del
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[sefiala con el lapiz la esquina superior e inferior | portavasos en relacion con los
izquierda] entonces quedarian 47. demés.

L4 | PROFESOR: Si perfecto.

L5 | MARIANA: Asi que en total sumo todo [realiza un
movimiento circular con lapiz en mano] y me dio 192.

En lalinea 1, la expresion “yo sé que aca arriba, aqui arriba hay 49" contiene el deictico
espacial “acd” que sefiala la ubicacion de una serie de elementos que no son visualmente
alcanzables pero se espera estén ahi, pues previamente en su discurso hace la afirmacion “yo sé
que ” que sugiere que la estudiante hace énfasis en la igualdad entre el lado y el portavasos, lo que
indica que ha percibido una relacion entre el portavasos 49 con la cantidad de circulos que tiene
en uno de sus lados. Mariana utiliza gestos como el ritmo, las sefializaciones y los movimientos
para enfatizar y complementar los razonamientos que expresa, esto resulta importante porque la
cantidad de circulos que compone el siguiente lado se ve afectado por esto, lo que implica que
debe descartar en el conteo un elemento (la esquina) porque este ya ha sido considerado. Esto
también ocurre con el tercer lado, pero en el ltimo lado debe descartar dos elementos dado que
en su analisis, ella ya ha tomado 2 circulos que pertenecen a ese lado de la figura.

De manera que la estrategia aritmética que la estudiante ha construido podria escribirse
comon+ (n—1)+ (n—1) + (n — 2) donde n es el nimero de la cantidad de circulos que tiene

el portavasos en cada uno de sus lados y es correcto para realizar los calculos que pide la tarea. Si
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se pensard en realizar un disefio donde surja esta expresion se considera que es necesario introducir
maés colores (ver Figura 39) para realizar de forma eficiente las agrupaciones de circulos.
Figura 39

Disefio de portavasos para la expresion n+ (n—1) + (n— 1) + (n — 2)

8.5  Tarea5 (Modelacion y Generalizacion de patrones)

Dado que el objetivo de esta investigacion consiste en describir los procesos de
objetivacion que los estudiantes lograran movilizar al enfrentar situaciones en tres lineas distintas
de algebra, se propone esta tarea que involucra la generalizacion de patrones con la modelacion.
En esta situacion se esperaba que al experimentar con un problema que involucra una relacién
funcional, los estudiantes noten las variables que estan involucradas y generaran datos, ademas, se
espera que los estudiantes descubran formas de realizar seguimientos a estos datos mediante el uso
adecuado de modelos y finalmente identificar y expresar una regla de la secuencia.

Para la situacion de modelacidon de los estudiantes tenian a su disposicién material concreto
con el propésito de recrear el patron (ver Figura 40) e identificar una manera de notar el patron y
generalizar el término general a través de medios semi6ticos que consideren indeterminancia,
adicionalmente, dado que estas dos corrientes del pensamiento algebraico comparten muchas de

las mismas ideas, se esperaba abrir la posibilidad de que los procesos de generalizar, representar y
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justificar lograran interactuar continuamente . El patron que se propone se puede generar mediante
el término general 4n — 1,conn =1,2,3, ...
Figura 40

Elaboracion de la secuencia con material concreto por un grupo de estudiantes

Entre las producciones de los estudiantes, Melanny propone una forma aditiva para
responder al nimero de varillas correspondientes a los términos del 2 al 5 (ver Transcripcion 16).
Transcripcion 16

Primer punto de la tarea 5 con Melanny

L1 | PROFESOR: ;Como supiste que eran 19, Melany? Se pregunta por la
armadura de 5 bases.

L2 | MELANY: 19 es que sumé...entonces aca [sefiala su dibujo de
la armadura con una base] hay 3, pero como hay un palito | Uso  de  funciones
arriba entonces [comienza a realizar un conteo con los dedos] | generativas del lenguaje
4,5, 6,7... y entonces comencé con las otras también asi y asi | “comencé con las otras
me dio 19. también asi” que indica
generalidad.

L3 | PROFESOR: ;{Entonces ibas sumando de a cuanto?

L4 | MELANY: Entonces a la primera tenian que ser 3 [sefiala el
recuadro dénde escribié la cantidad de varillas de una | La estudiante instancia
armadura con una base] pero sumé a tres...y después cuatro | una forma aditiva para
[sefala la respuesta de la varilla de dos bases] y cuatro [sefiala
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la respuesta de la varilla de tres bases] cuatro [sefiala la | dibujar los términos del
respuesta de la varilla de 4 base] y cuatro [llega a la Gltima | 1 al 5.
armadura con 5 varillas de base]

L5 | PROFESOR: ;y por qué 4?

L6 | MELANY: Porque mira [sefiala un tridngulo en la armadura
dibujada de dos bases] un, dos, tres [mueve su lapiz sefialando
los lados del triangulo mientras los cuenta]

Uso del movimiento
triangular como medio
semidtico de
objetivacion para
justificar la  suma
repetitiva del nimero 4.

Pero con esta [sefiala una varilla superior que se encuentra
entre los tridngulos] entonces sumé cuatro. ..

—

...mds cuatro, mas cuatro, pero entonces, mira aca hay un 3
[sefiala la armadura con una base] entonces cuatro, cinco, seis,
siete [cuenta con los dedos la suma de 3 + 4] y asi pase con las
otras y asi logré obtener 19.

La caracteristica comun encontrada por la estudiante (sumar 4 varillas) a partir de la
comparacion entre las primeras dos armaduras es extendida y utilizada para hallar la cantidad de

varillas que corresponde a cada armadura hasta el término 5. Esta abduccion se utiliza de manera
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recursiva y no analitica puesto que se parte de un término conocido (en este caso 3) para hallar
cualquier otro término de la secuencia, lo que se considera una generalizacion de tipo aritmético o
como una progresion aritmética, y no una generalizacion de naturaleza algebraica dado que la
abduccion no constituye una formula que le brinde el nimero correspondiente a cualquier término
de la secuencia.

Por otro lado, la actividad perceptual y los didlogos mostrados en la Transcripcion 15, se
evidencia que la estudiante ha articulado la estructura espacial y numérica de la secuencia, se
infiere que Melanny concibe la forma del patron como una constante adicion de dos estructuras,
en primer lugar 3 elementos que constituyen un tridngulo y luego, un elemento adicional necesario
para cumplir con la comunalidad de la secuencia, aspecto que se observa mas detalladamente en
la linea 6.

En el &mbito de la objetivacion utilizado por los estudiantes con respecto a los puntos dos
y tres para explicar sus razonamientos basados en hechos concretos, se han podido identificar tanto
expresiones linguisticas como sefialamientos que adquieren relevancia en el proceso de
concienciacion, al expresar su pensamiento en el contexto de esta actividad. En particular, se
realiza un enfoque en los dialogos y producciones del estudiante Matias cuyas manifestaciones
insindan que logrd identificar una correspondencia. De la misma manera, Matias utiliza una
estrategia aditiva para determinar la cantidad de varillas de una armadura de acuerdo con la
cantidad de varillas que tiene la base, sin embargo, utiliza otros medios semioticos que durante las

demas tareas no habia surgido.
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Transcripcion 17

Segundo punto de la tarea 5 con Matias

L1 | PROFESOR: ;Matias como calculaste las varillas de las
armaduras de 9 y 10 bases?

L2 | MATIAS: [Lee la respuesta que ha escrito en la hoja] La
de 9 bases tiene 35y la de 10 tiene 39 ;c6mo? Sumando
de 4 en 4, o sea en cada base hay 4...hay 4, entonces sumé
hasta llegar a la base 9 y 10.

L3 | PROFESOR: Si, bien.

L4 | MATIAS: Entonces sumé detras de la hoja [voltea la hoja
donde habia escrito una serie de nimeros] hicimos estos
nameros [sefiala de izquierda a derechas una secuencia
numérica de sumas de 4

Estos numeros son cada base, entonces contamos
[empieza el conteo desde el ndmero 3 lo cual es la | Conteo como medio semiotico
cantidad de varillas en la primera base] uno, dos, tres, | par objetivar la cantidad de
cuatro, cinco, seis, siente, ocho, nueve [va pasando | varillas en relacion con su
término a término de las sumas que realizo] esta es la de | posicion en la secuencia
9 [se detiene en el nimero 35y lo encierra con su lapiz] | puramente numérica.

y la de 10 tiene 39 [encierra este resultado en lapiz
también
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En este episodio, Matias describe su proceso de objetivacion de la caracteristica comun
encontrada en la secuencia, aunque también utiliza una estrategia aditiva (aumento de 4) el
estudiante ha movilizado otros recursos diferentes al pictdrico, lo que implica que ha determinado
una hipotesis frente a la comunalidad encontrada. Se observa que ha matematizado el problema
mediante la construccion de una secuencia puramente numeérica que se observa en la produccion
del estudiante, herramienta que también cumple la funcidn de ser una tabulacion de los resultados,
dado que para determinar la cantidad de varillas en las armaduras de 9 y 10 bases realiza el conteo
hasta estos nimeros a lo largo de su tabulacion. Esta idea aunque permanece en el campo de la
generalizacion aritmética, resulta Gtil para responder a la cantidad de elementos en términos
relativamente lejanos, ademas, realizo el procedimiento inverso para determinar en nimero de la
base con una cantidad de varillas dada como se contempla en el punto 4 pues bastaba con ubicar
el nimero 39 en la secuencia de niUmeros que habia realizado y contar cuantos nimeros habia hasta
ese punto.

Dicho lo anterior y con el proposito de que emergieran formas factuales de generalizacion
se habia propuesto en la Tarea 5 el calculo de niUmeros mas elevados como el 25y el 100 lo que
encaminaba al estudiante a cambiar la forma en como realizaba el hallazgo en cada término en la
secuencia, sin embargo en los estudiantes en los que habia surgido esta idea, trabajaban en encajar
este procedimiento con el proposito de determinar términos mas lejanos como se observa en la

Figura 41.
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Figura 41

Secuencia numérica extendida por Matias

Otro estudiante que habia llegado a una conclusion similar en cuanto a la forma de
determinar la cantidad de varillas comienza desde un punto de la secuencia mas lejano, realiza
sumas repetidas del nimero 4 y etiqueta cada término como un medio semiotico que le permite
identificar con mayor facilidad la cantidad de elementos en cada figura. Habria que decir también
que durante la examinacion de sus elaboraciones escritas se encuentran problemas durante la
continua suma, lo que reitera las dificultades de utilizar generalizaciones de esta tipologia.
Figura 42

Secuencia numérica extendida por Juan Diego

En la Figura 42 por la parte superior, se observa como Juan Diego ha etiquetado los
nameros, designando el numero 1 al nimero 43 hasta llegar al numero 130 el cual se encuentra
etiquetado con el nimero 25, este resulta ser un primer intento para resolver la pregunta del punto

3, pero esta enumeracion no es correcta, dado que si las etiquetas corresponden al nimero de bases
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de una armadura, el nimero 43 deberia ser etiquetado con el nimero 11. Esta modificacion es
realizada y se muestra en la parte inferior de la Figura 42, no obstante, esto lo obliga a realizar
nuevamente todas las operaciones y cometer errores durante su procedimiento. Como resultado,
se puede decir que aunque Juan Diego identifica acertadamente la comunalidad, la aplicacién de
estrategia manifiesta problemas para encontrar el nimero de varillas para una posicion particular
debido a desaciertos operacionales.

En uno de los grupos, Sara 'y Mariana explican otra forma de contar la cantidad de varillas
de la armadura con 5 bases.
Transcripcion 18

Primer punto de la tarea 5 con Sara y Mariana

L1 PROFESOR: {Como llegaron a 19 ustedes? ¢(Como | Se pregunta por la armadura
contaron? de 5 bases.

L2 MARIANA: O sea, esto se va a caer [sefiala que la
armadura de palitos que hicieron estaba débil].

L3 MARIANA Y SARA: O sea, imaginamos que habia
otro acé [sefialan un espacio vacio donde deberia estar
la siguiente base de la armadura] y lo que llevabamos
de esto [indican con la mano la armadura de 4 bases
que construyeron] se lo sumabamos.

-
-

Sefialamientos como medios
semidticos para indicar el
procedimiento aritmético
efectuado.

L4 PROFESOR: ¢y como lo sumaron?

L5 MARIANA: O sea, uno, dos,..., seis [empieza a sefialar
palitos de paleta que comprendian la armadura que
tenian construida] Primero contamos esto sin el techo
[trata de hacer con la mano una sefial que evita
considerar el techo] entonces 6, 7, 8, 9 [sefiala con el
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dedo cada varilla mientras realiza el conteo] 10, 11,12 | EI ~ movimiento 'y las
y aqui [sefiala el tridngulo imaginario de la quinta | sefializaciones refuerza las
base] 13, 14, 15, mas el techo 16, 17, 18, 19 [mueve el | intenciones del discurso.
dedo mientras realiza el conteo desde el techo
imaginario hasta el final de la armadural].
El conteo es dividido entre los
triangulos que conforma la
figura 'y las  varillas

horizontales superiores.

De la actividad y el discurso entre el profesor y el grupo de Sara y Mariana, se evidencia
que las estudiantes han llegado a determinar el conteo considerando otra estructura espacial para
la secuencia, esta estd compuesta por una serie de triangulos y “el techo” como mencionan en la
linea 5y resulta ser un recurso utilizado por las estudiantes para referirse a la cantidad de varillas
horizontales que se encuentran en la parte superior. Esta forma de contar la cantidad de varillas
puede expresarse algebraicamente como 3n + (n — 1) donde n representa cuantas bases tiene la
armadura, ademas es una equivalencia de la expresion 4n — 1 de donde principalmente habia
surgido el patron.

Este esquema fue discutido entre el grupo de Sara y Mariana y el grupo de Matias, quien
después de un largo tiempo de trabajo conjunto entre los demas grupos y el profesor percibe la
forma en que puede hallar mas facilmente la armadura de 100 bases, la cual mediante la estrategia
aditiva que tenia resultaba tediosa y tomaba mucho tiempo. Ademas, surge una nueva expresion
para referirse a los tridngulos, la cual se ha denominado como “soporte” que se convierte en un

recurso para referirse a los triangulos de la armadura.
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Figura 43

Quinto punto de la tarea 5 producto del dialogo grupal entre estudiantes

En general, el grupo de estudiantes logro plantear solamente una generalizacion de tipo
aritmético, asociada a un esquema aditivo (sumar de 4 en 4) y no logra encontrar una
generalizacion de tipo factual dado que no perciben una relacién entre el nimero de la base y el
namero total de varillas que conforman la armadura. Se considera que esto se debe los estudiantes
no detectan una correspondencia entre las varillas y por lo tanto se hace necesario que la actividad
se modifique a fin de que los estudiantes evidencien indicios de la articulacién de la estructura y

puedan lograr generalizaciones de tipo Factual.

9 Resultados de la Investigacion y Reflexiones
En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en el proceso investigativo en torno
a la identificacién de los procesos de objetivacion en el desarrollo del pensamiento algebraico
temprano en estudiantes de cuarto grado cuando abordan tareas sobre generalizacion de patrones,
aritmética generalizada y modelacion. Durante el desarrollo de este trabajo, se han estudiado,
disefiado e implementado distintas tareas que brindaron a los estudiantes la oportunidad de
enfrentarse a situaciones desafiantes que requerian la aplicacion del pensamiento algebraico, y

mediante la observacion junto con el analisis minucioso de sus producciones, se han logrado
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identificar diferentes medios semidticos de objetivacion presentes en su pensamiento y cOmo estos
evolucionan dentro de cada una de las tareas.

En relacién con el analisis de los sucesos mas relevantes dentro de las tareas y a su vez
afines al objetivo de esta investigacion, se evidencia que los estudiantes emplearon una diversidad
de recursos semioticos, que van mas alla del discurso con el propdsito de expresar sus ideas.
Ademas de reconocer la importancia del discurso como una herramienta fundamental en cada una
de las tareas, resulta crucial destacar que emergieron numerosas expresiones no verbales, como el
lenguaje corporal, los gestos, el ritmo, las expresiones faciales y la sefializacion, elementos que
desemperfian un papel significativo dentro del desarrollo del pensamiento algebraico temprano. Lo
cual se corresponde con los diversos estudios existentes y en particular con Vergel (2015) y
Martinez (2016).

En este sentido, se reconoce que la actividad perceptual de los estudiantes, junto con cada
uno de estos elementos no verbales, desempefia un papel integral en la construccion y
comunicacion del conocimiento matematico. La compresion y valoracion de estas expresiones no
verbales, permite una mayor apreciacion de la variedad de formas en las que los estudiantes pueden
representar y externalizar su pensamiento matematico.

Al mismo tiempo, durante la implementacion de las actividades, se observa como los
estudiantes mediante la labor conjunta, utilizaban de manera mas frecuente recursos semiéticos
como los deicticos espaciales y el lenguaje natural compuesto con expresiones como “asi”, “aqui”,
“este”, etc....que corresponden a ser deicticos espaciales o funciones generativas del lenguaje con
el objetivo de alcanzar una mayor comprension de las formas algebraicas de pensamiento en

relacion a las tres corrientes del algebra que se consideraron en las tareas.
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Por otro lado, durante el desarrollo de las actividades, se reconoce como los estudiantes
utilizan frecuentemente el sefialamiento para indicar términos consecutivos, con el objetivo de
comunicar la identificacion de un patrén de generalizacion. Asi mismo, empleaban movimientos
que a fin de mostrar que consideraban una relacion entre el nimero de la figura con su respectiva
cantidad de elementos. Asi, por ejemplo, entre las producciones de Danny durante la Tarea 3 con
la secuencia del cohete, su accidn perceptiva, asi como sus expresiones linguisticas al sefialar el
namero de la posicién término junto al término correspondiente, involucraban movimientos y
acciones para argumentar la consecucion de esta correspondencia entre ambas cantidades. Son
estas acciones y movimientos los que han permitido a los estudiantes establecer conexiones y, a
partir de la identificacion de lo comdn en las figuras, plantear un procedimiento que
potencialmente podria proporcionar cualquier término de la secuencia.

Es precisamente la interaccion entre los gestos, las expresiones linguisticas y las
sefializaciones, entre otros recursos semiéticos lo que permitio a los estudiantes fomentar la
capacidad de relacionar elementos clave y construir compresion tanto de la generalizacion de
patrones, como de propiedades aritméticas generalizadas.

Algo semejante ocurre durante el proceso de conteo, los estudiantes utilizaban este recurso
semidtico como un refuerzo para visualizar las partes que conformaban una figura y establecer
conexiones numéricas, aspecto que fue principalmente promovido durante la Tarea 1 dado que se
condicionaba la visualizacion de la secuencia. Asi mismo, recurrian al uso de los dedos para contar
y evidenciar el incremento de un término a otro. De esta manera, el conteo se convertia en una
herramienta perceptiva que posibilitaba vincular la representacion visual con la estructura

numérica, facilitando la abduccién del patrén. Al emplear tanto la percepcién visual como el
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conteo manual, los estudiantes fortalecian su capacidad de identificar regularidades y establecer
relaciones numericas.

En cuanto a las tareas que se tenian un enfoque méas apegado a la aritmética generalizada,
durante la Tarea 2 la interaccion con los contadores en los cuadros de decenas, los estudiantes
adquirieron conciencia de como los espacios se llenan en una tabla para completarla, lo que les
permitio visualizar la estructura de la transformacion, la relacion de equivalencia entre las
diferentes descomposiciones y aplicarla a operaciones aritméticas mas desafiantes. Sin embargo,
se considera que esta tarea necesita de una forma mas rapida de representar las sumas que a su vez
conserve caracteristicas que favorezcan la manipulacion y configuracion de las cantidades. Esta
compresion profunda de la estrategia de compensacion les proporciona una base sélida para aplicar
principios de aritmeética generalizada en situaciones mas amplias. Habria que decir también que
uno de los propositos de la configuracion aritmética es facilitar el calculo mental, aspecto que, si
no se realiza de manera correcta, no alcanza su maxima potencialidad en la realizacion de adiciones
con numeros de dos y tres cifras. Aunque en el estudio no se relacioné evidencia sobre la evolucién
de las descomposiciones aditivas y sus equivalencias a expresiones con simbolos alfanuméricos
queda abierto a otras investigaciones hacer un seguimiento a dicho fenémeno.

Por otra parte, el analisis reveld que la implementacion de la Tarea 4 promovié dinamicas
de discusién en el aula, lo que resulté en un mayor compromiso de los estudiantes con la actividad,
dado que durante estas discusiones, los estudiantes tuvieron la oportunidad de mostrar las maneras
que habian encontrado para determinar la cantidad de circulos en los portavasos, puesto que
algunos grupos habian identificado una comunalidad entre los términos proporcionados y esto les

permitié formular conjeturas aritméticas y asi expresar una generalizacion que les brindara una
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forma de hallar la cantidad de circulos totales en relacion con la cantidad de circulos en un lado
del cuadrado.

De acuerdo con la fundamentacion tedrica de esta investigacion, se distinguen tres tipos de
pensamiento algebraico o capas definidas por los medios semiédticos de objetivacion movilizados
por los estudiantes durante su actividad reflexiva. Radford (como se cit6 en Vergel 2014) los define
como pensamiento algebraico factual, pensamiento algebraico contextual y pensamiento
algebraico simbdlico, los cuales seran utilizados para categorizar las producciones de los
estudiantes con relacion a la generalizacion alcanzada. Durante la primera y segunda tarea,
observamos que los estudiantes se involucraron en el pensamiento algebraico factual, el cual esta
basado en hechos concretos y durante su proceso de objetivacion, utilizaron diversos medios
semidticos como gestos, conteo, movimientos, ritmo y expresiones linguisticas, que surgieron
como elementos clave para su comprension.

Por otra parte, la tercera tarea es la que ha alcanzado la capa mas alta de acuerdo con la
clasificacion de Radford y en comparacion a las demas tareas, se identifica que los estudiantes
convierten la indeterminancia en objeto de discurso e incluso logran registrarlo esto en sus
producciones escritas, pues estas incluyen una formulacion algebraica que describe la generalidad
de cada uno de los tres patrones mostrados. Para ilustrar mejor este punto, algunos estudiantes han
utilizado expresiones como “cualquier numero” 0 “numero de figuras” como un medio semidtico
clave que indica la iniciaciébn a una generalizacién contextual donde se pretende que la
comunalidad puede ser aplicada a cualquier figura, lo que también se traduce como una evolucion
de los recursos movilizados 0 nodo semi6tico. Otro rasgo importante durante esta situacion fue la

variedad de formas de conteo que emergieron a la hora de identificar una caracteristica comdn
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entre todas las figuras, es decir, hay generalizacion a partir de la cantidad de objetos dispuestos de
manera vertical, horizontal o con relacion a su término de aumento.

Por otro lado, de la cuarta y quinta tarea se infiere que el trabajo conjunto permitié idear
diferentes estrategias para resolver el tipo de preguntas propuestas, aspecto que sobresale en la
tarea cuatro dada la cantidad de generalizaciones aritméticas ideadas por los estudiantes y que sin
la necesidad de mostrar una distribucién de colores en la figura, aparecié como hip6tesis en
algunos grupos. Nuevamente en estas dos tareas se encuentra que la movilizacion de diversos
recursos semidticos verbales y corporeos son fundamentales para determinar una generalizacion,
sin embargo, esto ha sido aplicado a objetos a nivel concreto, por consiguiente las generalizaciones
obtenidas reposan sobre esquemas operacionales para casos particulares. Esto significa que la
indeterminancia queda implicita y por lo tanto, sus acciones quedan categorizadas en el
pensamiento factual.

En términos generales, los estudiantes demostraron en cada una de las tareas reconocer la
comunalidad de las secuencias, aspecto que les permitié extender esta caracteristica comun hacia
términos mas lejanos. En cuanto a la estrategia mas utilizada, la mayoria al comenzar optaba por
esquemas aditivos y multiplicativos, mientras que una minoria necesitaba de medios pictdricos
para encontrar el nimero relacionado a una posicion. Por otro lado, los estudiantes lograron
visualizar la propiedad aritmética trabajada como una recombinacion del calculo numérico en
casos particulares, lo que significa que no se alcanza a reflexionar sobre una posible generalidad
para todos los numeros. Adicional a esto, los estudiantes tuvieron éxito al resolver ecuaciones
como 3x + 1 = 31 (Tarea 3 punto 2) puesto que asociaron el significado de este procedimiento a
los conceptos de equivalencia y las propiedades de igualdad. Por altimo, la modelacién estuvo

involucrada en cada una de las tareas, aunque en menor grado para algunas situaciones, pues se
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considera que la modelacion demanda un pensamiento de naturaleza compleja, dado que implica
la capacidad de generalizar las regularidades presentes en situaciones o fendmenos matematicos,
dicho esto, se concluye que esta corriente algebraica se refleja en el alcance que tuvieron las

producciones de los estudiantes en la sintesis de sus razonamientos.
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AnNexos

Anexo a: Secuencias proyectadas en la Tarea 1

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

Nivel
|;/e x

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos
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LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos

LIMITE DE TIEMPO
3 segundos
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LIMITE DE TIEMPO
5 segundos

LIMITE DE TIEMPO
5 segundos

LIMITE DE TIEMPO
5 segundos

LIMITE DE TIEMPO
5 segundos

LIMITE DE TIEMPO
5 segundos

LIMITE DE TIEMPO
5 segundos

LIMITE DE TIEMPO
7 segundos

122
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Anexo b: Transcripcion de los videos
SESION NUMERO UNO (4 DE MAYO DE 2023)
Video 1

PROFESOR: [Dirigiéndose a los estudiantes] jLo copiamos, lo copiamos, lo copiamos! [invitando
a los estudiantes a copiar la cantidad de cuadrados que habian alcanzado al ver en la imagen
mostrada en el tablero].

THOMAS: [Mirando a otro compafiero] Cinco por cinco ¢veinticinco? Si, cinco por cinco
veinticinco [Dirige su mirada a la hoja para escribir el resultado].

PROFESOR: [sefialando la pantalla] ;Listo? Vamos con el siguiente, pendientes...y [muestra la
siguiente imagen en el televisor].

ESTUDIANTES: jCuarenta! jCuarenta! jCuarenta! [Gritan varios estudiantes] jTreinta y seis!
i Treinta y seis! [Gritan otros estudiantes] jCuarenta y ocho! [Grita un estudiante mas].

PROFESOR: ;Treinta y seis? ¢Cuarenta? Cada uno escribe los cuadrados que alcanzo a contar en
la hoja [Levanta una hoja idéntica a la de cada estudiante] Bien, vamos con el ultimo, el ultimo
es mas dificil ¢listo? ...y [muestra la siguiente imagen en el televisor].

ESTUDIANTES: jAh! [Mostrando sorpresa por la cantidad de cuadros mostrados en el tablero]
Uno, dos, tres cuatro, ... [Pronuncian algunos estudiantes mientras sefialan los cuadros en la
imagen]. jCuarenta y nueve! jCuarenta y nueve! jCuarenta y nueve! [Dicen una gran mayoria de
estudiantes].

PROFESOR: [Dirigiéndose a los estudiantes] ¢Cuantos? ¢ Cuarenta y nueve?
ESTUDIANTES: jCuarenta y nueve! jCuarenta y nueve! [Dicen con mayor seguridad].
PROFESOR: Listo, terminamos el Nivel 1.

Video 2

ANDRES: Multiplicar y contar porque...solo porque por esta linea que est4 acé [traza con el lapiz
una linea vertical cerca de un dibujo previamente hecho] uno sabe que ya hay un cuadrado
[Escribe al lado de esa linea el numero uno].

PROFESOR: Si es correcto [Asiente con la cabeza lo que sefiala el estudiante]

ANDRES: Entonces, si los cuentas, uno, uno y uno, por ejemplo [sefiala con el lapiz un arreglo
de cuadrados de 2 x 2 comenzando por el cuadrado inferior izquierdo] dos aca y dos para arriba
[mueve el lapiz hasta el cuadrado inferior derecho y luego sube al cuadrado superior derecho] y
dos por dos cuatro.

PROFESOR: ;y esos eran los que habia en total en el arreglo 2?



PROCESOS DE OBJETIVACION Y ALGEBRA TEMPRANA 124

ANDRES: Aja [afirma moviendo la cabeza].
Video 3

PROFESOR: jAna! Entonces cuéntame como lo hiciste [Haciendo referencia a la pregunta del
Nivel 1].

ANA: Yo primero multiplicaba y contaba de tres en tres la fila asi [Levanta su mano con la palma
totalmente estirada y con un dedo de su otra mano, recorre la mano ya levantada de arriba hacia
abajo] y después.

PROFESOR: [Interrumpe] ¢ Las filas en qué? [Indicando que repita lo que dijo anteriormente.

ANA: Asi [Vuelve a levantar su mano con la palma totalmente estirada y con un dedo de su otra
mano, recorre la mano ya levantada de arriba hacia abajo] y después contaba cada fila cuanto
tenia, o sea, cuantas filas y primero cuanto tenia cada fila y multiplicaba por el numero que me
daba.

Video 4

PROFESOR: ¢Qué estrategia encontrar para contar los cuadrados en las imagenes chicos?
[Dirigiéndose a todos]

MATIAS: Digamos, en la ultima fila habia siete [Sefialando en la pantalla la Gltima figura del
patron en el nivel dos] Entonces me di cuenta de que en cada uno habia uno, dos, después tres,
después cuatro, después cinco...entonces me tocaba sumar siete mas seis, trece [Comienza a mover
su mano en circulos a medida que realizaba las sumas] mas cinco dieciocho y todo eso [Indicando
que la suma seguia hasta llegar a uno].

Video 5

PROFESOR: Entonces cuéntame otra vez lo que me estabas diciendo [Referente a la resolucion
de la pregunta dos del Nivel 2].

MARIANA: Qué...entonces cada fila tenia uno mas, entonces por ejemplo, la Giltima yo recuerdo
que tenia siete, asi que siete.

PROFESOR: Si, es cierto.

MARIANA: Entonces siete [Levanta su mano y empieza a contar con los dedos a partir de ese
numero] ocho, nueve, diez, once, doce, trece [realiza una breve pausa y baja todos sus dedos para
volver a contar] catorce, quince, dieciséis, diecisiete, dieciocho [realiza otra breve pausa y baja
todos sus dedos para volver a contar] diecinueve, veinte, veintiuno, veintidés [baja nuevamente
los dedos y sigue contando] veintitrés, veinticuatro, veinticinco [baja nuevamente los dedos y sigue
contando] veintiséis, veintisiete [baja nuevamente los dedos y sigue contando] jveintiocho! [Se
percata que habia escrito un numero diferente].

PROFESOR: Entonces ¢la cantidad de cuadrados en la Gltima imagen es 28?
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MARIANA: Si profesor.
Video 6

JAIME: Vamos a quitar dos pepitas de la primera fila y ponérselos a la fila de alado [Permanece
inmovil mientras se refiere a la fila roja y la fila azul incompleta].

PROFESOR: Perfecto ¢y qué suma quedd?

JAIME: [Medita un poco mientras observa su dibujo] Diez mas tres.
PROFESOR: ¢Eso que te da como resultado?

JAIME: Trece.

PROFESOR: iMuy bien! Ahora ¢podriamos usar esto mismo que hiciste [Sefiala el dibujo que
realizo el estudiante] con otra suma? Por ejemplo, el caso de nueve mas siete [Indica otra de las
sumas propuestas del punto tres].

JAIME: Si profesor.
PROFESOR: En ese caso ¢Cuantas pepitas quitarias?

JAIME: Profe, deme unos minuticos y le digo la respuesta. [Luego de esto, el estudiante comienza
a dibujar].

PROFESOR: Muy bien ¢como te fue? [Pregunta luego de casi 10 minutos]
JAIME: Bien profe, mire [Levanta la hoja para mostrar el nuevo dibujo que ha hecho]

PROFESOR: ¢Esto qué es? [Sefiala con el dedo un dibujo compuesto por dos tablas pero que
representaban otros nimeros].

JAIME: Siete méas nueve.
PROFESOR: ¢y qué hiciste?

JAIME: Le saqué uno a este [Sefiala la tabla que contiene al nimero siete con pepitas de color
rojo] para darselo a este [sefiala el lugar en la tabla azul donde dibuj6 una pepita roja] y diez méas
seis es dieciséis.

PROFESOR: Muy bien, perfecto ;Consideras que asi podrias sumar mas rapido? [Sefiala los
dibujos que Jaime hizo en clase]

JAIME: Si claro profe.
Video 7
PROFESOR: Bueno Ana entonces explicanos qué hiciste [Sefiala la suma de 16+8]

ANA: Yo hice...yo primero hice los cuadros [Sefiala con un dedo de abajo hacia arriba la tablas]
y conté cuantos me cabian en cada uno, entonces caben diez.
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PROFESOR: Si, en los cuadros de la guia solo puede colocar diez.

ANA: Entonces como caben diez y el resultado da veinticuatro [sefiala la respuesta de la suma de
16+8] los amplie y le puse a cada uno para que este me quepa [toma sus dos manos y las junta,
mostrando un gesto de ajuste] le puse aqui el resto que me faltaba [sefiala el final de cada columna
de puntos] y a cada uno le meti de a dos [utiliza dos dedos bajo cada columna de puntos indicando
en qué lugar hizo las adiciones]

PROFESOR: Bien, entonces cuantos tiene cada marco de altura [sefiala las tablas de arriba hacia
abajo].

ANA: ;Eh? ;Asi? [Sefiala con su dedo de abajo hacia arriba de la tabla].
PROFESOR: Si, asi.

ANA: Cada uno tiene de a seis.

PROFESOR: Muy bien, ¢Esto te ayuda a contar mas rapido?

ANA: Eh, si...

PROFESOR: ¢Por qué?

ANA: Porque puedo decir que aqui [sefiala con su dedo indice una de las dos tablas de puntos]
seis por dos, doce y [mueve su dedo a la otra tabla] seis por dos doce y lo puedo sumar.

PROFESOR: ;y eso cuanto te da? [dirigiéndose al estudiante]

ANA: [Gesticula la cara de forma que parece esta pensando] serian 24.
Video 8

MARIANA: jCon 21!

SARA: jCon 21! Y en otra con 2 [Sefialan el dibujo que hicieron de dos tablas nuevas, una con
20 circulos y otra con 2] y daria 23...y para hacerlo mas facil 21+2 que da 23.

PROFESOR: {En marcos de cuantos circulos?
SARA: {Cémo asi?

PROFESOR: Si ¢Cuantos circulos tienes por fila? [Sefiala la primera fila de arriba hacia debajo
de la primera tabla]

MARIANA: ;Como asi?

PROFESOR: ¢Cuéntos tienes aca? [Encierra con un movimiento circular la tabla que tiene 20
circulos] ¢Estan seguras de que tienen 21 circulos aqui? Recuerda que aqui [sefiala la suma de
ejemplo 8+5] tenian 5y 5.

MARIANA: Entonces en cada fila tengo 10 y 10 [Sefiala la tabla que tiene 20 circulos]
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PROFESOR: Si tienes 10 y 10 ¢entonces tienes 21 en total?

MARIANA: Ah no, tengo 20.

SARA: [interviene] Entonces eran 3 aqui [sefiala con el dedo la otra tabla que tiene 2 circulos].
Video 9

PROFESOR: Muy bien, explicame que hiciste con la suma de 16+7.

MELANY: Aqui habian 16 [Sefala con el dedo una tabla con 20 circulos distribuidos en dos
columnas de 10 circulos] cogi algunos de aqui [sefiala formando un circulo la otra tabla que tiene
3 circulos] y los completé aqui [sefiala con dos dedos, de arriba hacia abajo, las dos columnas
que conforman la primera tabla] después aqui me dio 3 y ya aqui encontré el resultado.

PROFESOR: ¢Cual es el resultado?

MELANY: 23

Video 10

PROFESOR: ¢Cdmo quedo tu dibujo? ;Qué encontraste? [Indicando la tarea de la suma 16+7]

MATIAS: Aqui habia puesto 16 [sefiala con el dedo la primera tabla de arriba hacia abajo] y
aqui habia puesto 7 [sefiala con el dedo la segunda tabla a la derecha de arriba hacia abajo]
entonces de aqui, de estos siete [sefiala dos circulos de la segunda tabla que estaban tachados]
cogi dos, entonces de esos dos se los pasé a este [sefiala la primera tabla] entonces el 16 quedaria
convertido en 18 y este [sefiala la segunda tabla] quedaria convertido en 5, entonces 18+5 = 23

SESION NUMERO DOS (9 DE MAYO DE 2023)
Video 1
PROFESOR: (Cdémo te quedaron las figuras 4, 5y 6? Explicame como hiciste cada una.

DANNY: Lo hice asi, conté cuantos cuadros tenia cada figura [apunta su lapiz a la parte inferior
derecha de la figura 4 del patron y comienza a contar] uno, dos, tres, cuatro [mueve el lapiz cuadro
a cuadro hasta llegar hasta arriba] y después, hice los cuadros asi [sefiala en la figura 4 tres lineas
horizontales] y después asi [sefiala en la figura 4 tres lineas verticales] asi hice las rayas.

DANNY: Acé igual [sefiala de arriba hacia abajo los cuadros de la figura 5] solo que le aumente
cuadros, cuantos cuadros era la figura [indica el nimero de la figura que se encuentra debajo del
dibujo]

Video 2

PROFESOR: [Dirigiéndose a todos] Bueno, vamos a ver como dibujaron los compafieros la figura
4, lafigura 5y la figura 6 en el tablero.
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PROFESOR: Cuéntanos por qué la figura 4 es asi [Se dirige al estudiante que dibujo la figura 4
en el tablero].

MARIANA: Porque me di cuenta de que cada figura tenia una fila mas, entonces la figura uno
solo tenia una fila de 3 cuadritos [sefiala la primera fila que habia dibujado] la de dos tiene 2y la
tres tiene 3, entonces en la figura cuatro tenia cuatro filas de a 3 cuadritos y entonces asi era la
figura cuatro [sefiala con el dedo el namero de la figura].

MARIANA: jMelany la cinco!
PROFESOR: Bueno y aqui como hicimos la figura cinco [sefiala la figura dibujada en el tablero].

MELANY:: Repetir 3 veces los 5 cuadritos [sefiala la parte superior de la figura 5] entonces, tres,
tres, tres, tres, tres [comienza a bajar cuadro a cuadro hasta terminar en el Gltimo] y eso nos da la
figura cinco.

PROFESOR: Muy bien y ¢aqui? [Indica la ultima figura dibujada en el tablero]

THOMAS: Entonces aqui hay que sumar tres, mas tres, mas tres, mas tres... [Sube
progresivamente con el marcador hasta terminar una columna de cuadritos] y eso nos da...no me
acuerdo pero estoy seguro de que es asi.

PROFESOR: Bien, entonces vamos a ver cuantos cuadros hay en cada figura [Dirigiéndose a todos
los estudiantes] ¢ Cuantos cuadrados hay en la figura 5?

DANNY: j15! [Alza la voz por encima de sus comparieros]

PROFESOR: ¢Por qué 15? [Dirigiéndose a todos los estudiantes]

DANNY: Porque 3 X 5es 15

PROFESOR: Genial y aqui la figura seis ¢Cuantas tenia? [Sefiala la figura 6 del patron]
ESTUDIANTES: {18!

DANNY: Porque 3 X 6 es 18

PROFESOR: Muy bien.

Video 3

PROFESOR: ¢Cuéantos cuadrados hay en la figura namero 15?

THOMAS: Yo sumé 3 + 3...+ 3 +... [Medita sobre la cantidad de sumas que esta realizando] y
pues 3 X 15 da 45y ya.

DANNY: Yo lo hago multiplicando.
PROFESOR: {Cémo asi?

DANNY: Multiplicando 3 x 15 [sefiala la operacion que habia realizado en su hoja].
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PROFESOR: y eso ¢por qué?

DANNY: Porque 3 x 15 da 45 y cada cuadro tiene 3 [sefiala uno de los dibujos realizados con
anterioridad] y pues serian 15.

Video 4

PROFESOR: Bueno, vamos a la pregunta tres ¢Qué cantidad de cuadrados tendra la posicion
namero 1007 [Dirigiéndose a todo el salén]

ESTUDIANTES: 300 [Gritan algunos estudiantes]

PROFESOR: ¢Son 300? ;Por qué son 300?

ESTUDIANTES: Porque 3 x 100 es 300 [Gritan varios estudiantes]
PROFESOR: ¢Qué debemos multiplicar entonces?

ESTUDIANTES: 3 x 100

Video 5

PROFESOR: [Dirigiéndose a todos] Vamos con la Gltima pregunta, voy a pasar por cada uno de
los puestos a ver a que conclusiones han llegado [Luego de unos minutos se acercé a algunos
estudiantes que manifestaban a ver terminado]

PROFESOR: ¢Me podrias decir a que has llegado?

DANNY: Se puede multiplicar tres por la cantidad de figuras [no realiza ningdn movimiento
mientras responde].

PROFESOR: Entonces si yo quiero encontrar la cantidad de cuadros en la figura 2000 ;Qué debo
hacer?

DANNY: Pues al multiplicarlo por 3 quedaria [Piensa unos cuantos segundos el resultado] seria
6000.

PROFESOR: jMuy bien!

Video 6

PROFESOR: Bueno Sara, explicame que hiciste en la pregunta 4?

SARA: O sea, si me llegan a dar el nimero 45, lo multiplico por 3 y esa seria la respuesta
Video 7

PROFESOR: [Dirigiéndose a todos los estudiantes] Bueno nifios, ahora vamos a ver el otro patrén,
este es un poco diferente y vamos a elegir a 3 comparieros para que lo dibujen en el tablero [Se
eligen tres estudiantes al azar y se dan 5 minutos para hacer los dibujos]
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PROFESOR: Muy bien, comenzamos con la primera figura [sefiala la figura nimero cuatro del
segundo patron] ¢Como lo hiciste?

MARIANA: Pues me di cuenta que era como la otra forma, solo que aqui arriba [sefiala un cuadro
que se encuentra por encima de todos los demas] tenia un cuadrito que el otro no tenia, entonces
vamos a sumar [Mueve su mano a la primera columna de la figura] cuatro, cuatro, cuatro [recorrid
las 3 columnas del dibujo] y uno arriba cinco [sefiala el cuadro que se encuentra mas arriba que
lo demas] entonces seria cuatro, cuatro y cinco [repite el mismo movimiento que hizo al subir y
bajar la mano por todas las columnas de la imagen]

PROFESOR: Muy bien, bueno y por aqui ¢como lo hicieron? [sefiala la siguiente figura del
patron]

ANDRES: Bueno, es asi porque alla son 4 [sefiala con el marcador el patron dibujado por
Mariana] entonces aca deberian de ser 5 [toma una pequefia pausa] y entonces cOmo aca hay uno
demas [sefiala el cuadro que esté por encima de todos] entonces se va sumando, aqui son 5 [sefiala
de abajo hacia arriba la primera columna] y para alla son 3 [sefiala la ultima fila de izquierda a
derecha] y aca son seis [sefiala la dltima columna de 6 cuadrados] porque aca son 5 [sefiala la
altima columna del dibujo de la figura 4 realizado por Mariana] entonces 6, 5 y 3 [balancea el
marcador por encima del dibujo].

PROFESOR: Vamos por el ultimo [Se dirige al tltimo dibujo en el tablero]

MATIAS: Eh...conté las columnas [sefiala de arriba hacia abajo los cuadrados de la figura 6]
entonces cuando el profesor estaba explicando, yo me di cuenta de que en cada una, o sea en la
primera figura, llevaba cuatro, entonces la segunda llevaba siete y entonces me di cuenta de que
en cada figura se sumaba de a tres, luego sumé de a tres, de a tres, de a tres [comienza a hacer
circulos en el aire con el marcador] entonces me dio 19 la figura 6.

Video 8

PROFESOR: Matias, quiero que me expliques con mas detalles como es que has calculado la
cantidad de cuadros en el segundo patron.

MATIAS: Aqui hay cuatro si ve [Sefiala la primera figura del patrén] y aqui hay siete [Mueve su
dedo y sefiala la segunda figura del patron] entonces va sumando de a 3 cada figura, entonces aca
[sefiala la figura 3] hay 10, después la cuatro hay 13 [no realiza ningin movimiento o gestos]
después la cinco tiene 16 y por ultima la seis tiene 19 cuadros.

PROFESOR: jMuy buena observacion!
Video 9

PROFESOR: [Dirigiéndose a todos] Muy bien chicos, vamos con la Gltima pregunta ;Como se
puede encontrar la cantidad de cuadrados que tiene sin dibujarla?

Se dan algunas instrucciones adicionales y a continuacion se pregunta a algunos estudiantes.
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PROFESOR: ¢Encontraste la forma de hacerlo?

DANNY: Es como la anterior que le dije [Voltea la hoja y sefiala la generalizacion para el primer
patron] Solo que aqui [Vuelve a voltear la hoja y lee lo que ha escrito como respuesta] hay que
multiplicar 3 por el nimero de las figuras y se le agrega un cuadro mas.

PROFESOR: jExcelente!

PROFESOR: ;Como te fue Matias? ; Tienes una respuesta?
MATIAS: Si, pero no sé como escribirla.

PROFESOR: A ver, cuéntame cémo lo harias.

MATIAS: O sea, digamos, a mi me dan un numero...una cantidad de.,. [busca una palabra que
exprese su idea] digamos...treinta y...! treinta y cuatro! Entonces [toma una breve pausa] estoy
multiplicando, de vertical digamos que hay 3 [refiriéndose a la cantidad de cuadros por filas]
entonces estoy multiplicando 3 por...3 por 34 [Se toma un tiempo para calcularlo mentalmente]
Eh... ;42?2

PROFESOR: ¢Estas seguro? Bueno, multiplicas y luego ¢qué haces?

MATIAS: Bueno y despues el niUmero que hay aqui arriba [Sefiala el cuadro que esta encima de
todos los cuadros de la figura 6] lo sumamos con la cantidad [sefiala los deméas cuadros de la
figura] que da, entonces digamos da 42 digamos [rie un poco al no saber la respuesta] entonces
42+1 da 43.

PROFESOR: Bien, puedes encontrar la cantidad pero debes operar correctamente. No te da 42
pero quiero que encuentres el resultado con la forma que me diste para hacerlo.

Video 10

PROFESOR: Para terminar, vamos con un patron que es muy parecido a un cohete [Sefiala la
pantalla donde se proyectaban la figura 1, 2 y 3 del patron].

PROFESOR: Entonces veamos la pregunta dos ¢Cudl es la diferencia de crecimiento entre los
triangulos azules y los blogues rojos?

ANA: Aqui yo puse [sefiala la pregunta 2] que los rojos no crecen y que los azules si crecen de 4
en 4 porqué...porque aqui vemos [Sefiala la figura 2 del patron del cohete] que tiene la misma
cantidad de 5, 5y 5, en cambio aqui [sefiala nuevamente la figura 2 del patron del cohete] vemos
cuadros, pero en realidad no son cuadros, estan conformados por 2 tridngulos.

Entonces aqui hay ocho [sefiala los cuadros azules de la figura 2] entonces ellos tienen mas, ellos
crecen [sefiala la figura 3 del patrén y la figura cuatro dibujada por ella] y los rojos no crecen,
siguen en la misma forma.

PROFESOR: Bien y ¢Cuanto crecen los azules?
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ANA: Eh, por cuadro crecen dos y si fueran por dos cuadros crecen en cuatro.

PROFESOR: ¢ Te refieres a los triangulos?

ANA: Si.

PROFESOR: O sea, si lo miramos solamente con tridngulos ; Como estan creciendo los triangulos?
ANA: Crecen de a dos, crecen de a dos por un cuadro.

Video 11

PROFESOR: (A queé respuesta llegaste para la pregunta 3, Danny?

DANNY:: Si a mi me dicen que 15...que haga la figura 15, entonces yo sumo 15 +15 que es por
un lado.

PROFESOR: [Interviene] ¢Por qué 15 + 15?

DANNY: Porque cada lado de aca... [Busca un dibujo que habia realizado de la figura 6 del
patron del cohete] Seis, seis tiene [seriala la palabra “‘figura 6] una, dos, tres, cuatro, cinco y
seis [sefiala y cuenta triangulo a triangulo los triangulos azules de una parte de la columna del
cohete] y el otro lado tiene seis [sefiala la otra parte de una misma columna de triangulos] y 6 +
6 es 12 y lo otro va a hacer con el otro lado [sefiala la otra columna compuesta de triangulos
azules] entonces 12 + 12 da 24 y después se suma estos cuadros de aca [sefialando los triangulos
rojos que estan en la parte alta y baja del cohete]

PROFESOR: ¢Entonces para la figura 15 cdmo seria?

DANNY: Sumar 15 + 15 que es lo de un lado que daria 30, pero del otro lado, entonces son 60 y
después se le suma esto [vuelve a sefialar los triangulos rojos] entonces quedaria 65.

PROFESOR: jPerfecto!
SESION NUMERO TRES (16 DE MAYO DE 2023)
Video 1

PROFESOR: [Dirigiéndose a todos] Bueno nifios, quiero que contemos la cantidad de circulos
que hay en estos portavasos. Esta vez quiero que tengamos en cuenta la cantidad de circulos que
tiene el portavaso en cada lado ¢Bien?

Se contaron los circulos de los portavasos con 5, 6 y 7 circulos en cada lado mientras se mostraba
la imagen en el tablero.

PROFESOR: Muy bien, ahora quiero que me digan cuantos circulos tiene el un portavasos que
tiene 8 circulos en cada lado antes de que yo les muestre la imagen.

Entre todos los estudiantes, se prestd atencién a los célculos que realizaba Matias
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MATIAS: 16+7 da 23... [Mantiene la mirada elevada mientras realiza calculos mentales y revisa
las imagenes de portavasos ya mostradas] Creo que lo hago mal...

PROFESOR: ;Seguro? ¢Por qué?

MATIAS: Porque contaria las de arriba...8 [sefiala con el dedo la cantidad superior de circulos
que hay en el portavasos de 8 circulos de lado] mas 8 da 16 [sefiala con el dedo la cantidad inferior
de circulos que hay en el portavasos de 8 circulos de lado] y los lados...sobran 6 [sefiala con el
dedo las cantidades laterales de circulos que hay en el portavasos de 8 circulos de lado] jNo son
7! iNo! iNo! Si son 6!

PROFESOR: ¢Por qué tiene 6?

MATIAS: Si porque cuento los de arriba, entonces 8 y 8 es 16 [sefiala con el dedo la cantidad
superior e inferior de circulos que hay en el portavasos de 8 circulos de lado] y quitamos los dos
[sefiala enfatizando la posicion de las esquinas] en ambos lados, entonces quedaria 6.

MATIAS: 16 més 6 es 22...mas 6 jProfe 28!
Video 2

PROFESOR: [Dirigiéndose a todos]Bueno ahora con todo esto, quiero que respondan la primera
pregunta que hay en las hojas.

Uno cuantos minutos después y revisar el trabajo de algunos estudiantes

SARA: Mire profe, conté los de aca [sefiala 5 circulos de arriba hacia abajo del portavasos con
5 circulos en cada lado] entonces ahi hay 10 [Indica que quiere imaginar el portavasos de 10
circulos utilizando la el disefio de 5 circulos] Entonces ahora quiero contar estos [sefiala los
circulos que de la parte superior] pero no cuento este porque ya lo habia contado [sefiala un
circulo que habia tenido en cuenta anteriormente] entonces me queda ocho y 8+8 es [a partir de
ocho comienza a contar con los dedos otras ocho unidades] 16 y pues 10 y 10 son 20...mas 16
i36!

PROFESOR: Es correcto.
Video 3

ALEJANDRA: 10 + 4 ...espere ;Como es que era? [Se detiene a observar la hoja] Sumando 36
mas 4, mas 4, ... me da 56 [sefiala la pregunta 2 donde se pregunta por la cantidad de circulos en
un portavasos de 15 circulos en cada lado]

PROFESOR: ¢Estas segura de esto?
ALEJANDRA: Si porque ya dijimos que solo aumenta de a 4 [Sonrie].
Video 4
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DANNY: Cémo aqui en el disefio 1 [Sefiala la imagen del disefio 1 en la hoja enfatizando las
esquinas] le quito las esquinas, después sumo esto [sefiala con el dedo cuidadosamente 3 cuadros]
los lados, lo sumo 4 veces y después le sumo las esquinas.

PROFESOR: Muy bien, en ese caso, cuanto te daria la de 15 circulos [Indica la pregunta nimero
3]

DANNY: 36 circulos

PROFESOR: Eso seria con 10 circulos en cada lado.

DANNY: Daria... [Revisa la hoja y se va a calcular la pregunta].
Luego de unos minutos vuelve a presentar su solucion

DANNY: Profe, quitaria las esquinas, si le quito las esquinas las esquinas [sefiala el nimero 15
presente en el enunciado] entonces me daria 13 en cada lado [sefiala los lados del disefio 1]
entonces, después multiplique 4 por [toma una pausa] profe, se puede sumar o multiplicar...4 se
puede sumar 4 x 13 o sumar 4 veces 13 y yo multipliqué y...sumé 4 veces 13 y después le sume
4

PROFESOR: [Se percata de que el resultado de esas operaciones no esta en el enunciado]
¢Entonces cuanto te dio?

DANNY: 56.
Video 5
PROFESOR: Dime ¢Cdémo lo hiciste? [Indica la pregunta 2]

SARA: jaja [rie un poco nerviosa] yo empecé contando esto [sefiala los circulos laterales derechos
del disefio 1] entonces ahi hay 15y pues aca me quedarian 12 [sefiala los circulos inferiores del
disefio 1] porque ya conté este y este [sefiala con el 1apiz las esquinas superiores derechas del
disefio 1]

PROFESOR: Si ¢y luego?

SARA: Entonces sumé 15 + 15 que es [se muestra pensativa mientras realiza los calculos
mentalmente] y da 35... {No! 30

PROFESOR: Si, muy bien.

SARA: Y 30 + 13 es 43 y mas otros 13 eso es...56.
PROFESOR: jPerfecto!

Video 6

PROFESOR: (Cdémo lo hiciste? [Indica la pregunta 2]
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MATIAS: [Lee la respuesta que ha escrito en la hoja] Entonces porque sumé los de arriba y abajo,
entonces en cada fila hay 15 entonces conté los de arriba y los de abajo [Sefiala los grupos de
circulos que seleccioné para sumar] Entonces 15 + 15 es 30 y en los lados sobran 13 entonces 13
+ 13 es 26 entonces 30 + 26...56.

PROFESOR: Muy bien.
Video 7

PROFESOR: [Se dirige a todo el sal6n] Bueno, vamos a la pregunta 3 ;Alguno ya tiene una
respuesta?

DANNY: Yo profe [Levanta la mano]

PROFESOR: Voy para alla, lo demés seguimos trabajando en la pregunta que se encuentren.
DANNY: Profe mire, 47 x 4 [sefiala la respuesta escrita que tiene en su hoja]
PROFESOR: ¢Por qué multiplicas 47 x 4?

DANNY: Lo multiplico 4 veces [sefiala y remarca el sitio donde hizo la operacion]
PROFESOR: ¢Por qué 47?

DANNY: Porque le quito las esquinas primero.

PROFESOR: Bien, entiendo.

DANNY: Luego, lo multiplico 4 veces [empieza a realizar la operacion mediante el algoritmo
tradicional] esto me da 188, después le sumo los 4 de las esquinas y estome da4 + 8 es 12y 8...y
una que llevaba 9 y una [el resultado final es 192]

PROFESOR: [Al ver que el resultado es correcto lo motiva a pasar a la siguiente pregunta] Muy
buen, pasamos a la siguiente pregunta.

Video 8

MATHIAS: Es que no...no sé si es asi. Es que en un lado, en los dos lados van a haber 49 [Sefiala
los ejemplos pegados en el tablero de portavasos con 7'y 8 circulos de lado].

PROFESOR: Si es correcto [Se percata de la pregunta que trata de responder].

MATHIAS: y en la mitad van a haber 47 [continUa sefialando los ejemplos pegados en el tablero]
porque 49 — 2 daria 47 [Se dirige al trabajo realizado en la hoja y sefiala las operaciones que
realiz0] entonces 47 + 47 es 94y 49 + 49 es 98 y si los sumo seria 192.

PROFESOR: Si, estas en lo correcto.

MATHIAS: (Si? [Lo dice desconfiado] ¢Entonces la respuesta es 192? jAy profe! Es que estoy
asustado.
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PROFESOR: jajaja tranquilo Mathias.
Video 9

MARIANA: Yo sé que aca arriba, aqui arriba hay 49 [sefiala con el 1&piz la linea superior de
circulos del disefio 2] Aqui como este sumo uno [sefiala con el 14piz la esquina superior derecha]
entonces quedan 48 [sefiala la linea derecha de circulos de arriba hacia abajo]

PROFESOR: Si, muy bien ¢y luego?

MARIANA: y aqui también 48 [sefiala con el lapiz la linea inferior de circulos del disefio 2] y
luego aqui [encierra con el pulgar y el indice la linea izquierda de circulos ocultando las dos
esquinas] se le quitarian dos porque el de arriba ya esta sumado y el de abajo también [sefiala con
el lapiz la esquina superior e inferior izquierda] entonces quedarian 47.

PROFESOR: Si perfecto.

MARIANA: Asi que en total sumo todo [realiza un movimiento circular con lapiz en mano] y me
dio 192.

Video 10
PROFESOR: Explicame como lo hiciste [indicando la pregunta 5 relacionado con el disefio 3]

DANNY:: Primero quito las esquinas blancas, después multiplico 4 x 15 porque 15 circulos fue lo
que quedd sin las esquinas blancas y después le sumo al resultado 4.

Video 11
PROFESOR: ¢Cuantos circulos en total tienen un portavasos con cualquier cantidad de circulos?

MATIAS: [Lee al pie de la letra la respuesta que ha escrito en el papel] Sumando sus lados y
horizontales porque en los lados hay mas y en las horizontales menos [sigue con el dedo la lectura
de su respuesta]

PROFESOR ¢por qué?

MATIAS: Porque en los lados, los horizontales se le restan dos [hace referencia al disefio 2 donde
los horizontales estan representados con color blanco] porque en las esquinas de los lados se
cogen 2 [levanta su mano para indicar el nimero dos con los dedos] entonces las horizontales se
guedan sin esquinas, entonces se le restan dos.

Video 12

PROFESOR: Explicame como resolviste la pregunta 6 ;Cémo lo hiciste? [sefiala el disefio 4 de
portavaso]

DANNY:: Primero quito 16 circulos blancos, como aqui [sefiala con el dedo el disefio 4 que apenas
tiene 5 circulos en cada lado] aqui quedan 4 y 4 [sefiala con el dedo los circulos amarillos del
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disefio 4 de arriba hacia abajo] y para cada lado es el mismo numero [sefiala y empareja con el
dedo los lados con mismo color y cantidad de circulos]

PROFESOR: y siguiendo con esa idea ¢(Como calculas el portavasos de 17 circulos?

DANNY: Entonces primero le quito 16 circulos blancos de dos lados [mantiene guiada su lectura
con el dedo] después multiplico 2 x 16 porque 16 circulos amarillos fueron los que quedaron,
como aqui [sefiala una vez més el disefio 4 presentado en la hoja] amarillos que son los mismos y
al resultado le sumamos 16 circulos blancos de cada lado.

SESION NUMERO CUATRO (18 DE MAYO DE 2023)
Video 1

PROFESOR: Los palitos de paleta solo alcanzan para construir una armadura de 4 bases ¢Cuantas
varillas tendra una armadura de 5 bases?

EDINSON: Sumanos 4... sumamos 4 varillas porque mire [Se acerca a la construccion de la
armadura hecha con palitos de paleta]

PROFESOR: {Cémo asi?

EDINSON: Pues aqui hay 15 [sefiala la construccion de la armadura con bases hecha de palitos
de paleta y plastilina] Entonces uno [sefiala la siguiente base de la armadura imaginariamente]
dos, tres [sefiala otras dos varillas que conforman la forma triangular del patrén] cuatro y la de
arriba [sefiala con el dedo la parte de arriba de la armadura mientras lo mueve de manera
horizontal] entonces da 19.

Video 2
PROFESOR: ¢(Cdmo supiste que eran 19, Melany?

MELANY: 19 es que sumé...entonces acé [sefiala su dibujo de la armadura con una base] hay 3,
pero como hay un palito arriba entonces [comienza a realizar un conteo con los dedos] 4, 5, 6, 7...
y entonces comencé con las otras también asi y asi me dio 19.

PROFESOR: {Entonces ibas sumando de a cuanto?

MELANY:: Entonces a la primera tenian que ser 3 [sefiala el recuadro donde escribié la cantidad
de varillas de una armadura con una base] pero sumé a tres...y después cuatro [sefiala la
respuesta de la varilla de dos bases] y cuatro [sefiala la respuesta de la varilla de tres bases]
cuatro [sefiala la respuesta de la varilla de 4 base] y cuatro [llega a la ultima armadura con 5
varillas de base].

PROFESOR: ;y por qué 4?

MELANY:: Porque mira [sefiala un triangulo en la armadura dibujada de dos bases] un, dos, tres
[mueve su lapiz sefialando los lados del triangulo mientras los cuenta] y con esta [sefiala una
varilla superior que se encuentra entre los triangulos] entonces sumé cuatro, mas cuatro, mas
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cuatro, pero entonces, mira acd hay un 3 [sefiala la armadura con una base] entonces cuatro, cinco,
seis, siete [cuenta con los dedos la suma de 3 + 4] y asi pasé con las otras y asi logré obtener 19.

Video 3
PROFESOR: (Como llegaron a 19 ustedes? ;Como contaron?
MARIANA: O sea, esto se va a caer [sefiala que la armadura de palitos que hicieron estaba débil].

MARIANA Y SARA: O sea, imaginamos que habia otro acé [sefialan un espacio vacio donde
deberia estar la siguiente base de la armadura] y lo que llevdbamos de esto [indican con la mano
la armadura de 4 bases que construyeron] se lo sumabamos.

PROFESOR: ¢y como lo sumaron?

MARIANA: O sea, uno, dos,..., seis [empieza a sefialar palitos de paleta que comprendian la
armadura que tenian construida] Primero contamos esto sin el techo [trata de hacer con la mano
una sefial que evita considerar el techo] entonces 6, 7, 8, 9 [sefiala con el dedo cada varilla
mientras realiza el conteo] 10, 11, 12 y aqui [sefiala el triangulo imaginario de la quinta base] 13,
14, 15, maés el techo 16, 17, 18, 19 [mueve el dedo mientras realiza el conteo desde el techo
imaginario hasta el final de la armadura].

PROFESOR: jMuy bien!

Video 4

ANGELICA: Yo hice este, entonces digamos estaba haciendo este [sefiala la armadura de 4 bases]
y entonces aqui le sumé... [sefiala con el dedo un sitio vacié donde supone debe ir la siguiente
base] le sumé cuatro mas.

PROFESOR: ¢por qué cuatro mas?

ANGELICA: Porque aqui uno, dos, tres y cuatro [cuenta las varillas de la dltima base de la
armadura de 4 bases tomando una varilla superior como base] entonces eso me dio 19.

PROFESOR: y ¢la base no es la de abajo?

ALEJANDRA: No era la base, era el techo.

ANGELICA: Eso, el techo, el techo.

Video 5

PROFESOR: ;Matias como calculaste las varillas de las armaduras de 9 y 10 bases?

MATIAS: [Lee la respuesta que ha escrito en la hoja] La de 9 bases tiene 35y la de 10 tiene 39

(como? Sumando de 4 en 4, o sea en cada base hay 4...hay 4, entonces sumé hasta llegar a la base
9y 10.
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PROFESOR: Si, bien.

MATIAS: Entonces sumé detras de la hoja [voltea la hoja donde habia escrito una serie de
nameros] hicimos estos nimeros [sefiala de izquierda a derechas una secuencia numérica de
sumas de 4] estos nimeros son cada base, entonces contamos [empieza el conteo desde el nimero
3 lo cual es la cantidad de varillas en la primera base] uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siente,
ocho, nueve [va pasando término a término de las sumas que realizd] esta es la de 9 [se detiene
en el nimero 35y lo encierra con su lapiz] y la de 10 tiene 39 [encierra este resultado en lapiz
también]

Video 6

JAIME: O sea, pusimos los lapices de la misma manera que las otras formas [sefiala la
construccion que hicieron acostada sobre la mesa] y nos salio 19.

PROFESOR: O sea que contaron utilizando los lapices?

JAIME: Si.

Video 7

PROFESOR: ¢(Cdémo calculaste la cantidad de varillas que tiene una armadura de 100 bases?

MATIAS: Recuerda yo que le habia mostrado [muestra la secuencia de numeros ain mas larga
desde la dltima vez] Entonces la de 20 bases daba 79 ¢Si?

PROFESOR: ¢Por qué?

MATIAS: Porque conté de 4 en 4 hasta este numero [sefiala con el lapiz el nUmero 79 de la
secuencia numeérica] entonces conté todo esto [pasa el dedo por todos los términos de la
secuencia] hasta llegar a 20.

PROFESOR: Bien perfecto.

MATIAS: Entonces conté veinte, mas veinte, mas veinte, mas veinte, mas veinte [sefialando una
suma del nimero 79 cinco veces seguidas] digo 20 pero es 79 [aclarando el sefialamiento del
numero 79 mientras decia 20] entonces esto serian 100 bases, entonces lo sumamos y... [sefiala
el resultado de la suma] o también se puede multiplicar por 5y la respuesta es 395.

Video 8

PROFESOR: [Dibuja en el tablero la suma de dos armaduras de 2 bases y su respectiva cantidad
de varillas, es decir 7 varillas] ¢Cuantas varillas tiene la de 4 bases? [Le pregunta a Matias].

MATIAS: La de 4 bases tiene... 15.

PROFESOR: [Escribe esta respuesta frente a la cantidad de varillas de 2 armadura de dos bases]
Pero sera que ¢7 + 7 es igual a 15? [Escribe el signo de suma entre los sietes e iguala esta operacion
al nimero 15]
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PROFESOR: [Mientras Matias continta observando] Entonces serd que 20 mas la que tiene 20 y
asi sucesivamente nos dara (395?

MATIAS: No, o sea [pide que se le dé el marcador para escribir en el tablero] la base de 20
tiene...79 ;Si?

PROFESOR: Si, es verdad.

MATIAS: Entonces conté 79 que es 20 [Luego empieza a escribir la suma del nimero 79 cinco
veces]

PROFESOR: ;y lo sumaste? [sefiala de arriba hacia abajo la suma de los 5 nimeros]

MATIAS: Si, los sumé. Entonces 9 + 9 + 9+ 9 + 9 es 45, llevo 4 y luego, 7 +7 es 14 + 7 es 21,
mas 7 es 28, méas 7 es 35 y cuatro que llevaba 39

PROFESOR: Si, pero mira [sefiala el ejemplo de la suma de dos armaduras con dos bases]
sumando no llegamos al mismo resultado.

Luego de esto, pasamos a revisar los dibujos que habia hecho su hoja

MATIAS: Vea profe, 3 + 7 [sefiala las primeras dos armaduras con una y dos bases
respectivamente] por eso, entonces me di cuenta de que se sumaba.

PROFESOR: [interviene] Pero mira, mira [sefiala nuevamente la que tiene 2 bases] si yo sumo la
que tiene 2 [sefiala la base] més otra que tiene 2 [reitera la operacion realizando un movimiento
circular con el dedo alrededor de la figura] ta me dices que me tiene que dar la que tiene 4 [sefiala
la armadura de 4 bases] ¢Si 0 no?

MATIAS: Profe pero es que... [toma una pausa para pensar en lo que sefiala el profesor] no sé,
yo creo que si me quedod bien porque...es que no sé, si creo que me quedo bien porque en cada una
se suman 4 porque mire [vuelve a repasar la secuencia desde la primera base y finalmente no se
llega a un acuerdo].



