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RESUMEN

TITULO: CONVOLUCION FRACCIONARIA: POTENCIALIDADES EN EL TRATAMIENTO DE
SENALES NO ESTACIONARIAY]

AUTOR: LENIN CHINCHILLA ATENCIA[]

PALABRAS CLAVES: Convolucién fraccionaria, traslacion fraccionaria, espacio de fase.

DESCRIPCION:

En este trabajo se propone un filtrado variante en el tiempo con base en la convolucién y traslacion frac-
cionaria. La definicién de convolucién y traslacion fraccionaria utilizada, es la planteada en [2]. Inicial-
mente se hace una descripcion del operador traslacién fraccionaria, aspecto importante del filtro, luego
se muestra el filtro en términos de la convolucién y el operador traslacién fraccionaria con algunos ejem-
plos de aplicacion. También se plantea un algoritmo para la traslacion fraccionaria y para la convolucién
fraccionaria. Con el algoritmo de la convolucién fraccionaria se desarrolla el filtrado, que es ilustrado
para un ejemplo sencillo, mostrando que efectivamente se pueden llevar a cabo filtrados a través de un

eje curvo en el espacio de fase, haciendo uso de la metodologia propuesta.

En el documento inicialmente se describen las bases tedricas utilizadas para definir el filtro variante en
el tiempo con base en la convolucién fraccionaria; posteriormente, en el Capitulo 2 se presenta el soporte
matematico que permite definir el filtro variante en el tiempo. En el Capitulo 3 se muestra un ejemplo
de aplicacion de este filtro, y diferentes problemas de aplicacién donde seria ttil esta metodologia. Por

ultimo, en el Capitulo 4 se presentan las conclusiones del trabajo desarrollado.
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ABSTRACT

TITLE: FRACTIONAL CONVOLUTION: POTENTIALS IN THE TREATMENT OF NON-STATIONARY
SIGNALS[]

AUTHOR: LENIN CHINCHILLA ATENCIAF

KEYWORDS: Fractional convolution, fractional traslation, phase space.

DESCRIPTION:

In this work it proposes a time variant filtering based on fractional convolution and fractional trasla-
tion. The definition of fractional convolution and fractional traslation used, is the one introduced in [2].
Initially it does a description of the fractional traslation operator, important part of filter, it shows the filter
in terms of fractional convolution and fractional traslation operator with a few examples of applications.It
propose algoritms for fractional convolution and fractional traslation, with it is development the filtering

that it shows for a easy example.

Initially it describes the theoric tools use for to define the time variant filter based on fractional
convolution.In the chapter two it shows the mathematical tools that allow in to define the time variant filter
with some illustrations that showing better the idea.In the chapter three it shows a aplication example of
this filter and differents reals aplications where it would be useful.Finally, in the capter four it shows the

conclusions of this work.

“Degree Work
“*Physical—Mechanical Engineering department, Electrical,Electronics and Telecomunications College, Universidad In-
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INTRODUCCION

Procesar o tratar una sefial es requerido en multiples aplicaciones pricticas, tales como comunica-
ciones, imdgenes, sismica, caracterizacion de la calidad de la energia eléctrica, radar y sonar, entre otros.
En general, muchos de los problemas a solucionar que plantean estas aplicaciones, se pueden asociar
como un poblema de estimacion, en algunos casos, o como un problema de prediccion en otros. Un ca-
so practico es cuando se tiene una sefial de interes que se encuentra afectada por sefales no deseadas
que se les asocia como ruido, la idea es separar la sefial del ruido, esto es basicamente un problema de
estimacion. En el caso de la prediccion, esto es factible a partir del andlisis del comportamiento de las

sefiales que permiten predecir un evento determinado.

Los problemas que tienen que ver con tratamiento de sefiales, se encuentran divididos en dos campos:
por un lado las sefiales o procesos estacionarios, y por el otro los no estacionarios. En el caso estacionario
el tratamiento estd bien caracterizado, ya que el andlisis de Fourier lo describe apropiadamente en el do-
minio de la frecuencia y el modelado mediante la convolucién o ecuaciones diferenciales lineales de
coeficientes constantes, permite su estudio en el dominio del tiempo. Este andlisis no es apropiado para
sefales no estacionarias, ya que el andlisis de Fourier da informacion de la composicién frecuencial de
la sefial pero no permite discriminar en que tiempo ocurren, por lo tanto no da informacion adecuada de
los eventos variantes en el tiempo, siendo por consiguiente una herramienta inadecuada en el andlisis de
sefales no estacionarias. Aun asi se han planteado procedimientos de filtrado utilizando la transfomacién
de Fourier fraccionaria [10], [12], [1],[16] en un intento por extender el anélisis de Fourier al tratamiento

de sefiales no estacionarias y en esta direccion es que apunta este trabajo.

Dado que varios fendmenos existentes en la préctica, son de naturaleza no estacionaria: canales de
comunicacion, sefiales sismicas cuando se considera el fendmeno de dispersion, los eventos que afectan
la calidad de la energia eléctrica,[14] [3] [[18] entre otros, se hace necesario el uso de otras herramientas
diferentes al anélisis de Fourier. En este sentido varias herramientas se han propuesto, tal es el caso de los
filtros lineales variantes en el tiempo, en los que entra el filtros de Zadeh, Weyl [[14], el filtro de Kalman

[4] y el tratamiento por Wavelets [9]].
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El procedimiento planteado en los filtros de Zadeh y Weyl[[14]], define una funcién peso a partir de una
representacion tiempo—frecuencia lineal, luego en el tiempo se ejecuta la operacién que corrresponde a
hacer el producto sobre la representacion tiempo—{frecuencia entre la funcion peso y la sefial. De esta
forma se obtiene el filtrado variante en el tiempo. Ademads este tratamiento aiin mantiene una nocién de

composicion frecuencial de la sefial.

El filtro de Kalman modela el filtro mediante ecuaciones en el espacio de estados, en donde se hace
necesario ajustar unas constantes para obtener los resultados deseados. El tratamiento por Wavelets, hace
uso del concepto de escalograma, en donde describe los detalles de la sefial a partir de un pardmetro
llamado escala. Estos analisis se apartan de cualquier interpretacion directa sobre una base armonica, es
decir la nocién de composicion frecuencial de la sefial se pierde, y si se intenta obtener alguna relacién

con la composicion frecuencial esta relacion no resulta ser muy clara.

En este trabajo se plantea un filtrado variante en el tiempo que sigue haciendo uso del concepto de
la convolucién para el filtrado de sefales, pero en un sentido fraccionario. Ademds mantiene el anélisis
armonico ya que este procedimiento tiene una directa interpretacion sobre la distribucién de Wigner, que
es una representacion tiempo frecuencia con resolucion perfecta. Esta es una de las diferencias de este
tratamiento con el planteado por Kalman y Wavelets. Respecto al fitlro de Zadeh y Weyl el tratamiento
es similar, la diferencia radica en que al hacer uso de la distribucién de Wigner no se tienen problemas de
resolucion, ya que por definicion la distribucion de Wigner ofrece resolucion perfecta, mientras que los
filtros de Zadeh y Weyl hacen uso de representaciones tiempo—frecuencia lineales los cuales no presen-

tan resolucion perfecta en estos dominios.

Uno de los propdsitos de este trabajo es mostrar que la teoria de Fourier puede ser aplicada al
tratamiento de sefiales no estacionarias, no queriendo decir con esto que el filtrado de Kalman y Ia re-
presentacion de sefiales con wavelets no sean herramientas poderosas en determinados andlisis, simple-
mente se presenta un procedimiento alternativo a los existentes, con la ventaja que sus ideas principales
son asimilables al andlisis de Fourier. El aporte de este trabajo es que el procedimiento planteado esta
basado en el concepto de traslacion fraccionaria y convolucion fraccionaria desarrollado en [17], ésta es
una novedad importante respecto de las propuestas existentes. Cabe resaltar también, que el filtrado se
desarrolla en el tiempo, y no en el espacio de fase, por lo que no es una precupacién la violacion del

principio de incertidumbre[14].

A continuacién se presenta la organizacién de este documento. En el Capitulo 1 de este trabajo, se
describen las herramientas utilizadas en el desarrollo del filtrado variante en el tiempo haciendo uso
de la convolucion fraccionaria, tales como la transformacion de Fourier fraccionaria [11]], convolucién
fraccionaria y operador de traslacioén fraccionaria [17]. La descripcién de las técnicas de filtrado lin-

eal e invariante en el tiempo, junto con algunos ejemplos de aplicacion se presentaen el Capitulo 2. La
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descripcién matematica para el planteamiento de un filtrado variante en el tiempo haciendo uso de la
convolucién fraccionaria con algunos ejemplos de aplicaciéon que muestran el uso de los algoritmos de-
sarrollados y las conclusiones se presentan en los capitulos 3 y 4 respectivamente. Adicionalmente en
el anexo A se describen los algoritmos utilizados en lenguaje MATLAB(version 7.4) para realizar los

diferentes tratamientos de la sefial presentados en este trabajo.
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Capitulo 1

MARCO TEORICO

En este capitulo se describe el soporte tedrico requerido para comprender la propuesta que se hace en

este trabajo de grado.

1.1. Distribucion de Heaviside

La distribucién de Heaviside, H(x) se define por:

0 six<O;
H(x)=41/2 six=0; (1.1)
I six>0.

H(x)

d
Entre sus propiedades se destaca que, 8(x) = o donde d(x) es la distribucién de Dirac, y la
X
derivada se considera en el sentido de las distribuciones.

1.2. Seiial analitica y transformacion de Hilbert

La sefial analitica estd definida de la siguiente manera [6]: Sea H(v) la distribucién de Heaviside,
g(x) una sefial, tal que G(v) es su transformada de Fourier, ! es la transformacién inversa de Fourier,

entonces la sefial analitica s(x) asociada a la sefial g(x) es,

s(x) = 2§ 'HV)GW)] (),

g +iVP {g(x) : %] . (1.2)

Donde la parte imaginaria de la Ecuacion es la definicion de la transformada de Hilbert, que

escrita en su forma integral es,
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1.3 Distribucion de Wigner

1] 1 = 8(1)

Donde V.P.[...] representa el valor principal de Cauchy y esta dado por[7]:

) =3 ¢(1) = g(7)
tim U_m x_Td’ch/st_Tdr}. (1.4)

Como se nota de la Ecuacién[I.2] la sefial analitica es en general compleja, y una de sus propiedades

importantes es que su espectro corresponde a la informacion contenida solo en las frecuencias positivas
de la sefial original g(x), ya que el espectro de una sefial real es par, no hay perdida de generalidad si se

trabaja solo con el espectro de la parte positiva.

1.3. Distribucion de Wigner

A continuacion se definira la distribucién de Wigner junto con sus propiedades, unos ejemplos de

representacion y sus potencialidades en la segmentacion.

1.3.1. Definicion de la distribucion de Wigner

La distribucién de Wigner Wr(x,u) [13] de una sefial f puede ser definida en términos de la repre-

sentacion temporal de la sefial, f(x), como

oo

Wy (x, 1) = / Fletx /2)Fx = /2)e 2 qx, (1.5)

o en términos de la representacion en frecuencia de la senal, F (u), como
Wi (x,u) :/ F(u+u'/2)F(u—u'/2)e™ " du/. (1.6)

Ademais se cumple que:

/w Witou)dx = |Fu), (1.7)
[ Wiswdu = 1P, (18)
Wig(x,u) = Wyx W, (1.9)
Wieg(t,u) = Wk W,. (1.10)

Esto dltimo, son solo algunas propiedades de la distribuciéon de Wigner. La descripcion matematica

se hace en términos de las variables x y u que al hablar de una sefial temporal representarian el tiempo y
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1.3 Distribucion de Wigner

la frecuencia respectivamente. No se hace la descripcion en términos de tiempo y frecuencia ya que esta

herramienta no es exclusiva de este tipo de sefiales, por lo que habria pérdida de generalidad si se hace.

Las ecuaciones|I.7]y[I.8]establecen que la distribucion de Wigner cumple las distribuciones marginales,
esto quiere decir que esta representacion da informacion acerca de la energia instantdnea y la densidad
espectral de energia de la sefial en cada punto, aspecto importante cudndo se quiere obtener informacién

acerca del comportamiento espectral de la sefial.

Si se asocia la variable x como tiempo y la variable # como frecuencia, la Ecuacion [I.9| muestra que
el producto de sefiales en el tiempo se interpreta, en términos de la distribucion de Wigner, como la con-
volucién de la distribucion de Wigner de las sefiales a traves de un eje paralelo al eje u osea al eje de
la frecuencia y la Ecuacién [I.10] muestra que la convolucion de sefiales en el tiempo se interpreta, en
términos de la distribucion de Wigner, como la convolucion de la distribucién de las sefiales a través de
un eje paralelo al eje x es decir el eje del tiempo. Dado que el anélisis convencional consiste en productos
y convoluciones en el tiempo, estas propiedades muestran porqué este andlisis convencional no permite
tratar sefiales no estacionarias, ya que en términos de la distribucion de Wigner, este es interpretado como
convoluciones a través de ejes verticales u horizontales, valido solo cuando la sefial de interes puede ser

recuperada con operaciones a través de ejes paralelos al eje del tiempo o al eje de la frecuencia.

Esta herramienta es de vital importancia en este trabajo ya que es una representacion tiempo-frecuencia
que, tedricamente, ofrece una resolucion perfecta, a parte que cumple con las distribuciones marginales,
mostradas en las ecuaciones|1.7]y[I.8] Ademas el resultado de la convolucién fraccionaria, que se definird
mas adelante, tiene una directa interpretacion sobre esta representacion. A continuacion se detallan los
resultados de la distribucion de Wigner para dos sefiales con diferentes variaciones en el tiempo. Por
consiguiente si se quisiera recuperar alguna de las componentes de la sefial bastaria un tratamiento a
través de ejes horizontales, convoluciones en el tiempo, que es equivalente a productos en el dominio de

la frecuencia.

En la Figura[l.T] se muestra la representacion de Wigner para una sefial multicomponente de la forma
sin(2nfit)(H(t) —H(t —t1)) + sin2ufat)(H(t —t1) — H(t — 1)) + sin(2nfat)(H(t —t2) — H(t — 13)) +
sin(2mfat)(H(t —t3) —H(t —t4)) con t] < 1ty < 13 < t4, donde H (t) es la distribucién de Heaviside o fun-
cién escalon. En el recuadro principal se muestra la distribucion de Wigner, en la parte inferior la sefial en
el tiempo y en la parte izquierda el espectro de la senal. Tal como se ve en el ejemplo en la representacion
tiempo—frecuencia cada componente tiende a representarse como una linea, a esto se hace referencia

cuando se dice que la distribucién de Wigner ofrece perfecta resolucion.

En la Figura se muestra la representacién de Wigner para una sefal chirp de la forma sin(20mz?).

En el recuadro principal se muestra la distribucién de Wigner, en la parte inferior la sefial en el tiempo
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1.3 Distribucion de Wigner

y en la parte izquierda el espectro de la sefal. Aqui se ve que el tratamiento convencional, productos o
convoluciones en el tiempo, no seria valido ya que el perfil de esta sefial no se ajusta a ningin eje vertical
ni horizontal, por lo que el tratamiento convencional pierde aplicabilidad en este tipo de senales, sefiales
con perfiles curvos u oblicuos en el espacio de fase de sefiales, obtenido con la distribucién de Wigner;

aqui seria necesario un filtro variante en el tiempo, ya que esta es la naturaleza de la sefial.
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Figura 1.2: Representacion de la distribucion de Wigner de una sefial chirp. Fuente: Autor.
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1.3 Distribucion de Wigner

1.3.2. Potencialidades de la distribucion de Wigner en la caracterizacion de per-

turbaciones de corta duracion que afectan la calidad de la energia eléctrica.

A continuacién se presentan una serie de sefiales electricas con perturbaciones de corta duracién y su
respectiva distribucién de Wigner(DW). Estas sefales corresponden a simulaciones obtenidas a partir del
algoritmo ATP en circuitos IEEE de prueba [15].

En la Figura [I.3] se muestra una sefial de corriente con una perurbacién de corta duracion y su res-
pectiva DW. Se puede ver que la DW permite la deteccion de la perturbacion y esto débido a que hay un
cambio en la amplitud mientras dura la perturbacién. En la Figura se muestra la sefal de tensién y su
DW, correspondiente a la misma fase de la sefial de corriente mostrada en la Figura[I.3] Aqui también se
observa una variacion de la amplitud en la DW mientras dura la perturbacién. En la Figura[I.5]se muestra
la sefial de potencia instantdnea correspondiente a las sefiales mostradas en las figuras y Esto
permite asociar que la variacion en los parametros de la distribucion de Wigner de la sefial tiene que ver
con una perturbacion producida en la sefial, en este caso tiene que ver con el cambio en la amplitud de la

distribuciéon de Wigner.

senal de Corriente en el tiempo

Amplitud(A)

3k i | I 1 i i | .
-0.3 -0.2 -0 ] 01 0.2 0.3

tls)

a

DW de la sefal de Corrients

f{Hz)

Figura 1.3: Sefial de corriente perturbada y su DW. a) Sefial de corriente perturbada en el dominio del
tiempo. b) DW de la sefial de corriente perturbada. Fuente: Autor.
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1.3 Distribucion de Wigner

senal de Yoltaje en el iempo

1
e
=
R+
2 a
)
E
< o5
4 .|
sk ! | i | i \ | -
-0.3 -0.2 -0 ] 01 0.2 0.3
1)
a

DW de la sefal de Voltaje

f{Hz)

Figura 1.4: Sefial de tension perturbada y su DW. a) Sefial de tension perturbada en el dominio del tiempo.
b) DW de la sefial de tension perturbada. Fuente: Autor.
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Figura 1.5: Sefial de potencia instantdnea perturbada y su DW. a) Sefial de potencia instantdnea perturbada
en el dominio del tiempo. b) DW de la sefial de potencia instantdnea perturbada. Fuente: Autor.
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senal de Corriente en el tiempo

Amplitud(A)

b i I i I i i P
-0.3 -0.2 -0 ] o1 0.2 0.3

)

a

DW de la sefal de Corrients
]

100 T

80—

6O — =
o i
T 2
T 4p [ e =

-0.3 -0.2 -0.1 o 0.1 0z 0.3
sl

Figura 1.6: Sefial de corriente perturbada y su DW. a) Sefial de corriente perturbada en el dominio del
tiempo. b) DW de la sefial de corriente perturbada. Fuente: Autor.
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Figura 1.7: Seiial de tensién perturbada y su DW. a) Sefial de tension perturbada en el dominio del tiempo.
b) DW de la sefial de tension perturbada. Fuente: Autor.
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Figura 1.8: Sefial de potencia instantdnea perturbada y su DW. a) Sefial de potencia instantdnea perturbada
en el dominio del tiempo. b) DW de la sefial de potencia instantidnea perturbada. Fuente: Autor.

En la Figura[I.6|se muestra una sefial de corriente con otra perurbacion de corta duracién y su respec-
tiva DW. Se puede ver que la DW permite la deteccion de la perturbacion y esto débido a que aparecen
frecuencias diferentes a la principal, 60Hz, durante la perturbacién. En la Figura se muestra la senal
de tensién y su DW, correspondiente a la misma fase de la sefial de corriente mostrada en la Figura[I.6|En
la Figura[1.§] se muestra la sefial de potencia instantdnea correspondiente a las sefiales mostradas en las
figuras [1.6] y Aqui también se observa la aparicion de frecuencias diferentes a la principal, 60Hz,
durante la perturbacion. Esto permite asociar que la variacion en los parametros de la distribucién de
Wigner de la sefial tiene que ver con una perturbacién producida en la sefial, en este caso tiene que ver

con la aparicién de componentes frecuenciales distintas a la principal, 60Hz.

En los ejemplos antes descritos es posible también localizar la perturbacién en el dominio del tiem-
po a partir de la distribucién de Wigner. Ademas las sefales de potencia dan la posibilidad de hacer el

analisis de segmentacion tanto en la parte que corresponde a potencia media como a la potencia oscilante.

Los ejemplos mostrados, son solo ejemplos de exploracién de la distribucion de Wigner sobre otros
posibles temas de interés tal como es el de segmentacion de sefiales registradas en sistemas eléctricos de
distribucion de energia. Esto se hace debido a que la segmentacion constituye uno de los procedimientos
principales para la evaluacién y diagnéstico de la calidad de la energia eléctrica de perturbaciones de

corta duracion.
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1.4 Definicion integral de la transformacion fraccionaria de Fourier

1.4. Definicion integral de la transformacion fraccionaria de Fouri-

er

Se define la transformacion de Fourier fraccionaria, basada en [11] como:

Falf](xe) = Folxe) = C(xeinx(szOta/ f(x)einxz Come_iznxx‘x/senadx, (1.11)
¢ i(S(sena)m/4—01/2)
donde Cy, = H H . La funcién S(sena.), representa el signo de sena.
sen o

Es importante resaltar, que la transformacién de Fourier convencional definida como, F[f](x) =

* i / . ., . T
/ f (x)e*’z’m dx', es un caso particular de la Ecuacién |1.11} la cual se obtiene para o0 = > de mo-

do que F' = §y/»[f] = F[f]. Se puede relacionar el pardmetro angular o o el orden de transformacion a,

. . . . . T
para relacionar el comportamiento fraccionario de la transformacion, tal que o0 = aE.
Entre las propiedades de la transformacién de Fourier fraccionaria [3]], cabe resaltar

W, (x,u) = Wy(xcoso — usin o, xsinO+ ucos o). (1.12)

De la Ecuacién se deduce [3]:

|Fa(x)|2:/ WFa(x,u)du:/ Wy (xcoso — usin o, xsino+ ucos o)du. (1.13)

La Ecuacioén |1.13|se conoce como transformacion de Radon—Wigner y representa la proyeccion de
la distribucién de Wigner de la funcién, Wr(x,u), a lo largo del eje xo, que hace un dngulo o con el eje x,

tal como se muestra en la Figura[I.9]

1.5. Operador traslacion fraccionaria

El operador traslacion fraccionaria [[17] estd definido como:

Tralf](x) = f(x — t)e 2mEw/2)ore, (1.14)
tal que,
- I21Tx
SocTr;oc[f](x) = fa(x)e sena., (1.15)

Este operador recupera la invariancia del médulo de la transformada de Fourier fraccionaria bajo una

traslacion fraccionaria en el sentido que ||FoTrof|| = ||Saf]l-

28



1.5 Operador traslacion fraccionaria

Figura 1.9: Proyeccién de la distribucion de Wigner sobre un eje oblicuo. Fuente: [3].
Se puede observar también que, T/ = Tr, €l operador traslacién usual, tal que, T«[f](x) = f(x—1).
Para un o dado, la trasformacion Tr,q (T € R) forma un grupo conmutativo, esto es:

Tr00Tra = Terrson (1.16)

Ya ” La

Q

—Teota | NG {hos

Figura 1.10: El efecto de la traslacién fraccionaria sobre la distribucion de Wigner-Ville de una funcién:Q
es el soporte de la DW de f, Q¢ o es el soporte de la DW de Tr.q f. Fuente:[17].
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1.6 Convolucion fraccionaria

En la Figura [[.10] se muestra el efecto del operador traslacion fraccionaria sobre la distribucién de

Wigner de una sefial. En ella se representa de forma detallada que este operador produce una traslacién

de la distribucién de Wigner de la sefial a partir de los pardmetros o y T. Esta propiedad es la que permite

definir el filtro variante en el tiempo, ya que con ella se pueden definir trayectorias curvas en el espacio

de fase de senales, distribucién de Wigner, posibilitando asi el filtrado a través de éstas.

1.6. Convolucion fraccionaria

Se define la convolucion fraccionaria [17] como:

[f #a.8](x) = CoF—alFalf]()Folg] (¢ )e ™% (x).

En su forma integral se expresa como:

[f*ocg](x) = Cé/Rf(u)Tu;a[g](x)ehmzcotocdu

_ C(zx/ f(u)g(x _ u)e—iZTEu(x—u)cotoc du.
R

De esta convolucién se puede verificar que:

Taolf*ag(x)] = /RTaﬂ[f](u)Tu;oc[g](X)emuzcmadu’

Ta;oc[f*ocg(X)] = /Rf(u)Tu—k—a;oc[g] (x)einuzcotocdu'

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

Estas ecuaciones expresan las propiedades de invariancia de la convolucién fraccionaria ante el grupo

de operadores de traslacion fraccionaria, lo cual permite sintetizar las propiedades mostradas en las ecua-

ciones [[.19]y[[.20] como:

Ta;oc[f*(xg] = (Ta;af)*(xg = f*(x(Ta;ch)-

(1.21)

De la Ecuacion [I.18] se ve que la convolucién convencional es un caso particular de la convolucion

fraccionaria, la cual se da para 0. = Tt/2 como se muestra en la Ecuacién[1.22]
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1.6 Convolucion fraccionaria

[f*n/zg](x) = C%/z/Rf(”)Tu;n/z[g](x)ei”"zCOt”/zdu
= /R f(u)g(x—u)du. (1.22)

Como un caso particular para un orden de 0,2 se tiene que la convolucién fraccionaria entre dos

sefiales corresponde a:

[F0.27/28) () = CG 2 2 /R F()g(x — w)e Pl cot02m/2 gy (1.23)

T -z
Dado que a0 = az.a representa el orden de la convolucion.

Otra propiedad importante de la convolucidn fraccionaria consiste en:

xcoso—usin
Wf*(xg(xa u) = Wf * Wg, (1.24)
La cual indica que la distribucién de Wigner de la convolucién fraccionaria entre dos sefiales puede ser
interpretada como la convolucién de la distribuciéon de Wigner de estas sefiales a través de un eje obli-
cuo en el espacio de fase. El espacio de fase hace referencia a una representacion tiempo-frecuencia, en
este caso la distribuciéon de Wigner. El eje oblicuo sobre el cual se realiza la convolucién corresponde al

descrito por la ecuaciéon xcos o — usin o , dénde en un ejemplo tipico x representaria el eje del tiempo y u

el eje de la frecuencia. Este resultado es la base para la definicion del filtro que se plantea en este trabajo.

A continuacién se presenta la demostracion de esta importante propiedad.

W (f*ag](x,y) = Af*ag <x+ %) fog <x— %)eiznygdy’
[*aglx) = /g{f(x,)g(x—x’)e—zm/(x—x’)cot(xdx/’

—i2md | x+= ) cota
Wf*agl(xy) = /m/g{f(xl)g (x+——x> ( dx’
L i2mx’ ( x”) cotor
x/g{f(x”)g (x ) dx" e PP dE,

X _-x”/—i_i x//:-x”/_% &:él—f'a//

— 5d&l/ dX” — dx/// dE_, _ d&l
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1.6 Convolucion fraccionaria
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Este ultimo resultado demuestra que la convolucién fraccionaria entre dos sefales es la convolucién de la
distribucién de Wigner de las sefiales a través de un eje oblicuo. Si se reduce el analisis a uno temporal,

la variable x representaria el tiempo y la variable y la frecuencia.

En la Figura [[.T1] se muestra la convolucién fraccionaria entre dos sefiales rectangulares de igual
duracién a diferentes ordenes. Cabe resaltar que en la Figura |1.11} solo se representa la magnitud del
resultado de la convolucion fraccionaria. Como puede observarse en la Figura [I.11] cuando el orden de
la convolucién fraccionaria es 1, el resultado de la convolucién fraccionaria es una figura tridngular de
duracién igual al doble del ancho de la sefial rectangular. En los otros casos no hay una interpretacién

directa sobre lo que esos resultados significan.

32



1.6 Convolucion fraccionaria
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Figura 1.11: Convolucidn fraccionaria de dos funciones rectdngulos a diferentes ordenes. a) Funcion
rectdngulo, b) Convolucién a orden 0,2, c) Convolucién a orden 0,4, d) Convolucién a orden 0,6 e)
Convolucién a orden 0,8 f) Convolucion a orden 1. Fuente: Autor.
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Capitulo 2

HERRAMIENTAS CONVENCIONALES
PARA EL TRATAMIENTO DE SENALES

En este capitulo se analizan las respuestas de filtros lineales e invariantes en el tiempo ante diferentes
sefiales de entrada para mostrar como se afecta la respuesta de estos filtros cuando las sehales de entrada

son variantes.

2.1. Pautas para el diseno de filtros lineales e invariantes en el tiem-
po(LIT)

Convencionalmente se hace uso de de la teoria de Fourier para el disefio de filtros lineales e invari-
antes en el tiempo y todo parte de un esquema sencillo, mostrado en la Figura donde la relacién
entrada salida en el tiempo esta dado por y(z) = h(r) * f(¢) y en frecuencia por: Y (f) = H(f)F(f). Las
funciones f(t),y(t) y h(t) son senales en el tiempo y F(f),Y (f) y H(f) son sus transformadas de Fouri-
er respectivamente. Este modelado matematico es realizable s6lo en sistemas lineales e invariantes en el

tiempo donde la respuesta al mpulso del sistema lo caracteriza completamente.

f)— | H [ — Y1)

Figura 2.1: Diagrama qu representa la relacion entrada salida mediante la respuesta al inpulso H.
Fuente:Autor.

A partir del concepto de la respuesta al impulso de sistemas, se disefian filtros lineales e invariantes en

el tiempo, que se clasifican en: filtros pasabajas, filtros pasaaltas, filtros pasabandas y filtros supresores

de banda. Su descripcion ideal en el dominio de la frecuancia es mostrada en la Figura 2.2] Dado que

34



2.1 Pautas para el disefio de filtros lineales e invariantes en el tiempo(LIT)

estos filtros son ideales, no hay forma de implementarlos, asi que lo que se propone como solucién son
aproximaciones, tal es el caso de los filtros, Chebyshev, Butterworth entre otros. Estos filtros pueden ser

implementados de forma analdgica o digital.

El diseno de los filtros concebidos para sistemas lineales e invariantes en el tiempo se hace a partir
del concepto de la funcién de transferencia(trasformada de Laplace de la relacion entre la sefial de en-
trada y la sefial de salida del sistema), dependiendo de las carateristicas que se quiera de filtrado como:
frecuencias de corte, frecuencia de rechazo entre otras. Lo anterior define los polos y los ceros de la
funcion de trasferencia. Generalmente las caracteristicas deseadas de este tipo de filtros se relacionan con
los polos y ceros de la funcion de transferencia. Los polos son los valores de la variable s, variable de la
transformada de Laplace, en los cuales la funcién de transferencia se hace infinita y los ceros donde la
funcidn de transferencia se hace cero. Asi que grosso modo el disefio consiste en definir previamente las
caracteristicas que se quieren del filtro y luego asociarlas a la ubicacion de polos y ceros de la funcién de

transferencia en el domino de Laplace.

FILTRO PASA BAJA

HLCw)

0 100 200 300 400 500 600

FILTRO PASA ALTA

HH(w)

0 100 200 200 400 500 E00

FILTRO PASA BANDA

HE(w)

0 100 200 300 400 GO0 B00

FILTRO SUPRESOR
DE BANDA

HM(w)

1 1 1
0 100 200 300 400 500 G600

Figura 2.2: Filtros ideales. Fuente: Autor.
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2.1 Pautas para el disefio de filtros lineales e invariantes en el tiempo(LIT)

Respuesta Butterworth

L -
Agp(jw)
I La atenuacion es minima en la banda de paso,
I pero crece lentamente fuera de ella.
banda de |
paso
|
0, )
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P P y
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P
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Av_ _ N '
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banda de | [ pero hay cierta atenuacion (rizado) en esa zona,
|
A paso [ con un valor minimo Ay,.
m
ik — }
) W

Figura 2.3: Caracteristicas en la respuesta de algunos filtros convencionales.
Fuente:[8]]

El nimero de polos y ceros indica el orden del filtro y su valor determina la caracteristicas del filtro,
como su respuesta en frecuencia y estabilidad. El orden de un filtro describe el grado de aceptacioén o
rechazo de frecuencias por arriba o por debajo, de la respectiva frecuencia de corte. Un filtro de primer
orden, presentard una atenuacion de 20dB/década. Un filtro de segundo orden tendria el doble de pendi-
ente(representado en una escala logaritmica). Esto se relaciona con los polos y ceros: cada polo simple

hace que la pendiente disminuya con 20dB/década y cada cero simple que crezca 20dB/década.

En la Figura 2.3] se muestran algunas caracteristicas de los filtros convencionales, para un filtro
pasabaja. Aqui Por ejemplo se ve que al querer aumentar la atenuacién fuera de la banda de paso aparecen
efectos no deseados, como es el rizado tanto en la banda de paso como fuera de esta, es decir, al querer

mejorar una de las caracteristicas del filtro se desmejora otra. Esto también es aplicable para los otros

filtros: pasaalta, pasabanda y supresor de banda.
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2.2 Respuesta de filtros lineales e invariantes en el tiempo a sefiales que no varian con el tiempo

2.2. Respuesta de filtros lineales e invariantes en el tiempo a senales

que no varian con el tiempo

El filtrado lineal e invariante en el tiempo resulta 6ptimo cuando la sefial y el ruido no se superponen,
ya sea en el dominio del tiempo o la frecuencia. Cuando la sefial se superpone con el ruido en ambos
dominios, tiempo y frecuencia, lo maximo que se logra es atenuar el ruido fuera de la banda de paso,

aumentando la relacion sefial a ruido, pero no da la posibilidad de suprimirlo completamente.

A continuacién se muestra un ejemplo en el cual el filtrado lineal e invariante en el tiempo ofrece
resultados satisfactorios. En los procedimientos de filtrado mostrados de aqui en adelante, el espectro
representado serd el correspondiente al de la sefial analitica de la sefial(espectro en frecuencia solo para

frecuencias positivas), esto con el fin de mejorar la visualizacion de los resultados y el procedimiento de
filtrado.

Lo que se busca con este ejemplo es mostrar como se comporta el filtrado lineal e invariante en el
tiempo al ser aplicado sobre una sefial que consta de dos clases de ruidos, uno que se superpone a la
sefal, cuya amplitud no es considerable respecto de la sefal, y otro que no se superpone a la sefial en
el dominio de la frecuencia, estos han sido los unicos criterios considerados a la hora de definir el ruido
en esta sefial. Con este ejemplo se intenta evaluar el comportamiento del filtrado lineal e invariante en el

tiempo ante estas dos clases de ruido en particular, uno que se superpone a la sefial y otro que no.

En la Figura se muestra una sefial(Sefial 1) de la forma %[6_20t26i36m | con su espectro en fre-
cuencia. En la Figura 2.6 se muestra la Sefial 1 afectada por un ruido, la expresion de esta sefial tiene
la forma: x;,, (1) = ‘ﬁ[e’ZOtzeBGm o401 pil6m y o =30i% pi60m n|. Las componentes que acompaiian a la
Seiial 1 representan el ruido donde n es una sefial de valores aleatorios con distribuciéon normal de media
0y desviacidn standard de 0,05, generada con el algoritmo randn de matlab. La sefal ruido se ilustra en
la Figura[2.5]y en ella se aprecian dos tipos de ruido: uno coloreado a las frecuencias de 8Hz y 30Hz y

otro aleatorio determinado por la funcién n.

En la Figura [2.7] se muestran los filtros utilizados para filtrar la sefal de la Figura[2.6] Se utilizarén
los algoritmos de matlab chevyl y butter para definir estos filtros. Los criterios de disefio fuerdn las fre-
cuencias de corte, 15Hz y 21Hz, y que la atenuacién creciera rapidamente fuera de la banda de paso, por

eso se escogierdn filtros de orden 6.
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2.2 Respuesta de filtros lineales e invariantes en el tiempo a sefiales que no varian con el tiempo
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Figura 2.4: Caracteristicas de la Sefial 1 en los dominios del tiempo y la frecuencia. a) Sefial real sin ruido
en el dominio del tiempo. b) Espectro en frecuencia de la sefal sin ruido. Fuente: Autor.
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Figura 2.5: Caracteristicas del ruido que se le adiciona a la Sefal 1 en los dominios del tiempo y la
frecuencia. a) Comportamiento del ruido en el dominio del tiempo. b) Espectro en frecuencia de la sefial
de ruido. Fuente:Autor.
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2.2 Respuesta de filtros lineales e invariantes en el tiempo a sefiales que no varian con el tiempo

Amplitud

fmplitud

Figura 2.6: Caracteristicas de la Sefial 1 con ruido en los dominios del tiempo y la frecuencia. a) Sefal
real afectada por el ruido, en el dominio del tiempo. b) Espectro en frecuencia de la sefial afectada por el
ruido. Fuente: Autor.
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Figura 2.7: Respuesta en frecuencia de los filtros de Butterworth y Chebyshev tipo 1 de orden 6 utilizados
para filtrar la sefial mostrada en la Figura Fuente:Autor.
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2.2 Respuesta de filtros lineales e invariantes en el tiempo a sefiales que no varian con el tiempo

Amplitud

Amplitud

Amplitud

Amplitud

Figura 2.8: Respuesta en el dominio de la frecuencia de las sefiales de entrada y salida a los filtros de
Butterworth y Chebyshevl. a) Espectro en frecuencia de la sefial sin ruido. b) Espectro en frecuencia
de la senal con ruido. ¢) Espectro en frecuencia de la sefial de salida del filtro de Chebyshev tipo 1 de
orden 6 para la senal de entrada con ruido. d) Espectro en frecuencia de la sefial de salida del filtro de
Butterworth de orden 6 para la sefial de entrada con ruido. Fuente: Autor.

En las figuras y se muestran los resultados del filtrado en el dominio de la frecuencia y el
tiempo respectivamente. Se observa de estas figuras que el resultado obtenido es dptimo en cuanto a que
se logra separar las componentes de ruido que no se superponen a la sefial, pero en lo que tiene que ver
con el ruido que se superpone a la sefial(sefial aleatoria), lo maximo que se logro fue una atenuacion de
este fuera de la banda de paso del filtro.

Este ejemplo deja claro como es el comportamiento de los filtros lineales e invariantes en el tiempo
ante dos tipos particulares de ruido, uno que se superpone a la sefial y otro que no, en el dominio de la
frecuencia. En el caso en que no se superpone el ruido con la sefial esta técnica ofrece la posibilidad de
separar muy efizcamente el ruido de la sefial y en el caso que se superpone el ruido con la sefal, lo mé-
ximo que ofrece esta técnica de filtrado es una atenuacion del ruido, algo conveniente ya que aumentaria
la razén senal a ruido.
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2.3 Respuesta de los filtros lineales e invariates en el tiempo a sefiales que varian en el tiempo
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Figura 2.9: Respuesta en el dominio del tiempo de las sefiales de entrada y salida a los filtros de Butter-
worth y Chebyshevl. a) Sefal sin ruido en el dominio del tiempo. b) Sefial con ruido en el dominio del
tiempo. c) Sefal de salida del filtro de Chebyshev tipo 1 de orden 6 para la sefial de entrada con ruido,
en el dominio del tiempo. d) Sefial de salida del filtro de Butterworth de orden 6 para la sefal de entrada
con ruido, en el dominio del tiempo. Fuente: Autor.

2.3. Respuesta de los filtros lineales e invariates en el tiempo a senales

que varian en el tiempo

A continuacién se muestran algunos ejemplos en los cuales los filtros lineales e invariantes en el tiem-
po, como el filtro de Chebyshev y Butterworth, no ofrecen resultados satisfactorios. Los ruidos tratados
en los ejemplos a continuacién tienen unas carateristicas bien especificas, diferentes por ejemplo a las del
ruido blanco, coloreado o gaussiano, para mostrar con unos ejemplos como las técnicas de filtrado lineal
e invariante en el tiempo no ofrecen resultados satisfactorios, cuando las senales a filtrar son variantes en

el tiempo.

En la Figura se muestra una sefial chirp(Sefial 2), de la forma sen(5m?) con su espectro en fre-
cuencia. En la Figura se muestra la Sefial 2 afectada por un ruido, la expresion de la sefial tiene la
forma:

_ _ 57r2 —80(t—3)? —80(t—3)? —80(t—3)2 —80(t—3)?
Xin(t) = sen(5T17) + 8o 572 (e | +30,1m/2le J+3-0,5m/2le [+3-0,1m2le Js
donde § 5/, representa la transformacion de Fourier fraccionaria de orden a. Las componentes que acom-
pafian a la expresién sen(5mt?) representan el ruido. El ruido presente en esta sefial es definido de forma

tal que se superpone a la sefial en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia de manera
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2.3 Respuesta de los filtros lineales e invariates en el tiempo a sefiales que varian en el tiempo

que cambia drasticamente la morfologia de la sefial pero que en el espacio de fase, distribucién tiempo-
frecuencia, la sefial no se superpone al ruido. Estas son las caracteristicas bajo las cuales se definio el
ruido que se adiciono a la Sefial 2. Este ruido se ilustra en la Figura[2.11} en ella se puede ver como este

ruido varia en el dominio del tiempo.
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Figura 2.10: Caracteristicas de la Sefial 2 en los dominios del tiempo y la frecuencia. a) Senal real en el
dominio del tiempo sin ruido. b) Espectro en frecuencia de la sefal sin ruido. Fuente: Autor.
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Figura 2.11: Caracteristicas del ruido que se le adiciona a la Sefial 2 en los dominios del tiempo y la
frecuencia. a) Comportamiento del ruido en el dominio del tiempo. b) Espectro en frecuencia de la sefial
de ruido. Fuente:Autor.
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Figura 2.12: Caracteristicas de la Sefal 2 con ruido en los dominios del tiempo y la frecuencia. a) Sefial
real afectada por el ruido, en el dominio del tiempo. b) Espectro en frecuencia de la sefial afectada por el
ruido. Fuente: Autor.

Para intentar separar el ruido de la sefial, se utilizardn ténicas de filtrado lineales e invariantes en el
tiempo, en este caso el filtro de Chebyshev tipo 1 y el filtro de Butterworth. Dado que la sefial se super-
pone con el ruido en todo el espectro, sobre todo en los extremos, como se ve en la Figura parte
b, se decide atenuar estas componentes ya que no se pueden retirar de la sefial debido a que esta parte
del espectro contiene informacion de la sefal. Para ello se plantean un filtro de Chebyshev tipo 1 y un
filtro de Butterworth, ambos de orden 2. Estos filtros se obtienen a partir de los algoritmos de matlab
chevyl y butter. Los filtros utilizados se muestran en la Figura[2.13| Para el disefio de estos filtros solo se
considero las frecuencias de corte, de 7,5Hz y 15Hz, que se obtuvierdn a partir del espectro de la sefial
y se selecciond el orden 2 para que el decaimiento fuese débil y no abrupto, permitiendo asi atenuar las

componentes en las cuales el ruido distorsiona considerablemente el espectro de la sefial.

Ya en las figuras y se muestran los resultados de aplicar los filtros desarrollados a la sefial
afectada por el ruido. Se muestran los resultados obtenidos en frecuencia y en el tiempo Figura [2.14] y
Figura [2.15] respectivamente. Estas figuras muestran que los resultados obtenidos al aplicar filtros lin-
eales e invariantes en el tiempo, a este problema en particular, no son los mejores, claramente los filtros
no ofrecen una estimacion apropiada de la sefial. Esto pone en evidencia que el comportamiento de filtros
lineales e invariantes en el tiempo ante ruidos como los decritos en este ejemplo no es el deseado, la

técnica presenta dificultades para atenuar estas componentes.

Tengase en cuenta que aqui no se ha sido riguroso en el disefio de los filtros utilizados, pero dada
la caracteristica del ruido los resultados no pueden ser mejorados substancialmente respecto a los aqui

mostrados.
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2.3 Respuesta de los filtros lineales e invariates en el tiempo a sefiales que varian en el tiempo

Hagnitude Respanse

Chebyl

0,6 T Butter ||

Hagni tude
= = =
& 5 %

=
a

0.1

Frequency (Hz)

Figura 2.13: Respuesta en frecuencia de los filtros de Butterworth y Chebyshev tipo 1 de orden 2 utiliza-
dos para filtrar la sefial mostrada en la Figura Fuente: Autor.
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Figura 2.14: Respuesta en el dominio de la frecuencia de las sefiales de entrada y salida a los filtros de
Chevyshev y Butterworth. a) Espectro en frecuencia de la sefial sin ruido. b) Espectro en frecuancia de la
sefial con ruido. c) Espectro en frecuencia de la sefial de salida del filtro de Chebyshev tipo 1 de orden 2
para la sefal de entrada con ruido. d) Espectro en frecuencia de la sefial de salida del filtro de Butterworth
de orden 2 para la sefial de entrada con ruido. Fuente: Autor.
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Figura 2.15: Respuesta en el dominio del tiempo de las sefales de entrada y salida a los filtros de Chevy-
shev y Butterworth. a) Seiial sin ruido en el dominio del tiempo. b) Sefal con ruido en el dominio del
tiempo. c¢) Sefial de salida en el dominio del tiempo del filtro de Chebyshev tipo 1 de orden 2 para la
sefial de entrada con ruido. d) Sefial de salida en el dominio del tiempo del filtro de Butterworth de orden
2 para la sefial de entrada con ruido. Fuente:Autor.

A continuacién se muestra otro ejemplo de filtrado haciendo uso de las herramientas convencionales.

En la Figura [2.16| se muestra la sefial x(r) = %{T275;_076n/2{e*5’2}}(Seﬁal 3), con su espectro en

frecuencia, donde T, 5, ¢ ¢z /> representa el operador traslacion fraccionaria definido previamente. En la
Figura se muestra la sefial x(¢) afectada por un ruido y su espectro, la expresion de esta sefial corre-
sponde a:

Xin(t) = 2[[9?[T2’5;_0’6n/2e_5t2 +n(t —1) +n(t —4)]], con n(t) = 20392 +4)  donde 2[...] representa el
operador sefial analitica y R[...| parte real. Las componentes n(t — 1) y n(t —4) representan el ruido de
la senal y la expresion Ty 5. gx /2{e‘5’2} representa la sefial analitica de la sefal sin ruido. Las carac-
teristicas de este ruido son similares a las definidas para la Sefial 2, se busca que el ruido se superponga a
la sefial en el dominio del tiempo y el dominio de la frecuencia cambiando drasticamente su morfologia
pero que en una distribucién tiempo-frecuencia, espacio de fase, la sefial y el ruido no se superpongan.
La Figura[2.T7|muestra las caracteristicas de la sefial de ruido en los dominios del tiempo y la frecuencia,

donde se aprecia la variacion de esta sefial con el tiempo.

Como se observa de la Figura[2.18] en este ejemplo el ruido se superpone a la sefial en ambos domini-
os, por lo que el comportamiento del filtro debe ser tal que presente un decaimiento lo mds pronunciado
posible, es decir que la respuesta del filtro sea tan parecida como se pueda a la de un filtro ideal, de
forma que al aplicar el filtro solo pasen las componentes que estan en el rango de frecuencias de la sefnal

original. A partir de estas consideraciones se seleccionarén las frecuencias de cortes, 5,5Hz y 8,5Hz, para
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2.3 Respuesta de los filtros lineales e invariates en el tiempo a sefiales que varian en el tiempo

el disefo de los filtro, los cuales se plantearén como filtro de Chevyshev tipo 1 y Butterworth de orden 6,

cuya respuesta en frecuencia se muestra en la Figura[2.19]
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Figura 2.16: Caracteristicas de la Sefial 3 en los dominios del tiempo y la frecuencia. a) Senal real en el
dominio del tiempo sin ruido. b) Espectro en frecuencia de la sefial sin ruido. Fuente: Autor. Fuente: Autor.
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Figura 2.17: Caracteristicas del ruido que se le adiciona a la Sefal 3 en los dominios del tiempo y la
frecuencia. a) Comportamiento del ruido en el dominio del tiempo. b) Espectro en frecuencia de la sefial
de ruido. Fuente:Autor.
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Figura 2.18: Caracteristicas de la Sefial 3 con ruido en los dominios del tiempo y la frecuencia. a) Sefal
real afectada por el ruido, en el dominio del tiempo. b) Espectro en frecuencia de la sefial afectada por el
ruido. Fuente: Autor.

Magnitude Response

T RO . SR | OSSP . O TUOr. SR, O Y . ST SO | SO

g
m
I
|

Chebyl
Butter

Magnitude
o
n
I
|

=
n

D s L e o R e B
0.2 |
0.1 -

| | | | | | |
15 20 25 30 35 40 4a
Frequency (Hz}

Figura 2.19: Respuesta en frecuencia de los filtros de Butterworth y Chebyshev tipo 1 de orden 6 utiliza-
dos para filtrar la sefial mostrada en la Figura [2.18] Fuente:Autor.
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2.3 Respuesta de los filtros lineales e invariates en el tiempo a sefiales que varian en el tiempo

En las Figuras [2.20] y 2.21] se muestran los resultados de aplicar los filtros desarrollados a la sefial
afectada por el ruido. Se muestran los resultados obtenidos en el dominio de la frecuencia y en el do-
minio del tiempo Figura y Figura respectivamente. Estos resultados también evidencian que el
comportamiento de los filtros lineales e invariantes en el tiempo ante la sefial con ruido aqui mostrada se
aleja de lo que seria el comportamiento deseado, ya que el resultado del filtrado no arroja una estimacién

aceptable de la senal sin ruido.

De los resultados de filtrado obtenidos para las sefiales ejemplo, se ve que debido a que la sefial y el
ruido se superponen en el dominio del tiempo y la frecuencia, los resultados obtenidos mediante técnicas
convencionales de filtrado lineal e invariante en el tiempo no son satisfactorios, ya que ninguno de estos
filtros, definidos mediante la teoria convencional permite separar el ruido de la sefial de una forma eficaz,
para el caso de los ejemplos aqui presentados. El objetivo del desarrollo de estos ejemplos era mostrar
que el comportamiento de los filtros lineales e invariantes en el tiempo ante sefiales con ruido como las
mostradas aqui, figuras 2.12]y [2.18] no es el deseado y se alejan de lo que pudiese considerar como un
resultado aceptable.

=
&
2

Anplitud
= oo
2 ok
2 8 5
T T

|

=

&y
<
F
k=3
o
z
[
b=
Wl
=

=Sy
=
1=
r
=S
w
=3
=
&
«
=

s
=3
2

Amplitud
B
s g
T

,_.

14

S
T

i
do
2
&
k=3
o
z
)
=3
W
=
S
e
=
ra
2
w
2z
2
&
@
2

400 T T T T T

00 - : : : : =
100 - ; : : : : -
i I | ] I i I ] |

Shih T T T T T

300 - i ; 4 : : |
100 i ; : : : : —
i i | ] I i I | I

-50 -40 =30 -0 -10 [} 10 20 30 40 50

Anplitud

fmplitud

Figura 2.20: Respuesta en el dominio de la frecuencia de las sefiales de entrada y salida a los filtros de
Chevyshev y Butterworth. a) Espectro en frecuencia de la sefial sin ruido. b) Espectro en frecuencia de la
sefial con ruido. c) Espectro en frecuencia de la sefial de salida del filtro de Chebyshev tipo 1 de orden 6
para la sefal de entrada con ruido. d) Espectro en frecuencia de la sefial de salida del filtro de Butterworth
de orden 6 para la sefial de entrada con ruido. Fuente: Autor.
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Figura 2.21: Respuesta en el dominio del tiempo de las sefales de entrada y salida a los filtros de Chevy-
shev y Butterworth. a) Senal sin ruido en el dominio del tiempo. b) Sefial con ruido en el dominio del
tiempo. c¢) Sefial de salida en el dominio del tiempo del filtro de Chebyshev tipo 1 de orden 6 para la
sefal de entrada con ruido. d) Sefal de salida en el dominio del tiempo del filtro de Butterworth de orden
6 para la sefal de entrada con ruido. Fuente: Autor.

En el siguiente capitulo se presentard la descripcion de una técnica de filtrado alternativa haciendo

uso de la convolucion fraccionaria, y se abordaran las mismas sefiales ejemplo tartadas aqui, mostrando

mejores resultados respecto a los obtenidos con técnicas convencionales.
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Capitulo 3

DESCRIPCION DE UN FILTRADO
VARIANTE EN EL TIEMPO HACIENDO
USO DE LA CONVOLUCION
FRACCIONARIA

El planteamiento del filtrado variante en el tiempo se realiza con base en la convolucién fraccionaria
y el operador traslacion fraccionaria. A partir de la definicién del operador traslacion fraccionaria, se

pueden describir trayectorias curvas en la distribucion de Wigner(espacio de fase de sefiales).

Dado que el operador traslacion fraccionaria, Tr.q depende de dos parametros, Ty O, si T varia de
forma creciente y para cada valor posible de T se le asocia un valor de o esto producira una traslacion
de la sefial sobre la distribucion de Wigner, en la direccion que indique o y T. Es de esta forma que se
pueden lograr trayectorias curvas sobre la distribucion de Wigner, se le asocia un valor de o para cada
valor de la variable 7, que luego al aplicarse el operador traslacién fraccionaria producira una traslacion
de la sefial a través de la curva descrita por &0 y T. A continuacidén se mostraran unos ejemplos con el
objetivo de ilustrar como puede ser utilizado el operador traslacion fraccionaria para trasladar una sefial

sobre la distribucién de Wigner.

En la Figura [3.1] se muestra una trayectoria tal que el pardmetro o es constante, para el ejemplo
T . . . . .
o = —0,6—. En la Figura se muestra una trayectoria tal que e pardmetro o varia en el tiempo en la
T T . . . .
forma o0 = 5 0,4+ §) Enla Flgura se muestra otro ejemplo de una trayectoria tal que el pardmetro
. L . ,
o varfa en el tiempo, ot = —5[1 — Ln(0,4 +7)]. En la Figura [3.4] se muestra una trayectoria tal que el

pardmetro o varia como: O = —56*0’24. Cada una de las graficas se generan a partir de la ecuacion

2
Tralf(t)] con f(t) = e 10 (sefial Gaussiana), donde f(¢) es seleccionada de modo tal que sea una sefial
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de soporte compacto, es decir, este limitada en el tiempo y la frecuencia, simplemente porque esta car-
acteristica permite ilustrar mejor la traslacion. La variable T varia de Os a 5s con pasos de 0,01s para
cada uno de los ejemplos y el parametro o es el descrito para cada uno de los casos. De las figuras se
observa que lo que permite las diferentes trayectorias es el pardmetro angular de la traslacion, o. Si este
es constante se obtienen trayectorias lineales, tal como se muestra en la Figura [3.1] y si este pardmetro

angular varfa en el tiempo se describen trayectorias curvas como es lo que se observa en las figuras [3.2]

B.3yB4

En las figuras [3.1] [3.2] 3.3] [3.4] solo se muestra el resultado de la traslacion para ciertos valores de T
suficientemente espaciados como para poder ver el efecto de la traslacién fraccionaria sobre la sefial f(t),
ya que si se representaran todos los posibles resultados no se veria claramente el efecto de la traslacion

fraccionaria ya que entre un valor de Ty otro hay solo una diferencia de 0,01s.

El algoritmo utilizado para generar estas graficas es TrasFrac3, el cual se detalla en el Anexo A y fue
programado por el autor de este trabajo. Las ecuaciones del parametro o relacionadas fueron planteadas
al azar, sin seguir ningun criterio en particular, con el tnico proposito de ilustrar el efecto de la traslacién
fraccionaria aplicada a una sefial, sobre la distribucion de Wigner, en casos en los cuales el parametro
Ol permanecia constante o variaba respecto de T, donde T representa una de las variables de la traslacion

fraccionaria.

fiHz)

Figura 3.1: DW de una Gaussiana trasladada en el espacio de fase a través de una linea recta mediante el
operador traslacion fraccionaria. Fuente: Autor.
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Figura 3.2: DW de una Gaussiana trasladada en el espacio de fase a través de una trayectoria curva
mediante el operador traslacién fraccionaria. Fuente:Autor.

FiHz)

Figura 3.3: DW de una Gaussiana trasladada en el espacio de fase a través de una trayectoria curva
mediante el operador traslacion fraccionaria. Fuente:Autor.

52



CAPITULO 3. DESCRIPCION DE UN FILTRADO VARIANTE EN EL TIEMPO HACIENDO
USO DE LA CONVOLUCION FRACCIONARIA

fiHz)

0
tis)

Figura 3.4: DW de una Gaussiana trasladada en el espacio de fase a través de una trayectoria curva
mediante el operador traslacién fraccionaria. Fuente:Autor.

Dado que la convolucidn fraccionaria puede ser escrita como:

[Frag]) ) = C3 | F(0)Tualg] )™ < G

De la Ecuacién|1.24] se puede interpretar de forma directa que esto corresponde a una convolucién a
través de una trayectoria curva en el espacio de fase, brindando asf la posibilidad de desarrollar filtrados
a traves de este tipo de trayectorias, siempre y cuando puedan ser parametrizadas mediante el pardmetro

o.. Es justo de esta manera que se define el filtrado variante en el tiempo en este trabajo.

La Ecuacién [3.T]es el soporte principal acerca de la idea de realizar filtrados a través de trayectorias
cuvas en el espacio de fase. Ademas las variables x y u son variables que representan el tiempo en el caso

particular en que se trabaje con sefales en el tiempo, justo lo que se hace en este trabajo.

Una caracteristica importante de la herramienta aqui mostrada, es que el desarrollo se realiza en el
dominio del tiempo y no en el espacio de fase. El espacio de fase(distribucion de Wigner) es utilizado
solo como representacion de la idea y el procedimiento, pero los cdlculos mediante los cuales se obtienen
los resultados de la convolucidn fraccionaria se realizan en el dominio del tiempo. Es importante aclararlo
debido a que esto garantiza que los resultados no violan el principio de incertidumbre. Esto no es una

preocupacion ya que el tratamiento se hace directamente en el dominio del tiempo.
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3.1. Algunas aplicaciones

A continuacion se mostrara sobre sefiales sintéticas, el resultado de usar un filtro a través de una
trayectoria curva haciendo uso de los algoritmos elaborados. Las sefiales sobre las cuales se mostrara el
filtrado que se propone en este trabajo, corresponden a la sefial 2 y sefial 3, con ruido, descritas en el
capitulo anterior, para las cuales se mostro que el filtrado lineal e invariante en el tiempo no tiene un

comportamiento 6ptimo respecto a la atenuacién del ruido que esta presente en estas sefiales.

Recuerdese que en los siguientes ejemplos, la representacion y el tratamiento se hard sobre la sefial
analitica y no sobre la sefial real. Entiendase sefial analitica como aquella sefial que contiene solo el es-
pectro correspondiente a las frecuencias positivas de la sefial real, es decir solo se utilizara el espectro
de la senal correspondiente a las frecuencias positivas, para mayor facilidad del procedimiento y la ilus-

tracion.

Enla Figura se muestra una sefal chirp de la forma sen(5mt?) afectada por un ruido. La expresién
matematica para la sefial mostrada en la parte b de la Figura[3.5]es:
— —3)2 _ _13)2 _ _13)2 _ _2)2
Xin(t) = sen(5%) + Fo 52/2[€ 303+ Fo 1m 2 [e BT 4§ g 5772 (e BT+ F g 1 jnle SO0,
Las componentes que acompaifian a la expresién sen(5nt?) representa el ruido. Ya en el capitulo anterior

se refirio que representaba cada una de las componentes del ruido en esta sefial.

En la parte a de la Figura [3.5] se muestra la distribucion de Wigner(DW) de la sefial analitica de la
sefial x;,, 2A[x;,] y en la parte ¢ de la misma figura, el espectro en frecuencia de la sefial analitica de la

sefial x;;,.

En la Figura 3.6 se muestra la sefial chirp sin ruido, Sefial 2, esta representaria la sefial deseada. La
expresion matemadtica para la sefial mostrada en la parte b de la Figura corresponde a: sen(Sntz), en
la parte a se muestra la distribucién de Wigner de la sefial analitica de la sefial sin ruido y en parte c el

espectro en frecuencia de la sefial analitica de la sefal sin ruido.

De las figuras [3.5]y [3.6] se nota que el ruido se superpone a la sefial tanto en el dominio del tiempo
como en el dominio de la frecuencia, de modo que el filtrado lineal e invariante en el tiempo(LIT), que
consiste en productos y convoluciones en el tiempo, no permiten separar el ruido en esta sefal de forma
efectiva, tal y como se mostro en el capitulo anterior. El filtrado LIT no resulta efectivo en este caso, a
causa que el ruido se superpone a la sefial en ambos dominios, tiempo y frecuencia, en una forma que

cambia drasticamente el aspecto de la sefial.
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Figura 3.5: Caracteristicas de la Sefial 2 con ruido en los dominios del tiempo y la frecuencia y distribu-
ciéon de Wigner(DW) de esta sefal. a) DW de la sefial analitica de la sefial afectada por el ruido. b) Sefial
real afectada por el ruido, en el dominio del tiempo. c) Espectro en frecuencia de la sefial afectada por el
ruido. Fuente: Autor.
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Figura 3.6: Caracteristicas de la Sefial 2 en los dominios del tiempo y la frecuencia y distribucién de
Wigner(DW) de esta sefial. a) DW de la sefal analitica de la sefial sin ruido. b) Sefial real sin ruido, en el
dominio del tiempo. ¢) Espectro en frecuencia de la sefial sin ruido. Fuente:Autor.
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Figura 3.7: Descripcion del filtrado variante en el tiempo sobre la Sefial 2 con ruido. a) DW de la sefial
analitica de la sefial afectada por el ruido. b) Trayectoria que sigue el filtro representada en la distribucion
de Wigner. c) DW de la sefial obtenida después del filtrado. Fuente: Autor.

Ahora, segtin el médelo tedrico mostrado en capitulos anteriores, mediante la convolucién fracciona-
ria existe la posibilidad, en este caso, de separar la sefal del ruido que a diferencia del filtrado LIT, los
resultados seran mads satisfactarios. En la Figura [3.7] se muestra el procedimiento llevado a cabo para
realizar el filtrado de la sefial mediante la convolucién fraccionaria. Primero se representa la sefial a
procesar en el espacio de fase de sefales, distribuciéon de Wigner, parte a de la Figura a partir de
esta representacion se estima la trayectoria a través de la cual se desarrollara el filtrado mediante la

. L - . . _80s2
convolucién fraccionaria, el filtro usado es una sefial Gaussiana descrita en la forma: h(t) = e=3"

y la
trayectoria que sigue este filtro es la ilustrada en la parte b de la Figura Esta trayectoria consiste en
un o = —0,62, es decir el pardmetro angular en todo punto de la convolucién es el mismo. Se selecciona
un filtro Gaussiano sin ningun criterio en particular, simplemente se utiliza para representar la idea del
filtrado que se propone en este trabajo. Debido a esto no se asegura que los resultados mostrados aqui
sedn Optimos, ya que no es proposito de este trabajo hacer un calculo de optimizacion para llegar al filtro

mads adecuado, dependiendo de la sefial a filtrar.

Al desarrrollar el filtrado mediante la convolucion fraccionaria, que es entendido como tomar la sefial
mostrada en la parte a de la Figura y convolucionarla con A(t) a través del la trayectoria descri-
ta en la parte b de la Figura se obtiene la sefial mostrada en la parte ¢. Claramente este desarrollo

logra lo que la teoria convencional no permitiria, y es separar el ruido de la sefial para este caso particular.
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En la de la Figura 3.8 se muestra comparativamente la sefial sin ruido con la obtenida al desarrollar
el filtrado. La parte a de la Figura es la sefial sin ruido en el tiempo, la parte b de la Figura es la
sefal en el tiempo obtenida a partir del filtrado realizado mediante la convolucion fracionaria. La parte
¢ de la Figura corresponde al espectro de la sefial analitica de la sefal sin ruido y la parte d de la
Figura[3.8| corresponde al espectro de la sefial analitica de la sefial obtenida a partir del filtrado realizado
mediante la convolucién fraccionaria. Como se muestra en esta figura, la sefial recuperada es similar a
la Sefial 2, es decir, el filtrado realizado permitio separar la Sefial 2 de la sefial de ruido y de esta forma

recuperar adecuadamente la sefial original.

Amplitud
=
Amplitud
=

G e s é. e R

B oabialeude
R oW

-
— T

Amplitud

2 2R R
fa = W om

'
Lo
= T

L 1 L L
-40 =30 —20 -10

Figura 3.8: Respuesta en el dominio del tiempo y la frecuencia del filtrado variante en el tiempo. a) Sefial
sin ruido, en el dominio del tiempo. b) Sefial obtenida después del filtrado, en el dominio del tiempo. c)
Espectro en frecuencia de la sefial sin ruido. d) Espectro en frecuencia de la sefial obtenida después del
filtrado. Fuente: Autor.

A continuacién se mostrard el desarrollo de otro ejemplo, donde se hard uso de la misma metodologia.

El ejemplo a continuacion corresponde a la Sefial 3 con ruido, definida en el capitulo anterior.

Se tiene una sefial cuya representacion matemética es: n(t) = 20eB30Ln(+4) "3 partir de esta se define
la sefial sintética afectada por un ruido cuya representacion matematica es:
Xin(t) = QL{EK{T275;_076E/26’5’2 +n(t —1)+n(r —4)}}. Las componentes n(r — 1),n(t — 4) representan
el ruido de la sefial y la expresién R{T, 5. ¢ 6x /2{6_5’2}} representa la sefial sin ruido, Sefial 3. Cada
una de las componentes del ruido de esta sefial fueron descritas en el capitulo anterior. Como se obser-

va, la sefial x;, () es una sefial compleja, esta representa la sefial analitica de la senal afectada por el ruido.
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Las partes a, b, ¢ de la Figura corresponden a la distribucién de Wigner de la sefial x;,(¢), parte
real en el tiempo de x;,(¢) y espectro de la sefial x;, () respectivamente. En las partes a, b, ¢ de la Figu-
ra se muestra la distribucion de Wigner de la sefial analitica de la sefal sin ruido, sefial real en el
dominio del tiempo y espectro en frecuencia de la sefial analitica de la sefial sin ruido respectivamente.
Al comparar las sefiales mostradas en las Figuras 3.9y se muestra que este ruido en particular se
superpone a la sefial tanto en el dominio de la frecuencia como en el dominio del tiempo. En este caso
si se quiere separar la sefial del ruido, las técnicas de filtrado lineales e invariantes en el tiempo(LIT)
no darfan los mejores resultados (entiendase técnicas de filtrado LIT, productos y convoluciones en el
tiempo), tal y como se mostro en el capitulo anterior para la Sefal 3, que corresponde a esta misma sefial.
El filtrado LIT no resulta eficiente en este caso, ya que este ruido cambia drasticamente la morfologia de
la sefial en el tiempo y en la frecuencia.
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Figura 3.9: Caracteristicas de la Sefial 3 con ruido en los dominios del tiempo y la frecuencia y distribu-
cion de Wigner(DW) de esta sefal. a) DW de la sefial analitica de la sefial afectada por el ruido. b) Sefial

real afectada por el ruido, en el dominio del tiempo. c) Espectro en frecuencia de la sefial afectada por el
ruido. Fuente:Autor.
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Figura 3.10: Caracteristicas de la sefial 3 en los dominios del tiempo y la frecuencia y distribucién de
Wigner(DW) de esta sefial. a) DW de la sefial analitica de la sefial sin ruido. b) Sefial real sin ruido, en el
dominio del tiempo. ¢) Espectro en frecuencia de la sefal sin ruido. Fuente: Autor.

Hasta aqui se pretende dejar claro que las técnicas de filtrado LIT no ofrecen resultados satisfactorios
a la hora de separar el ruido de la sefal en el ejemplo antes descrito, Figura [3.9] asi que se hard uso de
la metodologia propuesta en este trabajo para llevar a cabo el filtrado de ésta sefial para mostrar que esta
ofrece mejores resultados que las técnicas de filtrado LIT.

El primer paso es obtener la trayectoria mediante la cual se lleva a cabo el filtrado de la sefial, parte
b de la Figura esta se obtiene a partir de la distribucion de Wigner de la sefial x;, (), parte a de la
Figura[3.T1] Luego se lleva a cabo la convolucién fraccionaria entre la sefial mostrada en la parte a de la
Figura y el filtro que estd representado por la ecuacion h(t) = 802 G4 5 (ravés de la trayectoria
mostrada en la la parte b de la Figura[3.11} Esta trayectoria corresponde a un ot = a(t)E donde a(t) cor-

responde a un vector de valores igualmente espaciados logaritmicamente entre 10723 y 10791, obtenido
con el algoritmo logspace de matlab. El resultado de este filtrado es el mostrado en la parte ¢ de la Figura
Cabe aclarar que la parte b de la Figurarepresenta la trayectoria que sigue la sefial 4(¢) cuando
se lleva a cabo la convolucidn fraccionaria. Esto muestra que este procedimiento de filtrado, al igual que
en el ejemplo anterior, consiste en un filtrado variante en el tiempo, ya que las trayectorias descritas por
los filtros en el espacio de fase asi lo permiten interpretar, porque de éstas se observa que las componentes

frecuenciales del filtro varian en el tiempo.
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Figura 3.11: a) DW de la sefial analitica de la sefal afectada por el ruido. b) Trayectoria que sigue el
filtro representada en el espacio de fase de sefiales. ¢) DW de la sefal obtenida después del filtrado.
Fuente:Autor.

Se escoge un filtro Gaussiano sin ningun criterio en particular, simplemente se utiliza para represen-
tar la idea del filtrado que se propone en este trabajo. Debido a esto no se asegura que los resultados
mostrados aqui sedn 6ptimos, ya que no es proposito de este trabajo hacer un calculo de optimizacién

para llegar al filtro més adecuado, dependiendo de la sefial a filtrar.

En la Figura se muestra comparativamente la sefial sin ruido con la obtenida al desarrollar el
filtrado mediante la convolucion fraccionaria. La parte a de la Figura[3.12)es la sefial sin ruido en el tiem-
po, la parte b de la Figura[3.12]es la sefial en el tiempo obtenida a partir del filtrado realizado mediante
la convolucién fracionaria. La parte ¢ de la Figura corresponde al espectro de la sefial analitica de
la sefial sin ruido y la parte d de la Figura [3.12] corresponde al espectro de la sefial analitica de la sefial
obtenida a partir del filtrado realizado mediante la convolucién fraccionaria. Como se observa en estas
figuras, este filtrado no logré separar completamente la sefial del ruido, a la sefial le acompafian algunos
vestigios del ruido. Esto podria deberse a un error numérico o a que la trayectoria escogida no permite

separar completamente el ruido.
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Figura 3.12: Respuesta en el dominio del tiempo y la frecuencia del filtrado variante en el tiempo aplicado
sobre la Sefial 3 con ruido. a) Seiial sin ruido en el dominio del tiempo. b) Sefial obtenida después del
filtrado en el dominio del tiempo. ¢) Espectro en frecuencia de la sefial sin ruido. d) Espectro en frecuencia
de la sefial obtenida después del filtrado. Fuente: Autor.

El hecho que la sefial no haya sido separada completamente del ruido, en este caso no representa
mayor problema, ya que como se ve de la Figura[3.12] la escencia de la sefial es recuperada y esas com-
ponentes del ruido son facilmente separables de la sefial mediante una técnica de filtrado LIT. Justamente
esto es lo que se lleva a cabo y es mostrado en la Figura[3.14] la parte a de la Figura [3.14] representa el
espectro de la sefal deseada, la parte b, de la misma figura, corresponde al espectro de la sefial recuperada
mediante la convolucion fraccionaria. La parte ¢ representa el espectro de la sefial que resulta al pasar la

sefial mostrada en b a través de un filtro de Chebyshev tipo 1 de orden 6. En este resultado se observa que

la sefial se recupera de forma satisfactoria.

El algoritmo utilizado para disefiar el filtro chevyl de matlab y su respuesta en frecuencia del filtro se
muestra en la Figura[3.13] Los criteros de disefio que se tuvierén en cuenta fuerén: frecuencias de corte,

5,5Hz y 8,5 Hz, y de orden 6 para que la respuesta fuese lo mas parecida a la ideal.
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Figura 3.13: Respuesta en frecuencia de un filtro de Chevishev tipo 1 de orden 6, utilizado para mejorar
el resultado de la convolucién fraccionaria, descrito en la Figura @ Fuente:Autor.
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Figura 3.14: Respuesta en el dominio de la frecuencia de las sefiales de entrada y salida al filtro de
Chebyshev. a) Espectro en frecuencia de la sefial sin ruido. b) Espectro en frecuencia de la sefal recu-
perada mediante la convolucidn fraccionaria. ¢) Espectro en frecuecnia de la sefial de salida del filtro de
Chebyshev donde la sefial de entrada es la mostrada en b. Fuente:Autor.

62



3.1 Algunas aplicaciones

200 T T T T T 200

150
100 -
| AP, AR - : ] 5

fAmplitud
=

Amplitud
o

-5 F
-100 -
—15Q F--

=200
-15

300

250 -

200

(eI )
=
=4

o
=3

Amplitud
Amplitud
=
2

100 -

G e o : : : : = 50

Figura 3.15: Respuesta en el dominio del tiempo y la frecuencia obtenida mediante un filtrado variante en
el tiempo seguido de un filtrado LIT aplicado sobre la Sefial 3 con ruido. a) Sefial sin ruido en el dominio
del tiempo. b) Senal en el dominio del tiempo recuperada haciendo uso de la convolucién fraccionaria
y luego filtrada mediante un filtro de Chebyshev. c) Espectro en frecuencia de la sefal analitica de la
sefal sin ruido. d) Espectro en frecuencia de la sefial analitica de la sefial recuperada haciendo uso de la
convolucion fraccionaria y luego filtrada mediante un filtro de Chebyshev. Fuente:Autor.

En la Figura se muestra comparativamente la sefial sin ruido con la obtenida al desarrollar el
filtrado mediante la combinacién de la convolucidén fraccionaria y un procedimiento de filtrado LIT des-
crito en el parrafo anterior . La parte a de la Figura es la sefial sin ruido en el tiempo, la parte b de la
Figura [3.15]es la seiial en el tiempo obtenida a partir del filtrado realizado mediante la convolucién fra-
cionaria seguido del filtro de Chevyshev. La parte ¢ de la Figura [3.15|corresponde al espectro de la sefial
analitica de la sefial sin ruido y la parte d de la Figura|3.15|corresponde al espectro de la sefial analitica
de la sefial obtenida a partir del filtrado realizado mediante la convolucién fraccionaria seguido del filtro

de Chevyshev. Ya en estas gréficas se observa un mejor resultado si lo comparamos con el mostrado en

la Figura[3.15]

Cabe resaltar que el algoritmo desarrollado realiza el filtrado en el dominio del tiempo y no en el
espacio de fase, el espacio de fase solo es utilizado como representacion del procedimiento, por lo que
en este caso no es un problema cumplir con el principio de incertidumbre, ya que el tratamiento de las

sefales se realiza en el dominio del tiempo.
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3.2. Resumen del procedimiento de filrado variante en el tiempo

propuesto en este trabajo

Este tipo de filtrados tiene aplicacion directa sobre sefiales que tienen perfiles curvos en el espacio
de fase, tal es el caso de la sefial de radar(Figura [3.16)), y el caso de la sefal sismica (Figura[3.17), que
corresponde a una traza sismica. En la figura se ilustra la trayectoria que permitiria obtener la sefial

deseada, claramente presenta un perfil curvo.

Basicamente el procedimiento para llevar a cabo el filtrado que se propone en este trabajo, consiste
primero en representar la sefial en el espacio de fase mediante la distribucion de Wigner. A partir de
esta representacion obtener la trayectoria curva en términos del pardmetro o.. Con la descripcion de la
trayectoria en términos del pardmetro o se lleva a cabo la convolucién fraccionaria en el tiempo y de esta
forma se desarrolla el filtrado. Este es en resumen el procedimiento que se plantea en este trabajo para

llevar a cabo el filtrado.

Se mostro mediante algunos ejemplos que el filtrado antes descrito presenta un buen desempefio ante
sefales con ruido, tal que el ruido no se superpone a la sefial en el espacio de fase de sefiales, distribucién
de Wigner, pero si la sefial se superpone al ruido en el espacio de fase de sefiales, lo que se podria buscar
en este caso es una atenuacion de este ruido, tal y como se hace en el filtrado LIT. Ante esta caracteristica
del ruido las técnicas no difieren, pero bajo el filtrado que se propone en este trabajo tocaria resolver el
problema de determinar la trayectoria 6ptima y el filtro ptimo para llevar a cabo el filtrado de la sefal,
tal y como lo plantea Wiener en el caso estacionario. Pero este problema de optimizacién no es abordado
en este trabajo, se deja planteado como un tabajo futuro haciendo evidente las potencialidades de esta

herramienta.

En este trabajo no se pretende dar un planteamineto que resulte eficaz a la hora de abordar un prob-
lema practico, el objetivo principal de este trabajo es ilustrar una alternativa con el soporte matematico
correspondiente, proponiendo un procedimiento diferente a los ya existentes, mostrando para un caso
sencillo que efectivamente el procedimiento se puede llevar a cabo, pero para que pueda ser aplicado a

problemas préacticos, a esta idea le faltan desarrollos adicionales.
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Figura 3.16: Distribucion tiempo—frecuencia de una sefial de radar. Fuente: [18]].
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Figura 3.17: Distribucién tiempo—frecuencia de una traza sismica. Fuente: [18]].
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Capitulo 4

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En este capitulo se presentan las conclusines del trabajo realizado asi como los posibles futuros tra-

bajos que podrian realizarse.

4.1. CONCLUSIONES

Este trabajo se realizo con el fin de plantear un filtrado variante en el tiempo utilizando la convolu-
cién fraccionaria, como alternativa a los procedimientos existentes para el tratamiento de sefiales no
estacionarias. Se pretende con esto establecer un aporte a la teoria de procesamiento de sefales, siendo

una herramienta atin en proceso de desarrollo.
Los objetivos planteados en este trabajo se cumplierdn plenamente como seresume a continuacion.

Se demostro que la convolucién fraccionaria entre dos sefiales es una convolucién a través de ejes
oblicuos en el espacio de fase de sefiales, distribucion de Wigner. Es esta propiedad la que permite llevar

a cabo el filtrado planteado en este trabajo.

En este trabajo se plantea un algoritmo para implementar cada una de las definiciones propuestas:

traslacién fraccionaria y convolucién fraccionaria en el lenguaje de Matlab.

También se demostro que para ordenes fraccionarios variantes en el tiempo, el operador de traslacion
fraccionaria describe trayectorias curvas de filtrado en el espacio de fase de sefiales, distribucion de Wign-

er, lo cual corresponde a filtros variantes en el tiempo.

Con el desarrollo tedrico descrito y los algoritmos realizados en este trabajo, se ha propuesto un fil-
trado variante en el tiempo con base en la convolucién y traslacion fraccionaria lo cual representa un

aporte a la teoria de filtrado. Profundizando un poco més en su desarrollo podria llegar a representar una
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alternativa mds a la hora de tratar situaciones que impliquen tratamiento de sefiales no estacionarias.

A partir de los ejemplos simulados, se mostro que mediante el filtrado variante en el tiempo propuesto
en este trabajo se obtienen mejores resultados que los obtenidos a partir de una técnica de filtrado lineal

e invariante en el tiempo, para algunos ejemplos concretos.

Otro aspecto que se demostro fue que la convolucidén convencional es un caso particular de la con-
volucién fraccionaria, por lo que el filtrado lienal e invariante en el tiempo es un caso particular del

filtrado variante en el tiempo propuesto en este trabajo de grado.

Una de las caracteristicas importantes de este trabajo es que el filtrado propuesto se realiza en el tiem-

po por lo que no hay violacién del principio de incertidumbre.

Finalmente los resultados mostrados tiene un soporte tedrico bien fundamentado lo cual permite ver
de forma bien detallada en que consiste la técnica de filtrado, por ende se pueden entender mejor sus

alcances y sus posibles falencias.

4.2. TRABAJO FUTURO

Lo que seguiria a este trabajo seria la definicion de un filtro 6ptimo, el cual estime la trayectoria en
términos del pardmetro o, de modo que se obtenga la mayor relacion sefial a ruido posible, seria este un

filtro adaptativo en términos del parametro alpha.

Se propone la exploracion de filtrados hibridos, es decir utilizar la técnica de filtrado propuesta en

este trabajo de grado junto con técnicas de filtrados lineales e invariantes en el tiempo.

También se propone revisar los algoritmos que permiten implementar cada definicién propuesta, e
intentar mejorarlos en el sentido de permitir andlisis de sefiales mds complejas de una forma que sea

préctica.
Explorar la posibilidad de utilizar la distribucién de Wigner para segmentacion de sefales variantes

en el tiempo, lo cual permitiria caracterizar los problemas de calidad de la energia eléctrica debido a

perturbaciones transitorias y de corta duracion.
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ANEXO A

A continuacién se presentan los algoritmos desarrollados para llevar a cabo la convolucién frac-
cionaria, la traslacion fraccionaria entre otros. Cabe aclarar que estos algoritmos fueron propuestos en el

lenguage de programacion Matlab.

A1 Algoritmo para obtener la convolucion fraccionaria(convat?)

function convfrac=convat2(f,g,a)

o\°

Funcion que realiza la convolucién fraccionaria

o\

entre las seflales f y g pero a un orden que varia en el tiempo.

o\

o\

convat2 (f, g, a)

o\

o\°

f,g->sefiales a convolucionar,

o\

o\

a-> vector que representa el orden de la convolucidn.

o  o°

o\°

alpha=a*pi/2;
Ng=length(g);

Nf=length (f);

deltaxf = sqgrt (Nf);
deltaxg =1/sqrt (Nf+Ng);

if mod(Nf, 2)==0
xf = [-(Nf/2):(Nf/2)-1]/deltaxf;
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else
xf = [-(Nf-1)/2: (Nf-1)/2]/deltaxf;

end

f_aux=f.*exp (2i*pi*xf.*xf.*cot (alpha));
g_aux=zeros (Nf,Ng+Nf-1);

convfrac=zeros (1,Nf+Ng-1);

for i=1:Nf

g_aux(i,:)=[zeros(l,i-1) g zeros(l,Nf-i)];

end

I=1;
for i=-(Nf+Ng)/2: (Nf+Ng) /2-2

convfrac (j)=f_aux.*exp(-2i*pi*deltaxg*i*xf.*cot (alpha))*g_aux(:,]);

J=3+1;

end
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A2 Algoritmo para obtener la traslacion fraccionaria representada

en el espacio de fase, distribucion de Wigner (TrasFrac)

function Trasfracf=TrasFrac(x,tau,a,Ts)

% Funcion que produce la traslacidén fraccionaria de una seflal x

o\

o\°

x--> sefal a trasladar

o\

tau--> parametro temporal de la traslacidén fraccionaria

o\

a-—> orden angular de la traslacién fraccionaria

o\

Ts——> tiempo de muestreo de la sefial de entrada

x_new=[zeros(1,1000) x zeros(1l,1000)];
x_new_tras=[zeros(1l,1000+tau) x zeros(l,1000-tau)];
N=length (x_new);

n=linspace (-N/2,N/2,N);

Trasfracf=x_new_tras.*exp((-2i*pi*tau*n*cot (a*pi/2))/N).*exp ((li*pi*cot (a*pi/2)*tau”2)/N);

wvd (Trasfracf,1,1024,Ts);grid on;
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A3 Algoritmo para describir la trayectoria, en la distribucion de

Wigner, del filtro propuesto( 7rasFrac3)

function wd=TrasFrac3(x,a,Ts)

o\

Funcion que produce la traslacion fraccionaria de una seflal x.

o\

o\

A diferencia de TrasFrac, TrasFrac3 superpone varias traslaciones,

o\°

haciendo psible describir la taryectoria que describe el filtro.

o°  oe

o\

x--> sefal a trasladar

o\

tau--> parametro temporal de la traslacidén fraccionaria

o\°

a-—> orden angular de la traslacién fraccionaria

% Ts-—> tiempo de muestreo de la senal de entrada

% Se supone que la sefial empieza en el tiempo 0.

x_new=[zeros(1,1000) x zeros(1,1000)];
N=length (x_new);
wd=wvd (x_new,1,1024,0.01);

if length(a)>1
alpha=0.5*pi*linspace(a(l),a(length(a)),N);
else alpha=0.5*pi*a*ones(1,N);

end

y=alpha/ (0.5%pi);

for tau=100:150:800

x_new_tras=[zeros(1l,1000+tau) x zeros(l,1000-tau)];

n=linspace (-N/2,N/2,N);
Trasfracf=x_new_tras.*exp((-2i*pi*tau*n*cot (alpha (tau)))/N).*exp((li*pi*cot (alpha (tau)) *tau
wd_aux=wvd (Trasfracf,1,1024,Ts);

wd(:,N/2+tau-40:N)=wd_aux (:,N/2+tau-40:N);

end
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t=Ts* (-N/2:N/2-1);
fs=1/Ts;
f=(fs/2)*[-N/2:N/2-1]/N;
imagesc(t, f,real (wd));xlabel ("t (s)’);ylabel (' £(Hz)");

axis('xy’);

grid on
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A4 Algoritmo para obtener la distribucion de Wigner(wvd)

function [y,tmin, tmax] = wvd(z, res, fa, Ts)

$WVD Wigner-Ville time-frequency distribution.

o\

USAGE: y=wvd (x, res, fa)

o\

or

o\°

[y,min_t,max_t]=tfd(...)

% INPUT:

% vA - Complex input signal (column- or row vector).
% If signal is real use hilbert (x).

% res - Number of samples between the windows.

% Good value: res=1

% fa - Length of frequency axis.

% (Default value: half the signal length.)

% Ts - Sampling time of input signal

% OUTPUT:

Y - Contains the distribution. Each row represents
% a frequency, each column a time instant.

% min_t - first time-instant of distribution

% max_t - final time-instant of distribution

% /

% Author: Rene Laterveer, R.Laterveer@fel.tno.nl

% Ref: - B. Boashash, "Time- Frequency Signal Analysis, methods and

o\

applicatoions", Chapter 7, Wiley Halsted Press (1992)

o\

This software may be freely used and modified for research and development

o\

purposes. If you wish to use it for commercial gain please contact me.
I provide absolutely NO WARRANTY for this software.
/

Copyright: Rene Laterveer

o° o

o\
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nplts = floor (length(z)/res);

% make even for two transforms at once
nplts = floor (nplts/2)*2;

Q

% make window length nearest odd integer to fa

lwin = 2*floor((fa-1)/2)+1;
hlf = (lwin+l)/2-1;

tmin = 1;

tmax = length(z);

[

% zero padding to remove wrap around problems

z = [zeros(l,lwin-1), z, zeros(l,lwin-1)];

y = zeros (nplts, fa);

R = zeros(l, fa);
idx = 1:hlf;

for n=0:nplts/2-1

t = 2*n*res+lwin;

R(1) = z(t)*conj(z(t)) + li*z(t+res)*conj(z(t+res));
vl = z(t+idx).*conj(z (t-1idx));

v2 = z(t+res+idx).*conj(z (t+res-idx));

R(idx+1) = v1+1li*v2;

R(fa-idx+1) = conj(vl)+li*conj(v2);

RF = fft (R, fa);

y(2*n+l,:) = real (RF);
y(2*n+2,:) = imag(RF);
end

y = fftshift(y’,1);
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t=Ts* (-nplts/2:nplts/2-1);
fs=1/Ts;

imagesc(t,0.5*fs*[-fa/2:fa/2-1]/fa, real (y));

axis(’xy’)
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A5 Algoritmo para obtener la transformacion de Fourier fraccionaria( fracf’

$FAST COMPUTATION OF THE FRACTIONAL FOURIER TRANSFORM

%by M. Alper Kutay, September 1996, Ankara

%Copyright 1996 M. Alper Kutay

%This code may be used for scientific and educational purposes
$provided credit is given to the publications below:

%Haldun M. Ozaktas, Orhan Arikan, M. Alper Kutay, and Gozde Bozdagi,
%Digital computation of the fractional Fourier transform,

$IEEE Transactions on Signal Processing, 44:2141--2150, 1996.
%Haldun M. Ozaktas, Zeev Zalevsky, and M. Alper Kutay,

%The Fractional Fourier Transform with Applications in Optics and
%Signal Processing, Wiley, 2000, chapter 6, page 298.

%The several functions given below should be separately saved
$under the same directory. fracF(fc,a) is the function the user
%should call, where fc is the sample vector of the function whose
$fractional Fourier transform is to be taken, and ‘a’ is the
Stransform order. The function returns the samples of the a’th
%order fractional Fourier transform, under the assumption that
%the Wigner distribution of the function is negligible outside a

%circle whose diameter is the square root of the length of fc.

function[res]=fracf (fc, a)

o\°

This function operates on the vector fc which is assumed to

o\

be the samples of a function, obtained at a rate 1/deltax

o\°

where the Wigner distribution of the function f is confined

o\

to a circle of diameter deltax around the origin.

o\

(deltax”2 is the time-bandwidth product of the function f.)

o\

fc 1s assumed to have an even number of elements.

o\

This function maps fc to a vector, whose elements are the samples

o\

of the a’th order fractional Fourier transform of the function f.

o\

The lengths of the input and ouput vectors are the same if the

o\

input vector has an even number of elements, as required.
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[

% Operating interval: -2 <= a <= 2

Q

% This function uses the ‘core’ function corefrmod2.m

N = length(fc);
if fix(N/2) ~= N/2
error ("Length of the input vector should be even’);
end;
fc = fc(:);

fc = bizinter(fc);

fc = [zeros(N,1); fc ; zeros(N,1)];

flag = 0;

if (a>0) && (a<0.5)

flag = 1;
a = a-1;
end;

if (a>-0.5) && (a<0)

flag = 2;
a = atl;
end;

if (a>1.5) && (a<2)

flag = 3;
a = a-1;
end;

if (a>-2) && (a<-1.5)

flag = 4;
a = atl;
end;
res = fc;
if (flag==1) || (flag==3)
res = corefrmod2(fc,1);
end;

79



ANEXO A

if (flag==2) || (flag==4)
res = corefrmod?2 (fc,-1);
end;
if (a==0)
res = fc;
else
if (a==2) || (a==-2)

res = flipud(fc);
else

res = corefrmod? (res,a);
end;

end;

res = res (N+1:3*N);

res = bizdec(re

e S e e e S S e e e S S S D e S e e e o D B S B S e e e D D B D S S S e e D B D S S S S e D e D B S 2 e e e e D B B P 2 2

function[res]=corefrmod2 (fc, a)

o\

Core function for computing the fractional Fourier transform.
Valid only when 0.5 <= abs(a) <= 1.5

o\°

o\

Decomposition used:

o\

chirp mutiplication - chirp convolution - chirp mutiplication

deltax = sqgrt (length(fc));

phi = a*pi/2;

N = fix(length(fc));
deltaxl = deltax;
alpha = 1/tan(phi);
beta = 1/sin(phi);

x = [-cell (N/2):fix(N/2)-1]/deltaxl;
fc = fc(:);
fc = fc(1:N);
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fl = exp(-li*pi*tan(phi/2)*x.*x); %$multiplication by chirp!

f1 = £f1(:);

fc = fc.*fl;
X = x(:);

clear x;

t =[-N+1:N-1]/deltaxl;
hlptc =exp(li*pi*beta*t.*t);
clear t;

hlptc = hlptc(:);

N2 length (hlptc);

N3 = 2" (ceil(log (N2+N-1)/1log(2)));

hlptcz = [hlptc;zeros(N3-N2,1)];

fcz = [fc;zeros (N3-N,1)];

Hefft = ifft (fft(fcz).*fft (hlptcz)); % convolution with chirp
clear hlptcz;

clear fcz;

Hc = Hcfft (N:2*N-1);

clear Hcfft;

clear hlptc;

Aphi = exp(-1i*(pi*sign(sin(phi))/4-phi/2))/sqrt (abs(sin(phi)));
xx = [-cell (N/2):fix(N/2)-1]/deltaxl;

f1 = f1(:);

res = (Aphi*fl.*Hc)/deltaxl; % multiplication by chirp!

if (fix(N/2) ~=N/2)
res2(1:N-1) = res(2:N);

res2 (N) = res(1l);
res = res2;
end;
res = res(:);
clear f1
clear Hc
35355555555 %5%5%5%5%55 5555555555555 %55%5 %555 5555555555555 %%5%%%%%
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function xint=bizinter (x)

N=length (x);

im = 0;

if sum(abs(imag(x)))>0
im = 1;

imx = imag(x);

X = real(x);
end;
X2=x(1);
x2=[x2."; zeros(l,N)];
xX2=x2(:);
xf=fft (x2);
if rem(N,2)==1 N = odd

N1=fix (N/2+1); N2=2*N-fix (N/2)+1;
xint=2*real (1fft ([xf(1:N1); zeros(N,1) ;xf(N2:2*N)]."));
else
xint=2*real (1fft ([x£(1:N/2); zeros(N,1) ;xf(2*N-N/2+1:2*N)]1.7));
end;
if (im == 1)
x2=imx (:);

x2=[x2."; zeros(l,N)];

xX2=X2(:);
xf=fft (x2);
if rem(N,2)==1 gN = odd

N1=fix (N/2+1); N2=2*N-fix (N/2)+1;

xmint=2*real (ifft ([xf(1:N1); zeros(N,1) ;xEf(N2:2*N)]."));
else

xmint=2*real (1fft ([xf(1:N/2); zeros(N,1) ;xf(2*N-N/2+1:2*N)]."));
end;
xint = xint + li*xmint;

end;

xint = xint (:);
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function xdec=bizdec (x)

k = 1:2:1ength(x);
x(k);

xdec

function F2D=fracF2D(f2D, ac, ar)

[M,N] = size(f2D);
F2D = zeros (M,N);

if ac ==
F2D = f2D;
else
for k = 1:N
F2D(:,k) = fracf(f2D(:,k),ac);
end;
end;

F2D = conj(F2D');

if ar ~= 0
for k = 1:M

F2D(:,k) = fracf(F2D(:,k),ar);
end;

end;

F2D = conj (F2D'");
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