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RESUMEN

TITULO: EL ESPACIO DE KALTON-PECK ~
AUTOR: JEISON ARLEY MORENO CARRILLO ™

PALABRAS CLAVE: F-ESPACIOS, SUMAS TORCIDAS, PROPIEDADES 3-ESPACIOS, ESPACIOS
CUASINORMADOQOS, ESPACIO DE KALTON-PECK.

DESCRIPCION:

Un F-espacio es un espacio vectorial topolégico completamente metrizable. Un F-espacio Z es una suma
torcida de dos F-espacios X y Y si Z contiene un subespacio X, isomorfo a X y tal que Z/ X, es isomorfo
a Y. Si una propiedad P definida en espacios cuasinormados cumple que se verifica para X siempre que
se verifique para Xy y Z/ X, se denomina propiedad 3-espacios. En este trabajo estudiamos el proceso que
Kalton y Peck llevaron a cabo para responder al problema 3-espacios para espacios de Hilbert formulado
por Palais de la siguiente manera: ;Si Y y X/Y son espacios de Hilbert, X debe ser isomorfo a un espacio
de Hilbert? Recolectamos los elementos basicos de los espacios cuasinormados. También, presentamos
algunos resultados obtenidos por Kalton y Peck en la teoria de sumas torcidas, y utilizamos argumentos
originales para detallar el proceso con el que se construye el Espacio de Kalton-Peck. Obtenemos formas
de simplificar la construccion de sumas torcidas usando aplicaciones cuasilineales, cuasiaditivas, Lipschitz
y posteriormente aplicamos estos resultados para el caso de espacios de sucesiones, donde luego
definimos el Espacio de Kalton-Peck como suma torcida de dos espacios de sucesiones.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Michael Alexander Rincén Villamizar, Doctor
en Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: THE KALTON-PECK SPACE ~
AUTHOR: JEISON ARLEY MORENO CARRILLO ™

KEYWORDS: F-SPACES, TWISTED SUMS, 3-SPACE PROPERTIES, QUASINORMED SPACES,
KALTON-PECK SPACE.

DESCRIPTION:

An F'-space is a completely metrizable topological vector space. An F-space Z is a twisted sum of two
F-spaces X and Y if Z contains a subspace X, isomorphic to X and such that Z/ X, is isomorphic to Y. If
a property P defined on quasinormed spaces satisfies that it is verified for X whenever it is verified for X,
and Z/X, it is called a 3-space property. In this paper we study the process that Kalton and Peck carried
out to answer the 3-spaces problem for Hilbert spaces formulated by Palais as follows: If Y and X/Y are
Hilbert spaces, must X be isomorphic to a Hilbert space? We collect the basic elements of quasinormed
spaces. Also, we present some results obtained by Kalton and Peck in the theory of twisted sums, and use
original arguments to detail the process by which the Kalton-Peck Space is constructed. We obtain ways
to simplify the construction of twisted sums using quasilinear, quasiadditive, Lipschitz applications and then
apply these results to the case of sequence spaces, where we then define the Kalton-Peck Space as a
twisted sum of two sequence spaces.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Michael Alexander Rincén Villamizar, Doctor
en Matematicas.



Introduccion

Dada una propiedad P para espacios normados, X un espacio normado con un
subespacio cerrado Y tal que Y y X/Y tienen la propiedad P, nos preguntamos:
¢ Esto implica necesariamente que X tenga la propiedad P? Si la respuesta es positiva,
decimos que P es una propiedad 3-espacios. Problemas de esta naturaleza también
se le conocen como problemas 3-espacios. Uno de los primeros problemas 3-espacios
conocidos en el que este concepto pudiera tener sus origenes se encuentra en el
problema de PALAIS ', que plantea la siguiente pregunta: ;Si Y y X/Y son espacios
de Hilbert, X debe ser isomorfo a un espacio de Hilbert? Esta pregunta es la que
motiva nuestro trabajo. Sin embargo, fue hasta la mitad de la década de los setenta
cuando, cronolégicamente, se empiezan a conocer resultados acerca de estos problemas
(salvo el trabajo de KREIN y SMULLIAN, quienes alrededor de 1940 prueban que
la reflexividad es una propiedad 3-espacios). Es conocido que propiedades como la
inyectividad, proyectividad, tener dimension finita, B-convexidad son 3-espacios. Por otro
lado, también hay propiedades que no son 3-espacios. Contraejemplos surgen con la
solucion de ENFLO, LINDENSTRAUSS Y PISIER al problema de Palais en 2, donde
responden de manera negativa a su pregunta, mostrando que existe un espacio no Hilbert
X y un subespacio Y de X tales que Y y X/Y son ambos espacios de Hilbert.

Recordemos que si Y y Z son espacios normados, el producto Y & Z := Y x Z con
las operaciones de suma y multiplicacién usuales, admite una estructura de espacio
normado (considere por ejemplo lanorma || - ||: (y,2) € Y x Z — ||y|| + ||z]|). Lo anterior
sugiere un método para construir ejemplos de propiedades que no sean 3-espacios:
es suficiente encontrar dos espacios Y y Z con la propiedad dada tales que Y @& Z
no la tenga. Una limitacion de esta idea es que los espacios Y y Z resultan ser
complementados en Y x Z. De tal suerte que este método no sirve para mostrar que
la propiedad de ser Hilbert no es 3-espacios puesto que todo subespacio cerrado de un
espacio de Hilbert es complementado.

A pesar que la idea anterior no da luces sobre el problema de Palais, en ® Kalton modifico

1 Joram LINDENSTRAUSS y H. P. ROSENTHAL. The L, spaces. Israel Journal of Mathematics, 7,
325-349, 1969.

2 Per ENFLO, Joram LINDENSTRAUSS vy Gilles PISIER. On the “Three space problem”. Mathematica
Scandinavica, 36(2), 199-210, 1975.

3 Nigel J. KALTON y N. T. PECK. Twisted sums of sequence spaces and the three space problem.
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tal construccion considerando el caso en que la norma con que dotamos a Y x Z esté
“torcida”por alguna aplicacion homogénea F': Z — Y de la siguiente forma || - ||r: (y,2) €
Y x Z v |lz| + |ly — F(z)||. Esta aplicacion define una cuasinorma en Y x Z, y bajo
ciertas condiciones resulta ser equivalente a una norma (ver pagina 2 en 4, y Teorema
1.6.k en °). El espacio Y x Z junto con la cuasinorma || - | es llamado suma torcida de
Y y Z. A partir del desarrollo en la teoria de sumas torcidas, Kalton y Peck en 1979 dan
una solucion alternativa al problema de Palais, construyendo un espacio que es suma
torcida de los espacios ¢, y que no es isomorfo a un espacio de Hilbert. Este espacio
es conocido actualmente como el espacio de Kalton-Peck. En palabras de Kalton, el
enfoque de sumas torcidas “parece una construccién mas global y algo mas simple” al
enfoque dado por Enflo, Lindenstrauss y Pisier. El objetivo de esta tesis es estudiar la
construccion del espacio de Kalton-Peck como solucion al problema 3-espacios de Palais
con base en la teoria de sumas torcidas, y a su vez, detallamos con exhaustividad y con
algunos argumentos originales los detalles en los resultados que en muchas ocasiones
Kalton omite en el articulo estudiado.

Resumimos aqui la organizacion de este trabajo. En el primer capitulo recolectamos los
elementos y conceptos basicos en espacios cuasinormados y propiedades 3-espacios
que necesitamos para la comprension del resto del trabajo. En el Capitulo 2, mostramos
que las sumas torcidas no ftriviales son identificadas por unas aplicaciones llamadas
“cuasilineales”. Posteriormente, aplicamos los resultados del Capitulo 2 para presentar,
en el Capitulo 3, el espacio de Kalton-Peck.

Transactions of the American Mathematical Society, 255, 1-15, 1979.

4 Felix C. SANCHEZ y Jesus M. F. CASTILLO. Report on twisted sums of Banach spaces. Extracta
mathematicae, 11(2), 384-387, 1996.

5 Jesls CASTILLO y Manuel GONZALEZ. Three-space problems in Banach space theory. Vol. 1667.
Springer Science & Business Media, 2010.



1. Preliminares

En este capitulo hacemos una revision de los principales elementos y conceptos que
utilizaremos en el resto del trabajo. En la primera seccion mostramos algunas definiciones
y ciertos resultados en la teoria de espacios cuasinormados. En la segunda seccion
introducimos las propiedades 3-espacios y mostramos algunos ejemplos.

1.1. Definiciones y resultados basicos

Definicion 1.1. Una cuasinorma sobre un espacio vectorial real X es una funcion || - || :
X — R que satisface:

1. ||z|| > 0 paratodo x € X con x # 0;
2. ||tz|| = |t|||x|| paratodo x € X y t € R;
3. Existe C' > 1tal que ||z +y|| < C(||z]| + ||y||) para todo =,y € X.

Elpar (X, || - ||) es llamado espacio cuasinormado. La constante C' es llamada modulo de
concavidad.

Observacion 1.2. Si || - || es una cuasinorma en X, entonces || - || induce una topologia
vectorial sobre X, en la que la base de vecindades de cada « € X esta dada por
los conjuntos NV, = {N C X : exister > 0tal que B(a,r) C N}. Una prueba de este
resultado puede consultarse en 6, pagina 55.

Definicion 1.3. Un subconjunto B de un espacio vectorial topolégico X es acotado si
dada cualquier vecindad del cero U tenemos que B C nU para algun entero n.

Definicion 1.4. Se dice que un espacio vectorial topoldgico es localmente acotado si
posee una vecindad acotada del cero.

El siguiente teorema tomado de 7, pagina 159 (1), expone una equivalencia entre los
espacios localmente acotados y los espacios cuasinormados. En virtud de este teorema,
podemos suponer que cuando estemos tratando con espacios localmente acotados, ya
estos estaran dotados de una cuasinorma.

6 Albert WILANSKY. Modern methods in topological vector spaces. Courier Corporation, 2013.

7 Gottfried KOTHE. Topological Vector Spaces I. Grundlehren der Math. Wissenschaften, 1969.
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Teorema 1.5. La topologia de un espacio vectorial topoldgico E es dada por una
cuasinorma si E es localmente acotado. Reciprocamente, un espacio cuasinormado
siempre es localmente acotado.

Definicidon 1.6. Sea X un espacio vectorial. Si ||-||: X — R satisface las condiciones 1, 2
de la Definicion 1.1, y ademas ||z +y||” < ||z||” + ||ly||” (propiedad llamada p-subaditividad)
para todo x,y € X, diremos que || - || es una p-norma.

Es facil ver que toda p-norma en X es una cuasinorma, pues basta observar que si
x,y € X, entonces

e +yll = (lz +yI")7 < ()l + lylP)? < 27 max{|l]], [lyll} < 27 (2] + ly])-

A continuacion presentamos un resultado muy util que usaremos a lo largo de este
trabajo, seguido de un teorema de Aoki y Rolewicz que muestra que toda cuasinorma
es equivalente a una p-norma.

Lema 1.7. Sea (X, ||-||) un espacio cuasinormado con médulo de concavidad K. Sip > 0
es tal que K = 2/~ entonces para todo 1, x, ..., z,, € X se tiene que

n n 1/p
S| <avr (Z Hxiup) .
=1 =1

Demostracion. Sea C' = 2K. Note que si 2,y € X, entonces ||z + y|| < K(||z]| + |ly]|) <
C' méax{||z|, |ly||}. Afirmamos que para cada x4, ..., z, € X se tiene que

n
D
i=1

Usaremos induccion sobre n. Para n = 2 es claro. Suponemos que la férmula es valida
para n > 2. Entonces

< méx  C¥||ay]|.

1<k<n

1+ -+ + T | < Cméx{[|laall, lza + -+ + znga |1}

1<k<n

ngéX{Hle, max CkakHH}

= max C’kakH,
1<k<n+1
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completando el paso inductivo. Definamos H: X — R por

/b si 2V/p < ||z|| < 27 con n € Z;
H(z) = _
0, siz=0.

Por tanto, ||z|| < H(z) < 2'/7||z|| para todo = € X. Veamos ahora que
|21 + -+ xp|| < 2YP(H(21)P + -+ + H(z,)P)YP, siay,...,z, € X.

Lo anterior probara el lema puesto que si z1,...,z, € X, entonces

n n 1/p n 1/p n 1/p
in < Ql/p (Z H(xi)p> < ol/p (Z 2||Ii||17> — 4l/p <Z ||xl||p> )
i=1 i=1 i=1 =1

Procedemos por induccion sobre n. Para n = 1 es claro. Suponga que la desigualdad
vale para m. Sean xy,...,z,41 € X,y supongamos que ||z1|| > [jzzf > -+ > ||zmea]-
Examinemos dos casos.

1. Los elementos del conjunto {H(z;) : 1 <i < m+ 1} son todos distintos. Considere
H(z;) = 2"y H(x;_1) = 2™/P donde n,m € Zy 1 < i < m + 1. Si sucede que
llzi1]| < 2P, entonces ||z;| < ||lzi1]| < 277,y asi H(x;) = H(x;_1), pero esto no
puede ser. Por tanto H(z;) = 27 < ||z;_|| < H(x;—y) = 2™/7. Asi, m > n, 0 bien
m > n + 1. En consecuencia,

H(z) 2

H(zxiy) 2m/p 20/ < 9V = H(x;) < 27VPH (w0).
Ti-1 m

Como i fue arbitrario, se tiene que H(z;) < 27 VPH(z;_1) < 272/PH(z;_9) < -+ <
20=0/PH(31), con 1 < i < m + 1. Por lo tanto, C?||z;|| < C'H(z;) = 2/PH(z;) <
2P =0/P () = 2YPH(zy) < 2YP(H(z1)? + --- + H(zmy1)?)/?. De lo anterior,

a1+ -+ ] < mixicgn CHlaell < 2/P(H @) 4+ + HzaP) 7,

2. Si H(z;) = H(x;) para algunos i, j distintos. Suponga : > j. Entonces existe r € Z
tal que 20D/ < ||z|| < [Jwia]l < -0 < o]l < 2777, Luego 20D/P < x| <
|z,|| < 2'/P. De esta manera,

2 + x4 < Cméx{||a;], |z} < 20TD/P
= H(zj+zj40)" <2770 = H(w;)" + H(zj)",

11



Finalmente, usando la hipétesis inductiva encontramos que

m—+1 p m+1
Z:)ﬁi <2 ( Z H(Ii)p—l—H(x]——i—Iﬁ-l)p) < QZH(Ii>p
i=1 =1

i#j,j+1

m+1

<4l
i=1

Esto completa la prueba del teorema. O

Teorema 1.8 (Teorema de Aoki-Rolewicz 8). Si || - || es una cuasinorma en X, entonces
existen C > 0,0 < p < 1 y una p-norma ||-|| en X tales que ||z||/C < ||z|| < ||z| para
cualquier x € X.

Demostracion. Sea p como en la prueba del lema anterior, es decir, K = 2'/7~! > 1. Note
que 0 <p < 1.Sea |-||: X — R dada por

n 1/p n
[ = inf (ZHMV) x=> xjp, TEX
j=1 j=1

Es claro que ||z|| < |z||. Ademas, si (z;)}_; C X es tal que z = 3 7, x;, entonces

j=1
ol = || 52

1/p
< 41/p <Z?:1 ||xj||1’> . De manera que

n 1/p n
]| < 47 inf (Z H%’Hp> pa= x; 0 =47z,
P =1

y por tanto, ||z||/4'/? < ||=||. Veamos ahora que ||-|| es una p-norma. Si C' = 4'/7, tenemos
que ||z]|/C < ||z|| < ||z| para cada z € X. Asi, ||z|| > 0siz # 0y ||z|| = 0siz = 0.
Ahora, sit € R\ {0}, entonces

n 1/p n
ll¢]| = inf (ZH%H”) =)
j=1 Jj=1
n 1/p n
ot (Zthﬂ!”) =3 b = [l
j=1 J=1

8  Stefan ROLEWICZ. Metric linear spaces. 1972.
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Por dltimo, veamos que ||-|| es p-subaditiva. Note que

S S n m n m
{Z lill7 = Y 2= :c+y} 2 {ZH%H”ZH%HP DR y}
J=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

Para ver esto, sean z,y € X,con " a; =2y > " y; = yydefina (z;)71" C X de la
siguiente manera:

Yj—n, Sin+1<j7<m+n.

Asi,
m+n m+n
Z H%H”Z ly;11” = Z 251+ >l = Z e LN
Jj=n+1
m+ m+n
szzz,zj—l— Z zj:ij+Zyj:x+y.
j=1 j=1 j=n+1 j=1 j=1

En consecuencia,

llz + ylI” = {Z 2017 zz =+ y}
<in {ZH%II“ZH%II” sz—w Zyz—y}
= nf{ZijHp:in:x}+1’nf{2||yj||p:2y¢=y}
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

= [l=lI” + lyll”.

]

Observacion 1.9. Es sencillo verificar que toda p-norma induce una métrica. Si || - || es
una p-norma sobre un espacio vectorial X, entonces d(z,y) = || — y||?, =,y € X define
una métrica.

Definicion 1.10. Un espacio p-Banach es un espacio p-normado que es completo con la
métrica inducida por la p-norma.

Definicion 1.11. Un espacio localmente acotado completo es llamado espacio
cuasi-Banach.

13



Definicion 1.12. Un espacio localmente acotado X es localmente p-convexo (o solo
p-convexo), 0 < p < 1, si tiene una vecindad acotada V' de 0 tal que az + By € V
siempre que z,y € V' y |alP + |B]F < 1.

Observacion 1.13. Tal como un espacio normado induce una norma sobre el cociente
entre este y un subespacio cerrado, se puede definir de una manera analoga una p-norma
para el cociente entre un espacio p-normado y un subespacio cerrado de él.

En virtud del teorema anterior, podemos decir dada una cuasinorma || - ||, la p-norma
-/l genera la misma topologia de || - ||. En adelante denotaremos por ||| a la p-norma
equivalente a la cuasinorma || - || en cuestion.

Definicion 1.14. Un F-espacio es un espacio vectorial topoldgico que es completamente
metrizable.

Ejemplo 1.15. 1. Los espacios de Banach y los espacios vectoriales topoldgicos
Hausdorff de dimension finita son F-espacios.

2. {,con 0 < p < 1esun F-espacio con la métrica dada por d(z,y) = > ", |Zn — Yn|?
si z,y € {,. Sin embargo, ¢, con la topologia inducida por esta métrica no es un
espacio de Banach.

Algunos otros ejemplos de F-espacios que no son Banach se estudian en ®, pagina 85.
El siguiente resultado ha sido tomado de °, pagina 170.

Teorema 1.16 (Teorema de la aplicacion abierta). Sean E,F dos F-espacios. Toda
aplicacion lineal continua y sobreyectiva de E en F' es abierta.

Finalizamos esta seccion presentando una variacion del teorema de extensién lineal
continua para espacios p-normados, y un segundo teorema mas especializado
relacionado al problema de seleccion, que siguiendo la demostracion para el caso de
espacios de Banach en '°, Proposicion 7.2, puede mostrarse para espacios p-Banach.

Teorema 1.17. Sean Z y Y espacios p-Banach, y T: Zy, — Y, un operador lineal y
continuo entre dos subespacios densos Z, C Z yY, C Y. Entonces T tiene una extension
T: Z — Y lineal y continua. Mas aun, si T es abierta y sobreyectiva, y ker(T) es denso
enker(T), entonces T también es sobreyectiva.

9 Frangois TREVES. Topological vector spaces, distributions and kernels. Acad. Press New York, 1967.

10 Ernest MICHAEL. Continuous Selections. I. Annals of Mathematics, 63(2), 361-382, 1956.
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Demostracion. La demostracion de existencia de la extension es analoga al caso para
espacios métricos, donde 7' es definida por

~

T:7Z =Y

z— lim T(z,), Si(2.)nen € Z) s tal que z, — 2.

n—o0

De manera que nos enfocaremos ahora en mostrar la sobreyectividad de 7". Supongamos
que T es sobreyectiva, abierta y ker(T) = ker(7). Sea S: Yy — Z/ker(T) dada por
S(y) = wy + ker(T) si wy € Z, es tal que T(w,) = y y denotemos por S: Yy — Z/ ker(T)
al operador dado por S(y) = w + ker(T) si w € Z es tal que T(w) = y. Observe que
S~z +kerT) = Tz para cada z € Z,, y como T es abierta, se sigue que S es continua.
Veamos que S es también continua. Si y € Y;, entonces S(y) = z + ker(T') donde z € Z,

con T'(z) = y. Luego,

)Hz n ker(T)H‘p — mf{||z — k||” : k € ker(T)}
< inf{||lz — k||” : k € ker(T)}
= Iz + ker(T)[I” = ISWII” < M]ly[l”,

para alguna M > 0. De esta forma, se tiene que S es continua. Para mostrar la
sobreyectividad, sean y € Y dado y (y.)nen € Yo' tal que y, — y. ASl, (Yn)nen
es de Cauchy, y como S es lineal y continua, la sucesion (S(yn))neN también es de
Cauchy. Ademas, por la continuidad de 7'y la completitud de Z, tenemos que Z/ ker(T)
es completo, por lo que S(y,) — z + ker(T) para algin z € Z. Sea x; € T ().
Entonces existe k! € ker(T) tal que ||(z1 — z) + k|| < )H(wl —2) + ker(T)‘HerQ—l. Como

ker(T') es denso en ker(T'), podemos tomar k; € ker(7') de manera que ||ki — k|* <
~ p
’H(:pl —2z)+ ker(T)m . Asi, obtenemos

~ p
s = 2) + Fall” < Wws = 2)+ K7 + ks = K2 < 2| 21 = 2) + er(D)|” + 27

Definimos 2z, = z; + ki. Para 2, € T-(y,), existe k} € ker(T) tal que ||(z2 — 2) + 3| <
~ p
’H(:pg—z)Jrker(T)m + 272, y nuevamente podemos escoger k, € ker(T) tal que

ks — k2P < (2o — 2) + ker(T)H " de donde

~ p
w2 = 2) + kall” < w2 = 2) + K3lIP + ks — K3 I” < 2] (2 = 2) + Ker(D)|| + 272
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Defina 2z = x5 + ko. Asi, para cada n € N, dado z,, € T~ *(y,,) existe k,, € ker(T) tal que
lzn = 2017 < 2| (2 = 2) + Ker(D)|| + 277,

donde z, = z, + k,. De esta forma construimos las sucesiones (z,,)nen Y (2n)nen €N Zp.
Observe que lim,, ., 2, = z. Claramente, (2,)neny € Z0' Y limy, o0 T(2,) = iy, o0 Y = ¥-
Luego T'(z) = y y T es sobreyectiva, completando asi la prueba. O

El siguiente resultado sera de utilidad en el trabajo. Para una prueba vea '°, Proposicion
7.2.

Teorema 1.18. Sean E y F espacios de p-Banach, y sea u una aplicacion lineal continua
de E sobre F. Entonces, para todo \ > 1, existe una aplicacion continua f : F — FE tal
que, para todo x € F,

1. fla) € (o),
2. If@IP < Mnt{lyll” : y € u (@)},

3. f(ax) = af(z) para todo escalar c.

1.2. Propiedades 3-espacios

Como ya mencionamos anteriormente, las propiedades 3-espacios contemplan la
estructura de un espacio dado desde el punto de vista de sus subespacios y cocientes,
y dan un camino para probar que un espacio tenga alguna propiedad. En esta corta
seccion, nos referimos a ellas nuevamente y presentamos algunos ejemplos clasicos de
las propiedades 3-espacios.

Definicion 1.19. Sea P una propiedad definida para espacios cuasinormados. Decimos
que P es una propiedad 3-espacios en la categoria de los espacios cuasinormados Si
todo espacio cuasinormado X posee la propiedad P, siempre que exista un subespacio
cerrado M tal que M y X/M satisfagan la propiedad P.

Ejemplo 1.20. La completitud es una propiedad 3-espacios en la clase de los espacios
p-normados.

Demostracion. Sean (X, ||-||) un espacio p-normado, y Y un subespacio cerrado.
Supongamos que Y y X/Y son completos. Sea (z,).eny Una sucesion de Cauchy en
X. Como |[(zn, — xm) + Y|P < ||z — zx||” para cada n,m € N, la sucesién (z,, + Y),, es
de Cauchy en X/Y y por tanto converge a algun y + Y. Para cadan € N, escoja z, € Y
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tal que ||z, —y + z.|I” < |[(zn, —y) + Y||” + 27", Luego, Si y, = =, — y + 2, entonces
lim y,, = 0. Por otro lado, (z,),, es de Cauchy en Y puesto que

Iz = 2mll” = (20 =y + 20) = (Tm = Y + 2m) + Tm — "

= llgn = ym + 2m = 2all” < llym = ymll” + llzn — zmll”,  m,n € N.

Por la completitud de Y, z, — z para algun z € Y. De lo anterior, se tiene que lim x,, =
limy, +vy — 2, =y — z. Por lo tanto, X es completo. H

Ejemplo 1.21. La propiedad de tener dimension finita es 3-espacios.

Demostracion. Sean X un espacio cuasinormado y M un subespacio cerrado de X tal
que My X/M tienen dimension finita. Entonces existen my,...,m, € My zy,...,2s € X
tal que {m,,...,m,} esunabasepara My {z;+M,...,xs+ M} es una base para X/M.
Afirmamos que {my,...,m,,z1,...,z,} €s una base para X.

Supongamos que a;my + - -+ + a,m, + a1 121 + - - - + a1z, = 0 para algunos escalares
aig,...,0.45 € ROEntonces a, 121 + -+ - + oy 55 = —(ymy + -+ - + am,) € M, y de esto

(T + M)+ -+ apis(zs + M) =0.

Como {z; + M,...,z, + M} es linealmente independiente, tenemos que o, = -+ =
a,+s = 0. Ahora, aymy + -+ + a.m, = 0. De la independencia lineal de {m,...,m,},
concluimos que a; = - -+ = @45 = 0.

Finalmente, si = € X, existen escalares «y,...,a talesque x + M = > ;| ap(xy + M).
Asi, v — > 7, ayxy € M. Luego, existen escalares i, ..., 3, tales que =z — Y ;| agxy, =
> w1 Bxmy. Se sigue entonces que = = Y ;_, axx, + »_,_, Bwmy. De lo anterior, X es
generado por {my,...,m,, x1,...,Ts}. ]

Ejemplo 1.22. La separabilidad es una propiedad 3-espacios.

Demostracion. Sean X un espacio cuasinormado con médulo de concavidad C > 1y M
un subespacio de X tal que M y X/M son separables. Supongamos que {m,, : n € N}
y {z, + M : n € N} son conjuntos densos numerables de M y X /M, respectivamente.
Mostraremos que {x; +m,}; jen €S denso en X.

Sean z € X ye > 0 dados. Entonces existe i € Ntal que ||(x —z;)+ M| < ¢/3C. Podemos
tomary € X deformaquey+ M = (x —x;)) + My ||y|| < ||(x — x;) + M|| + ¢/3C. Como
r—x; —y € M, existe j € Ntal que ||z —z; —y —m;|| <e/3C. Por tanto

lz = (i +my)| < Cllw =z =y = myll + lyll) <e.
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O]

Ejemplo 1.23. La reflexividad es una propiedad 3-espacios en la clase de los espacios
de Banach. Una prueba de este ejemplo puede consultarse en ', pagina 105.

Al contrario de las anteriores, existen propiedades que no son 3-espacios. En el Capitulo
3 mostraremos que la propiedad de ser Hilbert no es una propiedad 3-espacios. Para
mas ejemplos véase °, pagina 232.

" Robert E. MEGGINSON. An introduction to Banach space theory. Vol. 183. Springer Science &
Business Media, 2012.
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2. Sumas torcidas

En este capitulo abordamos la teoria de sumas torcidas, su construccion y la relacién que
comparten con las aplicaciones cuasilineales. En particular, veremos que toda aplicacién
cuasilineal induce una suma torcida y toda suma torcida es equivalente a una inducida
por una aplicacion cuasilineal. Veremos también bajo diferentes condiciones, como
determinar que dos sumas torcidas son equivalentes (Seccion 2.2). También veremos
como a partir de una funcion cuasiaditiva se construye una aplicacion cuasilineal (Seccién
2.3).

2.1. Preliminares de sumas torcidas

Definicidon 2.1. Sean X,Y y Z F-espacios. Diremos que Z es una suma torcida de X y
Y si existe una sucesion exacta corta de la forma

05XLz2%y o,

donde j y ¢ son aplicaciones lineales continuas tales que ker ¢ = im j.

Observacion 2.2. Por definicion de sucesion exacta tenemos que {0} = ker(j), esto
significa que j es inyectiva. Ademas, la imagen bajo ¢ de Z es el kernel de la aplicacién
nula definida en Y. Por tanto, ¢(Z) = Y y ¢ es sobreyectiva. Por el Teorema 1.16, la
aplicacion inversa a j definida sobre j(X) es continua. Por otro lado, si denotamos por g
a la aplicacion candnica de Z/j(X) en Y y dado que ¢ es lineal, continua y sobreyectiva,
del teorema de la aplicacién abierta ¢ es homomorfismo, y de '2, Proposicion 1.2 de la
pagina 75, se tiene que g es un isomorfismo. Por tanto, j y ¢ definen isomorfismos entre
XyjX)cZ,yZ/j(X)yY respectivamente.

Reciprocamente, si X, es un subespaciode Ztalque j: X — X,y S: Z/X, — Y son
isomorfismos lineales, entonces 0 — X 2y 7 9y 5 0 define una suma torcida, donde
q(z) = S(z + Xo). En otras palabras, Z es suma suma torcida de X y Y si, y solo si, Z
contiene un subespacio X, isomorfo a X y tal que Z/X, es isomorfoa Y.

De la observacion anterior, podemos obtener los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3. = RessumatorcidadeZyR/Z.

2. H. SCHAEFERYy M. P. H. WOLFF. Topological Vector Spaces. Alemania: Springer New York, 1999.
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» /., es suma torcida de ¢y y {/co.

Definicion 2.4. Sean X, Y y Z F-espacios cuasinormados, y supongamos que Z es
suma torcida de X y Y, esto es,

0-XLz%y o.

Si ||jx|| = ||=|| para cada x € X y ||y|| = inf{||z|| : ¢z = y} para cada y € Y, diremos que
Z es una suma torcida isométricade X y Y.

Observacion 2.5. Si Z es una suma torcida isométrica de X y Y, entonces Z tiene un
subespacio j(X) isométrico a X y tal que el cociente Z/;j(X) es isométrico a Y. En efecto,
si y = qz, entonces

[yl = mf{{jw] : qw =y} = Wmf{|[z +ul| : qu =0}
= mf{[]z +ul - v e j(X)} =z + (X

Definicion 2.6. Sean XY F-espaciosy Z,, Z, dos sumas torcidas de X y Y.

1. Diremos que 7, y Z, son equivalentes si existe una aplicacion lineal continua T :
Zy — Z, tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

J1

0 y X y 7) —2 5y s 0
lix lT liy
0 s X B2,z 2Ly > 0.

Aqui ix denota la aplicacion identidad sobre el espacio X.

2. Diremos que 7, y Z, son proyectivamente equivalentes si existe una aplicacion
lineal continua T": Z; — Z, y escalares no nulos a y S tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

J1

0 s X y 7, — Ly

[ s

0 sy X 25 7, 2.y > 0.

e}

g

aty

—

g
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Observacion 2.7. En 1y en 2, gracias al Lema de los cinco '® (Lema 7.1 de la pagina
184), podemos decir que T' es necesariamente inyectiva y sobreyectiva. Por el Teorema
1.16, T' es un isomorfismo.

Desde ahora restringiremos nuestro estudio de sumas torcidas a F-espacios localmente
acotados (ver Teorema 1.5). Un resultado de Roelcke presentado a continuacién muestra
que la suma torcida de F-espacios localmente acotados es un F-espacio localmente
acotado, esto es, ser localmente acotado es una propiedad 3-espacios. Una prueba
puede ser consultada en '*, Teorema 1.1.

Teorema 2.8. Sea X un F-espacio yY C X un subespacio cerrado localmente acotado.
Si X/Y es localmente acotado, entonces X es localmente acotado.

Dados dos F-espacios X y Y, la forma mas simple de construir una suma torcida entre
estos es tomando su suma directa X @ Y dotandolo con las operaciones y la topologia
usual. Una suma torcida Z de X y Y que sea equivalente a X @ Y la llamaremos trivial.

Teorema 2.9. Suponga que X yY son espacios p-Banach y que Z es una suma torcida
de X yY cuasinormada por p-norma. Entonces Z es proyectivamente equivalente a una
suma torcida isométricade X y Y.

Demostracion. Sean j: X — Zyq: Z — Y las aplicaciones que inducen la suma torcida.
La Observacién 2.2 conlleva por la continuidad a que existan constantes oy 5 > 0 tales
que ||z|| < B|ljx| paracada x € X,y inf,.cx ||z — jz| < al|qz|| para cada z € Z. Defina

Izllo = mf (|2 = jal” + 577 (|=[P)/7, 'y
zeX
Izllx = méx(allgz], ||z[lo)

siz e Z.Como ||z]lo < ||z]] ¥ «@llgz]] < a||q||||z|| para todo z € Z, tenemos que |z||; <
max(al|ql], 1)||z| si z € Z. Afirmamos que || - ||, es una p-norma en Z. Dados z,w € Z'y
e > 0, existen xy, x; € X tales que

e+ 11210 = [lz = jxoll” + B77[lzoll?, Y

e+ wlf = lw = gz [P + 87|z "

William S. MASSEY. A basic course in algebraic topology, Graduate texts in mathematics. 3.2 ed.
Vol. 127. Springer, ISBN 978-0-387-97430-9, 2012.

Nigel J KALTON. The three space problem for locally bounded F-spaces. Compositio Mathematica,
37(3), 243-276, 1978.
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Se sigue que

2e + ||| + llwlly > ||z = jzoll” + lw — jz1||” + B7P||zol|” + 87|21 ||
> ||z 4w — j(zo + 21)[|” + 7|20 + 21 ||
> ||z +wlff.

De lo anterior, ||z + w|f < ||z||} + |Jw|/}. Ahora, si z € Z\ {0} y z ¢ j(X), entonces
qz # 0 = ||¢z|]| > 0, de donde ||z]|; = méax(al|¢z]||, ||z]lo) > «||gz|| > 0. Por otro lado, si
z € j(X), z = j2’ para algun 2’ € X con 2’ # 0, entonces

lzllo = fnf (lj(2" = 2)|P + B2 [l|”)'/* > nf (B’ — al|” + B7[l]|")"P > 57"l > 0.

Asi, ||z]s = méax(algz|[, ||zllo) > [|2]lo > 0. Sea ahorat € R. Sit = 0, [|tz|l; = ||0]; =
max (0, |0]lo) = 0. En caso contrario, la aplicacion x — tx de X en X es biunivoca. Por
lo que {([[tz — jull” + 8P |ul?)/? : w e X} = {(|[tz — jtall’ + B7|tx[|P)/* - = € X}. Asi,
Itzllo = inf (|[t= — gull” + B [lul")
— ¢ _ i4a||P —p »\1/p
inf (|[t= — jtz||” + 577[tx(]”)
_ : _ ia|lP —p r\1/p
[t} mE (Il2 = jl” + 577 [|=[|*)
= [t[l[=llo-
En consecuencia, [|tz|y = max(a|gtz|, |[tz]lo) = |t|méx(allqz], ||zll0) = |t|||z]1. Sean

7, el espacio cuasinormado (Z, || - |l1),y T: Z — Z; la aplicacidn identidad. Entonces el
siguiente diagrama conmuta:

J q

0 > X > 7 > Y > 0
oo e e
0 » X il > 1 Yy > 0.

Ahora bien, para ver que Z; es suma torcida isométricade X y Y, sea x € X. Tenemos
que allgBizl = apllgjz| = 0, pues j(X) = ker(q). Luego,

1Bjzlly = méx{allgBjzll, [|Bjzllo} = max{0, [[Bjzllo} = [[Bixlo.

Por otra parte, por definicion ||3jxz|lo = infuex (||7(Bz —2")|[P + B377||2’||?)"/?. Como B||ju| >
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|u|| paratodo u € X y || - || es p-subaditiva, tenemos que

185 llo = inf (|l5(Bz — )" + BR[| [P)1 P > Inf (8771 — '[P + BR[| ([P
= 7" if (|| Bz — 2|P + ||2||P)"/P
z’'eX

> -1 inf o N — )
> 67" il [|Br—a' + ') = [l

Ademas, inf,.cx(87P|| Sz — 2'||P + B7P||2||P)/P < ||z||. Asi, ||Bjx|lo = ||=||. Concluimos que
£7 es una isometria. Veamos ahora que ||y|| = inf{||z]|: : aqz = y}. Siy € Y y gz =y,
entonces ||z||; = max{algz|,||z]lo} > ally|. Asi, inf{||z]l1 : ¢z = y} > «ofly|. Para ver
la desigualdad contraria, sea ¢ > 0 dado. Entonces existe z, € X tal que ||z — jzo| <
inf,ex ||z — jz|| + €]|agz||. Ahora,

inf |z — jz|| +ellagz|| < allgzl| + cllagz]| = (1 +e)ally].
Como g(z — jxzo) = gz Y [lz = jzollo < ||z — jzol < (1 +€)ally|, tenemos que

Iz = jxolly = max{allq(z — jxo)l|, [lz = jzlo} < max{allgzl], (1 +e)allyl}
= max{al[y[l, (1 +¢e)ally[}.

La arbitrariedad de £ > 0 implica que «ally|| > mf{||z]|; : ¢z = y}. Por lo tanto, a|y| =
inf{||z|l, : gz = y}. Si vy = y/a, entonces al|y'|| = inf{||z]|:1: ¢z = ¥}, y se sigue que
ally/all = imf{||z]ls - gz = y/a}. Luego, [lyl| = inf{||z] = agz =y}.

Ya que la completitud es una propiedad 3-espacios en la clase de los espacios
p-normados (Ejemplo 1.20), y X y Y son p-Banach, entonces Z; es completo. Ademas,
ITz[7 = [[2]I} < max(al|gl|, 1)?[|z[|” = M]|z||” para cada z € Z, donde M = max(al|q||, 1)".
En consecuencia, T es continua. De lo anterior, se concluye que Z; es una suma torcida
isométrica de X y Y proyectivamente equivalente a Z. O

En el teorema anterior hemos supuesto inicialmente que Z esta cuasinormada por una
cuasinorma p-subaditiva. Sin embargo, como se expresa en '°, paginas 6 y 7, basta que
Z sea p-convexa para que esto ocurra.

5 Nigel J. KALTON, N. T. PECK y James W. ROBERTS. An F-space sampler. Vol. 89. CUP Archive, 1979.
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2.2. Sumas torcidas a partir de aplicaciones cuasilineales

Definicion 2.10. Sean X,Y espacios cuasinormados. Diremos que F:Y — X es
cuasilineal si:

1. F(ty) =tF(y) paratodoy € Yyt e R.

2. Existe M > 0 tal que ||F(y1 + y2) — F(y1) — F(y2)|| < M(||y1ll + [lv2]]) para todo
y17y2 S Y

Ejemplo 2.11. = Todo operador lineal es cuasilineal.

m Sea f: coo — coo dada por

Z (xn sen — In ‘In‘> €n, Six#£0;
]

0, siz =0,

siz = (x,) € coo,

donde zsen —Inz := 0 si x = 0. Entonces f es cuasilineal.
= La aplicacion de Kalton-Peck es cuasilineal (ver seccion 3.2).

Dada una aplicacién cuasilineal entre dos F-espacios X y Y (localmente acotados), es
posible construir una suma torcida a partir de la aplicaciéon, como lo mostramos en el
proximo resultado.

Proposicion 2.12. Sean X y Y espacios cuasi-Banach, y F': Y — X . Definamos

|- r: X xV =R
(@,y) = (@, y)llr =yl + |z = F(y)|

Entonces || - ||r es una cuasinorma en el espacio vectorial X &r Y = X x Y, y las
aplicaciones

jireX— (2,00 e XBrY, ¥y q(x,y) e XOprY —»yey,

son lineales, continuas, con j inyectiva, q sobreyectiva, y Im j = ker q. Mas aun, X ©&rY
es cuasi-Banach.

Demostracion. Veamos que || - || es una cuasinorma. En efecto, ||(0,0)||r = ||0|| + ||0 —
FO)[ =0y [[(z,y)llr = 0implica [y =0y [z — F(y)| =0,0sea, y =0y x = F(y) =
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F(0) =0.Si(z,y) € X®rY yt € R, entonces |t(x,y)l|r = |[ty]| + ||tz — F(ty)|| =
lt|(ly]l + ||z — F(y)||) = |t|||(z,v)||r- Por altimo, sean C;, Cy; mddulos de concavidad para
las cuasinormas en X y Y respectivamente. Si (z,y), (¢/,y') € X & Y, tenemos que

1(z,y) + (@, y)|lr

=lly+yll+llz+2" = Fy+y)|

< Cillyll + Y1) + Colllz + 2" = Fy) = F)II + [1F(y +v') = Fy) — F(y)I])
< Ci(llyl + 1Y) + 3l = F)|l + [l = F@OHI) + Myl + 1ly'l])

= (Cv+ M)yl + 1Y) + C3(llz = F(w)ll + [l = F(y)l)

< L[yl + Iz = )l + Iyl + ll=" = F)I])

= L([(z, y)llr + [I(=",y)]Ir),

donde L = max{C; + M, C%}. Es sencillo ver que las aplicaciones j y ¢ son lineales y
continuas. Es claro que j es inyectiva, q es sobreyectiva y Im j = ker ¢q. Finalmente, como
la completitud es una propiedad 3-espacios, X @Y es completo, de donde se sigue que
X ®r Y es una sumatorcidade X yY. O

La pregunta natural que aparece aqui es si toda suma torcida aparece como en la
proposicion anterior. El siguiente teorema muestra que toda suma torcida es equivalente
a una generada por una aplicacion cuasilineal. Asi, podemos decir que existe una
correspondencia entre las sumas torcidas y las aplicaciones cuasilineales.

Teorema 2.13. Sean X y Y espacios cuasi-Banach. Si Z es una suma torcidade X y Y,
entonces existe una aplicacion cuasilineal F: Y — X tal que Z es equivalente a X ©rY .

Demostracion. Sean C' un mddulo de concavidad para las cuasinormasen X, Yy Z,y
0— XL 7% Y = 0lasucesion exacta que define la suma torcida. Vamos a construir
una aplicacion lineal (no necesariamente continua) #: Y — Z con la propiedad de que
q9(y) = y para todo y € Y. Sea B una base algebraica para Y. Como ¢ es sobreyectiva,
para cada b € B, podemos escoger z, € ¢ '(b). Definamos 0(b) = z, ysiy € Yy

Y= per@-bcon F C B finito,
0(y) == Zab - Zp.

No es dificil ver que 6 es lineal, y justamente por su definicion tenemos que ¢f(y) = y
paracaday €Y.

25



Por otro lado, como ¢ es lineal, continua y sobreyectiva entre dos espacios p-Banach, del
Teorema 1.18 tenemos que existe una aplicacion continua ¢ : Y — Z tal que para todo
y € Y y todo escalar «, qo(y) = y y ¢(ay) = ap(y). Como ¢ es continua, existe una
constante K tal que ||¢(y)|| < K||y|| paratodo y € Y.

Sea F': Y — X dada por F(y) = j ' (¢(y) —6(y)). Observe que siy € Y, q(¢(y) — 0(y)) =
qd(y) — ¢f(y) = 0. Luego, ¢(y) — 0(y) € kerq = j(X). Por la Observacion 2.2 sabemos
que j es isomorfismo de X en j(X) C Z. Por tanto, F' esta bien definida.

Sea L > O tal que ||j'z|| < L||z|| para todo » € j(X). Entonces para cada y;,y, € Y se
tiene que

[ F(y1 +y2) — F(y1) — F(yo)|l

= [l77 (0w +y2) = Oy +w2)) — 57 (S(n) — (1)) — 5~ (D (y2) — O(y2))]]
= 77 oy +v2)) — 5 (1)) — 7 Dy
=177y +y2) — d(11) — d(2)) |

< Lllo(y1 + y2) — ¢(y1) — o(va) ||

< LO(lo(yr + y2)ll + ¢ (y1) + o(y2)l])

< LO(lo(yr + o)l + Clloyn) | + [[¢(y2)]))
< C2L(|o(y1 + y2) | + oyl + le (o))

< C’LIKC(Jyall + llgall) + Kllwa |l + Kyl
= CKL(pall + llyall) + C*KL([lall + lly2ll)
< 2C°K L[y ]l + llyal)).

Ahora, siy € Yyt € R, entonces F(ty) = j~'(¢(ty) — 0(ty)) =tj~(o(y) — 0(y)) = tF(y),
con ¢t € R. De modo que F es cuasilineal. Defina T: Z — X @&p Y por Tz = (57 '(z —
0qz), qz) si = € Z. Notemos que j~'(z — qz) tiene sentido, pues ¢(z — 0qz) = qz — ¢fqz =
qz —qz = 0, es decir, 2 — 0qz € ker(q) = j(X), de maneraque (j '(z—0qz), qz) € X®rY
paratodo z € Z. Si z € Z, obtenemos
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ITz]l = [|(57" (2 — 0g2), q2)||
=177z = 8gz) = F(g2)| + ll¢2|
= 1771z = 0g2) — 57 (¢(g2) — 0(g2)) || + llg=|l
=177z = d(g2)Il + llg=||
< Ll[z — ¢(g2)[| + llg=|l
< CL(||lz]l + lo(g2)) + llg=|l
< CL|2|| + CLK gllll=]l + [lqll]|=]
= (CL + CLK||qll + [lal2]-

Por tanto, 7' es continua. Adicionalmente, T' es lineal. Para ver esto, sean z;,2, € Z y
t € R. Entonces

(57 (tz1 + 22 — Oq(tz1 + 22)), q(tz1 + 22))
= (57" (tar + 22 — thg(21) — 0q(22)), tq(z1) + q(22))
(t77 (21 = Bq(21)) + 57 (22 — 0g(22)), ta(21) + q(22))
(77 (21 = 0g(21)), q(21)) + (57" (22 — Bq(22)), q(22))
tT(z1) + T(22).

Por ultimo, veamos que el siguiente diagrama conmuta:

0 > X / > 7 LI Ve > 0
[ | [
0 > X j/>X@FY L 7 > 0.

Dados z € X y z € Z, tenemos que T(jz) = (j ' (jz — 0qjz),qjz) = (j 'jz,0) = (2,0) =
Jxy ¢T(z) = ¢ (57 (2 — 0g2),qz) = qz. Del Lema de los cinco, concluimos que 7" es un
isomorfismo, y por tanto Z es equivalente a X ®r Y. O

Definicion 2.14. Diremos que dos aplicaciones cuasilineales F,G: Y — X son
(proyectivamente) equivalentes si las sumas torcidas X @&r Y y X ¢ Y son
(proyectivamente) equivalentes.

Observacion 2.15. Note que si F' es la aplicacion nula en Y, entonces induce la suma
directa topolégica ordinaria X & Y. Diremos que F es trivial si es equivalente a la
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aplicacion nula. En tal caso, la sucesion exacta corta 0 — X L XorY LY =0
se escinde, esto es, X ©r Y es equivalentea X @Y.

Lema 2.16. Sean X yY F-espacios, y F,G:Y — X aplicaciones cuasilineales. Sea Y
un subespacio denso de 'Y y suponga que F' | Yy y G | Y,y son equivalentes. Entonces F
y G son equivalentes.

Demostracion. Por definicion, existe un operador lineal continuo 7': X @ gy, Yo — X Gay,
Yy tal que el siguiente diagrama conmuta:

q

0 y X —? > X @rpy, Yo

bk

q

0 y X > X @ary, Yo > Y > 0.

~
(@)

Afirmamos que X ©ppy, Yo = X @ Y. Sea (z,y) € X ®r Y. Como Y, es denso en Y,
existe una sucesion (y,).en €n Y, tal que y, — y. Consideremos la sucesion (F(y,, —
Y) + 2, Yn)neny €N X @ppy, Yo. Mostraremos que esta sucesion converge a (z,y). Dado
e > 0, existe N € N tal que sim > N, ||y, — y|| < . Asi, para m > N, tenemos que
CE Y =y) 2, ym) = (@, )| = NCE =), Y= = E Yo —=9) = F (G =9) |+ lym =yl =
lym — yl| < €. Por el Teorema 1.17, T tiene una extension 7': X &rY — X @¢ Y lineal y
continua. Probaremos que el diagrama

q

0 — X —15 Xapy —25 v » 0
I
0 >y X j>X@GY sy > 0,

donde ¢(z,y) = y si y € Y, es conmutativo. En efecto, si z € X, T(jz) = T(z,0) =
T(x,0) = j(ix(x)). Ahora, si (z,y) € X ®r Y Y (Tn, Yn)nen €S UNA SUCESION €N X Dp, V)
tal que (z,,,y,) — (z,y), entonces

~

o(T(x,y)) = g(1im T(z,.y,))

= lim Q(T(xnayn))

n—oo

= lim iy (q(zn, yn))

n—oo

= lim y,.
n— o0

Ya que lim,, o, T(z,,y,) No depende de la sucesion (z,,y,).en que se tome con limite
n (z,y), podemos tomar una de manera que lim,, ,., v, = y (como vimos (F(y, — y) +
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T, Yn)nen €S UNa de ellas). Asi, ¢(T'(z,y)) = y = iy (q(z,y)), es decir, el diagrama conmuta.
Por lo tanto, F' es equivalente a G. O

El préximo resultado caracteriza la equivalencia entre dos aplicaciones cuasilineales.

Teorema 2.17. Sean X y Y espacios cuasinormados y F,G:Y — X aplicaciones
cuasilineales.

1. F y G son equivalentes si, y solo si, existe una constante M > 0 y una aplicacion
lineal A: Y — X tal que

|F(y) — G(y) — A(y)|| < M||y||, paracadayeY.

2. F' y G son proyectivamente equivalentes si, y solo si, existen constantes M > 0,
« # 0, y una aplicacion lineal A: Y — X tal que

| F(y) — Glay) — A(y)|| < Mly||, paracadayecY.

3. F es trivial si, y solo si, F' es proyectivamente equivalente a la aplicacion nula.

Demostracion. 1. =) Si F' y G son equivalentes, existe una aplicacion 7' : X &r Y —
X ®¢ Y lineal y continua tal que el diagrama

J q

0 > X sy X OrY > Y > 0
I
0 >y X j>X@GY i,y > 0

conmuta. Observemos que para (z,y) € X ©r Y se tiene que

T(z,y) =T(z,0) +T(0,y)
=T(jz) +T(0,y)
= jz +T(0,y)
= (2,0)+T(0,y).

Escribamos (w,, z,) = T'(0,y). Entonces ¢(7'(0,y)) = q(w,, z,) = 2, y la conmutatividad
del diagrama nos da que ¢(7'(0,y)) = ¢(0,y) = y, con lo cual z, = y. Luego, 7'(0,y) =
(wy,y). Definamos A: Y — X dada por A(y) = —m1(7(0,y)), donde m; es la proyeccion
sobre la primera coordenada. Asi, por la linealidad de 7'y m;, A es lineal, y de esta
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manera w, = m(wy,y) = m(7(0,y)) = —A(y). Por lo tanto, 7'(z,y) = (2,0) + T'(0,y) =
(x,0) + (wy,y) = (2,0) + (—A(y),y) = (x — A(y), y). Ahora bien, por la continuidad de T,
existe una constante M tal que para cada (z,y) € X®rY vale que ||T(x,y)| < M||(z,y)|-
En particular, si y € Y, entonces

I(E(y) = Ay, )|l = [[F(y) = Gy) = Ayll + llyll = IT(EF (), »)ll < MI[(F (), y)|| = Mllyl|

En consecuencia, ||F(y) — G(y) — Ay|| < M||y|| paracaday € Y.

<) Si F,G y A satisfacen las hipotesis, defina T: X @r Y — X ®¢ Y por T(z,y) =
(x—Ay,y) si(z,y) € X®pY.Claramente T es lineal. Probemos que el siguiente diagrama
es conmutativo:

Xory —25v

lT liy

q

» X ®qY > Y > 0.

o
<
A
A
o

~

~.
>

S

0 >

En efecto, T'(jz) = T(x,0) = (z,0) = j(ix(x)) paracada x € X y iy(q(z,y)) = y =
q(x — Ay,y) = q(T'(x,y)) para cada y € Y. Por dltimo, veamos que T es continua. Sea C
un modulo de concavidad para la cuasinorma en X. Entonces

1T (z, y)l| = [[(z — Ay, y)|
= llz — Ay — G(y)| + [yl
= [lz — F(y) + F(y) — Ay — G(y)[| + [l
<O(lz = F(y)ll + [|F(y) — Ay = G + [ly]l
< Cllz = F()ll + CM|y[| + [yl
= Cllz = F(y)ll + (CM + 1)y
< L(llz = F(y)ll + [lyll)
= L|[(z, y)ll,

donde L = max{C,CM + 1}. Finalmente, el Lema de los cinco demuestra que 7" es un
isomorfismo.

2. —) Como F'y G son proyectivamente equivalentes, existen constantes a y 5 no nulas

y una aplicacion lineal continua 7': X &Y — X @&¢ Y tales que el siguiente diagrama es
conmutativo:
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q

0 >y X j>X€BFY > Y > 0

b |

0 >y X j>X@GY sy > 0.

Siguiendo el argumento del inciso anterior, para cada (z,y) € X @©r Y tenemos que
T(z,y) = T(x,0) + T(0,y) = T(jz) + T(0,y) = j(aix(x)) + T(0,y) = (ax,0) + T(0,y).
También, si 7°(0, y) = (w,, 2,), entonces iy (¢(0,y)) = ¢(7(0,y)). Luego, Sy = q(w,, z,) =
z,. Se sigue que T'(0,y) = (wy, fy). Sea A: Y — X dada por A(y) = —(1/a)m(T(0,y))
siy € Y. La aplicacion A es lineal y siy € Y, vale que w, = m(w,, By) = m(T(0,y)) =
—aA(y). Asi,

T(z,y) = (ar,0) + T(0,y) = (az,0) + (wy, By) = (ax,0) + (—aA(y), By)
= (ax — aA(y), By).

Por la continuidad de T, existe M’ > 0 tal que | T(F(y),y)|| < M'||(F(y),y)| siy € Y.
Luego,

IT(F(y), )|l = (aF(y) — aA(y), By)|| = [[aF(y) — aA(y) — G(By)|| + | By
<Myl, yeY.

De modo que ||aF(y) — aA(y) — G(By)|| < M’||y|| para cada y € Y. Por consiguiente
1F(y) — Aly) = GOw)l < Mllyll, yeY,
donde v = g/ay M = M'/|al.

<) Supongamos que existe una aplicacion lineal A: Y — X y constantes M > 0y a # 0
tales que paratodo y € Y, ||F(y) — Glay) — A(y)|| < M|ly||. SeaT: X &rY — X ®¢ Y
definida por T'(z,y) = (v — Ay, ay), (z,y) € X ©r Y. La aplicacion T es lineal. Para ver
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que T es continua, tomemos (z,y) € X ®©r Y. Entonces

1T (z, y)|| = [|(z — Ay, ay)||
= [lz — Ay — G(ay)|| + [lay]]
= [lz — Ay — F(y) + F(y) — G(ay)|| + [lay||
< C(llz = F(y)ll + [|[F(y) — Glay) — Ayl) + [ley]]
< Cllz — F(y)[l + CM|y[| + [lay]
=Cllz = F(y)|| + (CM + [a]) [yl
< (C+CM + |a)(|lz — F)ll + llyl)
= (C+CM + |a)[|(z,y)].

Ahora,siz € X yy € Y,tenemos que T'(jz) = T(x,0) = (z,0) = j(ix(x)) y aiy(q(z,y)) =
ay = q(x — Ay, ay) = q(T(x,y)). Esto demuestra que el siguiente diagrama conmuta:

0 >y X > X ©r Y L > 0

bl e

q

0 » X » X Bg Y > Y > 0.

3. Por definicidn, I es trivial si, y solo si, F' es equivalente a la aplicacion nula. Del inciso
1 tenemos que F es trivial si, y solo si, ||F(y) — A(y)|| < M||y|| para todo y € Y y alguna
aplicacion A: Y — X lineal. De modo que F es trivial si, y solo si, F’' es proyectivamente
equivalente a la aplicacion nula. O

Del teorema anterior y del Lema 2.16 se deduce el proximo resultado.

Corolario 2.18. Sean X yY F-espacios, F,G: Y — X aplicaciones cuasilineales, y Y, un
subespacio densode Y. Si F | Yy y G | Yy son proyectivamente equivalentes, entonces
F y G son proyectivamente equivalentes.

Demostracion. Si F' | Yy y G | Yy son proyectivamente equivalentes, existen a # 0
y una aplicacion lineal A: Y, — X tal que ||F(y) — aG(y) — Ay|| < M]|y| para cada
y € Yy. Sidefinimosa H: Y — X por H(y) = G(ay), y € Y, entonces H es cuasilineal y
|F(y) — H(y) — Ay|| < M||y|| paratodo y € Y;, 0 sea, F' | Yoy H [ Y, son equivalentes.
Por el Lema 2.16, 'y H son equivalentes. Nuevamente por el anterior teorema, existen
M’ > 0y una aplicacion A": Y — X lineal tales que ||F(y) — H(y) — A'y|| < M'||y|| para
todo y € Y. Asi, | F(y) — G(ay) — A'y|| < M'||y|| paratodo y € Y. Por lo tanto, F'y G son
proyectivamente equivalentes. |
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Teorema 2.19. Sean X y Y F-espacios cuasinormados y Y, es un subespacio denso de
Y. Supongamos que Fy: Yy — X es una aplicacion cuasilineal. Entonces

1. Existe una aplicacion cuasilineal F: Y — X tal que F(y) = Fy(y) para cada y € Yj.

2. SiG:Y — X es una aplicacion cuasilineal tal que G(y) = Fy(y) para cada y € Yy,
entonces G y F' son equivalentes.

Demostracion. Considere el espacio X &5, Y, junto con la cuasinorma dada por ||(z, y)|| =
lz—Fo(y)||+1lyll, (z,v) € XBr,Yo. Sea Z un completado de este espacio. Afirmamos que
Z es una suma torcida de X y Y. Para ver esto, defina j: X — X @& Y, por j(z) = (z,0)
size Xyq: X@pYy— Yyporq(z,y) =ysi(r,y) € XDy Ys.Seaj: X — Zcon j(x) =
j(z), = € X (aqui - es la isometria candnica de X @, Y en Z). Claramente, j es inyectiva
y lineal. Ademas, para todo = € X tenemos que ||j(z)|| = ||li(z)| = ||(z,0)| = ||=||. Esto
prueba que j es continua. Por otro lado, por el Teorema 1.17 tenemos que ¢ se extiende

a una aplicacion continua § de Z en Y, donde ¢ es definida como sigue:

G: 7Y

z € Z— lim q(zn,yn),
n—0o0

donde (x,, yn)nen €S UNA sucesion en X @p, Yy tal que lim,, o (24, y,) = 2. Veamos que
ker(q) es denso en ker(q) y que ker(§) = j(X). Siz € X, §(jz) = G(z,0) = 0. Entonces
J(X) C ker(q). Ahora, sean z € ker(q) Y (n, Yn)nen UNa sucesion en X @ p, Yy, que converge
a z. Se tiene que q(z,,y,) = y» — q(z) = 0. Observe que (Fy(y,),y.) — 0, ya que
I(Eo(yn), )l = I1Fo(yn) — Foyn)ll + llynll = llyn|l para cada n € N. En consecuencia,
1y, o0 (T, — Fo(Yn), 0) = limy, o0 (@0, Yn) — limy, oo (Fo(yn), yn) = 2. El argumento anterior
demuestra que z € ](—X) Como X es completo y j es una isometria, concluimos que
z = j(z0) para algin z, € X. Se sigue que ker(§) C j(X).

Consideremos la aplicacion cociente inducida por ¢, esto es,

q: (z,y) +kerq € X &p, Yo/ ker(q) — y € Yo.

Sea S = ¢ '. Siy € Y, entonces [|S(y)ll = [[(Fo(y),y) + ker(@)ll < [[(Foly). y)ll <
|(Fo(y),y)|| = llyll < Clly|l (vea el Teorema 1.8). Por consiguiente, S es continua. Por
tanto, tenemos que S—! es abierta, y asi ¢ es abierta. Como ker(q) es denso en ker(q)
y q es sobreyectiva y abierta, del Teorema 1.17 deducimos que ¢ es sobreyectiva y por
consiguiente se concluye que Z es suma torcida de X y Y. Por el Teorema 2.13, Z es
equivalente a X @y Y para alguna aplicacion H: Y — X cuasilineal, esto es, existe
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T:7Z — X @&y Y continua y lineal tal que el diagrama

0 > X > 7 > Y > 0
[ 7 [
0 » X j>X@HY q/>Y > 0

es conmutativo. En particular, considerando X @©p, Yy, X @uly, Yo ¥ las restricciones en
los dominios de T', q y ¢/, tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

J

0 > X > X ©p, Yo > Y > 0
bbb
0 >y X 7 >X@H|YOYO ‘ > Y > 0

donde T =T | (X®pY0)yqd =¢ | (X®uy, Yo). Porlo visto en el Teorema 2.17, T es de
la forma T'(z,y) = (z — Ay, y) donde A: Y; — X es lineal. Entonces T'(z,y) € X ®uy, Yo
siempre que (z,y) € X &g, Y. De esto, [y y H | Y son equivalentes, y de nuevo por el
Teorema 2.17 existe J > 0 tal que

[ Fo(y) — A(y) — H)ll < Jllyll, v € Yo.

Sea A: Y — X lineal tal que A | Y; = A (la existencia de esta extension se sigue del
hecho que todo espacio vectorial tiene una base). Finalmente, defina F': Y — X por

Fly) - H@—A@,§y¢%
FO(y)7 S|3/EYE).

Veamos que F' es una extension cuasilineal de Fjy. Por definicion, tenemos que F(y) =
Fy(y) para todo y € Y,. Para mostrar la cuasilinealidad de F, sean z,y € Y y
consideremos tres casos.

1. Siz,y €Yy, entonces
|1F(z +y) — F(z) = F(y)ll = | Folz +y) — Fo(x) — Fo(w)ll < M(||lz[l + [[yl),

donde M; es la constante que da la cuasilinealidad de Fj.
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2. SizeYyyy ¢Y,, entonces x + y ¢ Y,. Por tanto

|F(z+y) = F(z) = Fy)| = | H(z +y) — Alz +y) — Fo(z) — H(y) + Ay)|
< D(|H(z +y) — H(x) - H(y)|| + [|1H(z) — A(z) — Fy(2)]])
< DG([l] + llyll) + D J ||
< (DG + DI)([lzll + [lyll) = M([l=]l + lly]),

donde M, = DG + DJ.

3. Siz,y ¢ Y, entonces

IF(z+y) = F(z) = Fy)l| = [H(z +y) — Alz +y) — H(z) + A(z) — H(y) + AQy)]|
= [[H(z +y) — H(z) — H(y)|
< J(llll + ly[l)-

Asi, para todo z,y € Y tenemos que ||F(z +vy) — F(z) — F(y)|| < M(||z| + ||y||), donde
M = max{M,, M, J}. Como H, Ay F, son homogéneas, se sigue que F es cuasilineal.
Finalmente, si G: Y — X es cuasilineal y G(y) = Fy(y) para todo y € Yy, es claro que G
y F son equivalentes en Y y por el Lema 2.16, G y F son equivalentes. O

2.3. Sumas torcidas a partir de aplicaciones cuasiaditivas

El Teorema 2.19 nos da una simplificacion en la construccidon de aplicaciones
cuasilineales y por tanto de sumas torcidas (basta construirlas en subespacios densos).
Veremos ahora que existe otra posibilidad de obtener aplicaciones cuasilineales
removiendo el requerimiento de la homogeneidad.

Definicion 2.20. Sean X,Y espacios cuasinormados. Diremos que f: Y — X es
cuasiaditiva si:

1. Existe K > 0tal que || f(yi+y2)— f (1)~ f(u2)]| < K ([ly | +]lv2 ) paratodo yr, gz € V.
2. limyo f(ty) =0siy €Y.
3. f(—y)=—f(y) paratodoy € Y.

La constante K es llamada constante de cuasiaditividad. En tal caso, diremos que f es

cuasiaditiva de orden K.
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Antes de presentar ejemplos de funciones cuasiaditivas, mostraremos unos lemas que
nos permitiran dar ejemplos concretos de tales funciones.

Lema 2.21. Sean X yY espacios cuasinormados. Existenr, L > 0 talesque si f: Y — X
es cuasiaditiva de orden K, entonces

() £

para todo vy, ...,y, €Y.

n 1/r
SKL<§:MM)
=1

Demostracion. Sea 0 < p < 1 como en el Teorema 1.8. Dados ¥, 1, € Y se tiene que

IS +y2) = flyr) = Fw)ll < N F(ya 4+ v2) = fyn) = Fwa)l
< K([lyall + llw=l)
< CK([lyall =+ llw:ll)
< CE([lya " + lyall?) 7. (2.1)

Afirmamos que sin € Ny y,...,y, € Yo, entonces

n n n 1/P
H'f (Z y> - Zﬂy» <CK (Zz‘myimp) . (2.2)

Procedemos por induccion sobre n. El caso n = 2 se obtiene de (2.1). Ahora supongamos
que (2.2) vale para n — 1. Entonces

'“f (3,) _g‘f <[l (3,) -/ (Zy) 1 (Zy) >0 Hw) - f)

p

=2

<|||f (Z%) —f <Zyz) —fly)|| +||f (Z?ﬁ) _Zﬂyi)
De la hipotesis inductiva tenemos que
H'f (Z y> - Zf(yi) < CPK”Z(Z' = DlllylI”-
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De (2.1) se tiene que

'Hf (Z y) -/ <Z yz) ~ fln)

Combinando las ecuaciones anteriores, encontramos que

'Hf (Zl yl‘) - if(yi)

p n

Z%

=2

p
+ Hly1|!|p> :

p n p n
< C"K? ( > ouilf + !HylH\p> +CPEPY (i = 1)yl
=2

=2
1=2

< oo (

p

+ llnll” + 6 - 1)Illyz-lllp>
1=2

< CPK? (Z lyall” + g 17+ > (0 = 1)HIy¢H\p>

=2 =2

— iy <Z illuall” + |||y1|||p)

1=2
= CPK? Y illill”.
i=1
Sear =p/2.Dados yi,...,y, € Y con [yl > [lvall = - > |lyall €2 = 1,...,n, tenemos

T r r r 2r . : 2r r r
que [lylll"ly ™ = il lly=ll" = - -~ = lly:ll™. Esto implica que [y (™ < flull"ly;]I" para
todoj =1,...,i. Luego,

. 2r r T r r
ilyall® <> Mgl Ml < > lyall Nyl
i=1 j=1

Por tanto,

D il < > sl g
=1

i=1 j=1
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De la ecuacion anterior se sigue que

'Hf (; y) - ; £ ()

p n
< CPKPY iflyill”
=1

<CKPY Y Myl llys "

i=1 j=1

=C'E"Y <|||yz-!||7" > !||yj||lr>
i=1 Jj=1

_ CrK? (Z |||yz-r||’") (Z myjur’”)
i=1 Jj=1
n 2

— CPK? (Z |||yz-r||7“) -
i=1

Asi,
n 2/p
<CK (Z |||yiu|7‘>
A
=CK (Z \HwHV) :
i=1

De modo que la desigualdad anterior vale para cualquier y4, ..., y, € Y pues basta hacer
una reordenacioén de los términos. Concluimos que

H‘f <i yi) - if(yi)

=1

n n n 1/7"
||f(zyi)—zf<yi> scﬁc(zw) CmeY
=1 =1 =1

]

Lema 2.22. Sea X un espacio cuasinormado. Entonces existe una constante Bx > 0 tal
que si f: R — X es cuasiaditiva de orden K, entonces

If@#) —tf(1)]] < BxK, 0<t<l1.

Demostracion. Afirmamos que podemos suponer f(1) = 0 sin pérdida de generalidad.
En efecto, definamos ¢(t) = f(t) — tf(1) si t € R. Note que g(1) = 0. Veamos que g es

38



cuasiaditiva de orden K. Si t1,t, € R, entonces

lg(ts +t2) — g(t1) — g(t)|| = [[f(ts +t2) — (b + t2) f(1) — f(ta) + 0 f (1) — f(t2) + taf (V)]
= || f(t1 +t2) — f(t1) — f(t2)]| < K([[ta]l + [[£2]])-

Ademas, lim; .o g(t) = lim;_.o f(¢t) —tf(1) = lim,_,¢ f(¢) = 0. Finalmente, si ¢t € R, tenemos

g(=t) = f(=t) +tf (1) = = f() + tf(1) = —g(2).
Continuando con la prueba, de la cuasiaditividad de f se tiene que

IF27) = 2f (27" )| < K27,

Por tanto
127 f(27") — 2" 2 D) < K. (2.3)

Ahora, podemos escoger constantes L y r que satisfagan simultaneamente los Lemas
1.7y 2.21, es decir,

n n n 1/r
Hf (Zy> =) flw)|| <KL (Z H?ﬁll’") Y- Yn ER (2.4)
=1 =1 =1
n 1/r
<L (Z ||xi||T> Ty, Tn € X
=1

De (2.4),

n—1

||2nf Z 2k+1f(2—(k+1)))H

n—1 1/r
<L 12 F(27%) — 2" f (27 '””)H) :

k=0

Por (2.3), ||2F f(27%) — 2k+1 f(2-(++1)|| < K para todo k € N. Por tanto,

1/r
(Z 12 fF(27%) — 28 p 2 D) | ) < LEn'/".

De donde,
12" f(2™™)|| < LKn'", neN. (2.5)

Seat € (0,1) y supongamos que 27" < ¢t < 2!7" para algin entero n. La representacion
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diadica de ¢ viene dada entonces por
t= 2‘”Zek2"“, donde g = 1y ¢, € {0,1}.

Dado m € N, sea t,, = 27" Y " &:27%. Notemos que para todo k € N, f(g,2-*+) =
exf(2-*+) De (2.4) encontramos que

m 1/r
<KL Zggg—w“eﬁ") (2.6)

Por otra parte, de (2.4) tenemos que

r

[ftm)l < L (Hf( ngf SN e f (27
k=0

1/r
(ZE [Fiemadll ) :

r\ 1/r
)

n+k)

Lo anterior junto con (2.6) nos da que
r> 1/r

Hf(tm)IISL<Hf( Zskfzw ngf

1/r
= (Kr”’ﬁ ryg ||f<2—<"+’f>>HT) '
k=0
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), [|f(2~C 0| < 2= TR LK (n + k)'/", y por tanto

L (K’”L’"

<L (KTLT

1/r
_|_L7‘Z€ka n+k H)

1/r
+ ergz (2*(n+k))TLrKr(n + k)) .

1—-2-

Se sigue entonces que

1/r
+ L Z&. n-Hc n + /{J))
1/r
1
< KL? (1 L Z 2*%)

k=0

1f(tm)ll < KL? (

=L"K,
donde L* es una constante. Finalmente,

”f(t) - f(tm> - f(t - tm)” < K(|tM| + |t - tm’)
= Kty +t—tn) = Kt < K,

ya que t,t,, € R*, t > t,, para todo m. En consecuencia,

IF@OI = 11FE) = ftm) = FE = tm) + f(tm) + (2 = )]

< (IF(0) = f(tm) = F& = ta) |7+ L G+ (LF = )7

< DK+ LK+ || f(t = ta)[)""

Haciendo m — oo y teniendo en cuenta que ¢t — t,,, — 0,y f(t — t,,) — 0, concluimos

que

If@®)|| < KL (L +1)"" =: KBx.

Vimos en la seccion anterior la posibilidad de construir sumas torcidas a partir de
aplicaciones cuasilineales. El siguiente teorema nos da una util herramienta para
construir a partir de funciones cuasiaditivas aplicaciones cuasilineales y por tanto sumas

torcidas.
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Teorema 2.23. Sean X y Y espacios cuasinormados. Si f: Y — X es cuasiaditiva,
entonces F': Y — X definida por

lyllfy/Nlll),  siy # 0
0, Siy=0

Fy) =

es cuasilineal.

Demostracion. Seat € R.Siy =00t =0, es claro que F(ty) = F(0) =0 =ty = tF(y).
Siy#0yt=#0, entonces

Flen) = ol (i ) = tllls (e ) = ol (25 ) =

Fijemos y € Y tal que 0 < ||ly|| < 1y supongamos que f es cuasiaditiva de orden K.
Definimos f: R — X por f(t) = f (t” ”>, entonces f es cuasiaditiva de orden K. Para
ver esto notemos que

17t + 1) — (1) — F(02)] Hf(t1+t2)” ) - f(tﬁ)—f(tﬁ)“

Como f es cuasiaditiva, lim,,o f(tw) = 0 para cada w € Y. Asi, lim,,o f(t) =

hmHof< IIyH) = 0. Por ultimo, f(—t) = f( Hyll) = —f (t”z”> = —f(t) fi t € R. Por
el Lema 2.22 tenemos que existe una constante By > 0 tal que | f(t) — tf(1)| < BxK
para cada t € [0, 1]. Por tanto,

1f(y) — F(y)l < BxK.

Sea C un médulo de concavidad de X. Dados z,y € Y con ||z| + ||y|| < 1/C, tenemos
que ||z + y|| < C(||lz|| + |ly]]) < 1. Portanto ||F(z +y) — f(z + y)|| < BxK. Notemos que
en este caso, ||z|| <1y [ly|]| < 1. Asi,
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[F(z+y) — Fz) = F(y)
= [|F(z+y) = fle+y) = F@)+ f(z) = Fly) + fy) + [z +y) — f(z) = W]
<C(Hf<x+y)—f(w)—f(y)||+!|F(x+y) fle+y) — Fz)+ f(z) = Fy) + f»)l)
C([f(x+y) = f(@) = fWI + C(|F(z +y) — flz+y)| + CUIF(x) — f@) + [|Fy) — fWI)))
C(||f<w+y)—f(ﬂf)—f(y)||+CllF(x+y) fx+y)ll+C?F(x) = f(=)| + C*|F(y) = fF(W)I)
C(K(||z|| + |lyll) + CBxK + C?*BxK + C*BxK)
C(

K +3C*BxK).

<
<

De manera que si w, z € Y (donde w # 0 0 z # 0), sean = = serian Y Y = seE e

Como [lz]| + [lyl| =

w & < &, entonces

20T +Twl) H T || T H —c

1F(z +y) = Fz) = F(y)||

%F(%mﬂ+wm+%Wﬁ+mm>‘FQanwwwﬂ F(%Wﬁ+wmw
1 1
:kmwwwwf“+m‘%Wﬂ+wm”> ST ‘
1

< C(K + 3C2By K).

Luego || F(z + w) — F(2) — F(w)|| < 2C*(K + 3C?BxK)(||z|| + ||w]). Concluimos F es
cuasilineal. n

En adelante denotamos por B a la constante Br que satisface la desigualdad del Lema
2.22.

Lema 2.24. Si f,g: R — R son cuasiaditivas de orden K y
|f(2") —g(2")| < M-2", neLZ,

entonces
F(0) — g(t)] < (M +4BE)|t], teR

Demostracion. Como
|f(=t) —g(=0)| == f) + 9@ = |f(t) —g9(t)| < (M +4BK)|t| = (M + 4BK)| — t|,
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sin pérdida de generalidad podemos tomar ¢t € R™. Sean € Z tal que 2"! <t < 27
y definamos f™(r) = f(2"r)y g™ (r) = g(2"r), » € R. Las funciones f™ y ¢ son
cuasiaditivas de orden 2" K. Para ver esto, notemos que f™(—r) = f(—2"r) = —f(2"r) =
— ™ (r). También, lim,_o £ (r) = lim,_,, f(2"r) = 0. Sir, s € R, entonces

[F(n)(r+s) = [T (r) = [T (s)] = [F(2"(r + ) = F(2"r) — f(2"5)]
< K(12%r| 4 [2%s]|) = 2" K (|r| + |s]).

Analogamente se muestra que ¢™ es cuasiaditiva de orden 2"K. Como2"t < 1, del
Lema 2.22 se sigue que

fM @) =27 f (1) < 2"BK, y
lg™ (27") — 27"t (1)| < 2"BK.

Entonces

|f(t) —g@®)] = [f(t) — 27" f(2") + 27 "tg(2") — g(t) + 27"t f(2") — 27 "tg(2")]
< |f@) =27 f(2Y)] + |g(t) — 27"tg(2")[ + 27"t f(2") — g(2")]
= |F"M @) =27 f ()] + g™ (27) — 27 (1) 4+ 277 £(27) — g(27)]
< 2"HIBK 4+ 27| f(27) — g(2M)].

Por hipotesis |f(2") — g(2")] < M - 2™y 27T < 22¢. Por lo tanto,
If(t) — g(t)] < ABKt + Mt = (4BK + M)t

Esto demuestra el lema. O

El siguiente resultado quizas es conocido. Para conveniencia del lector, incluimos una
prueba propia aqui.

Lema 2.25. Sea A: 7Z — R una aplicacion Lipschitz con constante K. Entonces existe
una aplicacioén Lipschitz A: R — R con constante K tal que A | Z = A.

Demostracion. Definamos

A:R—SR
xR A(x) = (A(|z] +1) — A(|z)))(x — [z]) + A(|z)),
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donde |-| denota la parte entera. Es claro que A(n) = A(n) sin € Z. Veamos que A es
Lipschitz con constante de Lipschitz K.

Sean z,y € R dados y supongamos que = > y. Entonces |z| = |y| + r para algun r € Z
con r > 0. Para probar el resultado usaremos induccion sobre r. Si » = 0, entonces

[A(z) = Ay)] = |A(l=] + ) Lz ]))(z = [2])

A(
Alz]) = (A(lz] + 1) = Al D)y = L)) = A(|=])]
) =

1
Ifl(t J+1) = A([z])llx ]
< Klz —yl.
Supongamos que |A(z) — A(y)| < K|z — y| siempre que |z] = |y| + s donde s € N.
Queremos mostrar que |A(x) — A(y)| < K|z —y| si |z] = |y| + (s + 1). Sea e € (0,1)

dado. Entonces

Observe que | |z] —¢| = |z] — 1. Asl, ||z] —¢] — |y] = |x] —1—|y]| = s. Por la hipbtesis
inductiva tenemos que |A(|z| — ) — A(y)| < K||z| — ¢ — y|. En consecuencia,

A(z) = Ay)| < |A(2) = A(|z] — )| + Kl[z] — e —yl.

Tomando ¢ —» 0 y teniendo en cuenta que lim._,o A(|z| — ¢) = A(|z]) se sigue de lo
anterior que

[A(z) = A(y)] < |A(2) = A(lz])| + K|[2] — 9|
< Kz = [z]| + Kl|z] =yl

Comoz>|z]ylyl+1>y, 2] —y=|yl+(s+1)—y>—-1+s+1=s>0.De modo
que

[A(z) = Ay)| < Ko — o)) + K(l] —y)
= Kz —y).

De lo anterior concluimos que para todo =,y € R, |A(z) — A(y)| < K|z — y| y por tanto
que A es Lipschitz con constante K. O
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Lema 2.26. Sit,s > 0, entonces

t t t
S ms+ n ms+ <
s+t S s+t t

In 2.

Demostracion. Sea h: (0,1) — R dada por () = tIn; + (1 —¢)In- si 0 < ¢ < 1. Note
que #'(1/2) =0y h"(t) = — (15 + 1) < 0 para todo ¢ € (0,1). De modo que / alcanza su
maximo absoluto en 1/2. Se sigue que h(t) < h(1/2) =In2 paratodo t € (0,1), 0 sea,

1 1
tln;—k(l—t)lnl

t§1n2, 0<t <l

Si tomamos u = 3, entonces u € (0, 1) y por lo que probamos

t t t
G i R N e )
s+t S s+t t

Finalmente presentamos un teorema que exhibe ejemplos de funciones cuasiaditivas.

Teorema 2.27. 1. Sifd: R — R es una funcion Lipschitz, entonces

to(In|1/t]), sit#0;
0, sit=0,

ft) =

es cuasiaditiva de orden L1n(2) donde L es la constante de Lipschitz de 6.

2. Si f es cuasiaditiva, entonces existe una funcion Lipschitz 6: R — R tal que
1
sup ‘lxzz—— (hl‘—‘)‘ < 00.
O<t<oo | T t

Demostracion. 1. Claramente f(—t) = — f(t) para todo ¢ € R. También, tenemos que

I | (t)] = 6 ¢]]6(in 1/2])
= m [¢]}6(1n [1/1]) — 6(0) + 6(0)
< m(|f16(kn | 1/¢]) — 6(0)| + [#]/6(0) )
< 16 [¢[] b [1/¢]] + Lim [¢]]6(0)|

= 0.
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Por tanto lim, .o f(t) = 0. Veamos la ultima condicién para que f sea cuasiaditiva. Si

t1,ty > 0, tenemos que

f(t) —

f(t2)

fty + 1) —
t1 +to
|t

1

t +to t1

0 (ln

+ 19

) t1+t2 (

t1+

<ln l
123

123

t 1
= ! 0| 1n —0 + 0| In ) —0 (ln —)>
tl + tQ tl + tz tl tl + tz tl + 19 t2
t 1 1 t 1 1
< ! 9(1:(1 >—9<ln—> + 2 6’(111 )—Q(IH—)‘
t1 + 12 t1 +to t1 t1 +to b1 + 12 123
<L b In b + L 2 In b2
t1 + to t1 + 1o i+t | T+t
:L( t1 1nt1+t2 to 1nt1+t2),
t1 + o i1 t1 + o to
donde L es la constante de Lipschitz de 6. Luego
131 t1+t2 lo t1+t2
tit+t)— f(t) — f(t)| < L 1 In t + ).
)= f(0) = fl) < £ (w2 e R )

De lo anterior y el Lema 2.26 concluimos que

|f(tr+t2) — f(t1) — f(t2)] < LIn2([t] + [t2]).

Para el caso en que tq,t; < 0,

[f(tr+t2) — f(t1) = f(t2)] = |f(—=t1 — t2) — f(—t1) — f(—t2)]

< LIn2(| —t1| + | — ta)
= L1n2(|t1| + |t2|)

Finalmente sit; > 0y t, < 0, consideramos dos casos.

1. Sit;+1t, >0,

[f(t+t2) — f(t1) = f(t)| = [f(t1) — f(t1 +t2) —

2. Sit1+t2<0,

[f(t+t2) = f(t1) — f(t2)| = [f(—t2) = f(—t1 — t2) —
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Se sigue que f es cuasiaditiva de orden L In 2.
2. Si f es cuasiaditiva de orden K, entonces

F(27h) = 2f(2")] < K2"*Y, nel.

Por tanto

n+1 n
f(;LH)—f(;) < K, paracadancZ. (2.7)

Por el Lema 2.25 existe una aplicacion Lipschitz 0: Z — R tal que 6(n) = 2" f(27") para
cada n € N. Ahora definamos g: R — R por

to(—In|t|/In2), sit #0;
0, sit=0.

g(t) =

Notemos que para todo g(—t) = —g(t) para todo ¢ € R. También,

lim |g(t)| = lim |[t6(—In|¢|/In2)]
t—0 t—0
< lim ([¢]]0(=In [¢]/In2) —6(0)] + [¢]/6(0)])
< Klim [t||In]|t]/1In2]
t—0
=0.
Ademas, siguiendo un argumento analogo al visto con f en el inciso 1 encontramos que
lg(t1 + t2) — g(t1) — g(t2)| < K(|t1] + |t2]) Si t1,t2 € R. Por lo tanto, g es cuasiaditiva de
orden K. Observe que ¢g(2") = 2"0(—1n2"/In2) = 2"0(—n) = 2"27"f(2") = f(2") para

todo n € Z. Deducimos del Lema 2.24, |f(t) — g(t)| < 4BK|t| para cualquier t € R. Si
t # 0, entonces ‘@ — 41 < 4BK, es decir,

‘@—e(ﬂ)‘gwﬁ t 0.

t In2

Por Gltimo, si definimos #: R — R por A(x) = 6(z/In2) si = € R, es facil ver que 0 es

cuasiaditiva. Asi,
'@ —0 (m‘%m <4BK, t#0,

de donde el resultado se sigue. O
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2.4. Sumas torcidas de espacios de sucesiones

En esta seccién usaremos lo visto en las dos secciones anteriores para construir
aplicaciones cuasilineales entre espacios de sucesiones, y estudiaremos algunas
condiciones sobre estos espacios para los que existe una suma torcida £ ©r E que
no es trivial.

Nota 2.28. Si = = (z,) ¥ (y,) son sucesiones en R, definimos = < y si z,, < y,, para cada
n € N.

Definicion 2.29. Un F K -espacio cuasinormado solido es un espacio cuasinormado de
sucesiones £ C RN que satisface:

1. cpo C E es denso en F, donde ¢y, denota el conjunto de sucesiones eventualmente
nulas.

2. Lacuasinorma || - || en E satisface:
a) ||sz| < |s|l|lz||, paratodo =z € E'y toda s € [, donde sx denota el producto

coordenada a coordenada entre s y x.

b) |le.|| = 1 para todo n € N, donde ¢, es el vector base con 1 en la n-ésima
coordenada y 0 en las demas.

C) ||z||o < ||z|| para todo z € E.
d) El orden < satisface las siguientes propiedades

" Siz,y,ze Eyxr <y,entoncesz+ z <y+ z;
m Sia>0yx >y, entonces ax > ay;
m siz,y € E, entonces z Vy :=sup{z,y} y x Ay = inf{z,y} existen en F;

si |x| < |y|, entonces ||z|| < ||y|| para todo x,y € E, donde |- | es la funcion
modulo definida como |z| =z V (—z) para cada z € E.

Observacion 2.30. No es dificil mostrar que si = € E, entonces |||z||| = ||z| para cada
T € L.

Los siguientes son ejemplos de F' K-espacios. En todos estos, el orden viene dado como
en la Nota 2.28.

Ejemplo 2.31. ¢y es F'K-espacio cuasinormado solido.
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Ejemplo 2.32. Verificaremos que para cada p > 0 tenemos que ¢, es un F K-espacio
cuasinormado sélido. La condicion b) de la definicién se cumple trivialmente. Probemos
ahora que ¢y, es denso en /,. Sea * = (x,)nen € ¢, dado. Dado n € N, defina s, =
> it lzklP. Sie > 0 es dado, existe N € N tal que |z — sn|? = > 02, 1 |7x/? < € si
m > N. Como s, € ¢y para todo n € N, tenemos que = € ¢y. Esto prueba la afirmacion.
Ahora bien, si s = (sp)nen € loo Y & = (2n)nen € ¢, €NtONCes

00 1/p
[sz| = (Z \Skmp)
k=1

[e’s) D 1/p
< (Z (sgprsl\) |xk|p>
k=1

- 1/p
sl (z |xk|p)
k=1

= [Islloolll

Note que si z € /,, tenemos que |z,| < (> -, |xk|p)1/” para todo n € N. Por tanto
sup,, |z, < Oore; ]xkyp)l/”, es decir, ||z]| < ||z||. Por otro lado, es claro que el orden
< en (, cumple las dos primeras propiedades del inciso d). Ahora, si * = (z,)nen, ¥ =
(Yn)nen € €y, €ntOnces xVy = z € L,y x ANy = w € {,, donde z, = max{z,,y,} Y
w, = min{zx,,y,} para cada n € N. Finalmente, si |z| < |y|, tenemos que |z,| < |y,| para
toda n € N. De esto se deduce que (357, zx")"" < (3250, [yx[?)"/”, osea, |jz]| < ||y]|.

A seguir, describimos el método de Kalton para construir una aplicacién cuasilineal entre
espacios de sucesiones a partir de una funcioén Lipschitz.

Teorema 2.33. Sean E un FK-espacio cuasinormado solido y ¢: R — R una funcion
Lipschitz tal que ¢(t) = 0 para todo t < 0. Definamos f: coy — coo pOr

. si x(k) = 0.

Entonces f es cuasiaditiva.

Demostracion. Sean 1,5 € coo dados. Para cada k£ € N tenemos por el Teorema 2.27
que

[f (@1 + 22) (k) = f(2) (k) = f(22) ()] < LIn2(lay (k)| + |22(F)]),
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donde L es la constante de Lipschitz de ¢. De esto,

|f(z1+22) — f(21) = f(22)| < LIn2(|21] + |22]).

De las propiedades de la Definicion 2.29 obtenemos que

[ f(z1 +29) — fz1) — fa) | < LIn2(||[01] + |22]]])
< CLIn2(|||z1|]] + [|z=2]]])
= CLIn2(||lz1|| + |22])),

donde C' es un modulo de concavidad de || - ||. Ahora, sean = € ¢y y k € N dados.
Si z(k) = 0, claramente f(—z)(k) = —f(z)(k). Si z(k) # 0, entonces f(—z)(k) =
—2(k)¢(=In| — z(k)]) = —z(k)¢(—In|x(k)]) = —f(z)(k). De modo que f(—z) = —f(x).

Finalmente, dado ¢ € R, tenemos || f(tz)|| = || >_r_, f(tz)(k)ex| para algin n € N, pues
f(tx) € coo. Del Lema 1.7 tenemos que || > °,_, f(tz)(k)ey| < M (>, £ (tz) (k)ex|™)"
para algunas constantes M,r > 0. Como |lex] = 1 para todo & € N, entonces
M (X0 ) (R)er|)™ = M (S0, |f(tz)(k)|[")"". Por la cuasiaditividad de f(z)(k)
tenemos que lim; o (3_,_, |f(t9;)(k:)|r)1/’” = 0, de donde se sigue que lim; ., || f(tx)|| = 0
y lim; o || f(tz)|| = 0. De lo anterior, concluimos que lim; ,, f(tz) = 0. Por tanto f es
cuasiaditiva. n

De lo anterior y los Teoremas 2.23 y 2.19 tenemos la siguiente consecuencia.

Corolario 2.34. Sea f: co9 — coo definida como en el Teorema 2.33. Entonces la
aplicacion Fy: cog — coo dada por

)l f(z/||]l), siz#0;
F()([E) = )
0, Siz=0
es cuasilineal. Mas aun, F, puede ser extendida a una aplicacion cuasilineal F: E — E.

Ahora nos enfocaremos el estudio a las sumas torcidas del tipo £ @ E. Denotaremos
por £ a la clase de las funciones Lipschitz ¢: R — R tales que ¢(t) = 0 para todo ¢ < 0.

Observacion 2.35. Notemos que no se gana generalidad al quitar la restriccion ¢(t) =0
parat < 0, pues si ¢ es Lipschitz, la aplicacion

0, sit<0

{w) — (0), sit>0:
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contindia siendo Lipschitz. M&s aun, ¢ induce una suma torcida equivalente a £ ®&p F
donde F': £ — E es la aplicacidon cuasilineal generada por ¢. Para ver esto, denotemos
por F': E — E ala aplicacion cuasilineal generada por ¢. Entonces, si = € coo con z # 0,

P = Pl = [lellss (57 ) 0 = el (757 ) )

para cada k € N, donde f, y f; son las aplicaciones cuasiaditivas generadas por ¢ y b,
respectivamente. Luego,

P - Flw) = el (550 (-m|55]) - 506 (-u|55)))
o () ) )
~ () 6(0)

Asi, |F(z) — F'(z)| = |z||¢(0)| para cada = € c¢qo. Y de esta manera,
1F(z) — F'(x)[| = [|z[l|¢(0)], paratodo z € cop.

En consecuencia, por el Teorema 2.17 tenemos que F'y F’ son equivalentes en cqq, y del
Lema 2.16 obtenemos que F'y F’ son equivalentes.

Nota 2.36. Para ¢ € L, F(¢) denotara la suma torcida F & E, donde F es la aplicacion
cuasilineal generada por ¢.

Recordemos que si £y F' son espacios cuasinormados, y (e,) y (f.) son sucesiones
basicas de F y F, respectivamente, entonces (e,,) y (f.) se dice que son equivalentes
si existe un isomorfismo 7': span{e, : n € N} — span{f, : n € N} tal que Te, = f, para
cadan € N.

El proximo resultado da una condicion necesaria y suficiente para que dos sumas torcidas
de la forma E(¢) sean equivalentes.

Teorema 2.37. Sea E un F K -espacio cuasinormado sdlido y supongamos que ninguna
subsucesion de (e,,).en €S equivalente a la base de vectores unitarios de cy. Sean ¢, i €
L. Entonces

1. Las sumas torcidas E(¢) y E(¢) son equivalentes si, y solo si,

sup |¢(t) — (1) < oo;

0<t<oo
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2. E(¢) y E(v) son proyectivamente equivalentes si, y solo si, para algun o # 0,

sup [¢(t) — ag(t)] < oo;

0<t<oo

3. E(¢) es trivial si, y solo si, ¢ es acotada.

Demostracion. Supongamos que ¢ y ¢ inducen las aplicaciones cuasiaditivas f, y fy.
Supongamos también que f,; y f, inducen las aplicaciones cuasilineales F: E — E'y
G: E — E, respectivamente (como en el Teorema 2.23).

1. Sisupg.,co |0(t) — ¥(t)| < 0o, entonces para todo y € ¢oo cony # 0y k € N tenemos
que

7() = G = [l (7)o = e (55 ) )
= ffie (|5 ]) - g/k)d’(km%)
v (- Coil
A

[F(y) = Gy)l(k) < Mly(k)|, keN.

)‘ < M paraalgin M > 0y

De la hipotesis tenemos que ‘¢ (— In %
para todo k£ € N. De esta manera,

De esto ultimo encontramos que |F(y) — G(y)| < Mly| para cada y € cyp. En
consecuencia,

1F(y) — Gl < Mllyll, v € coo-

Se sigue del Teorema 2.16 que F'y G son equivalentes en cy, y asi concluimos que
E(¢) y E(¢)) son equivalentes. Para la implicacion contraria, véanse los detalles en °,
Proposicién 3.1.a.

2. Usaremos la notacion F; para la aplicacion cuasilineal inducida por una funcién f € L.
Supongamos que E(¢) y E(v¢) son proyectivamente equivalentes. Por el Teorema 2.17
existena # 0, M > 0y A: E — FE lineal tales que || F(x) — aFy(z) — Az|| < M||z|| para
todo = € E. Notemos que para todo = € c¢\{0} y toda k € N,
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De manera que Fy(azx) = F,u(x) paratoda x € cy. De lo anterior, ||Fy(z) — Fop(z) — Az|| <
M]|z|| para todo = € c¢y. Esto prueba que F, es equivalente a F;, en c¢y. Del Teorema
2.16, obtenemos F, y F,,; son equivalentes. Del inciso anterior deducimos que

,Sup |6(t) — ap(t)] < oo.
Reciprocamente, si sup,.,.., |¢(t) — ay(t)| < oo, entonces Fy y F,, son equivalentes por
el inciso 1. Asi, existen A: E — E lineal y M > 0 tales que ||[Fy(z) — Fuy(x) — Az|| <
M ||z|| para todo = € E. Reescribiendo lo anterior tenemos que || Fy(z) — Fy(ax) — Az|| <
M||z|| para todo x € co. Por tanto, Fy, y F,, son proyectivamente equivalentes en cy. El
Corolario 2.18 implica que F, y F,, son proyectivamente equivalentes. Asi, E(¢) y E(¢)
son proyectivamente equivalentes por el Teorema 2.17.

3. Por definicién, E(¢) es trivial si, y solo si, E(¢) es equivalente a £ & E. Del inciso 1,
E(¢) es equivalente a E(0) si, y solo si, supy.,. |¢(t)| < oo, es decir, si, y solo si, ¢ es
acotada. O
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3. El espacio de Kalton-Peck

Es importante destacar que el tltimo teorema del capitulo anterior nos permitira obtener
sumas torcidas no triviales de espacios de Hilbert iniciando con cualquier funcién real
Lipschitz no acotada. El objetivo de este capitulo es mostrar tal construccién.

3.1. Consecuencias

En esta seccién aplicamos la teoria de sumas torcidas que hemos mostrado en el capitulo
anterior para el caso particular del espacio £ = ¢, con 0 < p < oco. Recordemos que L es
la clase de las funciones Lipschitz ¢: R — R tales que ¢(t) = 0 para todo ¢ < 0.

Definicion 3.1. Diremos que un par de F-espacios (X,Y) se escinde si toda suma
torcidade X y Y es trivial.

Como una consecuencia del Teorema 2.37 tenemos:

Corolario 3.2. Sea F un F'K -espacio cuasinormado sdlido tal que ninguna subsucesion
de (e,)nen €S equivalente a la base usual de c¢,. Entonces (E, E) no se escinde.

Demostracion. Sitomamos ¢ € £ no acotada, entonces E(¢) no es trivial por el inciso 3
del Teorema 2.37. Por lo tanto, (F, E') no se escinde. O

Corolario 3.3. El par (¢,,¢,) no se escinde para0 < p < co.

Demostracion. Ya vimos ¢, con la cuasinorma usual es un FK-espacio cuasinormado.
Para ver que cumple las condiciones del Corolario 3.2 debemos mostrar que ninguna
subsucesion de (e,).cy €S equivalente a la base usual de ¢,. Si esto no fuera asi,
sea (en, )ken UNa subsucesion de (e,).cny equivalente a la base canénica de ¢,. Por
MEGGINSON, An introduction to Banach space theory, Teorema 4.3.7 existe una
constante M > 0 tal que

< M méx |y,
1<n<m

m
E anekn
n=1

siempre que m € Ny ay,...,qa,, € R. En particular, si m € N es dado, haciendo «,, = 1

paracadan = 1,...,m, obtenemos que m'/? < M. Esto es un absurdo. O
Definicion 3.4. Sea X un espacio de Banach con norma | - ||. Diremos que X es
B-convexo si para algun ¢ > 0 y algun numero natural n, se cumple que si x4, ..., z, Son
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elementos de la bola cerrada unitaria de X, existe una eleccidén de signos ay,...,a, €
{-1,1} tal que

< (1—¢)n.

n
E ;T
i=1

Teorema 3.5 ('* Teorema 2.6). Sea X un F-espacio con un subespacio cerrado Y tal
que X/Y yY son ambos isomorfos a un espacio de Banach B-convexo. Entonces X es
isomorfo a un espacio de Banach B-convexo.

Teorema 3.6. Si1 < p < oo y ¢ € L, entonces (,(¢) es isomorfo a un espacio de
Banach. En patrticular, ¢,(¢) puede ser renormado de tal forma que sea proyectivamente
equivalente a una suma isométrica de (,, y (,,.

Demostracion. De ¢, Ejemplo 2.20 de la pagina 33, y ', Ejemplo 2 de la pagina 38,
tenemos que ¢, es B-convexo, pues todo espacio uniformemente convexo es B-convexo
y ¢, es uniformemente convexo. Por tanto, del Teorema 3.5, ¢,(¢) es isomorfo a un espacio
de Banach B-convexo, y después de renormarlo es un espacio de Banach B-convexo. En
particular, por el Teorema 2.9 /,(¢) es proyectivamente equivalente a una suma torcida
isométricade 4, y ¢,. O

Corolario 3.7. Existe una suma isomeétrica de espacios de Banach
0—=ly—> 72—l —0

que no se escinde.

Demostracion. De los Corolarios 3.2 y 3.3 se sigue que si ¢ € £ es no acotada, entonces
0 — ¢y — l3(¢) — €5 — 0 no se escinde. Del teorema anterior, ¢5(¢) es proyectivamente
equivalente a una suma isométrica de ¢, y ¢,. Esta ultima no se escinde, pues de lo
contrario /»(¢) seria proyectivamente equivalente a ¢, & (5, y por lo tanto equivalente a
Uy @ L. O

Lema 3.8. Sea0 — X 5> Z % Y — 0 una suma torcida de espacios de Banach.
Entonces Z es trivial si, y solo si, j'(X) es complementado en Z.

6 Diana HERNANDEZ. “El mddulo de convexidad y la constante de James”. Trabajo de grado.
Universidad Industrial de Santander, 2019. URL: https://noesis.uis.edu.co/items/091d0£fd9-
2dd7-44£5-9188-0368801ec4£0.

7" Wilson A. C CUELLAR. “Um espago de Banach nado isomorfo ao conjugado complexo”. Tesis doct.
Instituto de Matematica y Estatistica, Universidad de Sao Paulo, Sao Paulo, 2011.
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Demostracion. <) Supongamos que X’ := j/(X) es complementado en Z. Notemos
que X’ es cerrado en Z, pues j'(X) = ker(¢) = ¢~*({0}). Por definicién, existe un
subespacio cerrado W de Z de manera que X' N W = {0} y X' + W = Z. Entonces
todo z € Z puede ser escrito de manera unicacomo z =z +wconz € X'y w € W.
De '8, pagina 38, tenemos que los operadores proyeccion P,: Z — X' donde Pi(z) = x
y P,: Z — W donde P»(z) = w son operadores lineales continuos. Definamos 7': 7 —
X @Y porT(z)=(7"YPi(z2)),d(P(z))) y veamos que el siguiente diagrama conmuta.

-/ /

J q

0 > X s 7 > Y > 0
lix lT liy
0 s X s Xay 5 v s 0.

Seanz € Xy z € Z. Tenemos que P,(j'z) = j'z 'y Py(j’x) = 0. Entonces T'(j'z) =
G HP(G'2)), ¢ (P2(5'(2))) = (3" 1(j"2),¢'(0)) = (2,0) = ja. Por otra parte, ¢(T'(z)) =
q(77H(P1(2)), ¢ (P(2)) = ¢ (Py(z)). Como z = Pi(z) + Py(2), Pi(z) € X'y por tanto
¢ (P2(z)) = ¢'(2). Asi, ¢(T'(2)) = ¢'(2).

Claramente, por la continuidad de P, P, j~ 'y ¢, tenemos que T es continua. Ahora,
afirmamos que T es lineal. Sean 2,2, € Zy a € R. Entonces z; y 2, se pueden escribir
de manera Unica como z; = x1 + w1 Y 2o = To + we para algunos z;,x, € X’y algunos
wy,wy € W. De esto,

T(az + 2) = (7 (Pi(az + 2)), ¢ (Paz + 2)))
= (77N (P(axy + 22 + awy + wy)), ¢ (Polax; + 2o + aw; + ws)))
= (5~ 1(ax1+w2) ¢ (qw; + ws))
) + 57 (w2), aq'(w) +¢'(w2))
a(j' (), CI( 1)) + (7 (w2), ¢'(w2))
(A
)

Oéj T

7N PLU(=1)), ¢ (Pa(21))) + (71 (Pu(22)), ¢ (Pa(22)))
aT(z1) + T(22).

(%

Por definicion, concluimos que Z es suma torcida trivial de X y Y.
=) Supongamos ahora que Z es trivial. Entonces existe una aplicacion7: 7 - X &Y
lineal y continua tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

8 Haim BREZIS. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations. Springer Science
& Business Media, 2010.
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-/ /

q

0 » X A > Y > 0
oo b
0 y X j>XeBY ‘Y > 0.

Sean X' = j/(X), W = T~ ({0} xY") y denotemos por 7, y 7 a las proyecciones de X ¢Y
sobre X y de X @Y sobre Y, respectivamente. Ya que 7' es isomorfismo (Observacion
2.7), W = T }(7;'({0})) y X’ son subespacios cerrados en Z. Sea 2/ € X' N W. Como
2’ € X', existe x € X tal que j'z = 2. Por la conmutatividad del diagrama tenemos que
T(j'z) = jx = (x,0). Por otro lado, ya que ' € W, T(z') = (0,y) para algin y € Y.
Entonces, (z,0) = (0,y) y por lo tanto, 2/ = j'z = 70 = 0. De esto, X’ N W = {0}.

Por ultimo, veamos que Z = X' + W. Si 2z € Z, entonces z = T YT(z)) =
T m(T(2)),m(T(2)) = T ' (m(T(2)),0) + T-1(0,72(T(z))). Por la conmutatividad
del diagrama, T'(j'(m(2))) = J( 1(T(2))) = (m(T(2)),0), de manera que j'(m(z)) =
T-Y(m(T(2)),0). Luego, T~ '(m(T(2)),0) € j(X) = X'. Ademads, claramente
T710,m(T(2))) € W, pues T1(0,m(T(z))) € T ({0} x Y). Asi, por definicién
concluimos que W es un complemento de X'. O

3.2. El espacio de Kalton-Peck 7,

En esta seccion aplicamos lo que hemos expuesto hasta el momento para el caso
particular en que ¢: R — R con ¢(t) = t,y E = ¢,. Observe que ¢ es Lipschitz y no
acotada. Note que para este caso, el espacio F es un espacio de Hilbert.

Siguiendo el trabajo de la Seccién 2.4, vemos que la aplicacién f: cqy — ¢y dada por

Fayy = § S mIe®)], - sTalk) #0
. six(k) = 0

Y

es cuasiaditiva para la norma de /5. Por tanto, la aplicacion Fy: cyy — cqo definida por

Fo(x) = {l‘f(ﬁ/xD7 s? z # 0;
0, sizr=0

es cuasilineal. Por el Corolario 2.34 podemos extender F; a una aplicacion cuasilineal
KP: ¢, — (. KP es llamada aplicacion de Kalton-Peck. El espacio de Kalton-Peck es
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definido como
Zy :=La(¢) = Ly Dip La.

Notemos que KP: cyy — coo €S dada por

Z (—xn In |xn|> €n, Sz #£0;
|

KP(Z‘) = n=1
0, siz =0,

six = (z,) € coo,

donde convenimos que xInz := 0 si x = 0. Observe también que la cuasinorma asociada
a esta aplicacion es dada por

1z y)llz = llz = KPW)lle + [[ylle.

~ o\ 1/2 - 1/2
- (Z {xn + yn In M} ) + (Z yi) . Siz,y € cop.
n=1

— 1yl
Proposicion 3.9. EL espacio Z, no es isomorfo a un espacio de Hilbert.

Demostracion. Como Z, es una suma torcida no trivial de ¢, y /5, por el Lema 3.8 /5 x {0}
no es complementado en Z;. Y como en un espacio de Hilbert todo subespacio cerrado
admite un complemento '8 (pagina 39), concluimos que Z, no es isomorfo a un espacio
de Hilbert. O

Para finalizar el trabajo, sabemos que el enfoque de Kalton y Peck dan respuesta al
problema 3-espacios para espacios de Hilbert. Con esto en mente, Castillo y Yost en ° se
formulan la siguiente pregunta:

Pregunta 3.10. ;Es la propiedad de ser una suma torcida de espacios de Hilbert una
propiedad 3-espacios?
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