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Resumen

Titulo: Secuencia de ensefianza para potenciar el proceso de demostracion: Incorporacion de
las ideas de Fermat sobre derivadas”

Autor: lvon Valentina Delgado Angarita™

Palabras Clave: Conjeturas, demostracion, razonamiento, derivada.

Descripcion:

El desarrollo de habilidades para razonar, formular conjeturas, justificar estrategias y
construir argumentos permite a los estudiantes dar sentido a las matematicas y comprender
criticamente los conceptos. Por ello, los programas educativos deben promover el planteamiento
de conjeturas y la construccién de demostraciones (NCTM, 2003). No obstante, estudios sefialan
que los estudiantes presentan grandes dificultades, en parte por la falta de ambientes adecuados
y oportunidades en el aula. Como resultado, suelen razonar de forma empirica, aceptando una
afirmacion como verdadera solo porque se cumple en algunos ejemplos, y mantienen esa idea
errénea incluso tras recibir orientacion docente (Stylianides et al. 2017). En particular, la
comprension de la derivada sigue siendo un desafio, pues la ensefianza suele priorizar
procedimientos algoritmicos sobre una fundamentacion conceptual, lo que limita la capacidad de
los estudiantes para interpretarla en distintos contextos y aplicarla a la resolucion de problemas
(Artigue, 1995; Hitt, 2003). Frente a este panorama, se plante6 el objetivo de disefiar,
implementar y evaluar una unidad de ensefianza de la regla de la derivada de la funcion potencia
y exponencial incorporando las ideas de Fermat en GeoGebra, dirigida a estudiantes de
Licenciatura en Matematicas, enfocandola al desarrollo de habilidades del proceso de
demostracién. La propuesta se llevd a cabo mediante la metodologia de Experimentos de
Ensefianza (Camargo, 2021) y se evidencid que, aunque los estudiantes se encuentren en un
semestre avanzado, al enfrentarse a algo nuevo, como plantear sus propias conjeturas y construir
sus propias demostraciones, sus intentos son principalmente empiricos, marcados por dificultades

y errores alarmantes para su nivel de formacion.

* Trabajo de Grado
™ Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jorge Enrique Fiallo Leal. Doctor en Didactica de
las Matematicas.
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Abstract
Title: Teaching sequence to enhance the proof process: Incorporating Fermat’s ideas on
derivatives*
Author: Ivon Valentina Delgado Angarita®
Key Words: Conjectures, proof, reasoning, derivate.
Description:

The development of skills to reason, formulate conjectures, justify strategies, and
construct arguments enables students to make sense of mathematics and to critically understand
the concepts involved. Therefore, educational programs should promote both the formulation of
conjectures and the construction of proofs (NCTM, 2003). Nevertheless, studies indicate that
students face significant difficulties, partly due to the lack of appropriate environments and
sufficient opportunities in the classroom. As a result, they tend to reason empirically, accepting
a statement as true merely because it holds for some examples, and they maintain this
misconception even after receiving teacher guidance (Stylianides et al. 2017).

In particular, understanding the derivative remains a persistent challenge, since
instruction often prioritizes algorithmic procedures over solid conceptual foundations, which
limits students’ ability to interpret the derivative in different contexts and apply it to problem
solving (Artigue, 1995; Hitt, 2003).

In light of this situation, the objective was to design, implement, and evaluate a teaching
unit on the derivative rule of power and exponential functions, incorporating Fermat’s ideas with
the mediation of GeoGebra. This proposal was addressed to undergraduate mathematics
education students and focused on fostering proof-related skills. The study was carried out using
the Teaching Experiment methodology (Camargo, 2021), and the findings revealed that, although
students were in advanced semesters, when confronted with new tasks such as formulating their
own conjectures and constructing their own proofs, their attempts were mainly empirical and

marked by difficulties and errors that are alarming for their level of preparation.

* Degree work
™ Sciencie Faculty. Mathematics school. Director: Jorge Enrique Fiallo Leal. PhD in Mathematics Education.
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Introduccion

En un principio, el objetivo fundamental de la demostracion era asegurar la certeza
de las proposiciones; sin embargo, con el tiempo surge una nueva funcion: la demostracion
se enfoca en facilitar la comprension. Asi, el proceso de demostrar comienza a ser entendido,
no solo como un medio para probar la validez de las afirmaciones, sino también como una
herramienta para aclarar y hacer accesibles los conceptos (Gongora, 2024).

Las matematicas, como una ciencia intrinsecamente demostrativa, requieren que su
ensefianza y aprendizaje en las aulas se enfoquen en el desarrollo de habilidades para razonar,
formular conjeturas, justificar estrategias y construir argumentos. Este proceso no solo
permite a los estudiantes dar sentido a las matematicas, sino que promueve una comprension
l6gica y critica que trasciende la mera memorizacion de reglas. Por ello, los programas
educativos deben capacitar a los estudiantes en la formulacion de conjeturas, el desarrollo de
demostraciones y la aplicacion de diversos tipos de razonamiento matematico (NCTM,
2003). Razonar en matematicas implica no solo justificar procedimientos y estrategias, sino
también formular hipoétesis, buscar patrones y contraejemplos, y utilizar propiedades y
relaciones para explicar hechos matematicos. Asi, el razonamiento y la demostracion se
convierten en herramientas esenciales para comprender las matematicas como un campo
I6gico, fortaleciendo la capacidad de los estudiantes para pensar criticamente en lugar de
limitarse a memorizar algoritmos y reglas (MEN, 1998).

A pesar de la relevancia de estos enfoques, Bell (1976) plantea que, aunque la
deduccion es esencial en matematicas, solo los estudiantes mas capaces suelen comprenderla,
lo que refleja la dificultad que implica aprender y ensefiar la demostracion, debido a su

complejidad, que involucra creencias, conocimientos, habilidades y factores socioculturales
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(Camargo, 2010). Varios estudios indican que los estudiantes presentan grandes obstaculos
en el aprendizaje del razonamiento y la demostracion. Al respecto, Stylianides, et al. (2013)
sefialan que los estudiantes enfrentan dificultades debido a la falta de ambientes adecuados y
oportunidades suficientes en el aula para el aprendizaje del razonamiento y la demostracion.
Este desafio se ve reflejado en un problema clave y persistente: los estudiantes tienden a
aceptar una afirmacién como verdadera simplemente porque se cumple para algunos
ejemplos, y continlan manteniendo esta idea erronea incluso después de una instruccion
explicita por parte del docente. Ademas, no consideran suficiente la existencia de un
contraejemplo que refute una generalizacion matematica falsa (Stylianides et al. 2017).

De acuerdo con los documentos oficiales y con el objetivo de corroborar los hallazgos
previos, se establece que, al ingresar a la vida universitaria, se espera que los estudiantes sean
capaces de realizar demostraciones deductivas formales. Sin embargo, en el contexto local
de la Universidad Industrial de Santander, investigaciones como la de Antonio (2020) han
analizado los tipos de demostracién empleados por los estudiantes en un curso de pre-calculo,
con el fin de profundizar en el proceso de demostracion de aquellos que ingresan por primera
vez a la universidad. Los resultados de dicho estudio, como era de esperar, indican que las
demostraciones realizadas son de naturaleza empirica, lo cual pone de manifiesto que el
proceso de ensefianza de la demostracion formal no se estd implementando adecuadamente
en las etapas tempranas. Este hallazgo se alinea con el estudio de Riafio (2023), quien también
identifica y examina los tipos de demostracion utilizados por los estudiantes de nuevo ingreso
en las carreras de Licenciatura en Matematicas y Matematicas en la misma universidad en
un curso de Geometria Euclidiana.

En otro contexto, el aprendizaje inadecuado del pre-célculo y la desconexion entre

procedimientos y significados en célculo, como la derivada, siguen siendo problemas
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persistentes. Artigue (1995) sefiala que, aunque los estudiantes logran dominar las técnicas
algoritmicas, como las reglas de derivacion; enfrentan dificultades al intentar conectar estas
herramientas con una interpretacion conceptual de la derivada, ya sea como limite del
cociente incremental o como la pendiente de la recta tangente. Esto evidencia que el problema
no radica Unicamente en el manejo técnico, sino en la falta de integracién entre
procedimientos y significados, un desafio recurrente en el aprendizaje del célculo.

En linea con lo anterior, Hitt (2003) subraya que los estudiantes a menudo desarrollan
algoritmos sin una comprension clara de su proposito o contexto, lo que limita su capacidad
para aplicar estos conceptos de manera efectiva en situaciones mas complejas.

En este sentido, se plantea el interrogante: ;Como favorecer la comprension de las
reglas de derivacion de la funcién potencia y la funcién exponencial en una secuencia de

ensefianza que incorpora las ideas de Fermat con la mediacion de GeoGebra?

1. Justificacion

En este capitulo se retoman los problemas identificados en la introduccion. A partir
de diversos referentes tedricos y estudios, se argumenta la pertinencia de disefiar una
secuencia de ensefianza que incorpore las ideas de Fermat y el uso de GeoGebra, con el
propdsito de fortalecer la comprension conceptual y el proceso de demostracion.

G. Stylianides y A. Stylianides (2017) subrayan la necesidad urgente de contribuir al
futuro, realizando investigaciones que respalden a los docentes en la mejora de la
comprension matematica de los estudiantes. Para ello, se requiere un enfoque centrado en
estudios orientados a la intervencion en el aula, que ofrezcan soluciones préacticas y efectivas

para abordar estos problemas en el proceso de ensefianza de la demostracion.
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En cuanto al uso de Software de Geometria Dindmica (SGD), los estudios sugieren
que este puede desempefiar un papel crucial en la mejora del aprendizaje de la demostracion.
Balacheff (2020) destaca que los entornos de aprendizaje mejorados con tecnologia ofrecen
a los estudiantes un campo de experiencia que fomenta la exploracion, formulacién de
conjeturas y el desarrollo de demostraciones. Esto respalda la pertinencia de usar GeoGebra
en un formato interactivo, ya que permite a los estudiantes visualizar propiedades
geométricas, experimentar con configuraciones dinamicas y transitar hacia la la construccion
de demostraciones deductivas.

La relacidn entre argumentacion y visualizacion, esta ultima entendida "como el tipo
de actividad de razonamiento basada en el uso de elementos visuales o espaciales, ya sean
mentales o fisicos, realizada para resolver problemas o demostrar propiedades” (Gutiérrez,
1996, p. 99) en el aprendizaje de la geometria también ha sido objeto de estudio. Blanco et
al. (2024) investigan la articulacion entre visualizacion y argumentacion en la ensefianza de
la geometria, concluyendo que, en tareas visuales, la argumentacion permite abordar las
dificultades derivadas del uso de representaciones, mientras que, en tareas de conjetura y
demostracion, las dificultades surgen principalmente de la visualizacién, ya que esta
condiciona el razonamiento seguido para resolverlas. Estos hallazgos destacan la necesidad
de integrar ambos procesos en el disefio de tareas educativas para facilitar el aprendizaje de
la geometria y mejorar la comprension de los estudiantes frente a la demostracion.

Aungue los objetivos de este trabajo no se centran en el desarrollo de habilidades de
visualizacion, sino en el proceso de demostracion de algunas reglas de derivacion, tendremos
en cuenta las ideas anteriores, dado que resulta crucial crear ambientes de aprendizaje que
combinen el razonamiento matematico con herramientas tecnologicas como GeoGebra.

Ademas, es indispensable disefiar tareas que fomenten la formulacion de conjeturas, la


https://link-springer-com.bibliotecavirtual.uis.edu.co/article/10.1007/s11858-024-01619-2#ref-CR31
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visualizacion y la argumentacion, fortaleciendo asi la capacidad de los estudiantes para
construir argumentos matematicos sélidos.

Por otro lado, Fiallo y Parada (2018) desarrollan un curso de Pre célculo para el
estudio dindmico del cambio y la variacion, donde destacan que el enfoque tradicional de los
libros de texto ha llevado a que los conceptos pierdan su razén de ser. Segun estos autores,
los problemas de cambio y variacion suelen presentarse como simples ejemplos posteriores
a la exposicion de una teoria, por lo que plantean como alternativa el uso de las tecnologias
digitales, ya que estas permiten que los estudiantes visualicen representaciones en pantalla
que se alinean con su intuicion, facilitando la comprension de los conceptos. Para el caso del
concepto de derivada, se propone el problema de encontrar el maximo rectangulo que se
puede construir con un perimetro fijo y se orienta al estudiante a resolverlo a partir del
método de la pseudoigualdad de Fermat para hallar médximos y minimos, pero en un entorno
de Geometria Dindmica que denominan “el método de Fermat digitalizado”. En esta linea,
la actividad consiste en trabajar con el archivo “caja sin tapa” en GeoGebra para estudiar
como varia el volumen de la caja en funcion de la altura. A través de la manipulacion
dindmica, los estudiantes identifican la altura que genera el volumen maximo, probando con
distintos valores, redondeos y registros numéricos que muestran cémo alrededor de ese
maximo la funcién apenas cambia, es decir, f(A + E) = f(A). Este enfoque permite retomar
las ideas originales de Fermat en un entorno interactivo, facilitando la exploracion visual y
empirica del comportamiento de las funciones y contribuyendo a la comprensién conceptual
de la derivada y de las reglas de derivacion para ciertas funciones.

En sintesis, en esta propuesta se tienen en cuenta las ideas de Fermat plasmadas en
un entorno dinamico, esperando que la implementacion de ésta contribuya de manera

significativa a la comprension de las reglas de derivacion desde una perspectiva innovadora,
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mientras se fortalece simultaneamente el proceso de razonamiento y demostracion. Para ello,

se proponen los objetivos en el siguiente capitulo.
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2. Objetivos

En este capitulo se presentan los objetivos que orientan el desarrollo de la presente
investigacion. Inicialmente, se establece el objetivo general, el cual define la meta central del
estudio, y posteriormente se detallan los objetivos especificos que guian las acciones

necesarias para alcanzarlo.

2.1. Objetivo general

Disefar, implementar y evaluar una unidad de ensefianza de la regla de la derivada
de la funcion potencia y exponencial incorporando las ideas de Fermat en GeoGebra, dirigida
a estudiantes de Licenciatura en Matematicas, enfocandola al desarrollo de habilidades del

proceso de demostracion.

2.2. Objetivos especificos

e Implementar un test diagnodstico sobre las reglas de derivacion de la funcion
potencia y la funcion exponencial con estudiantes de un curso de didactica del
calculo de la Licenciatura en Matematicas de la UIS y analizar los tipos de
demostracion.

¢ Implementar una secuencia de ensefianza sobre las reglas de derivacion de la
funcién potencia y la funcion exponencial incorporando las ideas de Fermat en
GeoGebra con estudiantes de un curso de didactica del calculo de la Licenciatura
en Matematicas de la UIS y analizar los tipos de demostracion emergentes.

e Caracterizar las dificultades y los errores de los estudiantes de un curso de

didactica del calculo de la Licenciatura en Matematicas de la UIS en el proceso
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de plantear conjeturas y construir demostraciones sobre las reglas de derivacion
de la funcion potencia y la funcion exponencial.

e Analizar los aportes de la secuencia de ensefianza en la construccion de
demostraciones deductivas sobre las reglas de derivacion de la funcion potencia
y la funcion exponencial.

e Aportar informacion sobre el conocimiento didactico y matematico de los

profesores de matemaéticas en formacion en un curso de didéctica del célculo.

3. Antecedentes

Se presentan los antecedentes que sustentan la propuesta. En primer lugar, se examina
el tratamiento que algunos libros de texto universitarios dan a las demostraciones de las reglas
de derivacion, con el fin de evidenciar enfoques predominantes y posibles limitaciones.
Posteriormente, se revisan estudios que abordan el proceso de demostracion en entornos de
Geometria Dinamica, destacando su potencial y sus desafios en la ensefianza este proceso.
Finalmente, se presentan investigaciones relacionadas con el uso de la subtangente y métodos
histéricos en combinacién con herramientas digitales, los cuales aportan elementos
conceptuales relevantes para el disefio de la secuencia didactica que se propone en este

trabajo.

3.1. Demostraciones de las reglas de derivacion en libros de texto

De la revision de los siguientes libros de calculo diferencial mas usados en la
Universidad Industrial de Santander: “El calculo”, septima edicion (Leithold, 1998), (L1);
“Calculo de una variable- Trascendentes tempranas”, cuarta edicion (Zill y Wright, 2011),

(L2); “Calculo de una variable- Trascendentes tempranas”, séptima edicion (Stewart, 2012),
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(L3) y “Calculo- Trascendentes tempranas”, quinta edicién (Smith et al. 2018), (L4) con el
objetivo de analizar el tratamiento que se da a la demostracion de las reglas de derivacion
para funciones potencia y funciones exponenciales.
Se encontraron los siguientes enfoques dados al tema:

e Para las funciones potencia f(x) =x™,n €N, L1, L2 y L4, presentan una

demostracion usando para 4 pasos:

(n—-1)nx""2p2

I f(X+h) = (x+h)n =x"+nx"‘1h+ +...+nxhn—1+hn

(n-1)nx""2p2
2

i. fx+h)—f(x)=x"+nx""1h+ + -+ nxh™ 1+ g — x"

(n—-1)nx""2p?

=nx""1h+ + -+ nxh™ 1+ A"

(n-1)nx""2n

= h(nx" 1+ .

+ -+ 4 nxh™ + h"71)

- n—2
) —f) | R TR g a1y
I11. =

h h
n— 1Dnx""2h
=nx"" + ( )2 + -4 nxh™ + A1
(n—Dnx""2h

+ o+ nxh™ + AV = nx L

/ — i n-1
f'(x) ’111_13(1)nx + >

Mientras que en L3, realizan la siguiente demostracion:
x"—a"=(x—a)(x" 1+ x"%a+ -+ xa" % +a" )
Si f(x) =x",

f'(a) = lim f—(x) — /@ = lim —xn —a
xsa  X—a x>a X —a

. (x—a)(x" 1+ x"2a+ -+ xa" % +a"v?)
= lim

x—-a X —a

=lim(x" 4+ x"2a+ -+ xa™? + a™?)
x—a

=@ t'+a"%a+-+aa"?+a" )
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=@ t+a"%a+ - +aa"%+a" 1)

=na" L

e Para las funciones potencia f(x) = x™,n € Z,en L3 se propone como ejercicio,
mientras que L1, L2 y L4 realizan la siguiente demostracion:
n,d d  n

d d(l)zx el T lggXt  nx?

 .-n -n-1
(xn)z - x2m .

dx” T dx\xm -

e Para las funciones potencia f(x) =x",ne€Q L3 no presenta ninguna
demostracion; L2 y L4 presentan lo siguiente:

Sean = p/q, donde p y q son enteros y g + O.

Entonces la funcién y = xP/4 proporciona y? = xP.
Luego, para y # 0, la diferenciacion implicita
d d _1dy _
— y4d = Z 4D q-1=27 _ r-1
= X produce qy — = pxPT
Al despejar dy/dx en la Gltima ecuacién y simplificar con las leyes de los exponentes

obtenemos

p—1 p—1
dy _px’"" p_ 77 P gt

dx  qyit T q (Pt g
Mientras que en L1 se procede de la siguiente manera:
Considere que x # 0,y n = %, donde g es un nimero entero positivo. Entonces f(x) =
xl/‘l.
Luego, por la definicidn de derivada, se tiene que

(x+h)/a—x"a
h

f'(x) = lim

Ahora, se emplea la formula siguiente:
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x"—a"=(x—-a)(x" T+ x"la+ -+ xa"?% + a1},

donde a = (x + h)l/Q, b=x"a y n = q. De modo que se multiplica el numerador y el

denominador por

[+ YD 4+ VAT Dy Ya 4 g (x1/a) @D
Entonces

1 a-1 a-2 g-1
f,(x)zhm[(x+h)1/q_x/q][(x+h) T +(x+h) dx/at+txd]

=0 prox + h)@D/a 4 (x + h)(q—z)/qxl/q + e+ x(@-D/a)

_ h
= }ll_r% (q-1)/q @-2)/qY/ (g-1)/q
h[(x + h) +(x+h) x4+ +x |

_ 1
= }ll_r% (q-1)/q @-2)/q "/ (a-1)/q
(x+h) +(x+h) x4+ -+x

1

im I
h=0 4 (q-1)/q 4+ x@-2)/ax/a + ... + x@@-1/q

oy L 11,
f (X) - 1_(1) - ax .
qx 1

Ahora, sean = s, donde p es cualquier nimero entero diferente de cero y q es un entero
positivo, entonces

F() = x0 & f(x) = (/I

De la regla de la cadena y de la regla de la potencia para nimeros enteros, se tiene

rw=p(ef A6
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e Para las funciones potencia f(x) = x™,n € R,en L1y L4 no se realiza la
demostracion; en L2 realizan lo siguiente:
Utiliza la identidad x = e'™*.
Se usa el siguiente hecho: para x > 0, x™ se define para todos los numeros reales n. Luego,
debido a la identidad x = e'™~,

x" = (elnx)n — enlnx.

. d d d n
ASI, = _enlnx — enlnx_(nlnx) — _enlnx_
dx dx dx x

Al sustituir e™™* = x™ en el Gltimo resultado se completa la demostracion para x > 0,

La Gltima férmula de derivada también es vélida para x < 0 cuando n es un nimero
racional y g es un entero impar.
Y en L3 se demuestra de la siguiente manera:
Sea y = x™. Utilizando la derivacion logaritmica:
In|y| = In|x|™, x#0
Por tanto, ¥ =2
y x

n

Asi que, y' = n% = n% =nx"" 1L

e Para las funciones exponenciales f(x) = a*,a € R, en L1 no se realiza la
demostracidn, mientras que en L2, L3 y L4 usan la definicion de derivada y un
método de cuatro pasos:

f(x+ h) = a**t" = a*a"

flx+h)—f(x) =a*a — a* = a*(a™ — 1)
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fx+h) —f(x) a*(@" -1
h B h - h

(a"-1)
h

L@ -1
=a

f'(x) = }liir(l) a* =a* Ina.

De lo anterior se evidencia que las demostraciones presentadas en estos textos son
estrictamente algebraicas, no se invita al estudiante a explorar, ni a conjeturar, ni a demostrar.
Solo se muestran procesos algoritmicos, lo que confirma la necesidad de incorporar
estrategias que contribuyan a la compresion y demostracion de las reglas de derivacion.

Por otro lado, se ha encontrado que Conejo et al. (2014), presentan un estudio
descriptivo sobre el tratamiento de la justificacion de las reglas y técnicas de derivacion en
algunos libros de texto de secundaria. Ademas, establecen que la mecanizacion de estas

reglas, ignorando su justificacion, podria ser una de las causas por las que no se alcanza la

comprension de este concepto. Este es un punto de vista con el que se coincide en este trabajo.

3.2. El proceso de demostracion en SGD

Fiallo (2011) disefia, implementa y evalta una unidad de ensefianza de las razones
trigonomeétricas en un entorno de geometria dinamica, enfocandola hacia el desarrollo de las
habilidades de demostracion. Aqui analiza la existencia de unidad o ruptura cognitiva entre
los procesos de argumentar y demostrar en el desarrollo por los estudiantes de
demostraciones de propiedades de las razones trigonométricas. Ademas, identifica y
caracteriza los origenes de las dificultades que se presentan en los procesos de planteamiento
de conjeturas y de construccion de demostraciones en el contexto de aprendizaje de las
razones trigonométricas en un ambiente de geometria dinamica. Se concluye que los
estudiantes lograron explorar conceptos empleando el Software de Geometria Dinamica

(SGD), el cual facilité la conexion entre la experimentacidn practica y la argumentacion



SECUENCIA DE ENSENANZA PARA POTENCIAR LA DEMOSTRACION 27

tedrica. Las herramientas del software permitieron validar las conjeturas formuladas por los
alumnos, promoviendo tanto la generacion de estas como el desarrollo de demostraciones.
Aunque al inicio las demostraciones fueron principalmente inductivas, el progreso en las
actividades llevd a una transicion gradual hacia demostraciones predominantemente
deductivas. Por otro lado, un aporte destacado del autor, es que advierte que el software puede
convertirse en un obstaculo si el docente permite que los estudiantes basen sus argumentos
unicamente en las verificaciones ofrecidas por la herramienta. En este sentido, el papel del
docente resulta crucial, ya que debe actuar como mediador para garantizar que el uso del
software complemente el pensamiento deductivo, en lugar de reemplazarlo.

Toro (2017) analiza cdmo estudiantes de octavo grado desarrollan habilidades de
argumentacion matematica mediante el uso del software Cabri. Con un enfoque cualitativo,
se implement6 una propuesta de ensefianza basada en tareas colaborativas para explorar
relaciones geomeétricas, plantear conjeturas y construir demostraciones. Los resultados
muestran que los Sistemas de Geometria Dindmica (SGD) facilitaron la transicién de la
argumentacion inductiva a la deductiva, promoviendo un aprendizaje profundo y habilidades
de razonamiento. Asimismo, se resalta el rol clave del profesor en la gestion de la
argumentacion y la necesidad de disefiar tareas que promuevan la justificacion y el
pensamiento critico. El estudio concluye que la incorporacion de tecnologia en el aula
fomenta ambientes dindmicos, reflexivos y propicios para el desarrollo del pensamiento
matematico.

Martinez (2020) llevo a cabo el disefio e implementacion de una secuencia de
problemas de construccion geométrica dentro de un entorno de geometria dinamica, con el
objetivo de desarrollar habilidades de demostracion en estudiantes de noveno grado. Los

resultados de su investigacion resaltan la importancia del software como un mediador
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interactivo, al permitir la exploracion de propiedades invariantes que favorecen
significativamente el desarrollo del pensamiento deductivo. Asimismo, el autor concluye que
es posible fortalecer las habilidades de demostracion en los estudiantes cuando se enfrentan
a problemas de construccion geomeétrica utilizando este tipo de herramientas tecnoldgicas.

Morales (2021) presenta un estudio descriptivo sobre como un grupo de estudiantes
de bachillerato utiliza el software de geometria dinamica GeoGebra para justificar y construir
teselados semirregulares mediante transformaciones isométricas. La percepcion visual
facilitada por GeoGebra fue clave para explorar y manipular construcciones geométricas, se
evidencio que esta funciondé mas como un argumento en si mismo que como apoyo al
razonamiento, por lo que se hace indispensable la guia del docente, quien debe mediar entre
las herramientas tecnolégicas y los conceptos matematicos para que los estudiantes alcancen
el aprendizaje esperado.

Los estudios revisados destacan el papel clave del Software de Geometria Dindmica
(SGD) en el proceso de demostracion. Estas herramientas tecnolégicas facilitan la transicion
de la argumentacion inductiva a la deductiva, permitiendo a los estudiantes explorar
propiedades matematicas, plantear conjeturas y validar resultados de manera interactiva. Sin
embargo, también se advierte que el uso del software debe ser mediado cuidadosamente por
el docente para evitar que los estudiantes se limiten a confiar en las verificaciones

automaticas.

3.3. Estudios sobre el uso de la subtangente

En este apartado, se presentan estudios que respaldan la relevancia de recurrir a
métodos antiguos, como el céalculo de la subtangente, definida como el segmento del eje x

comprendido entre el punto de tangencia y el punto donde la recta tangente a la curva corta
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el eje x. Estos métodos, combinados con tecnologias digitales, pueden potenciar la ensefianza
y el aprendizaje del concepto de derivada.

Font (2010) realiza un analisis didactico de las nociones de derivada en un punto y
de la funcién derivada, enfocandose en como las dificultades en su comprension estan
relacionadas con el uso de definiciones basadas en limites. Busca mostrar alternativas
didacticas que utilicen diversas representaciones y procesos de generalizacion, asi como
fomentar en los futuros profesores de secundaria la capacidad de realizar analisis didacticos
de los procesos de instruccion matematica. Esto se hace con la intencion de mejorar la
ensefianza y aprendizaje de estos conceptos en contextos educativos.

En cuanto al uso de la subtangente, (concepto que se profundizara en el siguiente
capitulo), este autor, en uno de los apartados titulado “Recuperacion de técnicas antiguas
gracias a los graficadores dinamicos”, muestra un ejemplo donde se presenta un cuestionario
disefiado para estudiantes de primer afio de Bachillerato (17 afios) como parte de una leccién
sobre la derivada. El objetivo es calcular la derivada de f(x) = e* sin recurrir a su definicion
formal basada en limites. Previamente, los estudiantes trabajaron con un software dindmico
que les permitié analizar la representacion grafica de la funcién y descubrir que, en el caso
de la funcion exponencial de base e, la longitud de todas las subtangentes es constante e igual
al

Para calcular la derivada, los estudiantes siguen una técnica que comienza con la
eleccion de un punto especifico de la funcién y su tangente. Utilizando software dinamico,
identifican una condicién comun a todas las tangentes: la subtangente siempre mide 1. Esta
condicion se traduce en términos simbolicos aplicando la interpretacion geométrica de la
derivada, lo que permite generalizar el célculo a cualquier punto y deducir la expresion

simbdlica de f'(x). Esta técnica requiere combinar representaciones graficas y simbélicas de
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la funcion exponencial, ya que su ausencia haria inviable el método. Histéricamente, se sitda
entre el problema de la tangente y su inverso, que estd basado en los procedimientos
historicos empleados por matematicos como Descartes y Barrow para construir tangentes y
normales; y aunque su aplicacion es limitada, resulta util para funciones lineales,
exponenciales y logaritmicas.

Pérez y Hernandez (2010) presentan un disefio didactico centrado en un tema del
Célculo dentro del curriculo actual, respaldado por investigaciones socioepistemoldgicas que
promueven un uso estratégico de la tecnologia en el aula de matematicas. Este enfoque
facilita la reconstruccion de significados de conceptos matematicos fundamentales, como la
subtangente, para caracterizar el comportamiento de las curvas en contextos de variacion,
incluyendo aspectos clave como maximos, minimos y puntos de inflexion. El disefio
establece una relacién entre la magnitud de la subtangente y el comportamiento de las curvas,
utilizando la variacién de las subtangentes para identificar caracteristicas de la funcion.
Ademas, se propone que la variaciéon de la abscisa da lugar a nuevas magnitudes de la
subtangente, y esta relaciéon se expresa mediante una funcion en la que los conceptos de
maximo y minimo son esenciales para caracterizar los puntos de inflexion. El disefio también
destaca la relevancia del enfoque gréfico-analitico presente en las obras de L'Hospital y
Agnesi, subrayando su valor en la comprension de estos conceptos.

Aungue en estos trabajos no se emplean directamente las ideas de Fermat para el
calculo de la subtangente, se destaca que los métodos antiguos pueden aportar

significativamente al aprendizaje.
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4. Marco referencial

En el presente apartado se presentan los elementos tedricos que posibilitan la
concepcion del problema de investigacion, los objetivos y consolidacion de los resultados.
Este marco fue creado con el objetivo de ofrecer una fundamentacion tedrica acerca del
proceso de razonamiento y demostracién, y con ello, mostrar la manera en que las ideas de
Fermat en cuanto al concepto de derivada pueden ser mediadas por el Software de Geometria

dindmica GeoGebra para fomentar el desarrollo de las habilidades de este proceso.

4.1. Proceso de razonamiento y demostracion

Existen diversas definiciones de demostracion; sin embargo, teniendo en cuenta el
objetivo de este trabajo, se adopta la siguiente concepcion “la demostracion es el proceso que
incluye todos los intentos hechos por los estudiantes para explicar, verificar o justificar con
miras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes y al profesor de la veracidad de una
afirmacion matematica” (Fiallo, 2011, p. 85)

De esta definicidn, se caracterizan los tipos de demostracion que surgen en las aulas
de clase (Fiallo, 2011); demostraciones deductivas y demostraciones inductivas o empiricas.

1. Demostraciones deductivas: Ocurren cuando los estudiantes usan argumentos que
apoyan una conclusion sobre una o varias premisas, donde usan teoremas,
definiciones o propiedades. Existen dos categorias: experimento mental y deduccion
formal.

1.1. Experimento mental: Se caracteriza por el uso de ejemplos para ayudar a

organizar la demostracion. Se divide en transformativo y estructural.
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1.1.1. Experimento mental transformativo: El estudiante transforma el
problema inicial en uno equivalente. Usa ejemplos que le ayuden a escoger dicha
transformacion.

1.1.2. Experimento mental estructural: Ocurre cuando el estudiante usa los
ejemplos para ayudar a entender los pasos, que se basan en secuencias logicas
derivadas de datos y axiomas, definiciones y teoremas.

1.2 Deduccion formal: El estudiante realiza operaciones mentales sin la
necesidad de ejemplos especificos. Se divide en transformativa y estructural.

1.2.1. Deduccion formal transformativa: El estudiante transforma el
problema inicial en uno equivalente y los argumentos se basan en propiedades
matematicas generales.

1.2.2. Deduccion formal estructural: Cuando se organiza la deduccion a

partir de secuencias l6gicas derivadas de axiomas, definiciones y teoremas, sin
recurrir a ejemplos especificos.
1.3 Deduccién informal: Consiste en procesos deductivos abstractos expresados
de manera no rigurosa, donde se combinan explicaciones verbales con lenguaje
matematico y se apoyan en afirmaciones consideradas evidentes. Este tipo de
razonamiento se basa en operaciones mentales que pueden estar acompariadas de
ejemplos concretos o no (Beltran-Menue et al. 2024).

2. Demostraciones inductivas: Se basan en ejemplos como el principal o Unico
elemento de conviccion. En este tipo de razonamiento, los estudiantes aceptan la
veracidad de una conjetura tras observar regularidades en ejemplos especificos. Estas
demostraciones se dividen en varios tipos, de acuerdo con la forma de escoger los

ejemplos: empirismo ingenuo inductivo, experimento crucial y ejemplo genérico.
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2.1. Empirismo ingenuo: Los estudiantes usan sélo ejemplos sin ningln criterio
especifico.

2.1.1. Empirismo ingenuo perceptivo: Los argumentos se basan en
elementos visuales o tactiles.

2.1.2. Empirismo ingenuo inductivo: Los argumentos se basan en
generalizaciones inductivas sobre los enunciados.
2.2. Experimento crucial: Se escoge un ejemplo cuidadosamente que se presume
representativo y la justificacion se basa en la comprobacion de dicho ejemplo. Incluye
dos tipos:

2.2.1. Experimento crucial basado en ejemplo donde los estudiantes se
basan en un Unico ejemplo o en la ausencia de contraejemplos.

2.1.2. Experimento crucial constructivo en el cual los argumentos son
sustentados sobre el ejemplo o en la forma de conseguirlo.
2.3. Ejemplo genérico: El estudiante usa un ejemplo que represente un caso
especifico de una clase y permite la produccion de razonamientos abstractos y
propiedades generales validas para esa clase. Se divide en dos tipos:

2.3.1 Ejemplo genérico analitico en el cual las justificaciones estan basadas
en propiedades y relaciones generales descubiertas en el ejemplo.

2.3.2 Ejemplo genérico intelectual donde los argumentos no son resultado

de propiedades encontradas gracias al ejemplo, sino que se recuerdan.

4.2. Acercamientos historicos al concepto de derivada

En este apartado, se expone de manera muy resumida la construccion del concepto

de derivada. Para esto, nos basamos en el estudio de VVracken y Engler (2013).
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Mundo antiguo

En esta etapa, los aportes matematicos se centraron en observaciones empiricas y
métodos rudimentarios para estudiar fendmenos de cambio. En Mesopotamia, los babilonios
desarrollaron tablas astrondémicas y realizaron aproximaciones algebraicas para describir
fendmenos como el movimiento de planetas. En Grecia, figuras como Euclides y los
pitagoricos utilizaron proporciones y razonamientos geométricos para explorar magnitudes
y relaciones entre cantidades. Aunque no se hablaba explicitamente de variables o funciones,
estos conceptos comenzaron a tomar forma con intentos por relacionar magnitudes fisicas,
como en el caso de las proporciones estudiadas por los pitagoricos en la acustica. Un factor
clave fue el limitado desarrollo del simbolismo, ya que las expresiones algebraicas aun no
existian, excepto por los intentos de Diofanto, los cuales, aunque de manera retorica,
abordaron conceptos relacionados con la dependencia funcional.

Edad media

En este periodo, se caracteriza por una larga etapa de oscuridad en Europa. Los arabes
tomaron los avances de los griegos y su legado lleg6 a occidente.

Nicolas Oresme destacO con su enfoque geométrico para representar variaciones
cualitativas y cuantitativas, particularmente en su tratado De configurationibus qualitatum et
motuum. Oresme utiliz6 diagramas para analizar el movimiento y la intensidad de
propiedades variables, anticipando la representacion grafica de funciones. En las
universidades de Oxford y Paris, se realizaron grandes aportes al desarrollo en la nocion de
funcién. Estos avances marcaron un cambio hacia un analisis méas cuantitativo y visual del
cambio.

Siglos XV y XVI
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Durante este periodo, Frangois Viete revoluciond el algebra al introducir notaciones
simbdlicas para representar cantidades y coeficientes, lo que facilitd la formulacion de
relaciones funcionales. Galileo Galilei retomd las ideas de Oresme y emple6 métodos
experimentales para analizar fendmenos fisicos como la caida libre, estableciendo relaciones
funcionales entre velocidad, aceleracion y tiempo. Sus graficos representaban magnitudes
fisicas y marcaron un paso clave hacia el desarrollo del calculo diferencial. Ademas, se
empezaron a considerar las funciones como relaciones entre conjuntos de numeros, mas que
entre cantidades, esto dio paso a la extension del concepto de nimero, con la configuracion
de los numeros reales y la aparicion de los nUmeros imaginarios.

Siglo XVII

Pierre de Fermat realiz6 contribuciones fundamentales al estudio de tangentes y
extremos de funciones. En su obra Methodus ad disquirendam maximam et minimam,
propuso un método para calcular tangentes mediante la transicién de una secante a una
tangente utilizando conceptos proximos a los infinitesimales. René Descartes desarrolld la
geometria analitica, que permitié expresar relaciones entre variables de forma algebraica.
Finalmente, Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz sistematizaron el célculo
infinitesimal de manera independiente. Newton abord6 las cantidades variables desde un
enfoque cinematico con sus fluentes y fluxiones, mientras que Leibniz introdujo la notacién
diferencial moderna y formulo el concepto de funcion de manera mas general.

Siglos XVII1y XIX

Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange y Augustin-Louis Cauchy consolidaron el
analisis matematico. Euler amplié el concepto de funcién y utiliz6 notaciones que hoy son
estandar. Lagrange formalizé el célculo sin recurrir a infinitesimales y centro su enfoque en

expresiones algebraicas. Cauchy introdujo definiciones rigurosas de limite, continuidad y
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derivada, definiendo esta Gltima como el limite de la razén de incrementos, lo que sento las
bases del anélisis moderno.

Ultima etapa

En el siglo XX, matematicos como David Hilbert y Stefan Banach trabajaron en el
andlisis funcional, ampliando las aplicaciones del calculo diferencial a espacios abstractos.
Ademas, la introduccion de la teoria de conjuntos por Georg Cantor otorg6é una base mas
precisa al concepto de funcion. Con la llegada de las tecnologias computacionales,
herramientas graficas y algebraicas renovaron el interés en la visualizacion, permitiendo una
interaccion mas dinamica entre distintas formas de representacion. Estos avances han
transformado la manera en que se ensefia y aprende la derivada, retomando la visualizacion
como una herramienta clave.

Como es de nuestro interés, profundizamos en los aportes de Fermat, en los apartados

siguientes.

4.3. Método de maximos y minimos de Fermat

Pierre de Fermat formulé un método general para resolver problemas de maximos y
minimos, que posteriormente aplico al calculo de tangentes, sentando asi uno de los
fundamentos del calculo diferencial. Este método, expuesto en su obra Methodus, en la
primera seccidn titulada Methodus ad Disquirendam Maximam et Minimam, se caracteriza
por su enfoque algebraico y la introduccion de la idea del incremento de una magnitud, un
concepto que anticipa las bases del andlisis matematico moderno (Toledano, 2017). A
continuacion, se ilustra el método de méaximos y minimos de Fermat (Tabla 1), con su

interpretacion en notacion actual, conforme al analisis realizado por Toledano (2017).
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Tabla 1
Método de maximos y minimos de Fermat

37

Fermat

Notacion actual

Sea A una incognita cualquiera del problema
(que tenga dos o tres dimensiones, seguin convenga

al enunciado).

x es la variable independiente

del problema de extremos.

Se expresara la cantidad maxima o minima
por medio de A en términos que pueden ser de

cualquier grado.

funcién a

f(x) es la

maximizar 0 minimizar.

Se sustituird a continuacion la incdgnita
original A por A+ ey se expresara la cantidad
maxima o minima por medio de A y de e, en

términos que pueden ser de cualquier grado.

f(x + e) es lo que se obtiene

al sustituir en la funcion x por x + E.

Se adigualard, para hablar como Diofanto, las Adigualamos:  f(x)~ f(x +
dos expresiones de la cantidad méxima o minima. e).
Se eliminaran los términos comunes de Eliminamos los términos

ambos lados, tras lo cual resultara que en los dos

comunes de ambos lados: f(x) —

miembros habra términos afectados por e o una de f(x + e) ~0
sus potencias.
Se dividiran todos los téerminos por e, o por Dividimos por e:

alguna potencia superior de e, de modo que
desaparezca la e de, al menos, uno de los términos

de uno cualquiera de los dos términos.

f@-reve)

e
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Se suprimiran, a continuacién, todos los Hacemos e = 0
términos donde todavia aparezca la e o una de sus
potencias, y se igualara a lo que queda, o bien, si en
uno de los dos miembros no queda nada, se igualara,
lo que tiene a ser lo mismo, los términos afectados
con signo positivo a los afectados con signo

negativo.

La resolucidn de esta Gltima ecuacion dara el (f(x) —flx+ e)) 0
, =
e=0

valor de A, que conducird al maximo o minimo,

utilizando la expresion original.

Nota: Adaptado de “Los métodos infinitesimales para el calculo de tangentes” (Toledano,
2017, p.77)

Los ultimos apartados se podrian escribir en notacién actual como:

fX)-flx+e)
e

lim =
e-0

Aunque en este procedimiento Fermat no empleaba el concepto de cantidades
infinitesimales ni de funcidn, sino que se trataba de un algoritmo puramente algebraico, su
enfoque estaba claramente orientado a asegurar la funcionalidad del procedimiento, sin
buscar una demostracion formal rigurosa. En la secuencia de ensefianza que se presenta en
este trabajo, se adaptan estas ideas al lenguaje matematico actual con la mediacién de las

tecnologias digitales y se reflejan en las actividades propuestas.
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4.4. Lasubtangente

Una interpretacion actual del método de Fermat para hallar la tangente, parte de la
idea de suponer que la tangente a la curva existe y pasa por un punto sobre la curva; pero,
para trazar una recta se necesitan dos puntos. En la actualidad, con el plano cartesiano, ese
punto estara sobre el eje de las x. Para determinar este punto, basta encontrar la longitud del
segmento del eje comprendido entre la abscisa del punto de tangencia y la abscisa del punto
donde la tangente a la curva corta el eje x. Este segmento es llamado la subtangente.

Este método aparece en la segunda seccion de su obra Methodus, titulada De
tangentibus linearum curvarum como una aplicacion del método de maximos y minimos.

A continuacion, se ilustra un ejemplo del célculo de la subtangente a la pardbola.

Figura 1
Curva y subtangente
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1

I

1

E D N

250 200 -150 ~100 -50 [ suBfangente | 100 150 200 250 oo 350

P

tangenta
-300

-100

Nota. Adaptado de “Los métodos infinitesimales para el calculo de tangentes” (Toledano,
2017, p.73)

Fermat uso la propiedad intrinseca de la parabola, propuesta por Apolonio, quien
afirma que la parabola tiene la propiedad caracteristica que, para todo punto tomado sobre la

curva, el cuadrado construido sobre su ordenada y es exactamente igual al rectangulo
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construido sobre la abscisa x y el latus rectum | (Aldana et al. 2018), cuerda que pasa por el

foco de la parabola y es perpendicular al eje de la parabola.

Figura 2
Propiedad caracteristica de la Parabola

directriz

P
/F
V

E D

W subtangen | LC

. BC? €D BC?  PI?
Deahlqueﬁ=—<—>—=

—, y como O es exterior a la parabola, entonces
ID CD ID

cD _ BC? . ./ BC _ oI o1
— > —y, por semejanza de triangulos — = —, entonces BC = —CE.
ID 012 CE IE IE

2
Por tanto % > % Ahora, setoma CD = d,CE = a la subtangentey CI = e.

d a?

>

Entonces —— oy

—d(a—e)? >a?(d-e)

— d(a® —2ae + e?) > a’d — a’e

Ahora, se aplica el método de maximos y minimos:

Adigualando, dividiendo todo por e y eliminando términos comunes a ambos lados,
se obtiene de — 2da~ — a?, haciendo e = 0,

—2da~ — a?, entonces 2d~a. m

Se ha probado que CE es el doble de CD, resultado que ya se conocia por Apolonio.
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Aunque Fermat se limité a buscar y determinar la longitud de la subtangente, sin
mencionar explicitamente la pendiente de la recta tangente, no concebia la tangente como el
limite geométrico de las secantes definidas por el punto de tangencia y los puntos cercanos
en la recta (Toledano, 2017). Sin embargo, sus ideas han sido retomadas y reinterpretadas en
el lenguaje matematico actual para comprender las reglas de derivacion, procedimiento que

se explica en el siguiente capitulo.

5. Metodologia

Se presenta la metodologia adoptada para el desarrollo de la investigacion, detallando
el enfoque, el tipo de estudio y los procedimientos empleados en el disefio, implementacién
y analisis de la secuencia. Se describe la poblacién, el contexto educativo, las tareas
propuestas y los distintos caminos de solucion previstos, junto con los instrumentos
utilizados para la recoleccion de datos y los criterios de analisis que permitieron interpretar
los resultados.

La presente investigacidn se enmarca en el paradigma de investigacion de disefio, y
se desarrolla especificamente bajo la metodologia de experimentos de ensefianza (Camargo,
2021). Esta metodologia implica el disefio, implementacion y evaluacion de una secuencia
de ensefianza estructurada con el propésito de poner a prueba una conjetura sobre un
aprendizaje especifico. En coherencia con ello, el objetivo de este trabajo es disefiar,
implementar y evaluar una secuencia de ensefianza de la regla de la derivada de la funcién
potencia y exponencial incorporando las ideas de Fermat en GeoGebra, dirigida a estudiantes
de Licenciatura en Matematicas, enfocandola al desarrollo de habilidades del proceso de

demostracion.
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El interés que dio origen a esta investigacion surgi6 de una experiencia significativa,
cuando asisti a una conferencia sobre este tema, dictada por quien hoy es mi director de tesis.
Me llamé la atencion la forma en que analizaba e interpretaba los argumentos de sus
estudiantes, asi como la manera en que clasificaba los tipos de demostracion que ellos
utilizaban. Hasta entonces, mi concepcion sobre las demostraciones era limitada a enfoques
tradicionales; sin embargo, esa experiencia me permitio ver que detras de una demostracion
hay mucho mas que una estructura logica: hay formas de argumentar, niveles de comprension
y procesos de construccién del conocimiento. Posteriormente, al coincidir con el profesor en
la asignatura Didactica del Calculo, durante el semestre 2024-2, decidimos asumir el reto y
embarcarnos en el desarrollo de mi trabajo de grado, motivada por mi interés no solo en
aprender mas sobre este tema, sino también en aportar a su comprension y ensefianza en el
ambito educativo.

Inicialmente, nuestro puente era el Teorema de Pitagoras, pero decidimos enfocar la
investigacion en las reglas de derivacion, ya que, durante el desarrollo del curso mencionado,
se hizo evidente que, al abordar el tema de las derivadas, muchos estudiantes —a pesar de
encontrarse en un semestre avanzado— no mostraban una comprension sélida ni de los
conceptos involucrados ni de la demostracion. Esta situacion puso de manifiesto la necesidad
de disefiar actividades que no solo ensefien a aplicar reglas, sino que promuevan una
comprension profunda del concepto. Por ello, decidimos escoger el curso de Didactica del
calculo, 2025-1 como escenario para la experimentacién, con el propdésito de identificar y
realizar los ajustes necesarios antes de implementar la secuencia en los cursos de Calculo I o
en las tutorias asociadas a esta asignatura en una investigacion posterior. Esta decision

respondio principalmente a consideraciones de tiempo.
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A continuacién, se presenta un esquema (figura 3) que resume el plan de ejecucion

para la estrategia de experimento de ensefianza.

Figura 3

Esquema Experimentos de ensefianza

Fundamentacion
conceptual sobre el
aprendizaje, en
general, y sobre la
construccion
conceptual de un
contenido
especifico

Formulacion
de una
conjetura
sobre qué
ensefiar y
cémo

\ 4

Planeacién de
una secuencia
de ensefianza

A

Experimentacion de
tareas de la
secuencia

Analisis
retrospectivos

Analisis
intercalados con la
experimentacion

X

Ajustes a la
secuencia

Produccion de
resultados

Nota: Tomado de “Estrategias cualitativas de investigaciéon en educacién matematica”

(Camargo, 2021, p.89).

Este esquema plantea que la etapa de fundamentacion conceptual sobre el aprendizaje

es la que alimenta y, a su vez, se retroalimenta de la formulacién de una conjetura sobre qué

ensefiar y coémo. Esta conjetura guia la planeacion de una secuencia de ensefianza, la cual

sera puesta a prueba en la fase de experimentacién de tareas. A medida que se lleva a cabo

dicha experimentacion, se realizan analisis intercalados, que implican examinar lo ocurrido

después de cada sesion, valorar las respuestas de los estudiantes, verificar si se alcanzaron

los objetivos previstos y si las tareas disefiadas funcionaron adecuadamente.

En caso de ser necesario, se realizan ajustes a la secuencia, generando asi un bucle

entre experimentacion, analisis y ajustes, el cual puede repetirse varias veces, dando lugar a

un proceso de refinamiento progresivo (Camargo, 2021).
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Una vez finalizado todo este ciclo, se realizan los analisis retrospectivos, en los que
se estudian en profundidad los datos obtenidos durante todo el proceso, y finalmente se pasa
a la produccién de resultados, donde se comunican los hallazgos y conclusiones de la
investigacion.

A continuacion, se presenta la planeacién del experimento de ensefianza

correspondiente al desarrollo de este trabajo.

5.1. Fundamentacién conceptual

En el capitulo 3 se presentd una revision de la literatura sobre la ensefianza vy el
aprendizaje de la demostracion en el célculo. Se analizd el tratamiento de las reglas de
derivacion en algunos libros de texto, el método de maximos y minimos, el método de célculo
de tangentes de Fermat, el uso de la subtangente como via de aproximacién a la derivada y
la incorporacion del SGD en la ensefianza de la demostracion. Este andlisis, ademas de
delimitar la problematica, permitié disefiar una secuencia orientada a la comprension y

demostracion de las reglas de derivacion para ciertas funciones.

5.2. Formulacion de una conjetura sobre qué ensefiar y como

El qué ensefiar se definio en el interés manifestado en la seccion anterior, es decir, se
trabajara sobre la demostracion de las reglas de derivacion de la funcion potencia y de la
funcién exponencial, las cuales se pueden estudiar de manera dinamica desde un enfoque
analitico en un entorno dindmico como GeoGebra, dando lugar al planteamiento de
conjeturas y a la construccién de diferentes tipos de demostracion.

Para el como ensefiar, se plantea como conjetura inicial que “la incorporacion de las

ideas de Fermat en el disefio de un libro en el Aula Virtual de GeoGebra, guiado por la
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exploracion, conjeturacion y argumentacion, coadyuva a comprender y demostrar las reglas
de derivacion de la funcion potencia y de la funcion exponencial en estudiantes de un curso

de didactica del calculo de la Licenciatura en Matematicas”.

5.3. Planeacion de la secuencia de ensefianza

Se disefid una prueba diagndstica con el proposito de evaluar los conocimientos
previos de los estudiantes respecto a la demostracion de las reglas de derivacion para
identificar los tipos de demostracion emergentes. Se espera que los estudiantes recurran, en
su mayoria, a demostraciones de tipo empirico y se apoyen fundamentalmente en
procedimientos algebraicos.

Enunciado 1: Demuestre que la derivada de f(x) = x 3 es f(x) = —3x~*.

Se espera que los estudiantes usen la definicion de derivada como limite del cociente
incremental, mostrando dominio algebraico al enfrentarse al cubo de un binomio y
exponentes negativos.

Enunciado 2: Demuestre que la derivada de f(x) = e* es f(x) = e*.

Se espera que los estudiantes usen la definicion de derivada como limite del cociente
incremental. En el procedimiento, aparece un limite especial (indeterminado) para el cual se
espera que los estudiantes lo recuerden o encuentren una manera de resolverlo.

Se disefio la secuencia de ensefianza en el Aula Virtual de GeoGebra, en formato de
libro titulado Un viaje en el tiempo: Fermat y las reglas de derivacion, (Link de acceso al

libro: https://www.geogebra.org/m/ne8c9ruc) y se estructura en tres capitulos (Figura 4).

Figura 4
Un viaje en el tiempo: Fermat y las reglas de derivacion


https://www.geogebra.org/m/ne8c9ruc

SECUENCIA DE ENSENANZA PARA POTENCIAR LA DEMOSTRACION 46

7 N 7 N
GeoGebra Q Buscar (@ Google Classroom ) ( € GeoGebra Classroom ) ‘
€ Un viaje en el tiempo: Fermat y las reglas de derivacion
ema
Autor: Ivon Delgado, Jorge FIALLO
Un vigje en el tiempo: Fermat y la.
Explorando las ideas de Fermat {Prepérate para adentrarte en el mundo de Fermat y descubrir los secretos detrés de las derivadas!

Funciones potencia

Funciones exponenciales

Tabla de contenidos

El Capitulo 1, Explorando las ideas de Fermat, se compone de dos subcapitulos:
Hablemos de Fermat, que presenta una breve introduccion a una interpretacion actual del
método de Fermat para hallar la tangente a una curva, y Exploracion, donde se invita al
estudiante a interactuar con funciones de la forma f(x) = x™,n € N, para analizar patrones
y relaciones que permitan hallar el valor de la subtangente.

Exploracién

Figura 5
Applet para f(x) = x

OA; f(x)=AB; s=CA; e = AD;
E; f(x +¢e)=DF.

fix)=

F=(x+e, f(x+e))
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Est&4 compuesto por tres tareas:

Tarea 2. ;Qué relacion existe entre el tridngulo CDE y el tridngulo CAB?, ¢ por qué?

Se espera que los estudiantes encuentren que los dos tridngulos son semejantes porque

comparten el £DCE; 4EDC = £BAC = 90°, lo que implica que £CBA = ACED. Ademas,

./ . CD DE - s+e
se espera que planteen la relacion de semejanza o= oy duees lo mismo que — ==

Tarea 3. {Qué relacion existe entre k y f(x + e) cuando e — 0?

Se espera que los estudiantes arrastren controladamente e hasta 0.01, observen que

k = f(x + e), ytrasladen esta nueva informacion a la relacion de semejanza ”Te = %

Tarea 4. Encuentre s en funcion de x cuando e — 0 y justifique su respuesta.

Se espera que los estudiantes despejen s de la relacion de semejanza, asi: como e —

s+e k s+e f(x+e) ef(x)
, enton e — = = ——
0; entonces s ) s ) fx+e)—f(x)

Si esto no ocurre, se espera que
exploren para diferentes funciones de la forma f(x) = x™,n € N, y encuentren s en funcién
de x utilizando las herramientas de GeoGebra, como medir los segmentos o realizar
construcciones auxiliares.

En estas tareas, es fundamental que los estudiantes exploraran libremente y se familiaricen
con el applet, que ellos mismos logren plantear sus propias conjeturas sin una guia
establecida.

El Capitulo 2, Funciones potencia, se divide en cuatro subcapitulos: Funciones
potencia con n natural, Funciones reciprocas, Funciones potencia con n racional y
Funciones potencia con n real. En cada uno se propone al estudiante un procedimiento de
tipo inductivo para determinar la subtangente de diferentes funciones. Para ello, se ofrecen

espacios interactivos donde los estudiantes pueden ingresar sus respuestas, recibir

retroalimentacion inmediata en caso de error, y posteriormente se les solicita demostrar las
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derivadas correspondientes. A partir de esta experiencia, se espera que el estudiante pueda
conjeturar una regla general para la subtangente y, en consecuencia, demostrar la derivada
de manera general.

Funciones potencia con n natural
Figura 6
Applet para f(x) = x?

| | I ‘ _ i
Como ACDE ~ ACAB =
S+ € k
° s f(x)
(Quérelacién existe entrek = DE y
f(xz + €) = DF cuandoe — 07
. F=(xse, f(xse)
e—0=k— f(r+e)=>
Halle s para f(x) = 2%, cuandoe — 0
= ¢ s

iPor qué s = %:’.’
Demuestre que f'(x) =2z

Este subcapitulo, que corresponde a la tarea 5, inicia con la orientacion: Mueva A 'y
el deslizador e con la flecha izquierda del computador y analice las relaciones entre los
objetos matematicos del applet y vaya respondiendo las preguntas en su hoja de trabajo.
Como se muestra en la figura, a medida que el estudiante avanza, aparecen las mimas
preguntas que en el capitulo anterior e informacion adicional. Luego, se invita a hallar el
valor de s para esta funcion, cuando e — 0. Si los estudiantes introducen un valor incorrecto,
el applet arroja algunas retroacciones: Inténtelo de nuevo. Mueva el punto A y e
controladamente y Revise todo el proceso desde el inicio. Mueva el punto Ay el deslizador
e. Analice la relacion entre s = CA y x = OA, que los invitan a explorar nuevamente los
objetos. Si el estudiante introduce la respuesta correcta, aparece la pregunta por qué, que lo

invita a buscar otros elementos para validar sus hallazgos. Ademas, aparece una tarea de
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demostrar la derivada para f(x) = x2. Este mismo proceso ocurre para la funcion f(x) =

x, f(x) = x3y f(x) = x* progresivamente y, se espera que inicialmente los estudiantes por

. . . .y, . 1
medio de la visualizacion de los elementos del applet, encuentren quesin = 1,s = X =

1 1 . 1 . . o
2,s = Sxn= 3,s = SX Y sl n=4,5=_x por medio de estrategias métricas o
geométricas.

Relacion entre s y x:

Los estudiantes pueden demostrar esta relacion asi:

s+e k s+e f(x+e) ef(x)
—_— — = — = —— = —m---=—
s = ey oMo e~ 0="m =0 FGre)-F )

Tabla 2

Relacion entre s y x para n natural

Exponente Relacibnentre sy x
— ex ex
xXt+te—x e
n=2 ex? ex? x? 1

S = = = = X
(x+e)?—x? x?+2xe+e?—x%2 2x+e 2

n=3 ex3 ex3

S: =
(x+e)d—x3 x3+3x%e+3xe?+e3—x3

x3 1

= =—x
3x2+3xe+e? 3

n=4 ex* ex*
S = =
(x +e)*—x* x*+4x3e +6x%e? + 4xe3 +e* — x*

x* 1

= = X
4x3 4+ 6x%e + 4xe? +e3 4
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Mediante este proceso inductivo, se espera que los estudiantes encuentren un patrén
. 1
y logren plantear una conjetura sobre la subtangente de manera general (s = ;x), que les

servira en las tareas posteriores de demostracion de la regla de derivacion.

Derivada de f(x) para funciones particulares:
Se espera que los estudiantes usen diferentes estrategias para construir la demostracion de la

derivada:
e Definicion de derivada como limite del cociente incremental

Tabla 3

Demostracion mediante la derivada como limite para n natural

Exponente . f(x+e)—f(x)
lim
e-0 e
n=1 o (x+e)—x e
lim =-=1
e—0 e e
n=2 (x+e)2—x?  x%+2xe+e?—x?
1 = lim
e—0 e e—0 e
- 2xet+e?  e(2x+e)
lim——=lim———==Ilim2x + e = 2x
e—0 e e—0 e e—0
n=3 (x4 e)P—x3 x3+3x%e+3xe’+e3—x3
lim ——— = lim
e—0 e e—0 e
~ 3x%e+3xe?+e®  e(3x*+3xe+e?) ) )
lim = lim = lim3x“ + 3xe + e
e—0 e e—0 e e—0
= 3x?
n=4 o (xte)t—x* x*+4x3e + 6x%e? + 4xed + et —x*
lim — = lim
e—0 e e—0 e
. 4x3e +6x%e? +4xed +et | e(4x3 + 6x%e + 4xe? + e3)
lim = lim
e—0 e e—0 e
= lin})4x3 + 6x%e + 4xe? + e3 = 4x3
e—

e Relacion de los catetos del triangulo rectangulo
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Figura 7
Triangulo rectangulo CAB

1 [F R I EIRNEI RS
f(z) =\=*
F=(x+e, f(x+e))

(x)

Dado que el triangulo CAB es rectangulo, podemos relacionar sus catetos para determinar la

tangente al angulo 8 = 4ACB, que corresponde a la pendiente de la recta tangente.

Tabla 4
Demostracion de derivadas para n natural mediante el triangulo CAB
Exponente tan(0)
n=1 cateto opuesto x) «x
tan(0) = 4 = f =-—=1
cateto adyacente S 1 x
1
n=2 cateto opuesto x) x?
tan(0) = P =f( )=—=2x
cateto adyacente S 1 x
2
n=3 cateto opuesto x) x3
tan(@) = P =f = = 3x2
cateto adyacente S 1
§X
n=4 cateto opuesto x) x*
tan(8) = 4 = f& =— = 4x3
cateto adyacente S 1 X
4

e [Ecuacién punto pendiente.

Tomando como referencia los puntos (x;,y,) = C = (x —5,0) Y (x2,¥2) = B = (x, f(x)):
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Tabla s
Demostracion de derivadas para n natural mediante la pendiente
Exponente m
n=1 Y=y _ f)-0 _ «x
m —_— — —_— — 1
X, —x, x—(x—s) 1
1%
n=2 Y2—M1 f(x)—0 x?
m= = =—=2x
X, —x; x—(x—s) 1
73(
n=3 _Y2"N _ f(x)-0 =x—3—3x2
X, —x;, x—(x—s) 1
3%
n=4 Y2 =01 f(x)-0 x* 3
m= = =-—=4x
X,—x; x—(x—s) 1
ZX

¢ Relacion mediante otros triangulos semejantes.

Figura 8
Triangulos semejantes para n natural

tangente

E - -~ -~ -
Etee v = OA; f(z) =AB; s=CA; e = AD;
1 k= DE; f(z + ¢) = DF.

0.2 0. }\x: 0.6 08 p

Puede ser que los estudiantes identifiquen otros tridngulos semejantes en la

construccion y establezcan relaciones entre ellos; por ejemplo, tomando los triangulos STB 'y
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CAB, se observa que 4BAC = ASTB = 90°. Como ST || AB, y SB es una transversal,

entonces a; = a, y como TB || OA, entonces 8, = 6. Esto implica que los triangulos son

semejantes, ya que sus angulos son congruentes.

De la semejanza de tridngulos, se obtiene la relacion de proporcionalidad
ST _ AB
TB CA
Sustituyendo las expresiones correspondientes, para hallar ST, se obtiene que

ST _ 1™

n
=, entonces ST = @ =2% = nxm,

=
zx
Ahora, tomando £TBS, podemos establecer la relacion entre los catetos del triangulo

para encontrar la tangente a ese angulo, asi:

cateto opuesto ST nx"
tan(0,) = =—=

cateto adyacente  x x

Tabla 6

Demostracion de derivadas para n natural mediante el triangulo STB

Exponente tan(0,)
n=1 cateto opuesto nx™  1x?!
tan(0,) = = = =1
cateto adyacente X X
n=2 cateto opuesto  nx™  2x2
tan(0,) = = = = 2x
cateto adyacente X X
n=3 cateto opuesto  nx™  3x3 5
tan(0,) = = = = 3x
cateto adyacente X X
n=4 cateto opuesto nx™  4x* 5
tan(0,) = = = = 4x
cateto adyacente X X

Si bien el uso de la derivada como limite del cociente incremental no emplea la

subtangente, es posible que los estudiantes exploren este enfoque para verificar los
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resultados. Sin embargo, se espera que recurran a las otras estrategias cuando los calculos se

tornen extensos y complejos.

Tarea 6: Para f(x) = x™,n € N, demuestre que f'® = nax™1

Tabla 7

Demostracion general de la derivada para n natural

Demostracion

Estrategia
Definicion de lim (x + )" — x™
e— e
derivada (0= Dr™Te? (1 2 — Dyma=te?
— Dnx™“e n—2)(n—1)nx" e
L. ny n-1 +Tl + 4+t n—1+ n _ N
como limite = jjm — "% °© 2 6 me Te
e—0 e
del cociente
—2,2 n—3,3
_ n-1,, Mm=—1Dnx""?e* (n—2)(n—Lnx"e’> ne1 1 .m
incremental  _ . et 2 + 6 Toetnxe” e
e—0 e
- e(nx"_l : (n—1)1;xn_2e = (11—2)(n—16)nxn_3e2 = -~-+nxen_2+en_1) .
=lim = lim (nx”‘l +
e—0 e e—0
-1 n-—2 -2 -1 n-3,2 _ _ _
(n )rzlx e (m-2)n 6)nx e 4ot e 2 4 en 1) — nxn-l.
Relacion de
los catetos cateto opuesto flx) x™

del triangulo

rectangulo

— =nx"x"!=nx""1

1
X

tan(0) = =
© cateto adyacente s

Ecuacion Vo — V1 f(x)—0 f(x) x™ I 1
= = = =7 =T =t
punto X2—=x% x—(x—-s) s 1,
n
pendiente
Relacion cateto opuesto nx"
tan(0,) = P = =nx"x"! = nx"?
mediante cateto adyacente X

otros




SECUENCIA DE ENSENANZA PARA POTENCIAR LA DEMOSTRACION 55

triangulos

semejantes

Funciones reciprocas
Figura 9
Applet para f(x) = x2

ASAD>BO =
H o = e
INICIO
Como ACDE =~ ACAB =
s+e k
° s f(x)

iQuérelacion existe entrek = DE'y

f(x + e) = DF cuandoe — 07

e—0=k—
s+e flz+e) .
= = s5="
s f(x)

Flx)

cuandoe — 0

COMPROBAR

L Porqué s = — %1’?

=3

Demuestre que f'(z) = —2z

SIGUIENTE

Este subcapitulo, que corresponde a la tarea 7, es analogo al de funciones potencia
con n natural y se compone por las mismas preguntas, orientaciones y retroacciones, Como
se muestra en la figura. Este mismo proceso ocurre para la funcion f(x) = x™1, f(x) = x™3

y f(x) = x~* progresivamente y, se espera que inicialmente los estudiantes por medio de la
. . ., . 1

visualizacion de los elementos del applet, encuentren quesin = —1,s = —Txn= —-2,5 =
1 1 . 1 . . .

—SXn= -3, = —Zxysin= —4,5 = —Xx por medio de estrategias métricas o

geomeétricas.

Relacion entre s y x:

Los estudiantes pueden demostrar esta relacion mediante el siguiente procedimiento:
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_ ef(x)
flx+e)-f(x)

s+e _ f(x+e)

st — K como e —» 0 = ¢
s f) s fx)

Tabla 8
Relacion entre s y x para funciones reciprocas

Relacion entre sy x

Exponente

=1 1 e

" €5 X ex(x+e) x
s = = = = — = —X
1 1 —¢ —ex -1
x+te x x(x+e)
n=-2 1 e
_ €32 2 _(x+e)?  x? 1
=71 17 —2xe—e? -2x—e —2x 2*
(x+e)? x? x%Z(x+e)?
n= —3 1 e
3 €3 3 3 3 (x +e)3
$= 1 1 —3x%2e—3xe2—e3 —3x2—3xe—e?
(x+e)3 x3 x3(x +e)3
_ox 1
- —3x2 3
- _ 1
n 4 e = %
s= X = X
1 1 —4x3e—6x%e? —4xe3 —e*
(x+e)* x* x*(x +e)*
3 (x +e)* oxr 1
T T4x% — 6x?e —4x? —e3  —4x3 4"

Un detalle fundamental a resaltar es como se espera que los estudiantes justifiquen el
signo de s.Esto se puede explicar mediante el uso de vectores: de manera general, la

subtangente corresponde al segmento CA, es decir, el vector con punto inicial en C y punto
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final en A. Sin embargo, en este caso particular, s es el segmento AC, lo que implica que se
. . . ., 1
ha invertido la direccion de ese vector y, por ello, s = —=X.

Derivada de f(x) para funciones particulares:

Para construir la demostracion de las derivadas, se pueden usar las mismas estrategias

que en el caso de n natural:

e Definicion de derivada como limite del cociente incremental

Tabla 9

Demostracion mediante la derivada como limite para n entero

Exponente . fx+e)—f(x)
lim
e—0 e
n=-1 1 1 x—(x+e) xX—x—e
-z —e
limx+e X hm—(x+e)x =lim—(x+e)x = lim ———
e—0 e e—0 e e—0 e e—oex(x +e)
N S
eSox(x +e)  x
n=-2 1 1 x? —x% — 2xe — e?
(x+e)2 x2? 2 2 e(—2x—e
im (x+e)? x%_ - xZ(x + e) ~ 1im ( ) _
e—0 e e—0 e e—0ex?(x +e)?
_ —2x—e . 2x —
~ Lo x2(x? + 2xe +€2) x|
n=-3 1 1 —3x%e — 3xe? — €3
37 3 3 3
lim (x+e) «x — lim x3(x+e)
e—0 e e—0 e
B e(—3x% — 3xe — e?)
e ex3(x +e)3
—3x% — 3xe — e? 3x?

im = -
e—0x3(x3 + 3x2%e + 3xe? + e3) x
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n=-—4 1 1 —4x3e — 6x2%e? — 4xe3 — e*
(v + p)& 4 4 4
lim (x+e)* «x — lim x*(x +e)
e—0 e e—0 e
_e(—4x3 — 6x%e — 4xe? — e3)
= lim
e—0 ex*(x +e)*
_ —4x3 — 6x%e — 4xe? — €3 4
= e x4(x* + 4x3e + 6x2e2 + 4xe3 + e*)  «x8
= —4x7°
e Relacion de los catetos del tridngulo rectangulo
Figura 10
Triangulo rectangulo ACB
A I

e
Tl

Dado que el tridngulo ACB es rectangulo, podemos relacionar sus catetos para

determinar la tangente al angulo 6 = A£BCA, que corresponde a la pendiente de la recta

tangente.

Tabla 10

Demostracion de derivadas para n entero mediante el tridngulo ACB
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Exponente tan(0)
n=-1 cateto opuesto x x~ !
tan(@) = p :f(): = —x~2
cateto adyacente s 1 X
1
n=-2 cateto opuesto x x 2
tan(9) = P = f& = =—2x73
cateto adyacente S 1
73(
n=-3 cateto opuesto x x~3
tan(9) = P = fx) = = —3x7*
cateto adyacente s 1 X
3
n=-4 cateto opuesto x x4
tan(6) = d = [ = = —4x5
cateto adyacente S 1 X
4

e Ecuacion punto pendiente.

Tomando como referencia los puntos (x;,y,) =C =(x—5,0)y (x3,¥,) =B =

(x, F(2)):

Tabla 11

Demostracion de derivadas para n entero mediante la pendiente

Exponente m
n=-1 y2=y1_ f()-0  x7* _
m= = = = —X 2
X, — % x—(x—5) 1
n= -2 _Y2" N _ f(x) -0 _ x~? = _9y-3
X, —x% x—(x—-s) _1
5 X
n=-3 ya—y1_ f(x)—-0 x? _
m = = = = —3x%
X, —%x; x—(x—25) 1
n=-4 Y2 =N f(x)—-0 x* _5
m= = = = —4x

xz—xl_x—(x—s)__lx
4

¢ Relacion mediante otros triangulos semejantes.
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Figura 11
Triangulos semejantes TSB y ACB

angente
S

e
7. g

F=(x+e, f(x+e))

a’

f(x)

al ‘
0% niD s \ 2 25 3 35 4 1.5

Puede ser que los estudiantes identifiquen otros tridngulos semejantes en la
construccion y establezcan relaciones entre ellos; por ejemplo, tomando los triangulos TSB y
ACB, se observa que £CAB = ABTS = 90°.Como ST || AB, y SC es una transversal,
entonces a = a;, y como TB || OA, entonces 8, = 6. Esto implica que los triangulos son
semejantes, ya que sus angulos son congruentes.

De la semejanza de tridangulos, se obtiene la relacion de proporcionalidad

TS AB
TB  AC
Sustituyendo las expresiones correspondientes, para hallar ST, se obtiene que
n
L @ entonces TS = f(:)x =37 = —nx™
—-=x

Ahora, tomando 4SBT, podemos establecer la relacion entre los catetos del triangulo para
encontrar la tangente a ese angulo, asi:

cateto opuesto TS —nx"
tan(0,) = =—= :

cateto adyacente  x X

Tabla 12
Demostracion de derivadas para n entero mediante el triangulo TSB
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Exponente tan(0,)
n=-1 cateto opuesto —nx"®  —1x71 _
tan(6,) = = = = —x
cateto adyacente x x
n=-2 cateto opuesto nx"® —2x72 3
tan(0,) = = = = —2x
cateto adyacente X X
n=-3 cateto opuesto nx™ —3x73 4
tan(0,) = = = = —3x
cateto adyacente X X
n=-4 cateto opuesto nx™  —4x~* s
tan(0,) = = = = —4x
cateto adyacente X X
Tarea 8: Para f(x) = x™,n € Z~, demuestre que f'® = —px "1
Tabla 13
Demostracion general de la derivada para n entero
Estrategia Demostracion
Y 1 1
Definicion de LGt oxt T
. e i
derivada como ¢ ¢
1 1
limite del cociente ) xn+nxn-le+(n—l);ﬂ"zez+(n—2)(n—1)nx"‘3e3+,,_+nxen_1+en_ﬁ
= 1m
incremental e €

_ n-2,2 _ _ n-3,3
x"—(x"+nx"‘1e+ (n 1);96 e’ . (n—2)(n 61)nx e

(n— 1)nxn2e2 + (n—2)(n— nx"3e3
2

+ -+ nxe™ 1t + e")

x" (x" +nx"le + + -+ nxe™ 1 + e”)
= lim
e—0 e

_ n-2,2 _ _ n-3,3
e - (T DWEE (=D Dt s g

(n — 1)nxn—2¢2 + (n—2)(n— Dnxn3e3
2 6

lim
e—0
ex™ (x" +nx"le +

+ -+ nxen 1 + e")

= > = —nx X —nx
X n
Relacion de los cateto opuesto  f(x) x" n 4
tan(0) = = = = —nx""x
5 cateto adyacente S _ lx
catetos del triangulo n

rectangulo = —nx "1,
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Ecuacion punto y,—yi  fx)—0  f(x) «x7" .
m = = = = 1 = —Nnx X
pendiente X,—x x—(x—-s) s _ L
= —nx~ "L
Relacion mediante cateto opuesto —nx ™ o
otros triangulos cateto adyacente X
semejantes — _nx—"1

Funciones potencia con n racional
Figura 12
Applet para f(x) = x'/?

o= g

¢ E
& Te, f(x+e))
B

W.- - - - - R Y : I

Este subcapitulo, que corresponde a la tarea 9, inicia con la instruccion Explore
1
digitando diferentes funciones de la forma x™,n € Q. (Por ejemplo, f(x) = xz 0 f(x) =

2
x3). Mueva Ay el deslizador "e" hasta e = 0.01 de manera controlada. Luego, analice las
relaciones entre los objetos matematicos del applet y responda las preguntas en su hoja de
trabajo. En este applet y en los siguientes, ya no se presentan informaciones adicionales,

acciones ni retroacciones, pues se espera que el estudiante logre relacionar lo descubierto en
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las tareas anteriores con este nuevo tipo de funciones, evitando asi la repeticion. En su lugar,
se le brinda la posibilidad de explorar libremente distintas funciones ingresandolas en la

casilla de entrada. Se espera que inicialmente los estudiantes por medio de la visualizacién

. 1
de los elementos del applet, encuentren que sin = -iS = 2x; n =

wIinN

3
S =—-xyen general,
n= Z, s=- %x por medio de estrategias métricas o geométricas. Finalmente, se espera que

usen estas ideas para demostrar la derivada de manera general.

Relacion entre s y x:

Los estudiantes pueden demostrar esta relacion mediante el siguiente procedimiento:

s+e k s+e f(x+e) ef(x)
_—— S — = — = —
s T Mo e 0 = = P S o

Tabla 14

Demostracion de la derivada para n racional

Tarea Demostracion
Tarea 10. ex1/? eVvx Vx+e++x
S = = .
Para f(x) = (x+e)/2—x12 x¥e—vx Vx+e+x

e(vVxvx+e+x
= ( )=\/§\/x_+e+x=x+x=2x

X+e—x

x%, ccual es la
relacion entre
s Yy x cuando
e - 0?, ;por

qué?
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4 2 2 4
Tarea 1L ex?/3 (x+e)3+ (x+e)3-x3+x3
Para f(x)= S°< 2/3 _ +2/3 4 z 2 1
, ) (x +e) X (x+e)3+(x+e)3-x3+x3
x3, icual es la 2

relacion entre
s Yy x cuando

e - 0?, ;por

2 4 2 2 2 2 4
e(x3(x+e)3 +x3-(x+e)3-x3+x3-x3>

(x +e)? + x?

2 4 4 2
e (xB(x +e)3+x3-(x+e)3 +x2>

qué? e(2x + e)
2 4 4 2
_x3(x+e)3+a3-(x+e)3+x®  x*+x®+x°
B 2x +3 B 2x
_ 3
Tarea 12. exP/a
S =
Para f(x) = (x + e)P/a — xp/a

xg, ccual es la
relacion entre
s Yy x cuando
e - 0?, ;por

qué?

exP/a

- (x + e)p/a — xp/a
. ((x + e)g )q_l + ((x + e)g )q-Z + -t (xg>q_1
((x + e)g )q—l + ((x + e)g >q—2 + -t (x§>q_1

exg [((x + e)g )q_l + ((x + e)g )q_z + -+ (xg)q_ll g7

(x +e)P —xP ~ pxp1

=T yryrr =1y
p p

P
Tarea 13. Para f(x) = x4, demuestre que f'(x) = gxq

Tabla 15

1

Demostracion de la derivada general para n racional

Estrategia Demostracion
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(x + e)P/4 — xPla

Definicion de derivada lim
e—0 e
como limite del cociente p a1 p 02 o1
incremental ((x te) > + ((x +e) ) ot (xq>
- p -1 p\9—2 p\~1
((x+e)7> +<(x+e)7> +---+<x7>
_ (x+e)f —xP _px!
= a1 p a2 p@~ 1\ p-h
e(((x+e)q> +<(x+e)q> +---+(xﬁ) ) qx” 1
1
_pxXPx PPl _p Bt
q q
Relacion de los catetos del cateto opuesto  f(x) xP/9 p p_,
tan(@) = = = ==x1 .
cateto adyacente S 1, q

triangulo rectangulo p

Ecuacion punto pendiente y.—vi  f(xX)—-0 f(x) «xP/1 p b,
— — = = = —x4 .
m X;—% x—(x—5) s q qx

—~x
p
Relacion mediante otros P yp/a
tan(6,) cateto opuesto q p 5_1
i4 i an = = =—xq .
triangulos semejantes V= Cateto adyacente X q

Figura 13
Otros tridngulos semejantes para n racional

f(x)= | 43 12 B
[:] F=(x+e, f(x+e))

il

f(x)

Para las estrategias usando triangulos, dado que ACB es rectangulo, podemos relacionar sus

catetos para determinar la tangente al &ngulo 6 = £ACB, que corresponde a la pendiente de

la recta tangente.
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Puede ser que los estudiantes identifiquen otros triangulos semejantes en la
construccidn y establezcan relaciones entre ellos; por ejemplo, tomando los tridangulos TSB 'y
ACB, se observa que 4BAC = 4STB = 90°.Como ST || AB, y SC es una transversal,
entonces a = a4, y como TB |l OA, entonces 8, = 6. Esto implica que los triangulos son
semejantes, ya que sus angulos son congruentes.

De la semejanza de triangulos, se obtiene la relacion de proporcionalidad
TS AB
TB AC
Sustituyendo las expresiones correspondientes, para hallar ST, se obtiene que

r/q
IS = 1D entonces TS = L0% = 2% _Pyp/q
N S Ex q

Ahora, tomando ASBT, podemos establecer la relacion entre los catetos del triangulo para

encontrar la tangente a ese angulo, asi:

p
cateto opuesto TS axp/q

tan(0,) =

cateto adyacente  x X

Funciones potencia con n real

Figura 14
Applet para f(x) = x™
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0= 2"

Este applet corresponde a la tarea 14 e inicia con la instruccién Explore digitando
diferentes funciones de la forma x”,r € R. Mueva A y el deslizador "e" hasta e = 0.01 de
manera controlada. Luego, analice las relaciones entre los objetos matematicos del applet 'y
responda las preguntas en su hoja de trabajo. Se espera que el estudiante explore libremente

distintas funciones ingresandolas en la casilla de entrada e inicialmente, por medio de la

. . ., - 1 1
visualizacion de los elementos del applet, encuentren que si r = m, s = —X;r=es=-XY

en general, r e R, s = ~x por medio de estrategias métricas o geométricas. Finalmente, se

espera que usen estas ideas para demostrar la derivada de manera general.

Relacion entre s y x:

Los estudiantes pueden demaostrar esta relacion:
Tabla 16

Demostracion de la derivada para n real

Tarea Demostracion
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Tarea 15. Para f(x) = x™, Para estas tareas, la demostracion algebraica
¢cudl es larelacion entre s y x cuando  exige el uso de diversas reglas e identidades, por

e — 07?, ;por qué? lo que no se espera que los estudiantes elaboren

Tarea 16. Para f(x) = x€, una demostracion deductiva, salvo que la

¢cual es larelacion entre s y x cuando  fecuerden de manera explicita. En este contexto,

e > 07?, ;por qué? el applet funciona principalmente como una

Tarea 17. Para f(x) = 7,1 € herramienta de validacidon numérica, métrica o

R, ;cudl es la relacion entre s y geométrica, de modo que se preve que los

x cuando e — 0?, ¢por qué? estudiantes recurran a estas estrategias.

Tarea 18. Para f(x) = x",r € R, demuestre que f'(x) = rx" 1.

Tabla 17
Demostracion de la derivada general para n real

Estrategia Demostracion
Relacion de los catetos del cateto opuesto flx) x" 1
tan(0) = = =—=rx""1
g ) cateto adyacente s 1 X
triangulo rectangulo T
Ecuacion punto pendiente Y2 — V1 f(x)—0 f(x) x" 1
m= = = = —= ‘r‘xr_ .
X, —x; x—(x—5) s lx
r
Relacion mediante otros cateto opuesto  rx" i
tan(0,) = = =rx"N.

triangulos semejantes cateto adyacente  x

Figura 15
Otros tridngulos semejantes para n real
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tangente

0= "

flz) 5 a”

En las estrategias usando triangulos, dado que ACB es rectangulo, podemos relacionar sus
catetos para determinar la tangente al &ngulo 8 = 4ACB, que corresponde a la pendiente de
la recta tangente.

Puede ocurrir que los estudiantes identifiquen otros tridngulos semejantes en la
construccion y establezcan relaciones entre ellos; por ejemplo, tomando los triangulos STB y
CAB, se observa que 4BAC = 4TSB = 90°.Como ST || AB, y SB es una transversal,
entonces a; = a, y como TB || 0A, entonces 6, = 6. Esto implica que los triangulos son
semejantes, ya que comparten todos sus angulos.

De la semejanza de triangulos, se obtiene la relacion de proporcionalidad

ST _AB
TB CA

Sustituyendo las expresiones correspondientes, para hallar ST, se obtiene que

.
ST _ 1@ antonces ST = L% — XX _ yr,
X N S ;x

Ahora, tomando £TBS, podemos establecer la relacion entre los catetos del triangulo

para encontrar la tangente a ese angulo, asi:



SECUENCIA DE ENSENANZA PARA POTENCIAR LA DEMOSTRACION 70

cateto opuesto ST rx"

tan(0,) = =—= .
(6.) cateto adyacente b b

Finalmente, el Capitulo 3, Funciones exponenciales, se subdivide en Funcion
exponencial natural y Generalizacion de funciones exponenciales. Ambos subcapitulos estan
orientados a la identificacion de la subtangente en este tipo de funciones y a la demostracién
de sus respectivas derivadas.

Funcidn exponencial natural

Figura 16
Applet para f(x) = e*

| & -~

tangent] F:('x+e f(x+e)) ,C\ H oaC &

f(x)

El applet corresponde a la tarea 19 e inicia con la instruccion: Funcién f(x) = e*.
Mueva A y el deslizador "e" hasta e = 0.01 de manera controlada. Luego, analice las
relaciones entre los objetos matematicos del applet y responda las preguntas en su hoja de

trabajo. Se espera que los estudiante inicialmente, por medio de la visualizacion de los
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elementos del applet, encuentren que s = 1 por medio de estrategias metricas o geometricas.
Finalmente, se espera que usen estas ideas para demostrar la derivada de manera general.

Relacion entre s y x:

Los estudiantes pueden demostrar esta relacion mediante el siguiente procedimiento:

s+e k s+e f(x+e) ef(x)
_— — — = e T ——
s T i@ oMo e~ 0=, =m0 Fre)—f ()

Se tomara el incremento infinitesimal e como h para evitar que se presente alguna confusion.

Tabla 18

Demostracion subtangente para f(x) = e*

Tarea Demostracién
Tarea 20. Para f(x) =e”*, = he* ~ he®  he®  h
S eXth—eX  eXh—eX  eX¥(h—1) (el —1)

¢cudl es larelaciénentre sy x

cuando e — 07?, ¢por qué? =1

Este resultado también puede verificarse utilizando las herramientas de GeoGebra. Una
manera consiste en el uso de la herramienta distancia o longitud: al arrastrar el punto A, es
decir, para cualquier valor de x dentro del dominio, se observa que esta distancia

permanece constante (Figura 17).

Figura 17

Subtangente para f(x) = e*
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R oA s D@00\ = e

[F=(xte, flxte))

z = O4; f(z) = AB; s = CA; e = AD;
k=DE; f(zx+e)=DF.

£(x)

Para demostrar la derivada, se proponen las siguientes estrategias que el estudiante puede
considerar, y que el applet permite explorar:

Tarea 21. Para f(x) = e*, demuestre que f'(x) = e*

Tabla 19
Demostracion de la derivada para f(x) = e*

Estrategia Demostracion
Definicion de derivada fGr+h) —f(x) eHh) — ¥
o _ lim = lim ———
como limite del cociente h—0 h h—0 h
incremental e*h — e*
= lim ——
h—0 h
efeh-1y ("= X
TR STy teWEe
Relacion de los catetos del tan(6) cateto opuesto  f(x) e*
an = = = —
_ cateto adyacente s 1
triangulo rectangulo
=e”.
Ecuacion punto pendiente Y2 — V1 f(x)—0 e* x

m: = —_— —
X,—x x—(x—-1) 1
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Relacion mediante otros tan(6) cateto opuesto ST xe* .
an = == =20
triangulos semejantes cateto adyacente  TB  x
Figura 18
Otros tridngulos semejantes para f(x) = e*
DIPE S SO IP AN RS Q=
tangente A T A |J;l & @
T BgF=(x+e, fix+e))
I
(2]
1
flx)= €
o f(x)

1
(@) = &
O 815 CIg
-6 -5 - 3 -2 -1 1 9, , D2

En la relaciobn mediante otros tridngulos semejantes (Figura 18), se consideraron los
triangulos STE y CDE, se observa que 4BDC = £BTS = 90°. Dado que ST || DF,y SB es
una transversal, se cumple que a@; = a. Ademas, como TB || OD, también se tiene que 6, =
6. Esto implica que los tridngulos son semejantes, ya que todos sus angulos correspondientes
son congruentes.

De la semejanza de tridngulos, se obtiene la relacion de proporcionalidad

ST _AB
TB CA
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Sustituyendo las expresiones correspondientes, para hallar ST, se obtiene que % = % lo

. ST  e* x
mismo que — = —, entonces ST = xe”*.

Generalizacidn funciones exponenciales

Figura 19
Applet para f(x) = 2*

fx)= 2

F#(x+e, f(x+e))

fla) = 2 /

En latarea 22, correspondiente al applet (Figura 19) aparece la instruccién: Explore digitando
diferentes funciones de la forma a*,a € R. Mueva A y el deslizador "e" hasta e = 0.01 de
manera controlada. Luego, analice las relaciones entre los objetos matematicos del applet 'y
responda las preguntas en su hoja de trabajo. Para este caso, se pide al estudiante que

demuestre la derivada para este tipo de funciones y se le da informacién sobre la subtangente,

1

() debido a la complejidad de encontrar esta relacion de una manera intuitiva. Se

S =
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espera que explore para distintas funciones; compruebe la relacién y use lo descubierto en

las tareas anteriores para demostrar la derivada de manera general.

Tarea 23. Para f(x) =a*,a € R,s =

1 ’ _x
@ Demuestre que f'(x) = a* In(a).

Tabla 20

Demostracion de la derivada para funciones exponenciales

Estrategia Demostracion
Relacion de los catetos del cateto opuesto  f(x) a*
tan(0) = = =
_ cateto adyacente s 1
triangulo rectangulo In(a)
= a* In(a).
Ecuacién punto pendiente Y2 — V1 f(x)—0 a*
m= = =
X=X, _ (x ~ 1 ) 1
In(a) In(a)
= a* In(a).
Relacion mediante otros tan(e) cateto opuesto ST xa*In(a)
an = —_——
triangulos semejantes cateto adyacente TB x
= a* In(a).

En la relacion mediante otros triangulos semejantes, se pueden considerar los mismos

triangulos que para f(x) = e*: STE y CDE. Como son semejantes, se obtiene la relacion de

. . ST AB - . .
proporcionalidad it Sustituyendo las expresiones correspondientes, para hallar ST, se

. ST . ST x ST *1 p
obtiene que — = %x) lo mismo que — = “—, entonces —= z :(a), de ahi que

In(a)

ST = xa* In(a).
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5.4. Implementacion de la secuencia de ensefianza

Para lograr la version final de la secuencia, se realizaron dos pilotajes, la primera version se
experiment6 en noviembre de 2024 con 10 estudiantes del curso de Didactica del Célculo
2024-2 de la UIS y la segunda version, en febrero de 2025, con 3 estudiantes de la Maestria
en Educacion Matemaética 2025-1 de la UIS.

En la primera version, los estudiantes lograron establecer la relacion entre la subtangente s
y la variable x, apoyandose en las herramientas digitales disponibles, las cuales facilitaron la
identificacion de ciertas propiedades clave. A partir de estas observaciones, siguieron un
proceso de tipo inductivo para avanzar en sus conjeturas. Aunque las preguntas estaban
orientadas a encontrar y demostrar la relacion entre s y la funcion, y no directamente a
demostrar la derivada, la mayoria de los estudiantes utilizaron dicha relacion como base para
deducir la expresion de la derivada. Solo dos estudiantes intentaron una demostracion formal
utilizando la definicion clasica de derivada. Si bien lograron identificar el patron buscado,
este fue reformulado por ellos como un problema geométrico enfocado en hallar la medida
de un segmento. Ademas, algunos estudiantes emplearon directamente el valor de la derivada
para sustentar sus respuestas. También se identificaron algunos errores en la construccion de
los applets, tales como la asignacion incorrecta de etiquetas a ciertos puntos o segmentos, asi
como elementos que no permanecian fijos en la vista grafica, lo cual dificultaba la interaccion

fluida por parte de los estudiantes.

Figura 20

Implementacion primera version de la secuencia
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Dado que los resultados obtenidos inicialmente no respondieron completamente a los
objetivos propuestos, se decidio incorporar nuevas preguntas orientadas especificamente a la
demostracion de la derivada. Si bien el hallazgo y la justificacion del valor de la subtangente
contindan siendo un eje central de la secuencia, también lo es la comprensién de las reglas
de derivacion. En consecuencia, se procedi6 al redisefio de los applets, con el fin de mejorar
la experiencia de exploracion y orientar de manera més efectiva a los estudiantes hacia dicho
propasito.

En la segunda version, se evidencid que los estudiantes tardaron un tiempo considerable en
la fase de exploracion, especialmente en la actividad orientada a hallar el valor de la
subtangente y justificarlo. Se observo que los estudiantes no recurrieron a la semejanza de
triangulos para encontrar el valor de s, por ello, no lograron aplicar este valor en casos

particulares, lo que evidencié una comprension limitada de su significado.

Figura 21

Implementacion segunda version de la secuencia
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Estos hallazgos sugirieron la necesidad de reformular la secuencia, ya que las preguntas
iniciales no eran lo suficientemente especificas. Se propuso, entonces, orientar a los
estudiantes a que encuentren explicitamente s en funcion de x y que determinen su valor en
el caso en que e tiende a 0, con el objetivo de facilitar una mejor visualizacion y comprension
de la proporcionalidad involucrada.

A partir de estos ajustes, se elaboro la version final de la secuencia, la cual fue implementada
con 16 estudiantes del curso Didactica del Calculo durante el primer semestre de 2025, hacia
finales del mes de febrero. Esta implementacion se desarrollé a lo largo de tres sesiones, en

un total de 7 horas.

5.5. Recoleccién de datos

Para la recoleccién de datos, se contemplaran diversas fuentes:

e Hojas de trabajo de los estudiantes y casillas de entrada en el AVG
(Aula Virtual de GeoGebra)

Al inicio de cada sesion, se entregaba a cada estudiante hojas en blanco para que

desarrollaran las tareas (incluido el test diagnostico). Estas hojas se recogieron al final de
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cada clase. Los estudiantes también podian complementar sus respuestas en las casillas de
entrada del aula virtual de GeoGebra y sus construcciones auxiliares quedaban guardadas
automaticamente. Esta informacion se uso para tomar algunos ejemplos y realizar un analisis
cualitativo del procedimiento realizado por cada estudiante: planteamiento de conjeturas,
tipos de demostracion emergentes, dificultades, errores, conocimiento del contenido
matematico y obstaculos didacticos.
e Videos de seguimiento
Se tomaron 51 registros de video cortos de las preguntas e intervenciones mas
controversiales e interesantes de los estudiantes. Este material se usd para transcribir las
interacciones entre estudiantes y profesor-estudiante, con el fin de complementar la
informacidn registrada en las hojas de trabajo y en el AVG en cuanto al planteamiento de
conjeturas, tipos de demostracion emergentes, dificultades, errores, conocimiento del
contenido matematico y obstaculos didacticos.
e Apuntes del investigador
Se apuntaron algunos sucesos importantes como dificultades presentaban los
estudiantes, preguntas, dudas, sugerencias y errores del applet, para complementar el
procedimiento de los estudiantes y hacer recomendaciones y mejoras a la secuencia de

ensefanza.

5.6. Produccion de resultados

Finalmente, para responder a los objetivos, se describiran, analizaran y categorizaran los
registros de video, notas de observacidén y respuestas de los estudiantes para reportar
informacidn sobre: Tipos de demostracién emergentes en la prueba diagndstica; Tipos de

demostracidén emergentes en la secuencia de ensefianza; Errores y dificultades emergentes al
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plantear conjeturas y construir demostraciones; Informacion sobre el conocimiento didactico
y matematico sobre los docentes en formacion. Finalmente, se compararan los resultados del
test diagndstico para determinar los avances en la comprension de las reglas de derivacion y
se realizaran ajustes y recomendaciones para futuras implementaciones de la secuencia de

ensefanza.

6. Resultados

En este capitulo se presenta el analisis de la version final de la secuencia de ensefianza
en el Aula Virtual de GeoGebra y aplicada a 16 estudiantes del curso Didactica del Calculo
durante el segundo semestre académico de 2025 en la Universidad Industrial de Santander.
Se exponen los tipos de demostracion identificados, asi como los errores y dificultades
emergentes a lo largo de las diferentes tareas que conforman la secuencia.

La seccion 6.1 aborda los tipos de demostracion presentes en el test diagnostico
inicial, analizando los procedimientos utilizados por los estudiantes y justificando la
clasificacion asignada para cada una de las dos tareas incluidas.

Luego, se establecen las categorias de errores y dificultades que orientan el analisis
posterior. En las siguientes secciones, ademas de clasificar los tipos de demostracion,
también se tienen en cuenta los errores y las dificultades emergentes: En la seccion 6.2 se
examinan las tareas 2, 3 y 4. La seccion 6.3 se centra en las Funciones potencia con n natural,
analizando las tareas relacionadas con la identificacion de la relacién entre s y x, la
demostracion de la derivada para funciones particulares, y la tarea 8, correspondiente a la
demostracion general de la regla de derivacion. La seccion 6.4 aborda las funciones
reciprocas a partir de tareas analogas: la relacién entre s y x, la demostracion para casos

particulares y la demostracion general de la regla de derivacion.
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En la seccion 6.5 se presenta el analisis del subcapitulo dedicado a funciones potencia
con n racional, que incluye las tareas 10, 11, 12 y 13. Finalmente, la seccion 6.6 examina las

funciones potencia con n real a partir del andlisis de la tarea 15.

6.1. Tipos de demostracion emergentes en el test diagnostico

Se analizan los tipos de demostracion que emergen en las dos tareas del test
diagnostico aplicado antes de la implementacion del libro Un viaje en el tiempo: Fermat y
las reglas de derivacion. El propoésito de este andlisis es caracterizar las estrategias iniciales
de los estudiantes al abordar la demostracion de algunas reglas de derivacién, asi como
identificar sus concepciones previas, errores recurrentes y formas de argumentacion
predominantes.

e Tipos de demostracion emergentes en la primera tarea

Figura 22
Tipos de demostracion en la tarea 1 del test diagndstico

DFE

Los intentos que se clasifican como demostraciones de tipo deductiva fallida (DF)
se caracterizan porque los estudiantes recuerdan la definicién de derivada como limite del

cociente incremental, pero presentan fallas en la manipulacion algebraica que no le permiten
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concluir el resultado. También se destacan los estudiantes que intentan transformar el

problema en uno equivalente, pero fracasan. Por ejemplo:

Tabla 21

Analisis para E2 en la tarea 1 test diagndstico

Respuesta de E2
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|,‘f’3’,| |]‘{4' | a.' | [ﬁl_'l “
f.Cltxl\:“ ;J)(}' | ]| ,’Q: i—q;) |>( fex) = X =% EI0) O[\X || \\ %
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| fll,_‘?irll'll‘ i )
I MJ@L&AA@ ‘e:% 19 SR 5n_tondogoh O | ga i xa? [L Lll
| s 3 | ui = g
’:ﬁ_,iwces' tS\_Jsmﬁgm\U-:. X ‘-;}L(J \lﬂﬁ he o{"ﬂ« i ‘d'ﬂ ﬁ
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El estudiante sostiene que al integrar la derivada se obtiene la funcion primitiva,
aludiendo al Teorema Fundamental del Calculo. Sin embargo, se intuye que no comprende
la derivada como ni limite, pendiente de la recta tangente o velocidad. Dado que no puede
recurrir al algoritmo de la derivada para demostrarlo (pues aplicar una regla no es una
demostracién), opta por usar el algoritmo de la integracidn. Intenta construir una
demostracion deductiva formal transformativa, pero en realidad so6lo encadena
manipulaciones algebraicas sin justificar los fundamentos tedricos de cada paso. Aunque
menciona las sumas de Riemann, no las emplea realmente, sino que introduce términos
técnicos para aparentar formalidad. Ademas, no justifica por qué integrando se obtiene ese
resultado, lo que debilita su intento de demostracion. Por esto, se clasifica como deductiva

formal transformativa fallida.

Tabla 22

Anélisis respuesta E14 en la tarea 1 test diagndstico
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Respuesta de E14
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: N EARD N cometer errores. Ademds, no

identifica el momento en que la

indeterminacion desaparece y puede

reemplazar el valor del limite. Estos

errores dificultan la simplificacion
de la expresion e impiden obtener la
derivada esperada. Por ello, su
demostracion se clasifica como

deductiva formal estructural fallida.

Las demostraciones de tipo deductiva formal estructural (DFE) se destacan por
usar la definicion de derivada como limite del cociente incremental y presentar un buen
manejo algebraico. Por ejemplo:

Tabla 23

Anélisis respuesta E15 en la tarea 1 test diagndstico

Respuesta de E15
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y realiza las

permiten simplificar la expresion y
obtener el resultado esperado,
demostrando un buen manejo de las

técnicas algebraicas involucradas.

e Tipos de demostracion emergentes en la segunda tarea:

Figura 23
Tipos de demostracion en la tarea 2 del test diagndstico

F EGA DF DFE

Los intentos de tipo fallido (F) se reconocen porque no presentan ningln

razonamiento que permita justificar el resultado. Por ejemplo:
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Tabla 24

Analisis respuesta E9 en la tarea 2 test diagndstico

Respuesta de E9

T »
@ Denastre | Qomwada | Fo le¥ ;QL e
L—

El estudiante escribe una serie de equivalencias que no conducen a ninguna
conclusion valida, lo que refleja una comprension nula del concepto de derivada. No

presenta ningun razonamiento que permita justificar el resultado, ni sigue un camino légico

para demostrarlo, limitandose a escribir expresiones sin sentido estructural.

El estudiante que construyé un ejemplo genérico analitico (EGA), utiliza un

ejemplo para calcular el limite, que le permite generalizar el resultado:
Tabla 25

Anélisis respuesta E3 en la tarea 2 test diagndstico

Respuesta de E3
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El estudiante utiliza la definicién

de derivada y desarrolla correctamente el

0
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Gnicamente un par de valores a cada lado
no es suficiente para demostrar
rigurosamente el resultado. Por ello, su

razonamiento es empirico.

Las demostraciones de tipo deductiva fallida (DF), como en la tarea anterior, se
distinguen porque los estudiantes recuerdan la definicion de derivada como limite del
cociente incremental, pero presentan fallas en la manipulacion algebraica que no le permiten
concluir el resultado. También se destacan los estudiantes que intentan transformar el
problema en uno equivalente, pero fracasan. Por ejemplo:

Tabla 26
Anélisis respuesta E2 en la tarea 2 test diagndstico

Respuesta de E2




SECUENCIA DE ENSENANZA PARA POTENCIAR LA DEMOSTRACION 87

Bl oenvesice | _ct\i’ef,‘ljlg_ifd?mi\gdb] f’s fx) - ol eq
SRRENENNE Tyl A
'L MR -@.Qbﬁg,?ﬁ\o(s%_avuie«‘ T EE 0
S&aphicol \ndeqal g lgsbes Zadsy
M O O R e L | | ‘

LN Sesofuiende IS o ‘?F\' Yieranh T

| |

S | |
L Cox=e] LN pylefichceS| IR
| | | | | 1

i

S8

W\

AN
2
]
0
-

A
T Zaq ’f_’e Jnal CanBradi Ta\ ash J“C{ a2 [ ‘\ [
‘__‘,,‘71;(,,i‘,-, 7;‘, | = ’L,,‘ ‘ I i ) i l ‘ ﬁ
EEEAESISENEE | | WEET

El estudiante intenta hacer una demostracion por contradiccion, lo cual no es
pertinente en este contexto. Supone que la derivada de la funcién no es igual al valor dado
y luego integra ambos lados, pero esto no justifica la derivada. Ademas, menciona la
integral "por Riemann o por algoritmo" sin una justificacion formal y no genera una
contradiccion valida. El tipo de demostracion es deductiva formal transformativa fallida,

dado que no hace uso de ejemplos e intenta transformar el problema y “nombrar” reglas

tedricas para construir su demostracion, sin éxito.

Tabla 27

Anélisis respuesta E15 en la tarea 2 test diagndstico

Respuesta de E12

El estudiante

recurre a la definicion de

derivada como limite,

A e e

realiza procedimientos

algebraicos correctos, pero

no logra encontrar el valor

del nuevo limite especial.
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Su intento se clasifica como
deductiva formal

estructural fallida.

Las demostraciones de tipo deductiva formal estructural (DFE), se destacan porque
los estudiantes utilizan correctamente la definicion de derivada como limite del cociente
incremental. Por ejemplo:

Tabla 28

Anélisis respuesta E6 en la tarea 2 test diagndstico

Respuesta de E6
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El estudiante utiliza la definicion de derivada y desarrolla correctamente el

procedimiento algebraico, ademas de aplicar adecuadamente el limite especial, lo que le

permite concluir la demostracion.

Para el analisis de las respuestas en las tareas del libro, se establecen las definiciones
de error y dificultad, junto con la clasificacion adoptada en este trabajo para cada una de estas
categorias.

Un error es una respuesta o procedimiento incorrecto para una cuestion matematica.

(Rico, 1998). Para clasificar los errores de los estudiantes en la secuencia de ensefianza se
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tomo como referencia la propuesta de Mosvshovitz et al. (1987), quienes en una investigacion
sobre errores cometidos por alumnos de secundaria en Matematica elaboran una clasificacion
empirica basada en un andlisis constructivo de las soluciones de los estudiantes realizado por
expertos:

I. Datos mal utilizados: Se presentan cuando existe una incoherencia entre la
informacidn del enunciado y la manera en que el estudiante la utiliza. Esto puede
deberse a que introduce datos que no corresponden, omite informacion necesaria,
responde a algo distinto de lo solicitado, asigna significados erroneos a ciertos
elementos del enunciado, confunde variables al usar sus valores numéricos o
realiza una lectura equivocada del problema.

Il.  Interpretacion incorrecta del lenguaje: Corresponden a fallos que surgen al
traducir de manera inadecuada un hecho matematico expresado en un lenguaje
simbdlico a otro, generando asi representaciones incorrectas.

I1l.  Inferencias no validas l6gicamente: Son aquellos errores asociados a
deficiencias en el razonamiento, que no dependen directamente del contenido
matematico trabajado, sino de la manera en gue se encadenan las ideas.

IV. Teoremas o definiciones deformados: Se producen cuando el estudiante altera
o interpreta de forma incorrecta un principio, regla, teorema o definicion,
modificando su sentido original.

V. Falta de verificacion en la solucion: Ocurren cuando los procedimientos
aplicados en la resolucion son correctos en cada paso, pero el resultado final no

responde a la pregunta planteada, debido a la ausencia de una revision adecuada.
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VI.  Errores técnicos: Incluyen equivocaciones en calculos, en la lectura de datos de
una tabla, en la manipulacion de expresiones algebraicas o en la aplicacion de
algoritmos.

En cuanto a las dificultades, se definen como cualquier obstaculo que el alumno
encuentra y que le impide avanzar hacia los objetivos previstos (Socas, 1997). El autor
sostiene que en el aprendizaje de las matematicas pueden tener distintos origenes: algunas
estan asociadas a la propia disciplina, vinculadas con los objetos matematicos y los procesos
de pensamiento; otras se relacionan con los procesos de ensefianza, los procesos cognitivos
de los estudiantes o incluso con la ausencia de una actitud racional hacia las matematicas.
Aunque el propdsito no es indagar en el origen de las dificultades, se retoma y adapta la
tipologia propuesta para aportar informacion sobre las barreras que enfrentan los estudiantes
al formular conjeturas y construir demostraciones en torno a las reglas de derivacion de la
funcion potencia y la funcion exponencial.

I.  Complejidad de los objetos matemaéticos: Hace referencia a las dificultades que se
originan en la naturaleza abstracta, formal y simbdlica del lenguaje matematico. Los
estudiantes suelen tener problemas al interpretar signos, simbolos y términos propios
de la disciplina, sobre todo cuando estos contrastan o entran en conflicto con el
lenguaje cotidiano.

Il.  Procesos de pensamiento matematico: Se adopta esta categoria a partir de los
procesos generales (MEN 1998): razonamiento; resolucion y planteamiento de
problemas; comunicacion; modelacion y elaboracion, comparacion y ejercitacion de
procedimientos. A estos se suma el estandar de representacion (NCTM, 2003), con el

fin de ampliar el marco de analisis de las dificultades identificadas.
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1. Procesos de ensefianza desarrollados para el aprendizaje de las matematicas:
Son las dificultades que surgen a partir de la forma en que se ensefia la matemaética,
ya sea por la organizacion de los contenidos, las metodologias pedagdgicas
empleadas, la carencia de recursos o el uso de un lenguaje docente que no se ajusta
al nivel de comprension de los estudiantes.

IV. Actitudes afectivas y emocionales hacia las matematicas: Dificultades
relacionadas con el componente emocional del aprendizaje, tales como la ansiedad,
el temor al error, la desmotivacion o las creencias negativas respecto a la matematica,

factores que inciden en la disposicion del estudiante para aprender.

6.2. Tipos de demostracidn, errores y dificultades emergentes en las tareas del

subcapitulo Exploracion

Se presenta el analisis de las producciones correspondientes a las tareas 2, 3y 4, las
cuales constituyen el nacleo inicial del trabajo con el applet. El andlisis integra tres
dimensiones: los tipos de demostracion construidos, los errores cometidos y las dificultades
emergentes.

e Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en la tarea 2

Figura 24
Tipos de demostracién en la tarea 2

F EF EIP ECB DFE
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Aquellos estudiantes que intentaron construir demostraciones de tipo F, EF, EIP y ECB,
presentan dificultades relacionadas con los procesos de pensamiento matematico (PPM),
que se originan en los modos de razonamiento caracteristicos de las matematicas, como el
pensamiento l6gico, deductivo, generalizador y estructurado. En su lugar, su razonamiento
es empirico y, aunque logran identificar la relacion de semejanza, no la justifican
adecuadamente o, si lo intentan, sus argumentos no se basan en propiedades matematicas

generales, resultan invalidos o son insuficientes.

Tabla 29
Respuesta de E3 y E10 en la tarea 2

Respuesta de E3y E10

Tarea 2
;Qué relacién existe entre el tridngulo CD Ky el tridngulo CAB?, ;por qué?

s  sontriangulos semejantes

Los estudiantes E3 y E10 plantean una conjetura correcta, pero no intentaron justificar o
validar de ninguna manera la relacién entre los dos triangulos. Por ello, se clasifica como

una demostracion fallida (F).

Los intentos de tipo empirismo fallido (EF) evidencian un razonamiento empirico, plantean
una conjetura correcta a partir de la visualizacion, pero no se intenta demostrar o, si se intenta,
se hacen manipulaciones algebraicas, numéricas o en el applet sin sentido para “acomodar”

la respuesta.

Tabla 30

Respuesta de E9 en la tarea 2

Respuesta de E9
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Tarea 2
;Qué relacidn existe entre el triangulo DKy el trigngule CAB?, ;por qué?

Az g 30onsemejantes, se mantiene una razon proporcicnal en sus lades segun la variacion de "e"

E9 afirma que los tridngulos son semejantes, porque existe una proporcionalidad entre
sus lados segun la variacion de e. Si bien reconoce que en la relacion de semejanza los

lados deben ser proporcionales, no especifica cuales ni por qué.

Las demostraciones de tipo empirismo ingenuo perceptivo (EIP) se basan en ejemplos
escogidos sin ningun criterio especifico y la justificacion se realiza bajo la visualizacion de

los elementos del applet. Por ejemplo:

Tabla 31
Respuesta de E6 en la tarea 2

Respuesta de E6

Tarea 2
;Qué relacién existe entre el tridngqulo CDEy el tridngulo CAB ?, ;por qué?

Los triangulos CDE y CAB son triangulos semejantes. Como B y E son puntos sobre la misma recta tangente, entonces los segmentos AB y DE

Aa
son paralelos, creando asi triangulos semejantes. Cuando e tiende a 0 BE tiende a 0 y ambos triangulos CDE y CAB pasan a ser congruentes.

E6 intenta probar que los triangulos son semejantes, afirmando que, dado que los puntos
By E estan sobre la misma recta, entonces AB y DE son paralelos, evidenciando asi un
error de tipo teoremas o definiciones deformados (TD), pues esto no es correcto, ni
suficiente para probar dicha relacién entre los dos segmentos. Se sospecha que, por la
visualizacion en el applet, identificé el paralelismo de estos segmentos y luego buscé una
justificacion para respaldarlo. Aunque sus argumentos intentan ser generales, se basan en

la visualizacidn, por ello, no son suficientes para validar su hallazgo.
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Tabla 32
Respuesta de E15 en la tarea 2

Respuesta de E15

Tarea 2
;Qué relacién existe entre el tridgngulo CDEy el tridngulo CAB?, ;por qué?

- Son triangulos proporcionales ya que el angulo BCA es el mismo que ECD y CA es a CD como BA esa ED

Aa

El estudiante logra plantear una conjetura de manera correcta sobre la semejanza de
triangulos, afirmando que £BCA = 4ECD, con ello, plantea la conjetura de que se
cumple el criterio LAL, aludiendo a un error de tipo teoremas o definiciones deformados
(TD), porque, aunque encuentra que los triangulos tienen un angulo igual, los lados que

afirma son proporcionales, deben ser los homélogos que conforman dicho angulo. En
N T CB CA . . .
este caso, seria valido plantear que 5= b O bien, tomar los angulos rectos, que si se

forman con los lados que menciona el estudiante.

Los estudiantes que construyeron demostraciones de tipo experimento crucial basado en
ejemplo (ECB), manipulan el applet y, aunque plantean conjeturas sobre la semejanza de
los tridngulos, su intento de validarlas no es suficiente, pues generalizan sobre un caso

extremo. Ejemplo:

Tabla 33
Respuesta de E8 en la tarea 2

Respuesta de E8

Tarea 2
;Qué relacién existe entre el triangulo CDE y el tridngulo CAB?, ;por qué?

As T En e=0.01 los triangulos son semjantes, ademas son triangulos rectangulos y sus hipotenusa tinden a ser tangentes a la funcion x a la n, por

tanto existe un relacion de propercionalidad entre sus lados.
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E8 analiza la relacion de semejanza Unicamente para e = 0. 01, argumentando que, dado
que la hipotenusa de ambos tridngulos se encuentra sobre la recta tangente, debe existir
una relacién de proporcionalidad entre sus lados, cometiendo un error de tipo teoremas o
definiciones deformados (TD), al asumir que compartir segmentos implica
proporcionalidad. Este razonamiento revela una comprension parcial del concepto de
semejanza, los criterios que larigeny otras propiedades fundamentales que podrian haberle

permitido validar su conjetura.

La demostracién que se ha clasificado como deductiva formal estructural (DFE) se destaca
porque no se requieren ejemplos y sus argumentos no se basan en la visualizacién sino en

propiedades generales.

Tabla 34
Respuesta de E16 en la tarea 2

Respuesta de E16

Tarea 2
¢Qué relacién existe entre el tridngulo CDEy el tridngulo CAB?, ;por qué?

. Son tridngulos rectangulos donde por lo tanto ambos tienen un angulo de 90°, comparten el 4ngulo <ACB, por lo tanto el tercer angulo
también es igual en ambos tridngulos, entonces ambos tridngulos son semejantes

Aa

Basandose en el criterio AAA, utiliza el applet e identifica que ambos triangulos son
rectangulos, por lo que cada uno tiene un angulo de 90°. Ademas, identifica que

comparten un angulo, lo que implica que el tercer &ngulo también debe ser congruente.

e Respuestas en la tarea 3
En esta tarea, no se esperaba que los estudiantes construyeran ningun tipo de demostracion,

sino que observaran los elementos de la construccién para concluir lo que ocurria cuando
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e — 0. Bajo esta premisa, casi todos lograron identificar la relacion entre los segmentos:
algunos lo hicieron de manera empirica o apoyandose Unicamente en la visualizacion del
applet (E1, E2, E3, E4, E8, E9, E11, E13), por ejemplo:

Respuesta de E4:

Figura 25
Respuesta de E4 en la tarea 3

Tarea 3
;Qué relacion existe entre k y f(z +¢) cuando e — 07

pa g ‘Cuando e tiende a 0 ky f(x+e) tienden a ser el misma, a tener el mismo valor

Mientras que otros consiguieron justificarla con mayor solidez, conectandola con la
semejanza de triangulos o con ideas ligadas a la derivada, aunque no era necesario (E5, E6,
E7, E10, E14, E16). Por ejemplo:

Respuesta de E6:

Figura 26
Respuesta de E6 en la tarea 3

Tarea 3
;Qué relacion existe entre k y f(x +¢) cuando e — 07
PP El segmento f(x+e) corresponde a la abcisa del punto (x+e), mientras que el segmento K corresponde a ese mismo segmenta, pero hasta la
interseccion con la recta tangente. Es asi como el segmento EF comresponde a la diferencia entre f(x+e) y k. Cuando (€) tiende a 0 vemos como
esta diferencia disminuye hasta convertirse en el mismo punto B que es el punto de tangencia de la funcién fix) y la recta tangente. En otras
palabras, a medida que e tiende a 0, k y f(x+¢) se van igualando.

Solo un estudiante (E12) present6 confusiones al establecer la relacion y en la seleccion de
los segmentos relevantes.

Respuesta de E12:

Figura 27
Respuesta de E12 en la tarea 3
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Tarea 3
;Qué relacién existe entre k v f(x+€) cuando e — 07

Por la tarea 2 es una razon, observo que cuando e tiende a 0, k se aproxima f(x), coordenadas en el mismo punto B. Y obtengo la
subtangente mas reducible, es decir terminé comparando los segmentos (k y f(x)) y encuentro la misma longitud del segmento f(x)=k.

Aa ™

e Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en la tarea 4

Figura 28
Tipos de demostracion en la tarea 4

DFE

EF Ell

Los estudiantes que han construido una demostracion de tipo empirismo fallido (EF) se
destacan porque no comprenden la relacion encontrada en la tarea 2 y 3, lo que les impide
trasladar esta informacion a esta tarea, lo cual los lleva a realizar manipulaciones sin
sentido para acomodar la respuesta. Por ejemplo:

Tabla 35
Respuesta de E2 y E13 en la tarea 4

Respuesta de E2 y E13
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Aunque lograron plantear la relacion de semejanza en la tarea 2, en la ilustracion se

evidencia nuevamente que no comprendieron lo que estaban afirmando, pues tomaron el

./ . 0A AB . 0A .
triangulo OCB y CAB, y, asumieron que = de lo que obtienen que o 1, es decir,
f = 1, entonces x = s, que casualmente coincide cuando f(x) = x.

Se evidencia un error grave de tipo inferencias no vélidas l6gicamente (INV), al asumir
que OCB y CAB son triangulos semejantes y datos mal utilizados (DMU) al hacer
manipulaciones algebraicas que carecen de sentido. Esto muestra dificultades
relacionadas con los procesos de pensamiento matematico (PPM), en cuanto al proceso
de representacion ya que los estudiantes no logran entender ni identificar los triangulos

semejantes en la construccion ni la subtangente.

Los intentos clasificados como empirismo ingenuo inductivo (EIl) se deben a que los
estudiantes no utilizan la relacion de semejanza, sino que su Unico elemento de conviccién
es un ejemplo especifico, en el que modifican el exponente de la funcion y observan la
relacion en el applet. Para ello, emplean la herramienta —distancia o longitud- para comparar

los segmentos CA = sy OA = x, o simplemente hacen estimaciones visuales. Por ejemplo:
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Figura 29

Respuesta de E8 en la tarea 4

Tarea 4

Encuentre 8 en funcién de 2 cuando e — 0 y justifique su respuesta.

Aa T Cuando e tiende a cero para f(x)=x x=s, paraf(x)=xala 2 x= 25, para f(x)= x ala 3, x = 35, y al parecer de ac3 en adelante se mantiene esta

relacién, es decir para cuando f(x)= x a la n entonces x = ns, todos estos datos que tome los observe haciendo exploracion en geogebra,
cambiando de exponente a la funcién

Tabla 36

Respuesta de E9 en la tarea 4

Respuesta de E9

| 8len Choa |del | el “ ‘J"’A"\"f’ [ —tvlo| i t—1
i | | |

Las respuestas muestran que el applet les permite recopilar datos al explorar distintas
funciones, pero su Unico elemento de validacion es lo evidenciado en GeoGebra. A partir

de este procedimiento inductivo aplicado a algunas funciones, conjeturan que si f(x) =
n 1 . . .,
x", entonces x = nso s = —x. Estos casos confirman que la manipulacion del applet y

el uso de herramientas como distancia facilitan la identificacion de patrones y la
formulacion de conjeturas mediante un enfoque inductivo. Se evidencian dificultades de
tipo procesos de pensamiento matematico (PPM) en cuanto a la comprensién de los
elementos y conceptos del applet: no logran integrar diferentes representaciones, pues

encuentran que los triangulos son semejantes de manera geométrica, pero no logran
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establecer la proporcion entre sus lados, lo que les impide despejar el valor de s de manera

algebraica. Prueba de ello, es el error de tipo datos mal utilizados (DMU) de E9 al hacer

manipulaciones algebraicas que carecen de sentido cuando afirma que s = % y f(s) =

1)

Las demostraciones de tipo deductiva fallida (DF) son intentos por despejar la subtangente,

pero los estudiantes presentan dificultades de tipo procesos de pensamiento matematico
(PPM) en la ejercitacion, comparacion y ejecucién de procedimientos en cuanto a la

manipulacion algebraica. Por ejemplo:

Tabla 37
Respuesta de E4 en la tarea 4

Respuesta de E4
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NEED: Al e | dlacbleito ||
LK NI H 2 1 A R N SRR

Este estudiante no logra despejar s de manera correcta, mostrando poco dominio en

ste _ f(x+e)

operaciones algebraicas. Prueba de ello, es asumir que si = = @ entonces
= ( J@ 1) e. Se evidencia un error de tipo errores técnicos (ET) en la
f(x+e)

manipulacion algebraica.
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Tabla 38
Respuesta de E12 en la tarea 4

Respuesta de E12

(619) [
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\
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fr)q) 4 me ((m)’ . I
| | 1?;' f

—t—————}

E12, al plantear la semejanza, toma de manera incorrecta los lados de los tridngulos — f( 5 =

evidenciando asi un error de tipo teoremas o definiciones deformadas (TD). Aunque

e
f(x+e)’

maés adelante logra corregirlo, inicialmente intenta despejar s de forma general sin éxito,
evidenciando dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matematicos
(COM), en cuanto al concepto de limite, al no comprender cuando hacer que el valor
infinitesimal tienda a cero y asociadas a los procesos de pensamiento matematico (PPM)
en la ejercitacion, comparacion y ejecucion de procedimientos al presentar problemas en

la manipulacién algebraica. Su objetivo era despejar la subtangente, pero termina usando
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otros recursos como el teorema del binomio de Newton, que no lo conducen a la conclusion

que buscaba.

Las demostraciones de tipo deductiva formal estructural (DFE) se caracterizan porque los

estudiantes lograron responder de manera correcta en la tarea 2 y 3, y trasladaron

adecuadamente esa informacion a esta tarea. Ademas, despejaron correctamente el valor de

la subtangente, mostrando una buena coordinacion entre lo geométrico y lo algebraico. Por

ejemplo:

Tabla 39
Respuesta de E1y E6 en la tarea 4

Respuesta de E1

Respuesta de E6
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Complemento de E6
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Tarea 4
Encuentre & en funcién de z cuando e — 0 y justifique su respuesta.

sa w A partir de la semejanza de triangulos planteamos la proporcionalidad CO/CA =DE/AB al reescribirlo queda (s+€)/s = k/f(x) , al momento de
despejar obtenemos la s de la siguiente manera:

s=e*f(x)/k-f(x);)cuando e tiende a 0 k=f(x+e) entonces s=e*f{x)/flx+e)-flx)
Como fix) =x"2 entonces  s=e*(x"2)/(x+e)"2 - (x"2) al resolver la suma de cuadrados y operar términos obtenemos

s=x*2/2x+e, nuevamente comoetiendeal S=x"2/2x 5= w2

E6, ademas de despejar el valor de la subtangente de manera general, lo usa en un caso

especifico para f(x) = x2.

Tabla 40
Respuesta de E16 en la tarea 4

Respuesta de E16

E16 logra despejar de manera general el valor de la subtangente y, aungque no se pedia

como tarea, descubre una relacion con la definicion de derivada como limite del cociente




SECUENCIA DE ENSENANZA PARA POTENCIAR LA DEMOSTRACION 104

incremental, mediante manipulacion algebraica. Con ello, plantea que s=% Y,

generaliza que s = %para f(x) = x™

6.3. Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en las tareas del

subcapitulo Funciones potencia con n natural

Se presenta el analisis de las producciones correspondientes a las tareas asociadas al
caso n natural. Este analisis articula tres dimensiones: los tipos de demostracion construidos

por los estudiantes, los errores que emergen durante el desarrollo de los procedimientos y las

dificultades.

e Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en las tareas de

encontrar y demostrar la relacion entre s y x para n natural

Figura 30

Tipos de demostracidn en la relacion entre sy x para n natural

F EF EIP Ell DFE

El estudiante que no plantea conjeturas ni construye ningun tipo de demostracion para la
relacién entre s y x, se clasifica en la categoria de demostraciones fallidas (F).
Los estudiantes que construyeron demostraciones de tipo empirismo fallido (EF), se

destacan por plantear una conjetura correcta, pero no hay evidencia de haber encontrado los
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valores por un proceso propio, posiblemente ya conocian la respuesta o la encontraron por
pruebay error y el software se la validd. Luego, al intentar justificar, realizan manipulaciones
sin sentido o procesos algebraicos mal hechos para acomodar la respuesta, lo que evidencia

que no comprendieron ni plantearon correctamente la relacion de semejanza. Por ejemplo:

Tabla 41

Respuesta de E9 para la subtangente con n natural

Respuesta de E9

e | v - R o | - =
X =] CR r )
2 i Scxy) = ¥2
4 g R
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i weeery | et
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TNt | goe [ 15 121 Ty [ cie
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B e . 00 TP L A ,
v E¢ decsd 3...0, J\ ]‘1 [ gblck:l‘ﬁ,i 5 Lo € 2/ se f/nfﬁ/{
ded | 19 1= ..X,Q,;.JJ_J,AL.FJ,C};\.; I

Migm{ | foe |- / B B L L
p =150 ¥ —— i

Encuentre g en funcién de % cuando e — 0 y justifique su respuesta.

aa T 5=¥%/n, paranque pertenece alos N
f(s)=f(x/n)
Notamos que cuando tiende a 0 se mantiene el segmento CA y podemaos mirar la propercionalidad de esos segmente con x
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En tareas anteriores, el estudiante plantea una conjetura correcta, mediante un

razonamiento inductivo visualizando la relacion para distintos casos de n. En esta tarea,

intenta justificar su conjetura, pero sélo realiza manipulaciones algebraicas como “sea e =

s _f&)

0 - —— — 1” para encontrar una manera de acomodar la relacién y obtener que s

s f

1, que es la respuesta al validar en la casilla de entrada pero, la relacion que debia obtener

es s = 1x para el caso de f(x) = x. Esto revela errores de tipo datos mal utilizados

(DMU), al incluir datos extrafios y realizar manipulaciones que carecen de sentido. Se

evidencian dificultades de tipo complejidad de los objetos matematicos (COM) en la

comprension de la subtangente y en cuanto al concepto de limite al aplicarlo antes de

terminar de despejar la expresion. Aungue esto lo lleva a obtener casualmente el valor

correcto para la casilla de entrada, este enfoque podria generar dificultades al aplicar el

procedimiento a otras funciones; y de tipo procesos de pensamiento matematico (PPM) en
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la elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos al no lograr despejar el valor

de s.

Las demostraciones de tipo empirismo ingenuo inductivo (EIl), se destacan por plantear
una conjetura correcta, usando valores particulares tomados del applet, pero sin justificar
formalmente su hallazgo. Por ejemplo:

Tabla 42
Respuesta de E1 y E14 para la subtangente con n natural

Interaccion entre el investigador, E1y E14:

P: cuando e tiende a 0, ¢qué sucede?

El: x y s son iguales.

P: En algunos casos, vamos a encontrar que hay una relacion, por ejemplo, ¢ahi
que funcion es? (sefiala el applet)

E14: x°

P: ¢Y larelacion entre s y x cual es?

E14: Yo vi que, por ejemplo, cuando nos pedian f(x) = x, yo vi que s = x, para
f(x) =x%s= %x, entonces es el reciproco, ¢no?

P: Si.

E14: Con x° seria s = %x.

P: Exactamente.

En el didlogo, se evidencia que los estudiantes encuentran de manera empirica dicha
relacion, pero en sus notas no registran si usaron esto para alguna funcion particular y

mucho menos de manera general. Se destaca una dificultad de tipo procesos de
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pensamiento matematico (PPM) en cuanto al concepto de subtangente, al no lograr
establecer una conexion entre lo geométrico y lo algebraico, pues mostraron habilidades
algebraicas al lograr despejar s (ver imagen), pero sin comprender el significado de este

tratamiento.

-llq.&_ SR AT DS
‘(a)

(‘SIC\I’-(~) - “('\l-‘\ S
SEexy 4(-[‘(\3 : 'w’{‘(vH)

-
-

= IL\\ -‘ﬂ"‘(\ ‘() = - € ( £x)

{("\ - [(wu\

Los estudiantes que construyen demostraciones de tipo empirismo ingenuo perceptivo
(EIP), plantean una conjetura correcta a partir de lo que observan en el applet. Su
justificacion se apoya unicamente en lo que “ven” o en mediciones y comparaciones
realizadas. Por ejemplo:

Tabla 43
Respuesta de E12 para la subtangente con n natural

Interaccion de E12 y el investigador para s de f(x) = x?

E12: Para f(x) = x%,s = x
P: ¢Seguro?, pero ahi estan preguntando por s. ¢Cuanto es s? mueva sin miedo el
punto A, ;qué ve?

(E12 mueve A)
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P: ¢No encuentra ninguna relacion entre s y x? Llévelo hasta 0.01 y atienda las
preguntas que hay.

E12: “Halle s para f(x) = x? cuando e — 0", ;sera que ese es el punto medio de
ese segmento?

P: ¢Sospecha eso?

(E12 observa que x =0A=5,2 y s=CA = 2,6usando la herramienta —

distancia o longitud-)

E12: Esta distancia cuando e tiende a cero, es la mitad de x. (lo coloca en la barra
de entrada y comprueba)

P:¢Y por qué eso serd 1/2?

(E12 mueve el punto A para ver el triangulo)

P: ¢Qué de lo que encontrd antes, le sirve para asegurar completamente que s =

1 . . .
5 X7 Entonces escriba eso, ¢usted qué responderia a eso?
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El estudiante, orientado por el investigador, encuentra la relacion entre s y x, a paritr de
un dnico caso particular visualizado en el applet, mediante la herramienta distancia o
longitud. Luego, al intentar justificar esto, utiliza la relacion de semejanza, pero comete
errores técnicos (ET) en la ejecucion del algoritmo para despejar s. Su razonamiento sigue
siendo empirico, porque lo que hace finalmente es acomodar la expresion usando el valor
conocido de la subtangente, para asimismo llegar a obtenerlo. Se evidencia una dificultad
asociada a procesos de pensamiento matematico (PPM) en cuanto la elaboracion,
comparacion y ejercitacion de procedimientos. Y una dificultad asociada a complejidad
de los objetos matematicos (COM) al no lograr reestructurar el saber previo para

posibilitar la construccion del nuevo concepto de subtangente.
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Las demostraciones de tipo deductiva formal estructural (DFE) son construidas por
estudiantes que lograron coordinar representaciones geométricas y algebraicas, usando la
relacion de semejanza para despejar el valor de la subtangente. Por ejemplo:

Respuesta de E3:

Tabla 44

Respuesta de E3 para la subtangente con n natural

s para f(x) = x s para f(x) = x?

s para f(x) = x3
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El applet le permite descubrir que s = x para f(x) = x, y lo demuestra utilizando la
relacion de proporcionalidad entre los tridangulos semejantes. Realiza el mismo

procedimiento para f(x) = x? y para f(x) = x3.

e Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en las tareas de

demostracion de la derivada para casos particulares de n natural

Figura 31

Tipos de demostracién para las derivadas particulares con n natural
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F EIP EMT DFT DFE

Los intentos que se clasifican como fallidos (F) se distinguen porque los estudiantes no

plantean conjeturas ni construyen demostraciones. En el caso de que planteen conjeturas,
no se evidencia ningdn tipo de razonamiento. Al conocer el resultado al que deben llegar,
realizan manipulaciones algebraicas, algunas sin sentido, acomodando los elementos para

obtener la respuesta (E9 y E13). Por ejemplo:

Tabla 45
Respuesta de E9 en las derivadas con n natural

Respuesta de E9

f'(x) para f(x) = x
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f'(x) para f(x) = x3
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E9usa f'(x) = ’% para encontrar la derivada de algunas funciones particulares, pero no
queda claro de dénde surge esa afirmacion, lo que debilita su intento de demostracion.
Ademas, afirma que f'(x) =n = x? un error de tipo datos mal utilizados (DMU) al

asignar a una parte de la informacién un significado inconsistente con el enunciado.

Al no justificar en sus notas este hallazgo, se sospecha que las respuestas del estudiante
son influenciadas por las interacciones de sus comparieros. Por ello, se refleja una
dificultad de tipo procesos de pensamiento matematico (PPM) al no lograr conectar lo

geométrico con lo algebraico.

Tabla 46
Respuesta de E13 en las derivadas con n natural

Respuesta de E13
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E13 intenta usar la razon tangente en el triangulo

]
{/f"r{‘ :T' .t(:fj ’ l rectangulo para construir la demostracion de la
: (A

regla de derivacion, pero se evidencia que no

| — | . .
%F == ? L] comprende la diferencia entre la tangente de un

STACN| . . - .
INEG » 14 x : angulo y el angulo al escribir errdneamente que

| 2
| | = e 1% 2 ! paraf(x) =x2 4= ;—x lo que demuestra que no
| | ] 2

e ' comprende en su totalidad el procedimiento
ﬂ“; ', Q 0 | 7o | llevado a cabo, sino que todo ha sido producto de
la ayuda o del procedimiento de sus comparieros.
Se revela un grave error de tipo teoremas o
definiciones deformadas (TD) al escribe que tan=
4. Esto demuestra una dificultad de tipo
complejidad de los objetos matematicos (COM)
en las razones trigonomeétricas, al no comprender
qué significa la razén tangente en un triangulo

rectangulo.

El intento clasificado como empirismo ingenuo perceptivo (EIP) se destaca porque el
estudiante plantea una conjetura de manera correcta, pero su justificacion se basa unicamente

en la visualizacion de los elementos del applet. Por ejemplo:

Tabla 47

Respuesta de E12 en las derivadas con n natural

Interaccion entre el investigador y E12
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P: ¢s no les sirve para encontrar la pendiente, si sabe que s es x?
E13: Con teorema de Pitagoras, es un triangulo rectangulo.
P: s es una distancia, ya la tiene. Ademas, en este caso particular ya tiene la otra
distancia, ;cual es?
E13:3.3
P: Cuando e tiende a cero, en general para cualquier punto, no importa donde esté,
jcuanto vale ese segmento?
E13: Lo mismo que X, ¢0 sea 1, como la comparacion de esas dos magnitudes?
P: ¢Seré que no pueden usar esa comparacion? La pendiente de una recta, ;como
se puede hallar?
E13: Dados dos puntos, tomando las coordenadas Y, las resta, digamos, también
termina siendo una razon de estas coordenadas.
P: ¢y en ese caso particular?, ;cuanto mide ese segmento?
E13:3.3
P: En general, ;cuanto mide ese segmento? Muevan y veran que eso no importa.
(E13 mueve e)
P: No, mueva el punto A, ;qué es lo que ve ahi?

E13: Es claro que esos segmentos son iguales, es 1.

Respuesta de E12
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Mediante la exploracion del applet para f(x) = x, el estudiante se da cuenta que la
derivada es igual a 1, pero al preguntarsele por qué es este valor, toma la longitud de s =
3.3 y manifiesta que el otro segmento también mide lo mismo. En la intervencion con el
investigador, se le cuestiona si esa relacion es igual para cualquier valor de A vy el
estudiante menciona el Teorema de Pitdgoras, que no tiene sentido en este contexto,
reflejando un error de tipo inferencias no validas l6gicamente (INV).

Guiado por preguntas orientadoras por parte del investigador, concluye que puede usar la
pendiente de la recta tangente para su demostracion, pero recurre a la formula tradicional
de encontrar la pendiente a una recta por dos puntos, lo cual no era necesario porque ya
tenia los valores de manera general. Para encontrar la pendiente, usa los mismos valores
particulares (ver imagen). Se evidencian dificultades asociadas a procesos de pensamiento
matematico (PPM) al no lograr coordinar representaciones geométricas, métricas y

algebraicas.

El experimento mental transformativo (EMT) se caracteriza porque el estudiante usa un
ejemplo particular mediante la ecuacion punto- pendiente y luego lo abandona, con el fin de

organizar los pasos de su demostracion:

Tabla 48
Respuesta de E15 en las derivadas con n natural

Respuesta de E15
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Para f(x) = x, E15 utiliza un ejemplo con la ecuacién punto- pendiente tomando los
puntos (0,0) y (1, 1), procedimiento que le ayuda a entender y organizar los pasos de su

demostracion. Asi, abandona este ejemplo particular y constuye su demostracion.

Las demostraciones de tipo deductiva formal transformativa (DFT) se reconocen porque
los estudiantes transforman el problema de demostrar la derivada usando las ideas de
Fermat, en uno equivalente, como la definicion de derivada com limite del cociente

incremental. Por ejemplo:

Tabla 49
Respuesta de E4 en las derivadas con n natural

Respuesta de E4

f'(x) para f(x) = x*:
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f'(x) para f(x) = x:

j i l‘ »’ ] J | ‘ / ’\ ‘ ix | \ ‘\ | \ |

Bl mich o [ A=ber LT P T

| | bt L [ e e Y f .

prE !();u{m EraBEES T YD AREN S TN A A

b ' CHE AT N R R - - (e

[ T T T \ ! | ] T O! b /(“‘_:A TEER ?

‘{ III 7/ >! \g :I A -;’/’/m Uy l® %W,v ﬂ?-()5xa “\ ‘ “ H = [ ’:}l .:j..l .T |__
bihvaind | I | 1 }_ | ; || A R e b ,' g .
r!l!{'il{!swﬁom:ii\‘\‘5“‘1,,;1,v 4?%"54?"1]

Para f(x) = x*y f(x) = x3, el estudiante construye la demostracion de la derivada
usando la definicion como limite del cociente incremental, porque es lo que conoce,
transformando el problema en uno equivalente, pues en este caso, se toman dos puntos
sobre la curva y no sobre la tangente, como lo suponia Fermat. Aunque la demostracion se
puede categorizar como dedcutiva, este hecho muestra una dificultad asociada complejidad
de los objetos mateméticos (COM) dado que no logra reestructurar el saber previo para
posibilitar la construccion de un nuevo conocimiento: acercase a la derivada mediante las
ideas de Fermat. En este procedimiento también se destaca el uso del triangulo de Pascal,

que le ayuda a expandir los binomios.

Los estudiantes que han construido demostraciones de tipo deductiva formal estructural
(DFE) se reconocen por usar la relacion entre los catetos del triangulo rectangulo mediante
la tan 6 para construir su demostracion. Por ejemplo:

Tabla 50
Respuesta de E6 en las derivadas con n natural

Respuesta de E6
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E6 toma uno de los triangulos rectangulos para encontrar la derivada de f(x) = x3, asi:

tan @ = @ , haciendo uso de la subtangente, uno de los principales objetivos de las

tareas propuestas,

Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en la tarea 6

Figura 32
Tipos de demostracién en la tarea 6

F DFT DFE

Se clasifica como demostracion fallida (F) cuando no existe ningun intento por validar la

conjetura encontrada, o cuando no se plantea ninguna conjetura. O si existe un intento, éste

no evidencia ningdn tipo de razonamiento (E2 y E9). Por ejemplo:
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Tabla 51
Respuesta de E2 en la tarea 6

Respuesta de E2
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No se evidencia que la estudiante plantee una conjetura para el valor de la subtangente. E2
intenta reformular lo que ha descubierto en tareas anteriores para darle validez y
formalidad a su afirmacidn, pero no comprende correctamente lo que hace. Comete errores
de tipo inferencias no validas l6gicamente (INV), al asumir que de la relacion de semejanza

se cumple algo cuando e no tiende a 0 y luego afirmar que, cuando e tiende a 0, se cumple

@ = '—‘ reemplazando posteriormente para obtener —= f( 2 f , expresion que en realidad

surge de considerar tan @ en ese tridngulo rectangulo. A pesar de haber trabajado con

funciones particulares, no utiliza esos casos, ni organiza correctamente la informacién

proporcionada por el applet. El estudiante no lee adecuadamente, no interpreta

correctamente, y no se evidencia ningin tipo de razonamiento, lo que hace que su

demostracion se clasifique como fallida. Se observan dificultades en los procesos de
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pensamiento matematico (PPM) al intentar conectar elementos geométricos con
representaciones algebraicas y en la elaboracion, comparacion y ejercitacion de

procedimientos.

Tabla 52
Respuesta de E9 en la tarea 6

Respuesta de E9
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Como se ha analizado en la tarea anterior, para demostrar las derivadas particulares, E9

usa f'(x) = ’% pero no queda claro de donde surge esa afirmacion, lo que debilita su

intento de demostracion. Ademas, afirma que f'(x) =n = x? un error de tipo datos mal

utilizados (DMU) al asignar a una parte de la informacion un significado inconsistente
con el enunciado.

Al no justificar en sus notas este hallazgo, se sospecha que las respuestas del estudiante
son influenciadas por las interacciones de sus compafieros. Por ello, se refleja una

dificultad de tipo procesos de pensamiento matematico (PPM) al no lograr conectar lo
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geométrico con lo algebraico. A pesar de estas dificultades y errores, el estudiante logré
construir la demostracion de la derivada de manera general; pero no se evidencia ningln

tipo de razonamiento para llegar alli, por eso, su intento se clasifica como fallido.

Las demostraciones de tipo deductiva formal transformativa (DFT) se destacan porque
los estudiantes transforman el problema de demostrar la derivada usando las ideas de
Fermat, en uno equivalente, como tomando dos puntos sobre la curva y no sobre la recta

tangente. Por ejemplo:

Tabla 53
Respuesta de E1y E14 en la tarea 6

Interaccion entre el investigador, E1 y E14:

E1l: Un profesor nos ensefid el machetazo que hacian en esa época de como
encontrar la derivada.

P: ¢Por qué machetazo?

E1: Asi lo decia el profesor, que todo lo que quedaba al final con Ax tendia a cero.

P: Ah, lo hicieron de manera general. ;Ya lo habian hecho para los casos
particulares?

El: Si.

P: Bueno, eso sirve, ¢y por qué el profesor decia que eso es machetazo?

E1: No sé, decia que lo que quedaba con Ax tendia a cero, entonces ese era como
el machetazo y ya.

P: Eso no es ningun machetazo.

E1: ;Cierto?, eso estabamos hablando.
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P: Eso lo usé Fermat.

E1: Si, para escribir una explicacién, pero eso es lo que nos dijeron, que era un
machetazo.

P: Pero, ¢qué tiene de particular ese Ax? Y en el applet, ;ese Ax quién es?

El: Ese seria f(x + e) que siempre va a tender a cero.

P: ¢Quién tiende a cero?

El4: Lae.

P: Eso ocurre porque e — 0, entonces para entender mejor el machetazo, si usando
lo que el profesor de fisica les decia, ¢qué significa eso que ustedes tienen ahi? (f(x +
Ax))

E14: El Ax era el pedacito de mas que tenia. ..

P: Segun el applet, ¢qué letra seria?

El4:s.

P: No.

El4: if(x + e)?

P: Si, y si tiene la funcion x™, ;a qué es igual f(x + e)?

E14: A

P: No, usted tiene f(x) = x™, ;aqué es igual f(x + e)?

El4: ;s?

P: No, escriba. (El Ax quién seria?

E14: El e.
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P: O sea, ese Ax tal vez es un machete si el profesor no aclara que ese Ax es un
valor pequefio, pero practicamente es lo mismo, en términos de lo que esta en el applet, y
la demostracidn que ustedes hicieron que es correcta, ¢qué pasa si reemplazan Ax por e?

E14; ¢ Ax por e?, es lo mismo, {no?

P: Es lo mismo, pero en el denominador en lugar de Ax, ¢quién seria?

E1: e, era lo mismo como cuando uno hacia el limite,;no?

P: Ahi estamos haciendo limites dindmicos en el applet.

Respuesta de E1 y E14
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R e e

B 1 A B I )
oo me e usan el enfoque de calcular la pendiente de
R i CEERELE T

o il ] J_‘_ "+\ R OV

& T B

S T S T e o ] .
opberamo ) o - latangente a través de la pendiente de la

recta secante, pues consideran los dos

puntos sobre la curva, y no sobre la recta

( lp | | ) . .
. a Oy Y B ]
BES —mmRess s : ~ tangente, como lo suponia Fermat.
el i S0 0 IR0 RN il
o e e s e e | bl Xe s _‘_(,‘,,ﬁ“,

Y‘L‘l‘ y iu‘-'ly P _4)\ ‘h’i el | | (L ek . . . -
e AaXEla e XA T ACT  Realizan procedimientos algebraicos y
SR R e

mza X" : .

aannst aplican el binomio de Newton. Demuestran

una dificultad asociada a Procesos de
ensefianza desarrollados para el
aprendizaje de las matematicas (EAM)

pues su razonamiento es resultado de la
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forma como uno de sus profesores decidi6

abordar la derivada.

Tabla 54
Respuesta de E16 en la tarea 6

Respuesta de E16

Para construir la demostracion de la derivada, usa la definicion de derivada como limite
del cociente incremental, transformando el problema en uno equivalente, dado que usa el
enfoque de calcular la pendiente de la tangente a través de la pendiente de las secante,
porque que considera los dos puntos sobre la curva, y no sobre la recta tangente, como lo

suponia Fermat.
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Quienes construyeron demostraciones de tipo deductiva formal estructural (DFE) se
distinguen por usar la relacion entre los catetos del triangulo rectangulo mediante la tan 6

para construir su demostracién. Por ejemplo:

Tabla 55

Respuesta de E3 en la tarea 6

Respuesta de E3
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Como se analizé en la tarea de encontrar la relacion entre s y x, E3 utiliza la relacion de
semejanza para despejar s en funciones particulares, lo cual le permite plantear una

conjetura de manera general para la subtangente, que usa en esta demostracion. Tiene en

cuenta el triangulo CDE ytomaM cuando e — 0 para hallar la tangente del tridngulo

S

y, con ello, encuentra f'(x) de manera general, realizando correctamente procedimientos

algebraicos.

El proceso que se presenta a continuacion evidencia que, con la orientacion del docente, fue
posible guiar al estudiante hacia la comprension de los elementos del applet y conceptos

involucrados, asi como hacia la construccion de demostraciones deductivas.

Tabla 56
Respuesta de E5

Interaccion entre E5 y el investigador

Momento 1: f(x) = x?

P: ;Qué pasd?, (sfes s = g?

E5: No.

P: ¢Por qué no?

E5: ¢No deberia ser 2x?

P: ¢Por qué 2x?, ;quién es s?

(E5 sefala la subtangente)

P: ¢Y quién es x?

(E5 sefiala y se da cuenta que x es mas grande que s, luego introduce el valor en la

casilla para comprobar)
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P: ¢Porqués = %x?

E5: No profe, no me pregunte. Tengo que pensar.
P: Pero, ;por qué pensar algo que...

E5: Profe, expliqgueme.

P: No, yo no le puedo explicar, esta prohibido, yo le puedo dar pistas como ahorita.
. P 1
Lo que encontro, o sea, ,COMO Supo que s era - x?

E5: Pues eso (sefiala los segmentos)

P: ¢Y ahi, entonces, qué es lo que duda?

E5: Que no entiendo.

P: ¢No entiende qué?

E5: Como funciona realmente, ¢qué es s?

P: s es la distancia desde el corte de la tangente hasta el punto A. ahora, ¢qué pasa
cuando e tiende a 0? Pues que esos dos triangulos. ..

E5: Son semejantes.

P: Si, practicamente se vuelven el mismo cuando e tiende a 0, son semejantes.
Entonces ¢qué es lo que no entiende?, ;cual es la duda?, ¢en el applet hay alguna duda de
que s sea la mitad de x?

E5: No.

P: Entonces, ¢cudl es la duda?

E5: Siento que hay algo que no estoy entendiendo.
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P: Bueno, o sea, pongalo hasta cero (e), hasta casi cero. Ahi ya usted escribi6 que

1 . ., .
s = 7 y entonces viene una pregunta y una demostracion. La pregunta es: ¢por qué s =

%x?, usted puede responder esa pregunta.

E5: Eso es lo que no entiendo.
P: ¢Por qué no puede responder?

E5: Pues si, algebraicamente lo entiendo, pero en el concepto de derivada siento

que hay algo que no termino de entender.
P: Ahi solamente encontro la subtangente, no ha encontrado la derivada. O sea,
ahora lo que hacia Fermat era encontrar la subtangente y usarla para encontrar la

derivada. Entonces, ¢como usa la subtangente ahi para encontrar la derivada?, ;hay

alguna forma?
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(E5 niega con la cabeza)

E5: Tengo que volver explorar la unidad, porque yo ahorita lo hice otra vez con el

limite y no habia usado eso.
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P: Pues vuelva y revise las primeras ideas.

(E5 lee la introduccién)

E5: Pues si, ahi dice que se halla la subtangente, que es lo que yo tengo aca.

P: Ya encontrd la subtangente, vuelva donde estaba trabajando. Entonces ahi ya
usted encontro este valor (sefiala s) y ¢qué es la derivada geométricamente o como puede
usted usar eso que acaba de encontrar?

E5: Yatengo el tamafio.

P: Exactamente, ya sabe qué eso, ¢cuanto es?

ES: %x . Necesito es este (sefiala la recta tangente)

P: ¢Cual?, ;qué necesita?

E5: Pues la tangente.

P: La tangente, ;como halla la tangente de ese angulo?, ;A qué seria igual la
tangente de eso?

E5: O sea, ¢ahi yo podria usar Pitagoras?

P: ¢Para qué necesita Pitagoras?

(E5 sefiala los catetos)

P: O sea, ¢para encontrar esto? (sefiala los catetos) ¢y eso para qué le sirve para
hallar la tangente?

E5: La derivada en ese punto.

P: ¢Qué es la derivada geométricamente?

E5: La pendiente de la recta tangente.

P: ¢Ahi cudl es la recta tangente?

(E5 sefiala la recta tangente)
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P: Esa. ¢Usted teniendo esos datos que tiene, no puede encontrar esa pendiente?

E5: Si.

P: ¢Cual seria o cdmo hallaria la pendiente?

ES5: Me siento bruto.

P: No, le asusta la camara, pero mire, no la estoy filmando a usted sino la pantalla
para que no se asuste.

E5: La pendiente de esa recta.

P: Si, ¢cual es? Ahora, usted necesita hallar la pendiente de esa recta con lo que
hay ahi. Si quiere mueva el punto A y eso es en cualquier caso, ¢si? Inclusive puede pasar
a los negativos sin miedo. Entonces, usted necesita encontrar la pendiente de esa recta,
¢como encuentra la pendiente de esa recta, para cualquier punto x?

E5: Seria hallar dos puntos, ¢no?

P: ¢ Qué es la pendiente en una recta?

E5: La razon de cambio.

P: ¢De qué?

E5: Pero es que no entiendo como podria yo usar puntos para hallar la pendiente.

P: No, es la pendiente de la recta. O sea, usted ya sabe qué es esto (f(x)) y qué es
esto (s). O sea, porque necesitaria usted encontrar dos puntos para hallar...

E5: Para hallar la raz6n de cambio, pero si, pero ¢entonces esto, lo de s?, ;para qué
me sirve este tamafo entonces? Si yo puedo usar por o menos estos dos puntos.

P: Pero eso ya de alguna manera lo uso para encontrar s y se dio cuenta que cuando
e tiende a 0, ;qué pasa aqui entre k, f(x) y f(x + €)?

E5: Tienden al mismo.
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P: Si, y eso le sirvi6 para encontrar s, y ahora el problema ya lo tiene en parte
resuelto. Geométricamente, entonces usted lo que necesita encontrar ahora la pendiente de
esta recta, ¢si? La roja, ¢cOmo encuentra con lo que tiene ahi o a qué seria igual viendo ahi
lo que esté en el applet, la pendiente de esa recta tangente?

ES5: No profe, no me da la cabeza.

P: ¢Qué es la pendiente de una recta?

E5: Es la razdn e cambio, digamos que con estos dos puntos, yo podria hallarla.

P: ¢Con cudles puntos?

(E5 sefala el punto de corte de la tangente con el eje x y E)

P: Bueno, pero usted de alguna manera si los conoce, pero ¢no ve ahi?...

E5: No veo cdmo puedo usar eso.

P: Larazon, ¢larazon de cambio de qué? cuando usted dice la pendiente es la razon
de cambio, ¢es la razén de cambio de qué?, ;esa razon como se expresa? Si quiere escriba:
m = aqué?

E5: (Coneso? f(x +e)...

P: Podria ser... ;menos cuanto?

E5: 0, ¢no?

P: ¢Por qué 0?

(E5 sefialaen y = 0)

P: Ahora sobre..

ES:x+e—x

P: ¢Por qué?, ;qué es x + e?

(E5 sefiala)
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P: De aqui hasta aqui (sefiala) es x + e — 0, listo, pero, ¢por qué le resta x?

E5: Porque lo estaba haciendo con este punto (x — s), pero no.

P: Por eso, o sea, es la diferencia en y, la distancia que hay de aca hasta aca (x)
menos esta distancia (s).

E5: Ah, es g

P: Termina siendo 32_5 pero realmente, de aqui hasta aqui hay x y de aqui hasta aqui,
jcuanto hay?

E5:Z.

P: Entonces, ¢de aqui hasta aqui (que es lo que necesita) cuanto hay? g entonces |

denominador es % todo.

ES5: Ah si, es la diferencia. Ah bueno, si. Entonces al evaluar todo eso, me va a
terminar dando la derivada.

P: Pero ¢a qué es igual f(x + e) cuando e tiende a 0?

E5: Eso ya lo tenia.

P: Explore en el applet.

E5: A f(x).

P: Entonces si puede poner eso, y ¢cuanto es f(x)?

E5: x2. Genial, ahora si.
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Segundo momento: f(x) = x3
‘ 1
P: ¢Porqués = gx?

E5: O sea, es una pregunta profunda, ¢no es sélo porque hice esto?
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P: ¢ Y por qué no puede ser es0? 0 sea, ¢Si s 0 no es?

E5: Si es, por los célculos si es y segun la imagen se nota.
P: ¢Se nota qué?

E5: Que el tamafio de s es ix. Tiene sentido.

P: Tiene sentido, bueno, ¢y entonces?
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E5: Ya puedo hallar la pendiente, f(x + e) lo puedo dejar como f(x).
P: Si.
E5: Y larazon de cambio de x.

P: ¢Quién es la razon de cambio de x?

E5: De este punto C, hasta A. O sea, es ix.

. . 1
P: O sea, s. (Por qué se dio cuenta que era ; x?

E5: Porque termina siendo la longitud de s.
P: Entonces ...

(E5 calcula la pendiente)

=i 2 3

3

E5: Qué genial entender la derivada desde la pendiente, de esta forma si se entiende
cémo es, no solo la definicion.

P: Bueno, mire como le va entonces ahi. ¢ Ya tiene sospechas?

E5: Para f(x) = x*, ¢eso va a ser una cuarta parte?

P: ¢ Y por qué sospecha que va a ser €s0?

E5: Eso lo sospecho por la gréfica y por los ejercicios que he hecho.

P: Mire a ver.

(E5 intenta calcular algebraicamente)

E5: Uy no, profe, pero esto ya no me lo se.

P: ¢Qué pasa?
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E5: Esto yo ya no me lo sé (el cuadruple del binomio)
P: ¢Qué pasa cuando uno no sabe?

E5: Busca.

(E5 consulta en google)

P: Bueno, ahi ya sabe adonde va a llegar.

E5:A%

P: Bueno, ahi lo dejo.
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El estudiante, aunque inicialmente construye una demostracion deductiva formal
estructural (DFE) para f(x) = x, no comprende qué es la subtangente, ni como utilizarla.
Con la orientacion del docente, logra interpretar las ideas presentadas en el applet y avanzar
en la construccién de demostraciones deductivas formales estructurales con mayor
comprension. Se evidencian dificultades relacionadas con los procesos de pensamiento
matematico (PPM), en particular en la coordinacion de distintas representaciones; con la
complejidad de los objetos matematicos (COM), especialmente en torno al concepto de

subtangente; y con las actitudes afectivas y emocionales hacia las matematicas (AAE),
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manifestadas al pedir ayuda, expresar frustracion y dirigirse a si mismo de manera negativa

por no comprender.

6.4. Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en las tareas del

subcapitulo Funciones reciprocas

Se expone el analisis de las producciones correspondientes a las tareas relacionadas
con el caso de las funciones reciprocas, el cual integra tres ejes: los tipos de demostracion
elaborados por los estudiantes, los errores que se manifiestan durante la resolucion y las
dificultades que surgen en el proceso.

e Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en las tareas de

encontrar y demostrar la relacion entre s y x para funciones reciprocas

Figura 33
Tipos de demostracién en la relacion entre sy x para n entero

DFE

F Ell

Los estudiantes que no plantean conjeturas ni construyen ningln tipo de demostracion para
la relacion entre s y x, 0 bien, si lo intentan no se evidencia ningln tipo de razonamiento, se

clasifican en la categoria de demostraciones fallidas (F).

Tabla 57

Respuesta de E9 para la subtangente con n entero
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Respuesta de E9

El estudiante escribe el valor de la subtangente de manera general y plantea relaciones sin
coherencia para acomodar esta respuesta, pero no se evidencia una exploracion de los casos
particulares ni ningln tipo de razonamiento para llegar alli. Existen errores de tipo datos
mal utilizados (DMU) al hacer manipulaciones sin sentido y dificultades originadas en los
procesos de pensamiento matematico (PPM) al coordinar diferentes representaciones y en

la elaboracion, comparacién y ejercitacion de procedimientos al no lograr despejar s.

Los intentos clasificados como empirismo ingenuo inductivo (EII) se destacan porque los
estudiantes usan el applet para encontrar la relacion, pero no se evidencia ningun intento por

validarla. Por ejemplo:

Tabla 58
Respuesta de E8 para la subtangente con n entero

Respuesta de E8
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Encuentre & en funciénde % cuando ¢ — 0 y justifique su respuesta.

Cuando e tiende a cero para f(x)=x x=s, para f(x)=x a la 2, x= 2s, para f(x)=x ala 3, x = 35, y al parecer de aci en adelante se mantiene esta

Aa n
relacién. es dedir para cuando f(x)= x a la n entonces x = ns, todos estos datos que tome los observe haciendo exploracion en geogebra,
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El estudiante, mediante la visualizacion de distintos valores de s y x en el applet para

funciones potencia con n natural, encuentra esta relacion y usa este mismo razonamiento
inductivo para funciones reciprocas, explicando que s es un vector y por eso es la misma
longitud, pero en direccion contraria. Se evidencian dificultades asociadas a los procesos
de pensamiento matematico (PPM) en la coordinacion de las representaciones geométricas
y algebraicas, porque la visualizacion del applet le permite plantear una conjetura correcta

pero no logra establecer relaciones para justificar esto de manera algebraica.

El intento clasificado como deductiva fallida (DF) porque se usa la relacion de semejanza
para despejar la relacion, pero se presentan errores en la manipulacién algebraica. Por
ejemplo:

Tabla 59
Respuesta de E10 para la subtangente con n entero

Interaccion entre el investigador y E10

Primer momento

P: ¢Cual es el lio?
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E10: Es sobre el despeje.

P: ¢Cuanto le dio?

E10: Es que yo consideré otro triangulo.

P: ¢Cual?

E10: Este, es lo mismo, ¢no?

P: Si, porque son semejantes.

Pero yo no entiendo cual es la duda.

(E10 sefiala)

E10: A mi me dio esto. Yo siento que algo esta mal.

P: ¢Por qué?

E10: Si considero que e tiende a cero cuando f(x) = x, entonces s me da 1.

P: Cuando e tiende a cero, ¢s seria 1 para el caso de f(x) = %?

E10: Si.

P: ;Y estd teniendo en cuenta los signos? No seria 1, sera que el despeje... Bueno,
veamos el applet. Por eso, ahi usted puso 1
y no funciond, ¢seguro?, ¢hizo bien el

despeje?, a ver, ¢;cémo hizo? La funcidn es
%, pero 0jo, aqui solamente escribid f(x +
e), ¢donde esta f(x)?

(E10 explica el procedimiento de la

imagen)
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P: Tiene que hacer el producto porque todavia no ha calculado el limite. Despeje s.
¢ Qué pasa?

E10: s = —x. Es que aqui se ve en el applet que es 1, pero ¢por qué es -1?

P: Como la idea es usar lo que hizo Fermat, él solamente ponia un punto en la curva
y asumia que existia la tangente y buscaba el otro punto abajo, entonces esta idea surge
después como “oiga por que no suponemos los dos puntos sobre la curva” y usted tiene
razon, mueva e, pero ahi no es la recta tangente sino la recta secante.

E10: Es que me parece que asi lo ensefian.

P: Si, asi lo vieron, pero aqui la idea es respetar las ideas de Fermat de acercarnos
por la subtangente y no por la secante. Las dos cosas funcionan pero necesariamente
funcionan cuando e tiende a cero. Fijese que cuando e tiende a cero lo que es la recta

secante, termina practicamente siendo la misma recta tangente.

Segundo momento

E10: Digamos en magnitud es igual, pero por qué el signo menos, es como la
inquietud. ¢s de dénde a dénde va?

P: s va desde A hasta C. ;Asi se definié al principio? Ponga e en 1 y mire la
informacién. ;Quién es s?

E10: CA

P: ¢Entonces qué es lo que pasa?

E10: no entiendo por qué en el applet no se considero en lugar de este triangulo de

aca, el que se forma asi. (Ver imagen)
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P: También, hay muchos tridangulos que se pueden usar. De hecho, la idea que haya
unos puntos visibles, es que usted pueda escoger el triangulo que quiera.

E10: Me parece como mas dificil este, y es méas intuitivo ver el de aca.

P: Pero el problema es que ese tridngulo de ahi, si se puede tomar, pero entonces. ..
¢cuadl triangulo seria? Ese no seria semejante.

E10: Es semejante con este (sefiala en el applet)

P: Ese no seria semejante. Entonces eso ya es otro tridngulo y otra semejanza que
tal vez no va a servir porque no se relaciona con f(x + e).

E10: Si, ponga cuando e tiende a cero, entonces ahi pasa eso y fijese que es el

mismo.

E10: Es que me parece que este es como mas facil, como mas intuitivo.
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P: Es que ese seria cuando uno se acerca a la pendiente de la recta tangente desde
la secante, ahi es como si usted estuviera trazando la recta secante, pero lo que pasa es que

Fermat no ponia los dos puntos en la curva.

El estudiante intenta relacionar el applet con su conocimiento sobre la derivada a partir de
la recta secante. Sin embargo, este enfoque no le permite comprender la idea de la
subtangente ni su signo. Aunque verifica en la casilla de entrada que el valor es negativo,
no logra interpretarlo debido a errores en la manipulacion algebraica. En particular, se
evidencian errores técnicos (T) al no poder despejar correctamente el valor de s, ya que
aplicé el limite antes de realizar el despeje, lo que le impidid llegar a la respuesta correcta.
Asimismo, se observan dificultades derivadas de la complejidad de los objetos
matematicos (COM), relacionadas con la comprensién de la subtangente y la necesidad de
reestructurar el saber previo para posibilitar la construccion de este nuevo conocimiento.
También se identifican dificultades vinculadas a los procesos de pensamiento matematico
(PPM) en la coordinacion de diferentes tipos de representacion y en la elaboracion,
comparacion y ejercitacion de procedimientos en la manipulacion algebraica y al no saber
en qué momento calcular el limite. Este intento es una demostracion deductiva fallida,
porque el estudiante pretende transformar el problema en uno equivalente, pero sus errores

no le permiten concluir la respuesta.

Las demostraciones de tipo deductiva formal estructural (DFE) se distinguen porque los
estudiantes utilizan la relacion de semejanza (E7) o establecen relaciones entre otros
triangulos (E16) para obtener el valor de la subtangente, mostrando coordinacion entre lo

algebraico, geométrico y métrico. Por ejemplo:
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Tabla 60

Respuesta de E7 para la subtangente con n entero

Respuesta de E7
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El estudiante utiliza la relacion de semejanza correctamente para despejar el valor de la

subtangente.

Tabla 61
Respuesta de E16 para la subtangente con n entero

Respuesta de E16
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El estudiante construye la demostracion despejando s de la relacion de semejanza tomando

los triangulos AEC y OSC. En el caso general, lo obtiene utilizando el mismo

(s) - W@ por g visualizacion del applet, el estudiante not6

rocedimiento:
P -s fx)

mediante un procedimiento inductivo que 0S = (n+ 1)f(x), y asi logr6é concluir los

resultados.

e Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en las tareas de

demostracion de la derivada para casos particulares de funciones reciprocas

Figura 34
Tipos de demostracidn para las derivadas (n entero)

F DF DFE

Las demostraciones clasificadas como fallidas (F) se caracterizan porque los estudiantes no
intentaron plantear conjeturas ni construir demostraciones.

En la demostracion clasificada como deductiva fallida (DF) el estudiante intenta obtener la
derivada utilizando la ecuacion punto pendiente, pero comete errores que no lo conducen a

la respuesta esperada. Por ejemplo:

Tabla 62

Respuesta de E1 para las derivadas (n entero)

Respuesta de E12
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E12 intenta demostrar la derivada de f(x) = x~2 usando la ecuacion punto pendiente, pero
comete un error de tipo interpretacion incorrecta del lenguaje (I1L) al traducir simbolos del

lenguaje geométrico al algebraico, pues al interpretar el procedimiento del estudiante, él

toma los puntos (x,f(x)) y (x+s,f(x+e)), con esto obtiene m = LS

(x+s)—x
considerando errobneamente x, — x; = s. Aunque aparentemente obtiene la respuesta
esperada, no es una implicacion de su procedimiento.

Esto evidencia una dificultad asociada a procesos de pensamiento matematico (PPM) al

no lograr integrar diferentes representaciones.

Las demostraciones de tipo deductiva formal estructural (DFE) se caracterizan porque los
estudiantes utilizan la subtangente para demostrar la regla de derivacién, mostrando

coordinacion entre lo geométrico, métrico y algebraico. Por ejemplo:

Tabla 63

Respuesta de E3 para las derivadas (n entero)

Respuesta de E3
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El estudiante obtiene el valor de la subtangente a partir de la relacion de semejanza y lo
usa en su demostracion de la derivada. Para ello, utiliza la relacién entre los catetos del
triangulo rectangulo con el fin de calcular tan @ en el caso particular de las funciones

reciprocas.

e Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en la tarea 8

Figura 35
Tipos de demostracién en la tarea 8

4

F DF DFE
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Las demostraciones que se clasificaron como fallidas (F) se caracterizan porque los
estudiantes no plantearon conjeturas ni construyeron ningdn tipo de demostracion.

Los intentos de tipo deductiva fallida (DF) se destacan porgue los estudiantes plantean una
conjetura correcta, no usan ejemplos y en los pasos de su demostracion cometen errores que
no les permite concluir el resultado. Por ejemplo:

Tabla 64
Respuesta de E4 para la tarea 8

Respuesta de E4
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El estudiante intenta usar la relacion que encontro en tareas anteriores sobre f'(x) = "

pero comete un error de tipo inferencias no validas légicamente (INV) al establecer el valor
de la subtangente y esto no le permite concluir el procedimiento. Aunque reconoce que

estd mal desarrollado, no intenta corregirlo.
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Las demostraciones de tipo deductiva formal estructural (DFE) son construidas por
estudiantes que muestran coordinacion entre lo geométrico, metrico y algebraico, utilizando

la subtangente para demostrar la regla de derivacion, Por ejemplo:

Tabla 65
Respuesta de E8 para la tarea 8

Respuesta de E8

Encuentre & en funciénde % cuando ¢ — 0 y justifique su respuesta.

Aa T Cuando e tiende a cero para f(x)=x x=s, para f(x)=x 3 la 2, x= 25, para f(x)=x ala 3, x = 35, y al parecer de aci en adelante se mantiene esta
relacién. es dedir para cuando f(x)= x a la n entonces x = ns, todos estos datos que tome los observe haciendo exploracién en geogebra.
cambiando de exponente a la funcién
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En tareas anteriores, E8 recurre a la visualizacion de distintos valores en el applet para
funciones potencia con exponente natural y, posteriormente, para funciones reciprocas. A
partir de este analisis inductivo, plantea una conjetura general sobre la subtangente. Con

esta conjetura. Este proceso le permite plantear una conjetura para el valor de la
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subtangente de manera general, que logra usar en la demostracion de la derivada, tomando

tanez%.

6.5. Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en las tareas del

subcapitulo Funciones potencia con n racional

En este apartado se presenta el analisis de las producciones correspondientes a las
tareas 10, 11, 12 y 13 que conforman el caso de n racional. Se consideran tres aspectos: los
tipos de demostracion construidos por los estudiantes, los errores que surgen durante sus
procedimientos y las dificultades que se evidencian a lo largo del proceso.

e Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en la tarea 10

Figura 36
Tipos de demostracién en la tarea 10

F EF EIP Ell DFE

Los intentos de tipo empirismo fallido (EF) se caracterizan porque el estudiante plantea una
conjetura de manera correcta, mediante un razonamiento empirico y no intenta validar y, si
lo hace, acomoda los elementos para obtener el resultado esperado, o describe lo que observa

en el applet para darle formalidad a su demostracion. Por ejemplo:
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Tabla 66

Respuesta de E1 en la tarea 10

Respuesta de E1

Tarea 10

1
Para f(x) = %7 , ;Cual es la relacion entre s y & 7, ;por qué?

- Al explorar el applet y darle en este caso el valor de f{x)=X"1/2, podemos observar que la relacion entre Sy X es que 5=2X, porque al
mover el punto A y el deslizador e hasta e=0.01 vemos que se sigue manteniendo una relacion de semejanza

Aa

El estudiante encuentra la relacién entre s y x al mover el punto A, pero su Unico elemento
de validacion es la visualizacién, pues intenta justificar describiendo la construccién vy el

funcionamiento del applet, lo cual no es suficiente para demostrar dicha relacion.

Quienes han construido demostraciones de tipo empirismo ingenuo perceptivo (EIP),
plantean una conjetura correcta basada en la visualizacion del applet y la justifican en lo que

“ven” o en lo que midieron y compararon, sin intentar justificar su afirmacion. Por ejemplo:

Tabla 67
Respuesta de E8 en la tarea 10

Respuesta de E8

Tarea 10
Para f(x) =a* | ;Cual es la relacion entre s y = 7, ;por qué?

Aa T Al mover el punto A y ver la distancia de s y x, podemos observar que s = 2x, es decir la relacion entre s y x depende la potencia de x

flx)= ot e, f(x+e))

tangente
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En la gréfica, se puede apreciar que el estudiante ubica el punto 4 en (4, 0) y observa que
x = 2Yys =4,loque le permite plantear correctamente su conjetura, pero no hay ningun
intento de validacion teorico, mas que la visualizacion y comparacion para esos valores

particulares.

El intento de tipo empirismo ingenuo inductivo (EII) se caracteriza porque el estudiante
observa algunos casos en el applet que le permiten realizar algunas generalizaciones. Por
ejemplo:

Tabla 68
Respuesta de E11y E15en la tarea 10

Interaccion entre E11, E15y la investigadora

E11: El s que nosotros estamos trabajando viene siendo el mismo que para las funciones
anteriores.

I: ¢ Seguros? Mirenlo ahi. Hagan que e tienda a 0, ¢cuanto vale x ahi?

E15: En este caso x vale 2 y s vale —4.

I: Entonces revisen en otros casos. Por ejemplo, cuando x vale 1...

E15: s vale —2.

I: ¢ Entonces?

E11: Basicamente s va a ser el doble de la distancia de x.

Respuesta de E15

Tarea 10

1
Para f(x) =x%  ;Cuél es la relacidn entre s y x 7, ;por que?

As | T La relacion es S=2x porque el segmento AC es dos veces el segmento OA
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El estudiante encuentra la relacién mediante la visualizacion para algunos ejemplos de x,
usando los elementos del applet para plantear correctamente la conjetura. Aungue logra

hacer una generalizacion, su Unico elemento de validacion es el applet.

En las demostraciones de tipo deductiva formal estructural (DFE) los estudiantes
despejaron la subtangente de la relacién de semejanza, mostrando una buena manipulacion
algebraica y coordinacion entre diferentes sistemas de representacion. Por ejemplo:

Tabla 69
Respuesta de E3 en la tarea 10

Respuesta de E3

El estudiante plantea la relacion de semejanza y la

utiliza para construir la demostracion del valor de

s en funcion de x. En todo el procedimiento opera

con el e y al final hace que éste tienda a cero, lo

que evidencia comprension del incremento

infinitesimal.

e Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en la tarea 11
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Figura 37
Tipos de demostracién en la tarea 11

= K

F EIP ECC DF DFE

Los estudiantes que plantean conjeturas correctas, pero no se evidencia ningln tipo de
razonamiento para llegar a ellas; no intentan justificar; optan por dejar la tarea en blanco o
plantean una conjetura pero no se evidencia ningun tipo de razonamiento para llegar a ésta
(E16), se ubican en las demostraciones de tipo fallida (F). Por ejemplo:

Tabla 70
Respuesta de E16 en latarea 1l

Respuesta de E16

Tarea 11
i
Para f(x) = x* , ;Cual es la relacién entre s y = ?, ;por qué?

-  Caso analogo al anterior siendo que s=3x/2

HAa

El estudiante se vale de lo realizado en la tarea anterior para plantear la conjetura del valor
de s, pero, no se evidencia los argumentos utilizados para el descubrimiento de la conjetura

ni para la construccion de una demostracion.

Las demostraciones de tipo empirismo ingenuo perceptivo (EIP), se destacan porque los

estudiantes plantean una conjetura correcta basada en la visualizacion del applet y la
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justifican en lo que “ven” o en lo que midieron y compararon, sin intentar justificar su
afirmacion. Por ejemplo:

Tabla 71

Respuesta de E14 en latarea 11

Respuesta de E14
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Tarea 11
H .. .

Para f(x) = , ;Cuél es larelacionentre s y x 7, ;por qué?
Aa T Haciendole zoom al applet para ver los numeros decimales de la recta numerica, encontré que el segmento "s" va desde un poco mer

de -1.6 hasta un poco mas de 3.2. y el segmento de "x"” va desde 0 hasta un poco mas de 3.2, entonces encuentro la relacion de que 2
= x. (Hoja) y esto se sigue garantizando por la semejanza de triangulos al mover e=0.01.

El estudiante se vale de un ejemplo particular (para un valor de x y s) para plantear una
conjetura correcta y para justificar su demostracion. Intenta usar una representacion
estatica de los segmentos en la recta numérica y asignarles variables x y s para justificar la

relacion, pero soportada en en los valores numéricos que se ven en el applet o en el dibujo.

Tabla 72

Respuesta de E15 en latarea 11

Interaccion entre E15 y la investigadora

I: ¢En cuantas partes puede dividir s?

E15:ses1y3... bueno, en 2 unidades.
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. ¢Y x?

E15: Pero el x va de 0 a 3, lo puedo partir en 3 unidades. En este caso nuestro s, sera

2
exactamente 3 X.

Respuesta de E15

Tarea 11
Para f(x) = ot . ¢Cual es la relacion entre s y = 7, ;por que?

- La relacion es 5=(3/2)x porque el segmento CA cabe 3/2 del segmento

Aa

El estudiante encuentra la relacion mediante la visualizacion de un Unico ejemplo. Logra

hacer una generalizacion, pero su Unico elemento de validacion es el applet.

En el tipo experimento crucial constructivo (ECC) el estudiante se basa en la construccion

de un ejemplo para validar su conjetura. Por ejemplo:

Tabla 73
Respuesta de E10y E14 en latarea 11

Interaccion del investigador, E10y E14

P: ¢(Ese es para f(x) =

x%/3,n0?, entonces ¢qué pasa ahi

con ese despeje?
i . e 3
E10: Pues mas o menos tengo la idea intuitiva de que s = 5% ¢no? Pero entonces

tocaria probarlo aca algebraicamente.
P:¢Y qué, no se acuerda como resolver eso?

E10: No.
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P: Pues busque. Ahi hay informacion, ;0 qué podria usted decir o concluir?

E10: Que en la gréafica no se ve mucha informacion de la misma funcion.

(mira en applet y plantea la relacion de semejanza)

P: ¢ Usted sospecha que es cuanto?

E10:s = %x

P: ¢Y ahi no se ve que es %x?

E10: No lo veo.

P: ¢Por qué no?

E10: O bueno...

P: Acuérdese que e tiende a 0 y esta mirando esa distancia (s y x)

E10: Seria dividir este segmento en 3...

(E14 le hace una sugerencia de
construir circunferencias para confirmar la ;
Kl

P: ¢Si?, ¢mas o menos la sospecha es | il
valida?

E10: Si.

P: Entonces ahi, ¢qué estamos viendo?

E10: Que s es %x.

P: Ahora, ¢cual es el problema, digamos ahi con esa funcion?
E10: Los negativos.

P: No, me refiero a que usted ac4, como que dijo “uy no, espere”.
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E10: Si, en el despeje porque sélo lo vi algebraicamente, no lo vi de esta forma.
P: Entonces ya resolver eso algebraicamente, ahi ya es complicado, pero fijese que
ahi ya hay como una evidencia de que la cosa va por buen camino. Ahora, pues, mejor

dicho, usted ya sabe que ¢a donde debe llegar?, ;ese s cuanto tiene que dar?
E10: A x.
P: ¢Cual es el lio ahi?
E10: Que el argumento...
P: No, el argumento no, ya usted esta seguro de lo que hizo, ¢no?

E10: Si, el argumento, digamos uno ya lo puede generalizar para g, ¢no? Y uno

tiene como la idea de que va a ser gx.

P: Si. Pero entonces, ¢cual es el lio?

E10: ;Como lo demostraria?

P: ¢Cuél es el lio ahi?, que esos despejes son dificiles, por ejemplo, si fuera f(x) =
x7/5, ponga ahi f(x) = x7/5. ;Cuél es la sospecha, que s cuanto va a ser?

E10: 2x.

P: Ahi usando el applet y usando las herramientas de GeoGebra, pero si eso lo
vamos a hacer algebraicamente, ;qué pasa?

E10: Es muy dificil.

P: Ya toca tirar mucha algebra. Entonces, un poco la idea es que se puedan ir
haciendo esas conexiones entre lo geométrico y lo algebraico y de alguna manera pues ya
esto se vuelve un proceso pues tedioso, pero pues, uno podria ya concluir algo, tratar de

buscar una generalizacion.
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Tarea 11
4 -, .
Para fix) = 2% , ;Cudl es la relacidon entre s y = 7, ;por qué?

As T Utilizando un argumento geométrico se da cuenta que la relacion de s con respecto a x es 5=(3

El estudiante intenta usar la ecuacion de la subtangente y, aunque ya conoce hacia donde
debe llegar, no logra operar para obtener el valor esperado, ya que presenta dificultades
asociadas a procesos de pensamiento matematico (PPM) en la elaboracion, comparacion y
gjercitacion de procedimientos al trabajar con un exponente racional. Ademas, no estaba
del todo convencido de que el applet le ofreciera la respuesta correcta, por lo que requirio
la orientacion del profesor y de uno de sus comparieros. Con su ayuda, continu6 el trabajo
construyendo circunferencias de radio s, lo que le permitio visualizar la relacion que estaba
buscando y acercarse, a partir de la exploracion empirica, al valor que ya intuia desde el

inicio.

Quienes construyeron demostraciones de tipo deductiva fallida (DF) usan la relacion de
semejanza, pero cometen errores o su procedimiento no implica la respuesta obtenida. Por
ejemplo:

Tabla 74
Respuesta de E3 en la tarea 11

Respuesta de E3
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Tarea 11

? r - r
Para f(x) = % , ;Cudl es la relacidon entre s y x 7, ;por qué?

aa m  5es3/2dexhaciendo el mismo procedimiento del punto anterio

El estudiante plantea incorrectamente la relacion de semejanza, cometiendo un error de

tipo teoremas o definiciones deformados (TD), por ello, no logra obtener la respuesta, y

finalmente asume el valor de s.

En las demostraciones de tipo deductiva formal estructural (DFE), los estudiantes
utilizaron la relacién de semejanza, mostrando una coordinacién entre lo geométrico y lo

algebraico. Por ejemplo:

Tabla 75
Respuesta de E6 en la tarea 11

Respuesta de E6
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El estudiante utiliza el valor de s que encontro por la relacion de semejanza y realiza

procedimientos correctos que le permiten concluir el valor de la subtangente.

e Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en la tarea 12

Figura 38

Tipos de demostracién en la tarea 12

Ell DI

Los intentos de tipo empirismo fallido (EF) se destacan porque los estudiantes plantean una

conjetura de manera correcta mediante el uso de los ejemplos particulares de las tareas 10 y

11, pero no buscan otra estrategia de validacién. Por ejemplo:
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Tabla 76
Respuesta de E10 en la tarea 12

Respuesta de E10

Tarea 12
Para f(z) = :r.-‘:, ;Cudl es la relacion entre s y =7, ;por qué?

aa m  Observandose la relacién en varios casos, se conjetura que la relacion es s={(q/P)x

Valiéndose de los casos anteriores, el estudiante plantea una conjetura para el valor de s,

pero hay ningun intento de validacion.

En las demostraciones de tipo empirismo ingenuo inductivo (EII), los estudiantes utilizan
ejemplos particulares que les permiten hacer generalizaciones. Por ejemplo:

Tabla 77
Respuesta de E14 en la tarea 12

Respuesta de E14
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El estudiante analiza los tres casos posibles para p en relacion a q, y a partir de la

exploracion empirica en cada uno, concluye que, independientemente de dicha relacion, s
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corresponde al inverso del exponente de la funcion multiplicado por x. Esta conclusion
surge de un proceso inductivo, en el que observa un patron comun en los distintos casos
particulares. A partir de estas regularidades, el estudiante llega a una generalizacion que

asume como valida en todos los casos.

Las demostraciones de tipo deductiva informal (DI) se distinguen porque los estudiantes
usan la relacion de semejanza, pero asumen como verdaderos algunos pasos algebraicos que
le ayudan a explicar mejor la respuesta. Por ejemplo:

Tabla 78
Respuesta de E16 en la tarea 12

Respuesta de E16
- T L't Se evidencia un  razonamiento
71___.“(.‘ (ete) = _S_ifi [ 5- -TE:) T _;77 |
S P T a deductivo, pues en el procedimiento
iy .
Lir ~=§_:A s empleado logra generalizar patrones
O : r
L3k
aSiaa que ha encontrado en los casos
HECE NN al
e particulares, usando la idea de los
()(p* AW o=+ A < ]
Il o O A A
E PTET
e o infinitesimales y el teorema del
HR e (T
- EEEusEE s ENSeRNN binomio. Aungue su procedimiento no
R e v i St
1 jp_f ) — implique el resultado, el estudiante
7 L o ; ;
,’7(17 :( ;q S el X' =

S - asume como verdaderos algunos pasos

para obtener la respuesta esperada.

e Tipos de demostracidn, errores y dificultades emergentes en la tarea 13
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Figura 39
Tipos de demostracién en la tarea 13

F DF

DFE

Los intentos de deductiva fallida (DF) se destacan porque los estudiantes no utilizan

ejemplos en su demostracion, sino propiedades generales como tan # (E8) o la definicion de

derivada como limite (E12), pero cometen errores que no le permiten obtener la respuesta

esperada.

Tabla 79
Respuesta de E8 en la tarea 13

Respuesta de E8

7= = i i T
-

El estudiante intenta usar tan @ = @ para construir la demostracion, pero toma s = Ex

)
n

pero la funcion que se presenta en este caso es f(x) = xP/4. Es decir n = 5, un error de

tipo inferencias no validas l6gicamente (INV) al asumir este valor para la subtangente.

Esto no le permite concluir el resultado de manera correcta, porque realiza manipulaciones
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algebraicas para acomodar la respuesta. Se concluye que no centré su atencion en las

indicaciones del applet, y no comprendié los elementos que se presentaban, por ello, hizo

deducciones erroneas y a la ligera.

Tabla 80
Respuesta de E12 en la tarea 13

Respuesta de E12

El estudiante plantea la ecuacion de la derivada tomando dos puntos sobre la curva, pero
de manera erronea, pues escoge (x, f(x)) y (x + s, f(x + e)), considerando Ax = s,y no

construye ningun tipo de demostracion.

Las demostraciones de tipo deductiva formal estructural (DFE), se distinguen porgue los
estudiantes utilizan la relacion entre el tridangulo rectdngulo, mostrando una coordinacion
entre lo geométrico y lo algebraico. Por ejemplo:

Tabla 81
Respuesta de E7 en la tarea 13

Respuesta de E7
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E7 despeja la subtangente de la relacion de semejanza en tareas anteriores, lo que le
permite plantear una conjetura de manera general y usarla para construir la demostracion

de la regla de derivacion de manera general usando tan 6.

6.6. Tipos de demostracidn, errores y dificultades emergentes en las tareas del

subcapitulo Funciones potencia con n real

En este apartado se presenta el analisis de las producciones correspondientes a la tarea
15 que conforma el caso de n real. Se consideran tres aspectos: los tipos de demostracion
construidos por los estudiantes, los errores que surgen durante sus procedimientos y las
dificultades que se evidencian a lo largo del proceso.

e Tipos de demostracion, errores y dificultades emergentes en la tarea 15
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Figura 40
Tipos de demostracién en la tarea 15

ECC EGA DFE

Solo 3 estudiantes trabajaron esta tarea, los 13 restantes no lo intentaron por
cuestiones de tiempo.

En el experimento crucial constructivo (ECC), el estudiante realiza una
construccién auxiliar como ejemplo para justificar su conjetura, y ese es su Unico elemento

de validacion. Por ejemplo:

Tabla 82

Respuesta de E6 en la tarea 15

Respuesta de E6

Hx)= -
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Para f(z) = x", ;Cuél es la relacién entre s y x 7, ;por qué?

- De manera Geometrica podemos observar en el caso de x™pi como s “cabe 3 veces” y quedan 0.05, que podemos estimar de manera
inexacta que x=Tr*s; es decir s=x/n

Aa

El estudiante usa un argumento geométrico para plantear una conjetura, construyendo
circunferencias de radio s, y concluye que x = ms porque “cabe 3 veces y quedan 0.05”,
este es su ejemplo crucial, porque lleva x hasta 1, y muestra que s cabe 3 veces y un poquito
mas, pero si se analizan otros casos de x, este valor que “queda” no es constante.

La estrategia del estudiante es acomodar los elementos de la construccion,

intentando buscar argumentos para justificar la conjetura.

En el intento de tipo ejemplo genérico analitico (EGA), el estudiante toma varios ejemplos
que le permiten realizar algunas generalizaciones. Por ejemplo:

Tabla 83
Respuesta de E9 en la tarea 15

E9 explicando su demostracion
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E9: No, pues me puse a mirar, como estamos trabajando con 7r, me puse a trabajar
con circulos, entonces me puse a mirar cuantos s cabian desde aca hasta ac4, o sea, cuantos
s cabian en x, entonces, me fui de circulo en circulo y de aqui hasta aqui iban por ahora 3,
entonces estaba anotando, después dije, “bueno, en esta medida, ;cuantas veces caben en
un s? Entonces empecé a medirlo, a medirlo y me sobra este espacio chiquito, entonces yo
dije “bueno, aca caben mas o menos 7 veces en 1 unidad de s", entonces lo que hice fue

dividir 10 en 7 me dio 14, entonces 3, 14, y me puse a mirar este chiquito, empecé a medirlo

y en el segmento ese de 14 decimales, por decir asi, y me lleg6 hasta el otro, o sea...

|
| | | |
ﬁpmxibmmd") an | Cradd
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El estudiante llevdo a cabo un procedimiento empirico para aproximar la relacion,
explorando con circunferencias cbmo una cabia en la otra mediante mediciones sucesivas.
Observo que s cabia aproximadamente tres veces en x, con un pequefio sobrante. Luego
dividio 10 entre 7, obteniendo aproximadamente 1,428, identificando asi de forma intuitiva
la aparicion del niimero m. Aunque no utiliz6 herramientas formales, el estudiante
construy6 una estimacion de la razon entre las magnitudes, lo que le permitio plantear una

conjetura que es verdadera para cualquier valor de x.

En la demostracion deductiva formal estructural (DFE) el estudiante usa un hecho
demostrado en tareas anteriores donde la subtangente es la razén entre la funcion y la

derivada. Por ejemplo:

Tabla 84
Respuesta de E16 en la tarea 15

Respuesta de E16
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El estudiante intenta construir la demostracién usando la relacion de semejanza, pero

encuentra el procedimiento complicado y decide utilizar lo demostrado anteriormente s =

f(x)
o’

Por razones asociadas a la gestion del tiempo, no fue posible implementar el capitulo 3 del

libro: funciones exponenciales.

7. Conclusiones

El trabajo de investigacion desarrollado ha permitido analizar y plantear algunas reflexiones
y conclusiones a la luz del marco referencial y de los objetivos propuestos:

Teniendo en cuenta que la mayoria de las demostraciones identificadas en el test
diagnostico fueron deductivas fallidas, se evidenciaron desde un principio, dificultades en la
comprension, tanto del concepto de la derivada como del proceso de demostracion. Se
encontrd que el unico recurso de los estudiantes para construir demostraciones de las reglas
de derivacion, fue la definicion de derivada como limite del cociente incremental, siempre

que lograron recordarla. Quienes la recordaron, pero no lograron concluir el resultado,
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presentaron errores técnicos (ET) en la manipulacién algebraica al expandir el cubo de un
binomio en el denominador. En la demostracion de la funcion exponencial natural, plantearon

el limite del cociente incremental y realizaron algunos procedimientos algebraicos correctos,
. el-1 .

pero no fueron capaces de calcular o recordar el llllrr(l)eT Entre los que intentaron otras
-

estrategias o procedimientos para la demostracion, usaron argumentos no pertinentes como
el Teorema Fundamental del Calculo o prueba por contrarreciproca, evidenciando errores de
tipo teoremas o definiciones deformadas (TD). Esto evidencia dificultades asociadas a
procesos de pensamiento matematico (PPM) en el proceso de razonamiento y demostracion
y el proceso de ejercitacion, comparacion y ejecucion de procedimientos. Estos resultados
ponen en evidencia la necesidad y pertinencia de fortalecer la comprension y demostracion
de las reglas de derivacion a través de enfoques que integren representaciones meétricas,
geométricas y algebraicas.

Respecto a la implementacion de la secuencia de ensefianza, en las tareas de
exploracion y la demostracion de la regla de derivacion para funciones con n real, se
evidencid que los estudiantes soportaron sus argumentos principalmente en la descripcion de
lo que “veian” en el applet y no en el uso de argumentos tedricos para validar
matematicamente sus afirmaciones. En las tareas de demostracién de la regla de derivacion
para la funcion potencia con n racional, la mayoria de los estudiantes soportaron sus
argumentos en reglas tedricas encontradas o recordadas durante la exploracion del applet, en
procedimientos algebraicos correctos, algunos de ellos apoyados en un dibujo geométrico o
en la representacion dinamica del applet. Solo se evidencié en un estudiante el uso de un par
de triangulos semejantes distintos a los que estaban explicitos en la configuracion dada en el

applet, en la demostracion para un n particular. Otros factores externos que influyeron en la
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comprension y la demostracion de las reglas de derivacion, fue el poco tiempo que se tuvo
para la implementacion (tres sesiones de clase de dos horas) y la inasistencia a algunas
sesiones, impidiendo que se abordaran la mayoria de las tareas de demostracién de las reglas
de derivacion para las funciones potencia con n irracional y las funciones exponenciales.

En el anélisis de los tipos de demostracion, considerando las 13 tareas abordadas, se
encontro que el 59,49% correspondio a demostraciones inductivas o empiricas, mientras que
el 40,51% fueron demostraciones deductivas. De ello se concluye que el razonamiento
inductivo o empirico sigue siendo persistente, lo cual resulta llamativo, dado que los
estudiantes cursan un semestre avanzado y han aprobado asignaturas de carécter
estrictamente demostrativo; una causa para ello, consiste en que los estudiantes no estan
familiarizados con tareas que exijan el planteamiento de conjeturas y la construccion sus
propias demostraciones.

Con relacion a los errores, se identificaron datos mal utilizados (DMU) en estudiantes
que, a partir de un razonamiento empirico, planteaban conjeturas y, al intentar justificarlas,
recurrian a manipulaciones algebraicas sin sentido, afiadiendo elementos extrafios o
incorrectos con el fin de obtener la respuesta esperada. También surgieron errores de
interpretacion incorrecta del lenguaje (IIL), cuando no lograban traducir una situacién
geométrica al lenguaje algebraico; inferencias no validas l6gicamente (INV), al afirmar de
manera incorrecta, que una propiedad o relacion implicaba otra, o al formular conjeturas
erroneas; teoremas o definiciones deformados (TD) al atribuir propiedades falsas a partir de
lo que observaban en el applet y errores técnicos (ET) asociados a fallas en la manipulacion
algebraica y en la ejecucion de algoritmos. Estos errores evidencian dificultades relacionadas

con:
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» Los procesos de pensamiento matematico (PPM), en el de razonamiento y demostracion,
para quienes no lograron construir demostraciones deductivas; en el de representacion al
no poder coordinar las representaciones geometricas, métricas y algebraicas y
dificultades en el de elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos, en
particular en la manipulacion algebraica.

» Lacomplejidad de los objetos matematicos (COM), especialmente en torno a las razones
trigonométricas y a la subtangente, cuya dificultad radico en la necesidad de reestructurar
el saber previo: pasar de concebir la derivada como el limite de la recta secante que pasa
por dos puntos sobre la curva a comprenderla como la razén entre la funcion y la
subtangente como lo planted Fermat.

» Los procesos de ensefianza desarrollados para el aprendizaje de las matematicas (EAM),
provenientes de la forma en que el docente decidi6 abordar el concepto de derivada.

» Las actitudes afectivas y emocionales hacia las matematicas (AAE), en donde se observé
en varios estudiantes un sentimiento de frustracion al no lograr comprender los elementos
trabajados, lo que obstaculiz6 su aprendizaje.

Respecto a los aportes de la secuencia de ensefianza sobre las reglas de derivacion de
la funcion potencia incorporando las ideas de Fermat en GeoGebra, se concluye que algunos
estudiantes no lograron avances significativos, dado que el applet se convirtid en un
obstdculo més que en una herramienta de apoyo, llegando incluso a asumir las
retroalimentaciones automaticas como demostraciones, Sin embargo, en aquellos estudiantes
que si lograron coordinar las representaciones metricas, geomeétricas y algebraicas, la
secuencia les ayudo a descubrir o recordar propiedades de los triangulos y relaciones de
semejanza para construir la demostracion de la subtangente, validar conjeturas sobre la

relacién entre s y x de manera numérica, métrica, y con construcciones auxiliares; ademas
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de reconocer la relacién entre los catetos del triangulo rectdngulo como estrategia para
determinar la pendiente de la recta tangente. Estos estudiantes no solo mejoraron la
comprension de la derivada, sino que también lograron construir sus “propias”
demostraciones deductivas, mostrando incluso manifestaciones de satisfaccion por lo
aprendido.

En cuanto al conocimiento matematico, entendiéndolo como el saber especializado
que el profesor posee acerca de los objetos, estructuras, practicas y lenguajes propios de la
matematica; y el conocimiento didactico- matematico como el saber especializado del
profesor sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas (Carillo-Yariez et
al. 2018), se concluye, que los estudiantes presentan deficiencias aungque estén cursando
semestres avanzados, lo cual genera inquietud respecto a su futura labor docente, dado que

las limitaciones en su formacion pueden trasladarse a su préctica profesional.

8. Recomendaciones

Para futuras implementaciones, se sugiere tener mas tiempo disponible, dado que la
mayoria de estudiantes no alcanz6 a abordar las funciones potencia con n real y las funciones
exponenciales. Es necesario tener un momento de discusion de las ideas después de cada
subcapitulo, con el fin de aclarar cualquier duda o inquietud emergente, lo que permitira
avanzar mejor en la comprension y construccion de demostraciones deductivas.

Como se evidencio en el proceso de E5 (pag. 125), es posible, mediante preguntas
orientadoras y sugerencias, acompafiar al estudiante en la comprensién de los elementos del
applet y en la construccién de demostraciones deductivas. En esta linea, una posible

adaptacion consiste en incorporar retroacciones automaticas y orientaciones que promuevan
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una exploracién mas profunda de las ideas y que motiven al estudiante a justificar sus
hallazgos.

Para las funciones con n real, es necesario reformular las preguntas, pues no se espera
que los estudiantes demuestren la relacion entre s y x de manera general, debido a la
complejidad de los calculos, lo que se espera es que exploren empirica o inductivamente para
casos particulares de n. También se deberia preguntar por la derivada para estos casos.

Con las adaptaciones, se espera obtener una nueva version para aplicarla en futuras

investigaciones con estudiantes que estén cursando la asignatura de Calculo 1.
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