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1. TITULO: LOS MAPAS CONCEPTUALES: UNA HERRAMIENTA/ESTRATEGIA
EN EL PROCESO DE APRENDIZAJE DE LAS IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS'.

2. AUTOR:  SILVIA PAOLA SOLANO CAMARGO™

3. PALABRAS CLAVES:
Trigonometria.
Identidades Trigonométricas
Mapas Conceptuales
Aprendizaje Significativo
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4. DESCRIPCION O CONTENIDO: En el tema de identidades trigonométricas los
procesos de conceptualizacion son, en la mayoria de los casos, muy complejos y
abstractos, los cuales se ven reflejados en el alto indice de mortalidad académica en
este tema. Estas dificultades son corroboradas en mi experiencia cotidiana como
docente del grado décimo, donde he detectado que el estudiante tiene confusién al
relacionar las identidades trigonométricas y asi resolver ejercicios que involucren el
uso de ellas.

Esta confusion estd asociadas, tal vez, al aprendizaje memoristico, de una forma
mecénica y sin establecer las relaciones que existen entre las funciones
trigonomeétricas, lo cual lleva, en la mayoria de los casos, a presentar dificultades en la
solucién de ejercicios y problemas que involucren identidades trigonométricas.

En el presente trabajo se exploraron los mapas conceptuales como una herramienta
de aprendizaje para el estudio de las identidades trigonométricas.

Los mapas conceptuales surgen en el grupo de Novak y Gowin (Novak y Gowin,
1988) quienes lo consideran una estrategia sencilla pero poderosa para ayudar a los
estudiantes a aprender y organizar los conceptos y las ideas basicas del aprendizaje.
El mapa conceptual es una técnica que sirve para representar visualmente la
estructura de la informacién y es considerada una buena estrategia de aprendizaje.
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1. TITLE: THE CONCEPTUAL MAPS: A HERRAMIENTA/ESTRATEGIA IN THE
PROCESS OF LEARNING OF THE TRIGONOMETRICAL IDENTITIES
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3. KEY WORDS:
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4. DESCRIPTION OR CONTENT: In the topic of trigonometrical identities the
conceptualization processes are, in most of the cases, very complex and abstract,
which are reflected in the high index of academic mortality in this topic. These
difficulties are corroborated in my daily experience as educational of the grade tenth,
where | have detected that the student has confusion when relating the trigonometrical
identities and this way to solve exercises that involve the use of them.

This confusion is associate, perhaps, to the learning memoristico, in a mechanical way
and without establishing the relationships that exist among the trigonometrical
functions, that which takes, in most of the cases, to present difficulties in the solution of
exercises and problems that involve trigonometrical identities.

Presently work the conceptual maps were explored as a learning tool for the study of
the trigonometrical identities.

The conceptual maps arise in the group of Novak and Gowin (Novak and Gowin, 1988)
who consider it a simple but powerful strategy to help the students to learn and to
organize the concepts and the basic ideas of the learning. The conceptual map is a
technique that is good to represent the structure of the information visually and a good
learning strategy is considered.
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LOS MAPAS CONCEPTUALES:
UNA HERRAMIENTA/ESTRATEGIA
EN EL PROCESO DE APRENDIZAJE DE LAS
IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

ABRIENDO EL CAMINO

En el estudio de las identidades trigonométricas los procesos de
conceptualizaciébn son, en la mayoria de los casos, muy complejos vy
abstractos, los cuales se ven reflejados en el alto indice de mortalidad
académica en este tema. Estas dificultades son corroboradas en mi
experiencia cotidiana como docente del grado décimo, donde he detectado
que el estudiante tiene confusion al relacionar las identidades trigonométricas
y asi resolver ejercicios que involucren el uso de ellas. Esta confusion esta
asociada, tal vez, al aprendizaje memoristico, de una forma mecanica y sin
establecer las relaciones que existen entre las funciones trigonométricas, lo
cual lleva, en la mayoria de los casos, a presentar dificultades en la solucién

de ejercicios y problemas que involucren identidades trigonométricas.

Esta fue la primera motivacién que me llevé a considerar esta experiencia de
aula, a partir de una dificultad que, tiempo atras, habia observado en mis
estudiantes, como es la confusion al establecer las relaciones entre las
identidades trigonométricas. La comprension de esta dificultad no habia sido
abordada por mi hasta el momento. Surgié asi una pregunta que se convirtié
en la ‘“inspiracién” de esta experiencia de aula: ¢como los mapas
conceptuales posibilitan que los estudiantes de décimo grado
establezcan relaciones entre las identidades trigonométricas? Para dar
respuesta a esta pregunta, estableci el siguiente objetivo: explorar los
mapas conceptuales como una herramienta/estrategia en el proceso
aprendizaje de las identidades trigonomeétricas.

La experiencia de aula que presento a continuacién se basé en una
estrategia especifica: los mapas conceptuales. El desarrollo de esta
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estrategia se llevo a cabo a medida que las clases de trigonometria fueron
avanzando y en las cuales tuve en cuenta la importancia de la construccion
del conocimiento matematico para facilitar el proceso de aprendizaje de los
estudiantes.

Es preciso dejar claro que el objeto de estudio de este trabajo son los mapas
conceptuales como herramienta de aprendizaje, aunque se tocaron

elementos matematicos de trigonometria que no son el tema de estudio.

Esta experiencia de aula la desarrollé con los tres grupos de décimo grado,
para un total de 90 estudiantes, 86 mujeres y 4 hombres de una institucion
privada del municipio de Bucaramanga, en donde funcionan los grados
transicién a undécimo, en la jornada de la mafana. Sin embargo, para el
andlisis que presento en este trabajo solamente tomé la informacién de cinco
estudiantes: Laura, Melissa, Indira, Martha y Diana, las cuales invité a hacer
parte de esta experiencia de aula por medio de una carta y quienes
aceptaron y ademas autorizaron que sus nombres reales aparecieran en el
presente trabajo. Esta informacién fue recogida a partir de las clases
realizadas, las entrevistas hechas a las estudiantes, los mapas conceptuales
y los textos narrativos producidos por ellas, instrumentos estos que fueron
evidenciando su acercamiento al objetivo. Tuve en cuenta, como criterio para
la seleccion de los estudiantes, aquellos mapas que se acercaron a lo que es
un mapa conceptual, desde la visién contemplada por Jaramillo (2003) que
estudiaremos en el segundo capitulo del presente trabajo.

A continuacién quiero hacer una breve descripcidon de las cinco estudiantes:

1. Laura tiene 16 anos, se ha destacado por salir en el cuadro de honor

durante todos sus afnos de escolaridad, le encantan las matematicas y
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siempre ha participado en las Olimpiadas Matematicas' que se aplican
en el Colegio, destacandose en los primeros puestos. En las clases
siempre estuvo muy activa y atenta a los “puntos de bonificacién” que

se dan por participacion.

2. Melissa tiene 16 afos y llegd en 2004 al Colegio. Venia de un colegio
de Medellin y me coment6 que su gusto por las matematicas la heredé
de su padre, quien es ingeniero y siempre hace énfasis en la
importancia de esta materia en el desarrollo y desempefio del
estudiante y futuro profesional.

3. Indira tiene 16 anos, le gustan las matematicas y, de igual forma que
Laura, siempre se ha destacado entre los mejores estudiantes del
colegio. Siempre quiere pasar al tablero a resolver los ejercicios
propuestos en la clase para ganar “puntos de bonificacion”.

4. Martha tiene 15 anos. En repetidas ocasiones me ha preguntado
“¢ resolver identidades trigpnométricas es muy dificil?” Pues segun me
comenta, sus amigos de otras instituciones le han infundido temor por

la trigonometria, especialmente por el tema de identidades.

5. Diana tiene 17 anos. Ella ha manifestado que las matematicas no son
“su mejor compania”, siempre le han parecido dificiles y ahora que
esta en décimo grado no sera la excepcion, pues le han contado que

la trigonometria es lo mas complicado del mundo.

' Las Olimpiadas Mateméticas es una actividad que organiza la Universidad Antonio Narifio
para estudiantes de bachillerato y universitarios a nivel municipal, departamental y nacional.
? Puntos de bonificacion: son incentivos que se dan a los estudiantes por participar en la
clase realizando los ejercicios y problemas que se plantean, ademds, sirven para
incrementar la calificacion al final del periodo.
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El relato de esta experiencia de aula la hago en cuatro capitulos; de forma

breve los presento a continuacion:

En el primer capitulo, “(Re)corriendo paso a paso”, muestro el método que
segui para la construccion de este trabajo. Aqui describo las motivaciones
que me llevaron a plantear esta experiencia de aula y la estrategia utilizada,
cuadl es el objetivo propuesto y cual es la pertinencia e importancia del tema a
desarrollar, entre otros aspectos. Este capitulo lo he denominado
(re)corriendo paso a paso porque estoy corriendo y recorriendo cada paso de

esta experiencia de aula.

En el segundo capitulo, “Analizando las categorias”, propongo tres
grandes categorias que recogen toda la experiencia de aula, en cuyo analisis
incluyo las voces de los estudiantes, los tedricos que ayudan a sustentar este
trabajo, asi como mis puntos de vista.

En el tercer capitulo, “El caso de Diana”, analizo el caso de una de las
estudiantes: Diana, para asi poder dejar mas claro a los lectores de este
trabajo cual fue el proceso de aprendizaje que se realizé con cada una de las

estudiantes durante el toda la experiencia vivida.

Para finalizar, presento el capitulo cuarto, “Concluyendo esta experiencia”,
donde muestro las conclusiones a las que pude llegar una vez finalizada esta

experiencia de aula, asi como algunas recomendaciones.

Concluyo esta introduccién aclarando que el trabajo esta escrito en primera
persona, siendo esta la opcion mas apropiada para contar esta experiencia
de aula, buscando generar un acercamiento entre el lector, la experiencia

contada y mi propia vivencia.
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(RE)CORRIENDO PASO A PASO

En algunas de las experiencias educativas, compartidas con colegas, se ha
especulado acerca de las dificultades que presentan los estudiantes de
décimo al identificar y resolver ejercicios y problemas que involucren

identidades trigonométricas.

En los métodos tradicionales de ensefianza que presentan algunos libros y
textos guias se ha pretendido lograr aprendizajes obligando a los estudiantes
a interiorizar las identidades como dogma de fe, resolviendo una cantidad de
ejercicios en forma mecanica y carente de significado, lo que probablemente
ha generado una apatia y desinterés por el estudio de este tema.

La dificultad mas comun, en el estudio de este tema es, tal vez, deducir las
identidades basicas, dado que el estudiante muy pocas veces establece una
conexion entre lo que sabe, y como puede aplicarlo en el momento de
resolver un problema o ejercicio. Por esto, al comprobar o verificar si una
identidad es verdadera o no, no se tiene claro qué camino seguir o qué

herramientas utilizar para resolver una demostracion.
Esto resalta la importancia del aprendizaje significativo propuesto por
Ausubel quien plantea que lo mas importante es lo que el alumno ya sabe v,

este, a su vez, debe relacionar ése conocimiento con los nuevos conceptos.

Segun Ausubel citado por Novak y Gowin (1988, p.60)
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“Si tuviera que reducir toda la psicologia educativa a un solo principio, diria lo
siguiente: el factor mas importante que influye en el aprendizaje es lo que el

alumno ya sabe. Averigliese esto y enséfnese en consecuencia’.

A partir del modelo de Ausubel, surge la idea del mapa conceptual en el
grupo de investigacion Novak y Gowin (Novak y Gowin, 1988), quienes lo
consideran una estrategia sencilla pero poderosa para ayudar a los
estudiantes a aprender y organizar los conceptos y las ideas basicas del
aprendizaje. Al respecto estos autores argumentan: “Los mapas
conceptuales ayudan al que aprende a hacer mas evidentes los conceptos
clave o las proposiciones que se van a aprender, a la vez que sugieren
conexiones entre los nuevos conocimientos y lo que ya sabe el alumno”
(Novak y Gowin, 1988, p.41).

Lo anterior dio lugar a la pregunta fuente de inspiracion de esta experiencia:
¢como los mapas conceptuales posibilitan que los estudiantes de
décimo grado establezcan relaciones entre Ilas identidades
trigonométricas? Entre otras cosas, porque los mapas conceptuales
resultan muy utiles en la descripcion del discurso matematico ya que, la
estructura del contenido matematico no es lineal. De un lado, todo concepto
se encuentra relacionado con otros conceptos y, en general, todo
procedimiento esta relacionado con uno o mas conceptos y procedimientos
adicionales. Por ejemplo, en la experiencia aqui planteada, los estudiantes
no proporcionaban procedimientos claros al resolver algun tipo de
demostracién, pues mostraban que no sabian que camino seguir 0 que
identidad o artificio matematico utilizar para resolver este tipo de ejercicios,
tampoco establecian algun tipo de relacion entre las identidades dejando la
impresion de que el manejo de las formulas trigopnométricas es puramente

memoristico y mecanico.
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De otro lado, en los estandares del Consejo Nacional de Profesores de
Matematicas de Estados Unidos (The National Council of Teachers of
Mathematics — NCTM) se plantea la importancia de incluir en el curriculo de
matematicas el estudio de la trigonometria para que los estudiantes sean
capaces de:

“Aplicar la trigonometria en la resolucion de problemas donde aparezcan
triangulos, explorar los fenémenos periddicos del mundo real usando las
funciones trigonométricas, aplicar técnicas generales de representacion grafica
a funciones trigonométricas, resolver ecuaciones trigonométricas y verificar
identidades trigonométricas, conocer las conexiones existentes entre las
funciones trigonométricas y las coordenadas polares, los nimeros complejos y
las series”. NCTM citado por Osorio (2002, p.38)

Lo anterior me llevé a proponer esta experiencia de aula cuya intencién era
que, a través de las clases de trigonometria y explorando los mapas
conceptuales como wuna herramienta/estrategia de aprendizaje, los
estudiantes pudieran establecer relaciones entre las identidades
trigonométricas. Es importante tener en cuenta que otras personas también
han explorado otras estrategias y han estudiado aspectos relacionados con
estos temas de trigonometria. Por lo tanto, es necesario, en este momento,
hacer mencién de algunos de los trabajos que revisé antes de iniciar el
trabajo en el aula, con el fin de (re)pensar algunos aspectos que fueran
pertinentes para esta experiencia.

En la revision bibliografica hecha sobre el tema se nota una preocupacion
por el manejo de conceptos de las relaciones trigopnométricas en triangulos
rectangulos al igual que por las identidades pitagéricas trigopnométricas, y se
proponen experiencias que orientan dichos aprendizajes.
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Algunas de las propuestas que estudié, presentadas dentro del Programa de
Especializacion en Educacion Matematica de la Universidad Industrial de

Santander, fueron:

¢ Las relaciones trigonométricas en triangulos rectangulos, elaborado
por Libia Garcia Méndez en 1996. En esta propuesta la autora busco
una alternativa en la ensefianza de las relaciones trigpnométricas en
triangulos rectangulos en 10° a través de unas secuencias de clases
intencionalmente dirigidas. El objetivo de estas actividades era que el
alumno pudiese modificar y reestructurar el conocimiento matematico,
enfatizando en los procesos mas que en los resultados y acentuando
los aspectos dinamicos de las matematicas. De esta forma, se
generaria en las mentes de los alumnos las habilidades necesarias
para recrear y manejar un conocimiento matematico. La autora basoé

su proyecto en la teoria constructivista (Garcia, 1996). 0

¢ Diserio metodoldgico para llegar a la conceptualizacion de identidades
pitagoricas a partir de la aplicacion de actividades pedagodgicas que
requieren de uso de material didactico, trabajo elaborado por Rodolfo
E. Ortiz O. en 2000. El autor de este trabajo quiso cambiar los
modelos pedagdgicos que presentan los libros y los textos guias,
donde se pretende que el estudiante memorice una serie de formulas
para que las aplique en la solucion de identidades y problemas donde
se requiere o amerita el uso de estas. Haciendo uso del saber
cotidiano del estudiante y del saber cientifico que posee y por medio
de una actividad practica, los estudiantes construyeron el concepto de
identidades pitagéricas trigonométricas, utilizando como material
didactico el geoplano trigopnométrico y los conceptos de angulos entre

paralelas, semejanza de triangulos, triangulos rectangulos y definicion
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de las funciones trigonométricas. Este autor basé su proyecto en las
teorias del aprendizaje significativo propuesto por Ausubel (Ortiz,
2000).

También estudié algunas propuestas que han abordado el tema de mapas

conceptuales, estas fueron:

¢ (Re)constituicao do ideario de futuros professores de Matematica num
contexto de investigacao sobre a pratica pedagodgica, trabajo
elaborado por Diana Jaramillo en el 2003. En este trabajo, la autora
aborda en uno de sus capitulos el tema de mapas conceptuales. Alli,
entre otros aspectos, la autora resalta la importancia de la utilizacion
de los mapas en el salén de clase, ya que se pueden constituir en un
instrumento para ayudar a los estudiantes y a los profesores a captar

el “significado” de los temas que se van a aprender (Jaramillo, 2003).

¢ Los mapas cognitivos como representaciones de la accion, trabajo
elaborado por Cristina Moral Santaella en 1992. En este trabajo la
autora considera los mapas conceptuales como una técnica que
consiste en representar graficamente los conceptos y las relaciones
jerarquicas entre los conceptos que se producen, teniendo como
punto de partida un tema dado. También senala la autora que los
mapas se constituyen en estrategias metacognitivas que propician el
aprendizaje, pues este aprendizaje metacognitivo ocurre cuando una
persona adquiere alguna estrategia general que facilite su aprendizaje
o la comprension sobre algun conocimiento especifico. La autora
muestra como los mapas ayudan a adquirir esta estrategia y por tanto
se les considera una buena herramienta de aprendizaje (Moral, 1992).
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¢ Sistemas de representacion y mapas conceptuales como herramientas
para la construccion de modelos pedagdgicos en matematicas, trabajo
elaborado por Pedro Gomez y Cristina Carulla en 2001. En este
documento los autores proponen dos herramientas que pueden
aportar a una mayor comprension de las matematicas escolares y a la
construccién de estrategias para abordar los problemas a los que se
ven enfrentados los docentes en el aula de clase de matematicas, se
trata de los sistemas de representacion y los mapas conceptuales. Los
autores describen las principales ideas de mapa conceptual como
medio de representacion del conocimiento matematico y algunas de
las caracteristicas de los mapas conceptuales que buscan describir un
contenido matematico particular (Gomez y Carulla, 2001)

¢ Experiencia de trabajo con mapas conceptuales en Matematicas,
trabajo elaborado por Francisco José Anillo Ramos en 1991. El autor
utilizé la técnica de mapas conceptuales para estudiar temas tales
como triangulos, historia de las matematicas y para la resolucion de
problemas (Anillo, 1991)

Conocidos algunos de los antecedentes que tuve en cuenta para la
realizacion de esta experiencia, asi como algunas de las motivaciones que
me llevaron a ella, quiero referirme a la metodologia que implementé para el

desarrollo de esta experiencia.

En “Abriendo el camino” ya habia hecho algunos comentarios generales
respecto a la metodologia, indicando que esta experiencia de aula se basé
en una estrategia especifica y a medida que iban transcurriendo las clases,
los estudiantes iban construyendo sus mapas conceptuales, estos se
realizaron en tres fases. La primera fase correspondié a la “etapa de

10
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construccién del primer mapa” en la cual el estudiante se vio enfrentado a
tratar de construir un mapa conceptual para matematicas. Es de anotar que
esta herramienta es utilizada en la institucion por los estudiantes en
asignaturas tales como espafol, sociales, filosofia y ciencias politicas, pero
nunca habia sido considerada para matematicas. Esta estrategia busco
propiciar, en los estudiantes, algunas acciones como la representacion, la
comunicacién, la abstraccion y la construccion entre otras, los cuales
corresponden a elementos de gran importancia para el aprendizaje de las
identidades trigonométricas.

La segunda fase se refiere al cambio que los estudiantes dieron a sus mapas
una vez que se discutieron las ideas centrales acerca de lo que era un mapa
y lo que no era, dado que muchos estudiantes tenian concepciones erradas
acerca de los mapas conceptuales. Esta fase buscaba motivar a los
estudiantes y facilitarles la comprensién de los conceptos relacionados en

esta experiencia.

Por dltimo, la puesta en marcha de un ultimo mapa que encerraba todos los
temas relacionados con las identidades trigonométricas e incluia la
elaboracién de un texto narrativo que permitiera una mayor comprensién de

los mapas construidos por cada uno de ellos.

Debo aclarar que durante todo el proceso, y en forma continua, evaluamos

—los estudiantes y yo— el trabajo y los logros alcanzados.

Una vez realizados los mapas por parte de los estudiantes inicié el analisis
de los mismos. Para el analisis de la informacion revisé varias veces los
datos y registros que habia obtenido de los estudiantes, a través de la

realizacion de diferentes mapas conceptuales, los textos narrativos, las
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entrevistas realizadas a cada uno, los aportes de la clase y los datos

registrados en mi diario de campo. Este proceso no fue facil, requirié de una

revisibn constante de los registros descritos anteriormente, tratando de

recoger la informacién mas relevante. A partir de dicha revisién estableci tres

categorias de andlisis que recogieron la mayor parte de la informacién de los

estudiantes. Estas categorias fueron:

¢ Construyendo los mapas conceptuales: en esta categoria de andlisis se

incluyen las experiencias de los estudiantes en la realizacion de cada uno
de los mapas. Aqui aparecen las apreciaciones y observaciones que los
estudiantes indicaron a partir de la construccion de los mapas, algunas de
las frases que expresaron, los obstaculos que se les presentaron y como

los vencieron, entre otros aspectos.

Negociacion de _significados: esta categoria de andlisis recoge la

informacion de los estudiantes que esta relacionada con el significado
que, a partir de los mapas conceptuales, dieron a las identidades

trigonométricas.

Disquisiciones trigonomeétricas: esta categoria de andlisis recoge, de los

mapas conceptuales, todos los elementos que estan relacionados con el
proceso de aproximacion que hicieron los estudiantes hacia el
aprendizaje de las identidades trigopnométricas. Aqui establezco como las
estudiantes fueron interpretando las relaciones entre las funciones
trigonométricas y las operaciones en los angulos. Al igual que en las otras
categorias, aqui aparecen unas frases textuales de los estudiantes asi
como partes exactas de los trabajos que presentaron.
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Con cada una de las categorias mencionadas anteriormente, se hizo una
triangulacion entre tres tipos de informacion: la informacion recogida de los
estudiantes, la informacion leida sobre algunos autores y, finalmente, mis

propias ideas, suposiciones y conclusiones.
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ANALIZANDO LAS CATEGORIAS

1. Construyendo los mapas conceptuales.

Generalmente la trigonometria se ha convertido para los estudiantes de
décimo grado en un dolor de cabeza y por esto muchos de ellos no quieren
saber nada de ella, les horroriza la idea de estudiar trigopnometria, la ven
dificil. Esto ha llevado a que generacion tras generacion se transmita la idea
de que la trigonometria es “el terror de décimo grado” y que sélo los mas

inteligentes puedan entenderlas y aprenderlas.

El aprendizaje es un proceso de desarrollo de estructuras significativas. El
aprendizaje se identifica con “conocer’ definido como “comprension del
significado”. De ahi que cuando existen una vacilacion o duda en el
aprendizaje no se ha comprendido plenamente.

La formacién y desarrollo de la estructura cognitiva depende del modo como
percibe una persona los aspectos psicolégicos del mundo personal, fisico y
social. Las motivaciones, incluso, dependen de la “estructura cognitiva”, por
tanto, el cambio de motivacion implica un cambio de estructura cognitiva. Por
medio del aprendizaje se producen los cambios de las estructuras
significativas o comprensién interna de la situacion y su significado. Los
cambios que se producen en la estructura cognitiva provienen del cambio en
la misma estructura y por la fuerza que tienen en el “aqui y ahora” las
necesidades, motivaciones, deseos, tensiones, aspiraciones,...(Ontoria,
1999).
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Dentro de la concepcion de Ausubel es importante clarificar el concepto de
estructura cognitiva. Ella se define como construccién hipotética, es decir,
entidades supuestamente hipotéticas que tanto deben explicar la unidad,
cierre y homogeneidad individual, como las semejanzas y coincidencias de
determinados modos de comportamiento. Las estructuras cognitivas son
utilizadas por Ausubel para designar el conocimiento de un tema
determinado y su organizacién clara y estable, y estan en conexién con el

tipo de conocimiento, su amplitud y su grado de organizacion (Ontoria, 1999).

Los aspectos psicolégicos de tipo social, afectivo y pedagdégico inciden en el
aprendizaje y en particular en el de las matematicas. El aspecto social, por
ejemplo, fue uno de los que predomind en el caso de los estudiantes que
participaron en la presente experiencia, Martha expreso:

“mis amigos me han contado que la trigonometria de décimo
grado es super—dificil, especialmente el tema de las identidades
trigonomeétricas, ya que nadie las entiende”

(Entrevista, octubre 15 de 2004)

Melissa, por el contrario, habl6 de que su papa era ingeniero y siempre le
habia recalcado la importancia que tienen las matematicas,

“mi papa siempre ha hecho énfasis en la importancia de esta
materia ya que de esto depende el buen desarrollo y desempeno
del estudiante y futuro profesional”

(Entrevista, octubre 15 de 2004)

Diana, en cambio, recuerda que las matematicas no han sido su mejor aliada

durante su vida escolar, al respecto ella comenta:
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“las matematicas no han sido mi mejor compania durante mi vida
escolar, ademas, los profesores que he tenido no han realizado
una buena labor conmigo, ya que ellos, en la mayoria de los
casos, se han preocupado por cumplir un curriculo y se han
ocupado de los estudiantes a los que se les facilita esta materia,
dejando a un lado a aquellos a los que nos cuesta mas trabajo
entenderla”

(Entrevista, octubre 15 de 2004)

La frase anterior estd mostrando el determinante pedagdgico, que también
tiene gran incidencia en la forma cdmo los estudiantes demuestran su interés
por la asignatura. En muchas ocasiones los docentes, nos hemos
preocupado por cumplir un curriculo establecido en las instituciones donde
laboramos y nos olvidamos de que el estudiante no es sélamente un receptor
de conocimiento, sino un ser humano, por esto hemos tenido algunos
estudiantes que al preguntarles cual o cuales son las materias que mas les
gustan, dejan por fuera de la lista a la matematica. El problema radica en que
existen unas percepciones, no sélo en los estudiantes sino también en los
mismos docentes, de lo que es la matematica, de como se ensefia y de como

se aprende, que interfieren en el aprendizaje y ensefianza de la misma.

Entonces, vemos como a partir de estas percepciones, estudiantes y
maestros construyen, alrededor de la matematica, multiples consideraciones.
Consideraciones que suelen ser, en la mayoria de los casos, bastante
negativas y que hacen ver esta ciencia como inalcanzable, dificil y alejada de
la vida cotidiana. Estas percepciones deben ser cambiadas, tanto en
estudiantes como en docentes, si realmente deseamos que haya un
aprendizaje significativo en nuestros estudiantes y ellos sean capaces de
crear, decidir e intervenir en la solucién de problemas cotidianos, como lo
sugieren los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998). Asi como las demas
areas del conocimiento, la matematica debe ser significativa para los

estudiantes, los conceptos matematicos aislados no tienen ningun sentido
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para los estudiantes, entonces se trata de utilizar estrategias que permitan la
integracion de los conceptos y faciliten el aprendizaje de los mismos.

Al analizar la realidad escolar, Ausubel se dio cuenta que predominaba un
aprendizaje  memoristico, caracterizado por la adquisicion de los
conocimientos a través de unos procedimientos repetitivos. Ante esta
situacién se planteé la alternativa del aprendizaje por descubrimiento, en la
cual el alumno adquiere los conocimientos por si mismo, es decir, los

redescubre, sin darles una organizacién previa.

Ausubel cuestioné que el aprendizaje por descubrimiento fuese la alternativa
adecuada al aprendizaje memoristico. Para él, la distincién entre aprendizaje
memoristico y aprendizaje significativo es mas importante, pues se apoya en
criterios de contraposicibn mas coherentes. De un lado, el aprendizaje
memoristico o repetitivo se produce cuando “la tarea de aprendizaje consta
de puras asociaciones arbitrarias (numeros, listas, pares asociados, etc.)”
(Ausubel, Novak y Hanesian, 1989, p.37). En este tipo de aprendizaje, en la
asociacién de los conceptos no hay una relacion sustancial y con significado

l6gico.

“En el aprendizaje memoristico, la informaciéon nueva no se asocia con los
conceptos existentes en la estructura cognitiva y, por lo tanto, se produce una
interaccién minima o nula entre la informacién recientemente adquirida y la

informacién ya almacenada” Novak citado por Ontoria (1999, p.16).

En este aprendizaje el alumno no tiene intencion de asociar el nuevo
conocimiento con la estructura de conceptos que ya posee en su estructura
cognitiva. Se produce, pues, una memorizacidn mecanica o repetitiva de los

datos, hechos o conceptos.
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De otro lado, el aprendizaje significativo, por el contrario, tiene lugar cuando
se intenta dar sentido o establecer relaciones entre los nuevos conceptos o
nueva informacién y los conceptos y conocimientos existentes ya en el
alumno, o con alguna experiencia anterior. Hay aprendizaje significativo
cuando la nueva informacion “puede relacionarse, de modo no arbitrario y
sustancial (no al pie de la letra) con lo que el alumno ya sabe” (Ausubel
citado por Ontoria, 1999, p.16). De esta manera, el alumno construye su

propio conocimiento y, ademas, estéa interesado y decidido a aprender.

Las diferencias entre ambos tipos de aprendizaje son las siguientes:

a) En el aprendizaje significativo, la nueva informacién se incorpora de forma
sustantiva, no arbitraria, a la estructura cognitiva del alumno. Hay una
intencionalidad de relacionar los nuevos conocimientos con los de nivel
superior mas inclusivos, ya existentes en la estructura cognitiva. Se
relaciona con la experiencia, hechos u objetos. Hay una implicacién
afectiva al establecer esta relacion, al manifestar una disposicion positiva
ante el aprendizaje.

b) En el aprendizaje memoristico, la incorporacibn de los nuevos
conocimientos se produce de forma arbitraria. No hay intencién de
integrarlos en la estructura cognitiva. No se relaciona con la experiencia,
hechos u objetos. No hay implicacién afectiva en dicha relacion al no

mostrar una disposicion positiva ante el aprendizaje.

Sin embargo, Ausubel no concibe estas dos clases de aprendizaje como
contrapuestos radicalmente, todo o nada, sino que los presenta como un
continuo. Tanto el aprendizaje repetitivo como el significativo puede ser por

descubrimiento, segun el proceso que se utilice en la aplicacion
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metodoldgica. En este sentido, el aprendizaje escolar dependera del grado
en que el nuevo aprendizaje sea significativo (Ontoria, 1999, p.17)

En ese sentido, Indira, por ejemplo, en la construccion del primer mapa

conceptual de trigonometria comento6 a sus comparieras lo siguiente:

“Nunca me imaginé que se podia realizar un mapa conceptual
para matematicas, al principio me parecio una idea descabellada
de la profesora, pero después me di cuenta que era una
herramienta muy util, ya que me permitio descubrir fortalezas y
debilidades que tenia con respecto a las identidades”
(Elaboracion primer mapa, octubre 1 de 2004)

Suele suceder, en la mayoria de los casos, cuando se quiere realizar una
actividad diferente o innovar en nuestra practica pedagogica nos veamos
enfrentados a las miradas aténitas de los estudiantes y compareros de
trabajo. Esto se debe a que tradicionalmente se llega a clase con un
esquema o rutina ya establecido y no se permite salir de lo planeado porque

se alteraria el orden.

A partir de lo anterior, un dia decidi plantearles a las estudiantes que
realizaran un mapa conceptual con lo que se habia estudiado durante el
tercer periodo académico. Al principio algunos me miraron aténitos, pues la
idea les parecidé un poco “descabellada”, sin embargo, dejé que iniciaran su
trabajo de clase. A algunas chicas no se les ocurria nada, miraban vy
revisaban sus apuntes de clases, asi como también la guia de trabajo que se
utiliza en el colegio y no le encontraban ningun sentido a la actividad que
estaban realizando. Ese dia se termindé la clase y la mayoria no habia
realizado nada, pues no encontraban ninguna relacién o no tenian claros los
conceptos estudiados, entonces di algunas indicaciones generales al grupo y

dejé que terminaran el trabajo en casa.
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En la siguiente clase algunos estudiantes llegaron protestando con la “tarea”
que se les habia dejado, pues no se les habia ocurrido nada, mientras que
otros hicieron el intento y me mostraron lo que habian realizado. Después de
haber revisado los mapas que me habian entregado procedi a escoger los
estudiantes que participarian en la presente experiencia. Posteriormente, les
sugeri a estos estudiantes que me regalaran unos minutos del descanso
para que charlaran conmigo acerca de sus experiencias en la construccion
de cada uno de sus mapas. Les pregunté ;coémo se sintieron en la
realizacion del primer mapa? ;Cuales fueron las dificultades que se les

presentaron y como lograron superarlas?

Indira expresd un poco de incapacidad en la elaboracién de la tarea, dado
que ella consideraba que sabia realizar mapas conceptuales:

“Bueno, realmente, como ya te comenté en encuentros
informales que tuvimos en el corredor, en el descanso y al
finalizar la clase, me sentia algo asi como... “impotente” por
decirlo de alguna manera, pues yo creia que sabia hacer mapas
conceptuales, y se me facilitaba para las clases de espanol,
sociales y ciencias politicas, pero nunca lo habia hecho para
matematicas, ademas por que son muchas formulas, no sabia
como acomodarlas’.

(Entrevista 6 de octubre de 2004)

Mientras que la experiencia de Laura en la elaboracién del primer mapa

resulté ser mas facil de lo que ella se imagind inicialmente:

“Realmente el trabajo no fue tan dificil como lo imaginé al
principio, pues tenia los conceptos claros, pensé en la relacion
que tenian unos conceptos con otros y simplemente estableci
las conexiones que existen entre cada uno de ellos. Me gusto
hacer este ejercicio, ya que me permitio ver que realmente la
trigonometria era una fortaleza que tenia”.

(Entrevista 6 de octubre de 2004)
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Martha, por su parte, expresoé la confusién que tenia en los conceptos que se

habian trabajado en clase:

“Inicialmente no se me ocurria nada, la verdad me sentia muy
confundida con los conceptos trigonométricos, tuve que leer y
(re) leer los apuntes de clase y la guia de trabajo para poder
aclarar y superar los vacios que tenia, me sentia muy
confundida debido a que tenia muchas formulas “en el aire” y
no encontraba como relacionarlas, pero una vez estableci las
relaciones entre las identidades tuve mas claro lo que debia
hacer y asi procedi a construir el mapa”.

(Entrevista 6 de octubre de 2004)

Melissa, por el contrario, si tenia claros los conceptos, pero tenia una
confusion al expresar las relaciones trigopnométricas por medio de un mapa

conceptual:

“Primero que todo tengo que contarte que no se me ocurria
nada para iniciar la elaboracion del presente mapa. Creo que
me estaba complicando mucho, es decir, me estaba
enredando en la forma como debia establecer las diferentes
relaciones y como plasmarlas a través de un mapa. El mapa
que entregué no fue el primero y unico que realicé. No, por el
contrario, realicé muchos intentos y gasté muchas hojas
elaborando el mapa y después de muchos intentos resulto lo
que esta ahi plasmado”.

(Entrevista 6 de octubre de 2004)

Diana expres6 cierta incertidumbre por el trabajo que habia realizado
pensando, tal vez, en que este seria valorado como bien o mal hecho:

“Realmente no sé si lo que hice esta bien hecho, o no, pero
inicialmente saqué aparte todas las formulas que hemos
estudiado en clase y luego comenceé a “conectar”, por decir de
alguna manera, las formulas y ha establecer las relaciones que
existen entre ellas. Una vez tenia todo relacionado, realicé el
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mapa, pero el problema que yo veo es que esta muy pequeno
comparado con lo que mis companeras realizaron.”

(Entrevista 6 de octubre de 2004)

Con estas frases de Diana me parece pertinente en este momento comentar

cuando se produce el aprendizaje significativo propuesto por Ausubel.

Para Ausubel, lo fundamental del aprendizaje significativo como proceso
consiste en que los pensamientos, expresados simbdlicamente de modo no
arbitrario y objetivo, se unen con los conocimientos ya existentes en el

sujeto. Este proceso, pues, es un proceso activo y personal.

e Activo, porque depende de la asimilacién deliberada de la tarea de
aprendizaje por parte del alumno.
e Personal, porque la significacién de toda la tarea de aprendizaje depende

de los recursos cognitivos que utilice cada alumnao.

“La clave del aprendizaje significativo estd en relacionar el nuevo material
con las ideas ya existentes en la estructura cognitiva del alumno”(Ausubel
citado por Ontoria, 1999, p.18). Por consiguiente, la eficacia de este
aprendizaje estd en funcion de su significatividad, no de las técnicas
memoristicas (aprendizaje memoristico). Para ello, los prerrequisitos basicos

son:

a) Que el material sea potencialmente significativo, es decir, que permita
establecer una relacidon sustantiva con conocimientos e ideas ya
existentes.

b) La tendencia del alumno al aprendizaje significativo, es decir, una

disposicion en el alumno que indica interés por dedicarse a un
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aprendizaje en el que intenta dar un sentido a lo que aprende (Ontoria,
1999, p.18)

El aprendizaje significativo presupone tres condiciones para que se
produzca:

1. Los nuevos materiales o informacibn a aprender deben ser
potencialmente significativos, para poder ser relacionados con las ideas
relevantes que posee el alumno.

2. La estructura cognitiva previa del alumno debe poseer las necesarias
ideas relevantes para que puedan relacionarse con los nuevos
conocimientos.

3. El alumno debe tener disposicion significativa hacia el aprendizaje, lo cual
exige una actitud activa (Ibid. p.20).

Ausubel distingue tres tipos basicos de aprendizaje significativo en funcién
del grado creciente de complejidad: aprendizaje de representaciones,

aprendizaje de conceptos y aprendizaje de proposiciones.

a) Aprendizaje de representaciones

El aprendizaje de representaciones consiste “en hacerse del significado de
simbolos solos (generalmente palabra) o de lo que éstos representan”
(Ausubel citado por Ontoria, 1999, p.20). Se trata, pues, de aprender lo que
significan las palabras aisladas o los simbolos. “Significa aprender los
simbolos particulares que representan o son significativamente equivalentes
a los referentes especificos”. (Ibid.), Este tipo de aprendizaje se vincula con
la adquisicibn del vocabulario. En el proceso de aprendizaje de

representaciones hay que distinguir dos aspectos:
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- Uno, el aprendizaje antes de los conceptos;
- Oftro, después de la formacion de conceptos.

En el primero, las palabras representan objetos o sucesos reales. La palabra
es igual a la imagen concreta y especifica de lo que tales referentes
significan. A medida que el individuo se desarrolla, aprende nuevo
vocabulario para representarlos.

b) Aprendizaje de conceptos

Es el segundo tipo de aprendizaje significativo. Ausubel define el concepto
como “objetos, eventos, situaciones o propiedades que poseen atributos de
criterio comunes y que se designan mediante algun simbolo o signo” (/Ibid.).
Los conceptos también representan simbolos y palabras individuales, pero
hay un mayor grado de abstraccién en funciéon de unos atributos de criterio
comunes. Surgen, pues, de relacionar determinados objetos, sucesos, etc.
con atributos comunes a todos ellos. Ausubel presenta dos formas para el
aprendizaje de los conceptos: una, formacion de conceptos a partir de las
experiencias concretas, similar al aprendizaje de representaciones, y, otra, /la
asimilacion de conceptos consistente en relacionar los nuevos conceptos con

los existentes ya en el alumno formando estructuras conceptuales.

c) Aprendizaje de proposiciones

Consiste en captar el significado de nuevas ideas expresadas en forma de
proposiciones, es decir, el significado expresado en una frase u oracién que
contiene varios conceptos. Utilizando una metafora un tanto tosca, las
proposiciones son “moléculas” a partir de las que se construye el significado

({74

y los conceptos son los “atomos” del significado. Este tipo de aprendizaje
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puede hacerse, segun Ausubel, combinando o relacionando palabras
individuales entre si, cada una con referente distinto, y combinandolas de tal
manera que el resultado (la proposicidbn) es mas que la suma de los
significados de las palabras individuales. Légicamente, el aprendizaje de
proposiciones supone conocer el significado de los conceptos que la
integran. En los dos tipos de aprendizaje anteriores se trata de
representaciones o conceptos unitarios, mientras que en el aprendizaje de
proposiciones intervienen varios conceptos que se relacionan entre si y con
la estructura cognitiva del alumno para producir un nuevo significado
compuesto. Al implicar la relacibn de conceptos, la adquisicibn de las
proposiciones sélo puede hacerse a través de la asimilacion (Ontoria, 1999,
p.21).

El aprendizaje como proceso de comprension y asimilacion. Cuando se
habla de que los alumnos “comprendan”, estamos diciendo que intenten dar
sentido a aquello con lo que entran en contacto y mediante lo cual se forman
las representaciones y los esquemas cognitivos. Se trata, pues, de una
asimilacion activa, consistente en captar o adquirir lo que esta implicado en
el proceso de aprendizaje, que va desde las caracteristicas sensoriales hasta

las caracteristicas mas abstractas.

Para facilitar la comprensién y asimilacién, cada persona tiene sus
estrategias, pero se puede afirmar que la familiarizacién con el material tiene
un efecto positivo mayor que con el desconocido. Utilizar estos materiales
familiares para establecer relaciones, clasificaciones, categorias, esquemas,
facilita un aprendizaje mas eficaz.

La asimilacion de significados y sus modalidades. La teoria de la

asimilacion es el punto central del planteamiento de Ausubel sobre el
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aprendizaje significativo, de tal manera que la mayor parte de este
aprendizaje consiste en la asimilacién de nueva informacién. Explica dicha
teoria diciendo que “la nueva informacién es vinculada a los aspectos
relevantes y preexistentes en la estructura cognitiva, y en el proceso se
modifican la informacién recientemente adquirida y la estructura preexistente”
(Ausubel citado por Ontoria, 1999, p. 22).

“La adquisicién de informaciéon nueva depende en alto grado de las ideas
pertinentes que ya existen en la estructura cognitiva y el aprendizaje
significativo de los seres humanos ocurre a través de una interaccion de la
nueva informaciéon con las ideas pertinentes que existen en la estructura
cognitiva. El resultado de la intencién que tiene lugar entre el nuevo material
que se va a aprender y la estructura cognitiva existente constituye una
asimilacion de significados nuevos y antiguos para formar una estructura

cognitiva altamente diferenciada” Ausubel citado por Ontoria (/bid.)

El proceso de asimilacién se lleva a cabo mediante tres formas de
modalidades diferentes:

a) Aprendizaje subordinado. La nueva idea o concepto se halla
jerarquicamente subordinada a otra ya existente. Se produce cuando las
nuevas ideas se relacionan subordinadamente con ideas relevantes
(inclusores) de mayor nivel de abstraccion, generalidad e inclusividad. Se
genera, pues, una diferenciacion progresiva de los conceptos existentes en
varios de nivel inferior de abstraccion. La subordinacion de los conceptos
puede hacerse sin que la nueva informacién modifiqgue los atributos del
concepto inclusor (son ejemplificaciones), ni cambie el significado de

concepto inclusor.
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En el proceso de ensefianza, la diferenciacion progresiva consiste en partir
de las ideas mas generales para llegar a las mas concretas, desglosando
progresivamente los conceptos en subconceptos.

b) Aprendizaje supraordenado. E| proceso es inverso al subordinado o
proceso de diferenciacion progresiva, en el que los conceptos relevantes
(inclusores) existentes en la estructura cognitiva son de menor grado de
abstraccion, generalidad e inclusividad que los nuevos a aprender. Con la
informacion adquirida, los conceptos ya existentes se reorganizan y
adquieren nuevo significado. Suele ser un proceso que va de abajo — arriba y
se produce una reconciliacion integradora entre los rasgos o atributos de
varios conceptos que da lugar a otro mas general (supraordenado). Cuando
se buscan diferencias, comparaciones y semejanzas entre los conceptos, se
facilita esta reconciliacion conceptual. Cuando un concepto se integra bien
en otro concepto mas general posee una consonancia cognitiva o una
reconciliacion integradora. Se obtiene una disonancia cognitiva, cuando

aparecen dos conceptos contradictorios o no integrados adecuadamente.

c) Aprendizaje combinatorio. Consiste en la relacion, de una forma general,
de nuevos conceptos con la estructura cognitiva ya existente, pero sin
producirse la inclusion (subordinacion o supraordenacion). Se apoya en la
busqueda de elementos comunes entre las ideas, pero sin establecer
relacion de supra o de subordinacién.

Ausubel considera que la estructura cognitiva estd organizada
jerarquicamente respecto al nivel de abstraccidon, generalidad e inclusividad
de las ideas o conceptos. En el aprendizaje subordinado y supraordenado
existe una relacién jerarquica, mientras que no se produce en el aprendizaje

combintorio.
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Después de haber escuchado las apreciaciones de las estudiantes, recordé
un taller que realicé en la Especializaciéon en el médulo de Didactica con la
profesora Diana Jaramillo, donde ella nos entregd algunas palabras y nos
pidi6 que las acomodaramos como mejor nos pareciera, conservando una
relacion entre los conceptos y una vez finalizada la actividad ella nos dio
algunas indicaciones sobre los mapas conceptuales.

Asi, quise realizar una experiencia similar y de esta manera escogi las
siguientes palabras relacionadas con la trigonometria: TRIGONOMETRIA,
RELACIONES, IGUALDAD, IDENTIDAD, TRIANGULO, RECTANGULO,
OPUESTO, HIPOTENUSA, ADYACENTE, CATETOS, DEMOSTRACION,
PITAGORAS, MATEMATICAS, VARIABLE, LADOS, ANGULOS. Con base
en estas palabras les sugeri que individualmente las organizaran como cada
una quisiera, siempre y cuando existiera alguna relacion entre los conceptos.
Una vez organizadas las palabras, cada una de las estudiantes explicé el
porqué de la organizacion de ellas. Me llamé la atencién la organizacion de
Melissa, pues ella fue la que relacioné de una forma mas concreta e integral
todas las palabras. La organizacién que ella hizo de las palabras fue la

siguiente:
, MATEMATICAS

IDENTIDAD TRIGONOMETRICA PITAGORAS
DEMOSTRACION TRIANGULO RECTANGULO
RELACION HIPOTENUSA OPUESTO

IGUALDAD CATETOS ADYACENTE

LADOS
VARIABLES
ANGULOS

Cuando hizo su exposicion, comento lo siguiente:
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“Las matematicas son una ciencia y en general abarca todas las
palabras, por esto lo ubiqué en la parte superior, por un lado las
identidades se estudian en trigonometria y en ellas hay que
hacer demostraciones y existen relaciones entre estas
identidades. Por otro lado se encuentra Pitagoras y su teorema
que se cumple para todos los triangulos rectangulos, que tienen
una hipotenusa y dos catetos: adyacente y opuesto. Por ultimo
se encuentran las igualdades que tienen lados, tienen variables
y para nuestro caso las variables son angulos y funciones
trigonomeétricas’.

(Taller mapas conceptuales, Octubre 8 de 2004)

Después de que cada estudiante comentara la organizacién de sus palabras,
procedi a contarles que esta actividad tenia como fin aclararles lo que era un
mapa conceptual y explicarles que la organizacion que cada una realizé no
era una mapa conceptual en el sentido de Novak y Gowin (1988) o de
Jaramillo(2003), sino por el contrario, lo que ellas elaboraron fueron
esquemas, pues hacia falta en ellos las palabras de enlace o conectores que

son muy importantes, pues sin estos no seria un mapa conceptual.

A partir del modelo de Ausubel, surge la idea del mapa conceptual en el
grupo de investigaciéon de Novak y Gowin (Novak y Gowin, 1988) quienes lo

consideran como “estrategia”, “método” y “recurso esquematico”.

1. Estrategia: “Procuraremos poner ejemplo de estrategias sencillas,
pero poderosas en potencia, para ayudar a los estudiantes a aprender
y para ayudar a los educadores a organizar los materiales objeto de
este aprendizaje” (Novak y Gowin, 1988, p.19).

Estoy de acuerdo con este autor en este sentido, ya que el mapa conceptual
permite organizar la informacién que se tiene y que, en la mayoria de los
casos, por no tener un orden o una organizacion no se puede interpretar

correctamente.
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2. Método: “La construccién de los mapas conceptuales (...), que es un
método para ayudar a estudiantes y educadores a captar el significado
de los materiales que se van a aprender” (Novak y Gowin, 1988, p.19).

Cabe resaltar en este momento que en la construccion de los mapas
conceptuales se da la oportunidad al individuo que lo este elaborando a
pensar y (re)pensar sobre el significado que tiene el material de estudio que

se quiere aprender.

3. Recurso: “Un mapa conceptual es un recurso esquematico para
representar un conjunto de significados conceptuales incluidos en una

estructura de proposiciones” (Novak y Gowin, 1988, p.33).

Efectivamente es un recurso que permite no sélo representar un conjunto de
significados, sino también leer y (re)leer la informacidén que se ha estudiado

sin necesidad de recurrir nuevamente al texto original.

También los autores argumentan lo siguiente:

“Los mapas conceptuales ayudan al que aprende a hacer mas evidentes los
conceptos clave o las proposiciones que se van a aprender, a la vez que
sugieren las conexiones entre los nuevos conocimientos y lo que ya sabe el

alumno.” (Novak y Gowin, 1988, p. 41).

La identificacién del mapa conceptual como técnica podria dar pie para
pensar que se trata de una férmula de inmediata aplicacion, un tema
eminentemente practico. Conviene, por lo tanto, enmarcarlo en un contexto
mas amplio de caracter tedrico, un modelo o concepcién global de la
educacion, para captar su sentido profundo, para valorarlo en sus justos
términos y para aprovechar todas sus virtualidades.
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Novak y Gowin (1988, p. 32) explicitan los fundamentos tedricos del mapa
conceptual cuando aclaran que se trata de una proyeccion practica de la
teoria del aprendizaje de Ausubel. Desde la perspectiva mas amplia del
modelo o teoria general de la educacioén, el mapa conceptual concuerda con
un estilo de educacion:

a) Centrado en el alumno y no en el profesor.

b) Que atiende el desarrollo de destrezas y no se conforme sélo con la

repeticibn memoristica de la informacion por parte del alumno.

c) Que pretende el desarrollo arménico de todas las dimensiones de la

persona, no solamente intelectuales.

Las dos primeras caracteristicas se desprenden de las notas que definen el
aprendizaje significativo segun Ausubel (citado por Ontoria, 1999, p. 32). La
tercera caracteristica requiere una cierta explicacién: el uso del mapa
conceptual como técnica de ensefianza aprendizaje tiene importantes
repercusiones en el ambito afectivo — relacional de la persona, ya que el
protagonismo que se otorga al alumno, la atenciéon y aceptacién que se
presta a sus aportaciones y el aumento de su éxito en el aprendizaje,
favorece el desarrollo de la autoestima. Su uso en la negociacion de
significados, como lo explicaré mas adelante, mejora las habilidades sociales
y desarrolla actitudes acordes con el trabajo en equipo y la sociedad

democratica.

Novak y Gowin(1988), en el prefacio de su obra, llaman la atencién sobre el
tema de la autoestima. Escribo aqui sus propias palabras:
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“A buen seguro que todos los lectores de este libro han sufrido alguna vez en su
vida escolar el efecto demoledor de experiencias que hirieron su autoestima (...).
En nuestros estudios de investigacion hemos encontrado de forma recurrente
que las préacticas educativas que no hacen que el alumno capte el significado de
la tarea de aprendizaje, no son capaces normalmente de darle confianza a sus
capacidades ni de incrementar su sensacion de dominio sobre los

acontecimientos” (Novak y Gowin, 1988).

De acuerdo con la definicion de estos autores, el mapa conceptual contiene

tres elementos fundamentales:

1. Concepto: se entiende por concepto “una regularidad en los
acontecimientos o en los objetos que se designa mediante algun término”
Novak y Gowin (1988, p.22). Los conceptos hacen referencia a
acontecimientos que son cualquier cosa que sucede 0 puede provocarse
y a objetos que son cualquier cosa que existe y se puede observar. Los
conceptos son, segun los autores, desde la perspectiva del individuo, las
imagenes mentales que provocan en nosotros las palabras o signos con
los que expresamos regularidades. Estas imagenes mentales tienen
elementos comunes en todos los individuos y matices personales, es
decir, nuestros conceptos no son exactamente iguales, aunque usemos
las mismas palabras. “Los significados son idiosincraticos por naturaleza”
(Ibid. p. 169). Este caracter idiosincratico se explica por la forma peculiar
de cada uno de captar inicialmente el significado de un término, la
experiencia acumulada sobre la realidad a la que alude, los sentimientos

que provoca, etc.

Un numero reducido de conceptos se adquiere pronto mediante el
descubrimiento. La mayor parte de los significados asignados a la palabras
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se aprende a través de proposiciones que incluyen el nuevo concepto,
aunque la ayuda empirica facilite este aprendizaje.

2. Proposicion: consta de dos o0 mas términos conceptuales (conceptos)
unidos por palabras (palabras — enlace) para formar una unidad
semantica. Es la unidad semantica mas pequena que tiene valor de
verdad, puesto que se afirma o niega algo de un concepto; va mas alla de

su denominacion.

3. Palabras — enlace: son las palabras que sirven para unir los conceptos y

senalar el tipo de relacion existente entre ambos.

Aunque he hablado de los elementos mas simples de los mapas
conceptuales y de su contenido, esto no basta para identificarlos. Hay que
referirse a la vertiente mas importante del mapa conceptual, la interna, pues
el grafico so6lo es la manifestacion de una estructura mental de conceptos y
proposiciones. Esta vertiente es la que permite calificar el mapa conceptual

como técnica cognitiva y relacionarlo con el aprendizaje significativo.

Senalare tres caracteristicas o condiciones propias de los mapas, segun
Novak y Gowin(1988), que los diferencian de otros recursos graficos y de

otras estrategias o técnicas cognitivas:

e Jerarquizacion: en los mapas conceptuales los conceptos estan
dispuestos por orden de importancia o “inclusividad”. Los conceptos mas
inclusivos ocupan los lugares superiores de la estructura grafica y los

ejemplos se situan en ultimo lugar.
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e Seleccion: los mapas constituyen una sintesis o resumen que contiene lo
mas importante o significativo de un mensaje, tema o texto. Previamente
a la construccién del mapa hay que elegir los términos que hagan

referencia a los conceptos en los que conviene centrar la atencion.

e Impacto visual: esta caracteristica se apoya en la anterior. En palabras de

Novak y Gowin:

“un buen mapa conceptual es conciso y muestra las relaciones entre las ideas
principales de un modo simple y vistoso, aprovechando la notable capacidad
humana para la representacion visual” (/bid, p.106)

Se aconseja no dar por definitivo el primer mapa que hayamos trazado, sino
tomarlo como borrador y repetirlo para mejorar su presentacion.

De estas tres caracteristicas de los mapas conceptuales que definen los
autores, no comparto la primera: jerarquizacion, ya que desde mi experiencia
en la elaboracion de mapas, no es necesario que se de esta condicidén pues
los conceptos se pueden relacionar para cada autor del mapa de formas
diferentes sin necesariamente atender a las jerarquias propias del saber

especifico.

El taller de mapas conceptuales sirvié para dar algunas indicaciones al
primer esquema que ellas realizaron, pues todos carecian de las palabras de
enlace, eran simples esquemas, sin embargo, tenian una buen aproximacién
a la idea de mapa conceptual, podria asegurar que lo Unico que les hacia
falta a estos mapas eran los conectores.
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De esta forma dimos finalizada esta sesiéon de mapas y les pude mostrar
varias cosas, entre ellas, lo que es un mapa conceptual y el mapa que queria

que ellas elaboraran basados en la concepcién de Jaramillo (2003).

Jaramillo (2003) concibe el mapa conceptual de la siguiente forma:

“Una organizacion pictérica o una representacion visual de un tema, producido
por uno o varios individuos, el cual debe presentar un concepto central, otros
subconceptos, conexiones o palabras de enlace entre estos conceptos,
ejemplos y caracteristicas sobre este tema especifico. Es fundamental destacar
que el objetivo de esta organizacion pictoérica o representacion visual es
posibilitar la liberacién, en el (los) autor(es) —a medida que esta construyendo el
mapa- de diferentes aspectos cognitivos, intelectuales y emocionales frente a un

determinado tépico” (Jaramillo, 2003, p.63).

Jaramillo (2003) también resalta el papel fundamental que desempenan las
palabras de enlace, al respecto la autora dice:

“Ellas muestran las relaciones que el autor del mapa esta estableciendo entre
los diferentes conceptos, posibilitando asi, tanto para el autor como para el
lector del mapa, respectivamente, construir y comprender el discurso que se
quiere emitir. O sea, estas palabras permiten establecer una continua dinamica

de construccién entre los diferentes conceptos que el autor posee”. (Ibid. p. 64)

También, durante la actividad que se estaba desarrollando, se pudo ver lo
que no es un mapa conceptual y les mostré algunos mapas que fueron
elaborados por estudiantes de la Licenciatura en Mateméaticas en la
Universidad Industrial de Santander’. Estos ejemplos sirvieron para romper
los esquemas que ellas tenian en la elaboracién de los mapas y darle paso a

la imaginacion.

3 Estos mapas fueron realizados por estudiantes de las asignaturas Matematica y Sociedad y
Fundamentacion Didéctica.
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En este “primer esquema” se incluian las relaciones trigonométricas en el
triangulo rectangulo, y las identidades pitagéricas, ya que fueron los temas
que se habian trabajado en el tercer periodo académico. Luego el siguiente
paso era transformar este primer esquema en un mapa conceptual, de esta
manera, y con una visibn mas clara de este tema, las estudiantes

procedieron a cambiar su primer intento de mapa.

La realizacion de este trabajo resulté para ellas méas sencillo, pues ya habian
roto los esquemas y ademas tenian mas claro que era lo que se queria

lograr. Al respecto Indira comentd lo siguiente:

“Como ya habiamos hecho el primer ejercicio, para la clase,
me quedo facil realizar este mapa, pues ya tenia organizadas
las palabras en un esquema para mirar la jerarquia de los
conceptos. Luego busqué un dibujo en el que pudiera
relacionar conceptos, colores, palabras de enlace y que se
relacionara con el tema”.

(Elaboracion segundo mapa, Octubre 15 de 2004.)

Pero no a todas las nifias se les facilitd este trabajo, pues Melissa, con gran

preocupacion me contoé sus fracasos en la realizacién de esta tarea:

“Primero no tenia ni idea de qué hacer y me preguntaba ¢Dios
mio, como hago esto?, y me dio pereza. Al otro dia busqué
algunos dibujos que tenia de primaria y me gustaron todos,
pero igual no encontraba como organizarlos.

(Elaboracion segundo mapa, Octubre 15 de 2004)
Realmente quedé muy impresionada al ver el trabajo que cada una realizé,

ya que se noto el interés y la dedicacion que cada una le puso a su mapa

conceptual. Aunque no fue tarea facil, pues para Melissa y Laura, fueron
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muchas los borradores que realizaron antes de su versién final, al respecto

Laura argumento lo siguiente:

“Realicé tres intentos antes de la version final, primero dibujé
un globo, luego una flor — exactamente un girasol — y por
ultimo el payaso y sus juegos”.

(Elaboracion segundo mapa, Octubre 15 de 2004)

Martha pensé en Hello Kitty, ya que es su dibujo animado preferido, y busco

los gustos que tiene este dibujo como las flores y los globos.

“Revisé el primer mapa que construi y con base en él pensé en
Hello Kitty y su gusto por las flores e hice una similitud con el
gusto que siente una persona por las matematicas”.

(Aparte del texto narrativo, Octubre 20 de 2004)

Antes de continuar con los trabajos de las estudiantes, es necesario retomar
los comentarios de la autora Jaramillo (2003) con respecto a los textos
narrativos que deben acompanar cada mapa conceptual:

“Es muy importante que esos mapas estén siempre acompanados de textos
narrativos (orales o escritos), sea a partir del discurso espontaneo del autor, o,
sea a partir de la intervencidon de otras personas que induzca a la construccion
de esos textos. Estos textos, en primer lugar, posibilitan que la estructura que
representa el mapa conceptual se amplie y remodele a través de la introduccién
de nuevas informaciones que van siendo recogidas durante la exposicién del
texto” (Jaramillo, 2003, p.64)

A continuacién se presenta el mapa conceptual (figura 1) elaborado por
Martha:
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Figura 1. “Hello Kity”. Mapa Conceptual elaborado por Martha
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Mientras que Diana fue un poco mas a la naturaleza y pensé en el arco iris

(figura 2) que se forma cuando cae la lluvia y luego aparece el sol.

“Escogi el sol porque me parece que es muy importante para el
hombre, una nube con agua y de alli la lluvia, porque de una u
oira forma siempre necesitamos el agua para poder vivir y el

arco iris que es el producto de la union del sol y la lluvia”.
(Aparte del texto narrativo, Octubre 20 de 2004)

T IbeNmiosoks Pmaeicns
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Figura 2 “El arco iris 2”. Mapa conceptual elaborado por Diana
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Indira pensé en Tigger (figura 3), pues es su murieco preferido y lo tiene en

todas partes en su cuarto:

“Dibuje a Tigger porque es un muneco que con su astucia y
alegria nos invita a aprender y entender facilmente las
identidades trigonométricas. Tigger es un munieco que no
tiene mucho que ver con matematicas, no existe ninguna
relacion entre ellos, pero me parece que es una buena forma
de representar las identidades ya que tanto él como cualquier
persona que lea este mapa conceptual lo podra entender, por
su facil explicacion y por la forma tan facil que el nos ofrece
para comprenderlo”.

(Aparte del texto narrativo, Octubre 20 de 2004)
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Figura 3. “Tigger” Mapa conceptual elaborado por Indira
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Laura, después de sus intentos se decidid por el Payaso (figura 4) y las

maromas que realiza para divertir a chicos y grandes.

“El payaso es un personaje que representa alegria, jocosidad y
por eso interés y agrado. Yo escogi esta figura porque me
parece importante e interesante reconocer las matematicas y
por consiguiente la trigonometria e identidades trigonométricas

como un tema sencillo y agradable para trabajar”.
(Aparte del texto narrativo, Octubre 20 de 2004)

Figura 4. “Payaso” Mapa conceptual elaborado por Laura
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Por altimo Melissa pens6 en una vaca lechera (figura 5) y todos los productos
derivados de este liquido vital para el crecimiento de los nifos.

“En unos de mis dibujos de infancia vi una vaca sonadora,
entonces se me ocurrio que la vaca estaba pensando y tenia
cara de placer, entonces dije: la vaca esta pensando en lo que
mas le gusta, y por esto realicé el mapa”.

(Aparte del texto narrativo, Octubre 20 de 2004)
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Figura 5. “Vaca lechera” Mapa conceptual elaborado por Melissa
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Basado en Jaramillo (2003) los mapas conceptuales producidos por las
estudiantes se salieron de las organizaciones tradicionales. Estas
organizaciones pictéricas se reflejan en dibujos que representaban algo para
cada una de las alumnas. El payaso, la vaca, Tigger, el arco iris y Hello Kity y
los demas mapas que elaboraron no eran simplemente “dibujos” eran mapas
conceptuales y cada uno de ellos reflejaba el toque muy personal de cada
estudiante.

Después de esta actividad, donde las estudiantes pudieron explorar
diferentes representaciones de la informacién obtenida en clase y de que
cada una construyera su propio mapa, de acuerdo a su aprendizaje, sugeri
que realizaran un ultimo mapa, dado que las clases seguian su curso y ya se
estaba finalizando el tema de identidades trigonométricas y con éste el afo

escolar.

Esta tarea fue, en términos generales, un poco mas facil que las dos
anteriores, pues ya se habian enfrentado a la elaboracion de este tipo de
mapas, lo dificil en este momento era la extensién de los temas, ya que se
habia abordado todo el tema de angulos dobles, medios, sumas y diferencias

de los mismos.

“Realmente, fue mas sencillo, pues, comparandolo con la
elaboracion del mapa anterior y ni hablar del primer mapa... Se
presento dificultad inicialmente porque eran muchas las
formulas y no conseguia una formula clave o central para de
ahi establecer las conexiones. Sin embargo, después de
organizar todos los conceptos, todas las formulas la idea era
buscar una representacion pictorica que tuviera alguna
relacion con el tema o que me permitiera compactar todas las
formulas”.

(Entrevista Noviembre 5 de 2004)
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Esta fue la apreciacion de Indira una vez finalizada la actividad de los mapas

conceptuales.

Todas las estudiantes coincidieron en que lo “mas tedioso” en la elaboracién
de esta actividad era relacionar las diferentes férmulas que se habian
estudiado y de las cuales hablaremos en la siguiente categoria de analisis.
Lo “mas tedioso” para ellas, pero lo mas importante para mi desde el punto

de vista de la construccién de conceptos.

En la elaboracién de este ultimo mapa Indira hizo el comentario de que la
dificultad mas grande que tuvo fue escoger el dibujo que le permitiera una

armonia en conjunto (figura 6):

“Después de varios intentos decidi realizar un Mickey Mouse
ya que es un personaje muy inteligente y practico, asi como
las matematicas. Ademas con su alegria y diversion podemos
aprender y entender las identidades trigonométricas con
operaciones en sus angulos”

(Aparte del texto narrativo, Octubre 29 de 2004)
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Figura 6. “Mickey Mouse” Mapa conceptual elaborado por Indira
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Laura, por su parte, pensé en la tarea de la aviacién (figura 7) y todo lo que

implica hacer volar un avion:

“Escogi el avion, el cielo y las nubes ya que para poder hacer
volar un avion se necesita tener mucho cuidado,
concentracion y ser muy dagil, asi como en la trigonometria se
debe tener mucha audacia, para poder resolver cada identidad
trigonométrica, especialmente cuando ya no se trata de un
angulo cualquiera, sino de un angulo doble, medio o si es una
suma o una diferencia”

(Texto narrativo, Octubre 29 de 2004)

Figura 7. “El avién” Mapa conceptual elaborado por Laura
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Por otro lado, Melissa pensé en algo que por la época de final de afo casi

todos esperamos, las vacaciones (figura 8):

“Pensé en un dia de playa, sol y mar, que sabroso para
descansar en estos dias que se esta finalizando el ano escolar y
todo es ir y venir a las carreras, ademas el juego y los colores
son un buen material para aprender, especialmente Ilas

matematicas”
(Texto narrativo, Octubre 29 de 2004)
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Figura 8. “Un dia de playa” Mapa conceptual elaborado por Melissa

49



LOS MAPAS CONCEPTUALES:
UNA HERRAMIENTA/ESTRATEGIA
EN EL PROCESO DE APRENDIZAJE DE LAS
IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Martha fue muy fiel a su dibujo animado Hello Kitty (figura 9) y continu6

aferrada a los gustos de este personaje:

“Continué con Hello Kitty, pues es mi dibujo animado preferido.
A él le gusta salir a pasear con los globos y entretenerse con
ellos, por esto ubiqué en cada globo las funciones mas
importantes para relacionarlas mas facilmente y a medida que
pase el tiempo encontrar un gusto por la trigonometria, asi

como Hello Kitty por los globos”
(Texto narrativo, Octubre 29 de 2004)
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Figura 9. “Hello Kity 2” Mapa conceptual elaborado por Martha
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Este es el preciso momento para comentar que Diana no cambié el dibujo
escogido para su primer mapa, el arco iris, pues simplemente le realiz6 un
cambio de fondo mas no de forma, le parecié mas completo realizar un mapa
con todo lo que se habia trabajado en el tema de identidades trigonométricas
y no pensar en algo que estuviera dividido o fragmentado, pues, segun ella,

se seguia una continuidad en cada tema y no eran temas aislados.

Es necesario resaltar, en este momento, que cada mapa conceptual con su
respectivo texto narrativo elaborado por las estudiantes refleja, ademas del
toque personal que cada una le puso a su trabajo, la individualidad y las
diferencias existentes entre cada una de las autoras. Asi como lo manifiesta

Jaramillo (2003) en investigacion:

“el mapa muestra una clara singularidad que posibilita diferenciar el sujeto,
autor, de otros sujetos. Y, en ultimo lugar, esos textos [los textos narrativos que
acompafnan a los mapas conceptuales] pueden ser considerados elementos
fundamentales para la negociacion de ideas, significados y sentidos, tanto de un

sujeto consigo mismo como con otros sujetos”. (Jaramillo, 2003, p.64).

Para finalizar esta categoria de analisis y dar paso a la segunda categoria
denominada “Negociacién de significados” quiero retomar los comentarios
de Jaramillo (2003) con respecto a la técnica de elaboracién de mapas

conceptuales:

“un mapa conceptual puede entenderse como el retrato instantaneo de un
individuo o de un grupo en un determinado momento sobre un asunto... Sin
embargo, es un retrato que demora varios dias en ser construido, ademas de
ser un retrato que va cambiando de acuerdo a las diferentes resignificaciones

que el individuo o grupo hagan sobre el asunto en cuestién”. (/bid.)
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2. Negociacion de significados.

El aprendizaje de la técnica del mapa conceptual en la mayoria de los casos
no presenta dificultad alguna; salvo en aspectos de tipo practico. Sin
embargo, su interés se deriva de los procesos que se ponen en marcha,
tanto en la tarea de construccién del mapa como en la reflexion final acerca

de los resultados de dicha tarea.

Segun Jaramillo (2003)

“los mapas conceptuales, en el salén de clases, se pueden constituir en un
instrumento para ayudar a los estudiantes y a los profesores a captar el
“significado” de los temas que se van a aprender. Ellos posibilitan que
estudiantes y profesores se den cuenta de nuevas relaciones vy, por lo tanto, de
nuevos significados (o al menos significados que no podrian encontrar, de una
manera consciente, antes de la elaboracién del mapa conceptual)”. Jaramillo
(2003, p.65).

El aula es considerada por algunos autores como un microsistema, en el que
tienen lugar multitud de acontecimientos, que se relacionan estrechamente
entre si. Estos acontecimientos estan centrados en dos elementos
fundamentales: la ensefianza y el aprendizaje. El primero atafe directamente
al profesor y el segundo tiene como protagonista fundamental al alumno.
Entre uno y otro aparece, ademds, un tercer elemento, centrado en el
conocimiento que el profesor debe transmitir y que el alumno ha de asimilar.
Sin embargo, la naturaleza misma del aprendizaje, como experiencia vivida
de forma individual, constituye un factor que perturba este esquema ideal
acerca de los acontecimientos que tienen lugar en el aula. Ningun individuo
es igual a otro y, por ende, no hay dos alumnos idénticos. Su experiencia de
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aprendizaje es diferente, lo cual plantea serios retos al educador que ha de
llegar a ellos (Ontoria, 1999, p.53)

El acto de ensenar, concebido como una forma de compartir los propios
conocimientos, presenta una nueva perspectiva a la hora de plantear la tarea
del profesor, pues, para que ésta sea eficaz, debe basarse en criterios de
honradez y responsabilidad, asi como de respeto por aquellos alumnos a los
que invita a compartir su propio trabajo y, en definitiva, a “participar” en la
construccién de un conocimiento que sea aceptado por todos ellos (/bid.
p.54).

Recogiendo algunas ideas de Novak y Gowin (1988) sobre esta categoria de
analisis, los mapas conceptuales son instrumentos para negociar
significados. Para aprender el significado de cualquier conocimiento es
preciso dialogar, intercambiar, compartir y, a veces, llegar a un compromiso.
En ningln momento se habla de aprendizaje compartido, porque el
aprendizaje no es una actividad que se pueda compartir, sino un asunto en el
que la responsabilidad es del individuo. No obstante, los significados si se
pueden compartir, discutir, negociar y convenir. El punto mas importante que
se debe recordar es el referente a compartir significados en el contexto de la
actividad de educar en el que los estudiantes siempre aportan algo de ellos
mismo a la negociacion y que no son una tabla rasa donde hay que escribir o
un depésito vacio que se debe llenar (Novak y Gowin, 1988, p.39).

Sin embargo, el mapa conceptual no tiene Unicamente un valor final, en
cuanto a consecucion de unos objetivos de aprendizaje, sino que su interés
educativo deviene también del proceso seguido en su elaboracién, porque es
una técnica que sirve para explicitar los conceptos que los alumnos ya

conocen y las proposiciones que pueden construir con ellos. En la tarea de
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compartir el conocimiento, el profesor debe tener en cuenta las ideas previas
que los estudiantes poseen sobre lo que él desea transmitirles (Ontoria,
1999, p.56)

La busqueda de nuevas relaciones entre conceptos exige un gran esfuerzo,
por la dificultad que entrafia el asimilar ideas novedosas que implican la
reflexion sobre aquello que se acaba de aprender. En este sentido, Novak y
Gowin (1988) defienden el valor del pensamiento reflexivo, comparandolo
con una actividad deportiva, en la que los alumnos deben entrenarse,
aceptando o rechazando conceptos que unen o vuelven a separar. Este
trabajo de construccion y reconstruccidn de mapas conceptuales exige el
contacto con los otros comparneros, en un esfuerzo solidario que anima a
compartir los significados que cada uno aporta, como un equipo deportivo
comparte su actividad de entrenamiento (/bid.).

Asi lo manifest6 Indira cuando le pregunté sobre como habia sido el proceso
de construccion del mapa vy ella dijo:

“..buscaba un dibujo en el que pudiera relacionar conceptos,
colores, palabras de enlace y el dibujo. jClaro esta! Llamando a
mis amigas cada cinco minutos para preguntarles como integrar
el conocimiento matematico con la forma de representario

b2

(globo, burbujas, etc.)”.
(Entrevista, Octubre 20 de 2004.)

Para comprender el valor del mapa conceptual como medio de compartir
significados, debo dejar muy claro que no hay un mapa conceptual univoco y
definitivo sobre cualquier tema, ya que en su elaboracion el individuo pone
de manifiesto sus propios conceptos previos, y el nivel de inclusion que
perciba en dichos conceptos.
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Asi mismo, por muy claras que hayan quedado las ideas en la explicacién de
un contenido tematico o en la lectura de un texto, cada persona puede
haberlas captado con un valor diferente. En este sentido, ocurre con
frecuencia que los alumnos, después de atender a la explicacién de un tema,
resalta de él ciertos conceptos que no coinciden con los que el profesor

considera como relevantes.

Como ya se dijo anteriormente, el aprendizaje es una experiencia que se vive
de forma individual, pero el conocimiento es un hecho que puede ser
compartido. Los significados propios del conocimiento presentan la
posibilidad de ser cambiados e incluso negociados con otros comparieros,
con el fin de conseguir la construccién de un mapa conceptual consensuado
por todos, en el que se plasmen los conceptos mas significativos de cada
uno de los alumnos, previamente negociados. Cabe resaltar en este
momento, que la actividad de elaborar un mapa conceptual en grupo no se
pudo realizar debido a las limitaciones de tiempo que se presentaron, pues
las estudiantes tenian muchas actividades y el tiempo que les quedaba
finalizando el afo escolar era muy escaso. Sin embargo, la negociacién de
significados se hizo con cada una de las estudiantes a medida que ellas

realizaban la exposicion de los mapas elaborados.

Cuando tuve la oportunidad de entrevistarme por segunda vez con las
estudiantes, se dio una charla muy enriquecedora con cada una de ellas y el
proceso de negociacién de significados se dio de una forma muy
espontanea. Por ejemplo, cuando Indira estaba explicAndome su mapa
conceptual, que ella denominé Tigger, inicié por explicar

“Las funciones trigonométricas son seno, coseno, tangente,
cotangente, secante y cosecante, las tres primeras funciones
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se conocen también como identidades directas y las tres
ultimas se conocen como reciprocas’.

(Entrevista, 20 de octubre de 2004)

En este momento intervine preguntandole ;qué significa cada una de ellas?

Y ella respondi6:

“Ah, claro, la tangente esta definida como la relacion que
existe entre el cateto opuesto y el adyacente. El seno es la
relacion entre el cateto opuesto y la hipotenusa y el coseno es
la relacion entre el adyacente y la hipotenusa”.

(Entrevista 20 de octubre de 2004)

Ella estaba hablando de la definicién de las funciones trigonométricas, pero
en ninguna parte del mapa se habia hecho alguna aclaracién acerca de la
hipotenusa y los catetos de un triangulo rectangulo, por esto yo le pregunté:
“y en que parte del mapa o del texto narrativo esta eso?”. En ese momento

ella se quedo pensativa, mirando su mapa y argumento lo siguiente:

“No me parecio relevante escribirlo, pues pensé que alguien
que tomara el mapa lo podia ver claramente”.

(Entrevista 20 de octubre de 2004)

Sin embargo, le aclaré que no cualquier persona que tomara el mapa lo
podria ver tan claro como ella pensaba, pues la idea del mapa es
precisamente que sirva como un instrumento de aprendizaje pero que le
facilite a cualquier persona (no precisamente el autor) la lectura y el
entendimiento del mensaje que se quiere transmitir (Jaramillo, 2003),
cualidad que ella no habia tenido en cuenta. Después de esto, Indira incluy6

unas vocales:

56



LOS MAPAS CONCEPTUALES:
UNA HERRAMIENTA/ ESTRATEGIA
EN EL PROCESO DE APRENDIZAJE DE LAS
IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

“Entonces, colocaré aqui (sehalando el ovalo que tiene las
funciones) las letras que representan los catetos y Ila
hipotenusa”.

(Entrevista 20 de octubre de 2004)

Ella simplemente escribié estas letras, sin realizar ningun tipo de triangulo,
por lo que realicé el siguiente comentario: “pero en un triangulo, cualquier
lado puede ser cateto y cualquier lado puede ser hipotenusa?”, dado que a, b
o0 ¢ no tienen ninguna condicion, es decir, a puede ser cateto opuesto,
adyacente o hipotenusa, igual para by c (figura 10). Entonces ella argumento6

lo siguiente:

“No, claro que no. Depende del angulo que estemos
observando, es decir, si tenemos un triangulo como el
siguiente:

a

b
Figura 10

El cateto opuesto al angulo 6 es a y el adyacente es b,
ademas la hipotenusa siempre es el lado que se encuentra
frente al angulo recto’.

(Entrevista 20 de octubre de 2004)

El triangulo de la figura anterior, fue dibujado por Indira en una hoja que traia
en sus manos y me parecié pertinente que ella lo incluyera en el mapa, por lo
tanto le dije: “pero este triangulo que tu acabas de dibujar en esa hoja, ¢qué

te parece si lo dibujas en el mapa? Y ella accedi6 diciendo:
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“Si, voy a insertarlo aqui arriba (senalando el mapa) en medio de
las identidades directas y reciprocas para que cuando alguien

. s a . s
vea la expresion tan@ = se de cuenta que es la relacion que

existe entre el cateto que esta frente al angulo (cateto opuesto) y

el adyacente”.
(Entrevista 20 de octubre de 2004)
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Figura 11. Aparte del mapa conceptual elaborado por Indira

En este momento, la estudiante dibujé el tridngulo antes mencionado (figura
11) y establecio6 las relaciones de las funciones trigopnométricas con respecto

a ese triangulo.

De igual forma ocurri6 con Martha y Laura, ya que ellas en sus mapas
escribieron simplemente que las funciones trigopnométricas eran seno,
coseno, etc., pero en ningldn momento mencionaron las relaciones que
existian entre las funciones, ni la definicién de las funciones trigonométricas

para los triangulos rectangulos que se habia mencionado en clase.

Laura, por ejemplo, en el mapa del payaso escribi6 en un baléon que las
funciones trigonométricas son seno, coseno, etc., y que de alli se obtienen
las identidades trigonométricas. En otro lugar dibujé otros dos balones y en
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uno de ellos escribi6é directas y en el otro reciprocas, pero no hizo ninguna
mencion a lo que envuelve a la palabra seno, o coseno. Por esto le pregunté
¢ qué significado tiene para ti esas palabras que escribiste en esos balones?

Y ella me respondié:

“La funcion seno es la relacion que existe entre el cateto
opuesto y la hipotenusa, el coseno es la relacion que existe
entre el cateto adyacente y la hipotenusa y la tangente es la
relacion que existe entre el cateto opuesto y la hipotenusa, estas
funciones se llaman directas...”

(Entrevista 20 de octubre de 2004)

Antes de que continuara, le pregunté lo siguiente: ;Laura, cualquier persona
gue coja tu mapa puede ver en él estas definiciones que me estas contando?
Con una cara de asombro y un poco de desconcierto, pienso yo, respondio lo

siguiente:

“Caramba, no me habia fijado en este detalle. jClaro! Escribi las
funciones, pero ¢qué significan ellas? Insertaré un balon mas en
medio de esos dos que dibuje alli y escribiré con simbolos lo
que dije anteriormente (figura 12)”

(Entrevista 20 de octubre de 2004)

Figura 12. Aparte del mapa conceptual elaborado por Laura

De la misma forma ocurri6 con Martha. Ella habia escrito en uno de los

pétalos de la flor las palabras, seno, coseno, tangente y en el otro
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cotangente, secante y cosecante, pero estaban ahi sin ninguna relacion y sin
significado. Le formulé la misma pregunta que le hice a Laura e Indira y su

reaccion fue muy similar a la de ellas:

“Ah, ;como hago para diferenciar el seno del coseno o la
tangente? Esto que escribi ahi, no tiene ningun significado, es
decir, sé lo que significan esas funciones, lo tengo muy claro,
pero cualquier persona que vea mi mapa, no lo entendera tan
facilmente”.

(Entrevista 20 de octubre de 2004)

Después de esto, Martha realiz6 el grafico de un triangulo rectangulo (figura
13)colocandole nombre a los lados y sefialando uno de los dngulos, para que

de esta manera quedara mas claro el significado que tiene la expresion

seno =

pa
r

Figura 13. Aparte mapa conceptual elaborado por Martha

Con Diana y Melissa, no se present6 la situacién descrita anteriormente, por
el contrario, ellas si tuvieron en cuenta este detalle en la elaboracion de sus

mapas (figura 14 — 15).
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Figura 15. Aparte del mapa conceptual elaborado por Diana

Sin embargo, en el mapa que elabor6é Melissa, un dia de playa, habia un
pequeno detalle que parecia insignificante, pero resultdé ser muy importante
en el momento de la lectura del mapa. Inicialmente estaban dibujados una
serie de balones que parecian estar estaticos, en los cuales estaba impreso
una férmula en cada uno de ellos. Todo parecia estar bien, pero lo que yo
entendi al momento de observar el mapa y leer su texto, era que el par de
ninos que aparecian en el dibujo estaban jugando con esos balones que
traian impresas las férmulas trigonométricas, pero los balones estaban
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estaticos, es decir, no habia ninguna senal que indicara que ellos estaban en
movimiento y ademas le hacia falta algunas palabras de enlace para que
quedara mas claro el mensaje que ella queria transmitir. Por lo tanto yo le
pregunté acerca de la relacion que existia entre esos cinco balones y ella me
respondio lo siguiente:

“el nino esta jugando con la niha a lanzarle los balones que
tienen impresas las formulas trigonométricas cuando hay
operaciones en los angulos”

(Entrevista 5 de noviembre de 2004)

En este momento le dije que era claro que el nifio estaba jugando con la nifia
y los balones, pero cual es la relacion que existe entre los balones, es decir,
en unos dice suma y diferencia de angulos, en el otro dice angulo doble y en
el dltimo dice angulo medio. Pero, ;como se deducen esas formulas de
angulos dobles y medios? O, expresado de otra forma, ¢qué palabra de
enlace hace falta para relacionar estos balones? Una vez formuladas estas
preguntas a Melissa, se reflej6 en su cara una confusibn entre las
identidades alli plasmadas en ese dibujo, por lo tanto yo le recordé que el dia
gue hablamos de ese tema en clase, se habia hecho la aclaracién de que el
tema de angulos dobles se deducia de la suma de angulos en el caso
particular para el cual el par de angulos son iguales. A esto Melissa

argumento:

“Obvio, hace falta escribir esa condicion, para que se vea
claramente que el angulo doble se deduce de la suma de
angulos, igual para el angulo medio. Voy a dibujar una flecha
que simule el movimiento de los balones y sobre ella voy a
escribir las condiciones para que se cumplan estas formulas”.
(Entrevista 5 de noviembre de 2004)
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Figura 16. Aparte del mapa conceptual elaborado por Melissa

Era un detalle (figura 16) que, como dije anteriormente, parecia insignificante

pero era de mucha importancia para la comprensiéon del mapa.

De igual forma ocurrié en el mapa conceptual de Martha, hacia falta esta
palabra de enlace para que quedara mas claro el mensaje que se queria
transmitir y de la misma manera como le aclaré a Melissa, la importancia de
este conector, se lo hice saber a Martha quien después de la negociacién lo

acepto y escribié en su mapa, pues hacia falta.

Un detalle que llamé bastante mi atencidén y que sélo estuvo presente en dos
mapas, el de Indira y Diana, fue la inclusion del tema de la Ley de Senos y
cosenos en sus dibujos. Tema que no tuvieron en cuenta las otras
participantes de la presente experiencia y las cuales me contaron que no les
habia parecido importante este tema, pues ya habian tenido bastante con
todas las férmulas estudiadas como para incluir este tema que parecia no
tener relacién con las identidades. Sin embargo, considero que si tiene
relaciéon con el tema, dado que estas leyes son ecuaciones que se utilizan
para resolver triangulos que no necesariamente son rectangulos y en ultimas

se convierten en identidades, les hice ver esto a las estudiantes.
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Pero el detalle que mas me cautivé fue que en el mapa de Indira aparecia
escrita la palabra Ley Sen y Ley Cos, pero no habia ninguna frase o férmula
qgue me indicara lo que expresan estas dos leyes. Por lo tanto le pregunté a
Indira ¢qué significa esto que esta escrito dentro de este triangulo? Y ella

muy emocionada me dijo:

“Este triangulo representa la ley de los senos y este la ley de
los cosenos, que se utiliza para resolver triangulos que no son
rectangulos”.

(Entrevista 5 de noviembre de 2004)

En este momento, sucedié lo mismo que en el mapa que la estudiante habia
realizado Tigger, cuando ella mencioné las funciones trigonométricas pero
sin enunciarlas o por los menos hacer un comentario de ellas. Yo le dije, si
claro, pero ¢qué quiere decir o qué significado tiene para ti la ley de senos y

la de cosenos? Indira rapidamente respondié:

“La ley de los senos dice que la magnitud de uno de los lados
es proporcional al seno del angulo opuesto a este lado, es
decir, si tengo un triangulo de la forma (figura 17)

A

Figura 17
b c
send senB senC

Ahora la ley de los cosenos plantea lo siguiente: Dado un
triangulo como el de la figura anterior entonces la ley nos dice

Entonces la ley de los senos plantea
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que: a’>=b>+c*—2bccos A, b*=a’+c’ —2accosB y
c¢*=b>+a’*-2abcosC.
(Entrevista 5 de noviembre de 2004)

Todo lo anterior, era completamente cierto, pero me dio la impresién de que
lo habia dicho de memoria. Entonces, le dije que estaba bien todo lo que ella
me habia contado, pero que en el mapa no veia eso por ningun lado.

Entonces ella misma reflexioné y me dijo:

“Claro, volvimos a lo de antes, estan escritos los nombres
pero no lo que quiere decir cada una de ellas”

(Entrevista 5 de noviembre de 2004)

En ese instante, le pregunté: ;cémo puedes incluir todo lo que acabas de

decir, en este mapa?

“Voy a aprovechar los dibujos triangulares que realicé y voy a
incluir alli las formulas que acabé de decir”.

(Entrevista 5 de noviembre de 2004)

Todavia me quedaba la sensacion de que Indira se habia aprendido de
memoria las formulas y no tenian ningun significado para ella y ademas las
repetia como quien repite un trabalenguas. Por esto le pregunté ;qué pasa
con estas leyes, es decir, para qué sirve o cuando se aplican? Y ella me

respondio:

“Estas leyes se utilizan para resolver aquellos triangulos que
no son rectangulos, es decir, sirve para los triangulos
acutangulos, equiangulos y oblicuangulos”.

(Entrevista 5 de noviembre de 2004)
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Después de esta respuesta, le pregunté qué significaba para ella un triangulo
acutangulo, equiangulo u oblicudngulo. Quedd un poco sorprendida por la
pregunta, y simplemente le dije que me parecia que ella se habia aprendido
de memoria las formulas y esa no era la idea de esa actividad. Por lo que ella
me respondié que tenia claro de que se trataban estas leyes, al respecto

comento:

“La ley del seno es muy util cuando tenemos un ejercicio en el
que conocemos dos angulos y el lado comprendido entre ellos
y necesitamos hallar los demas elementos del triangulo, o si
conocemos dos lados y el angulo opuesto a uno de esos
lados y la ley del coseno nos sirve para resolver triangulos en
los que conocemos los tres lados y necesitamos hallar los
angulos”.

(Entrevista 5 de noviembre de 2004)

Lo que dijo Indira estaba totalmente correcto, sin embargo, insisti en
preguntarle que entendia por triangulo acutangulo, oblicuangulo y

equiangulo.

“Un triangulo acutangulo es aquel que tiene todos sus angulos
agudos, el triangulo equiangulo es aquel que tiene todos sus
angulos iguales y un triangulo oblicuangulo es aquel que tiene
un angulo oblicuo, es decir, mide mas de 90°”

(Entrevista 5 de noviembre de 2004)

Indira tenia clara la clasificacién de los triangulos, sin embargo, en su mapa

aparecia lo siguiente (figura 18):
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LE™
cos

Figura 18. Aparte del mapa conceptual elaborado por Indira

Este dibujo, no significaba para mi absolutamente nada, pero después de la
anterior negociacion el resultado fue el siguiente (figura 19):
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Figura 19. Aparte del mapa conceptual elaborado por Indira

También habia otro detalle aparte de la ley de senos y cosenos, eran las
ecuaciones trigonométricas, que curiosamente también aparecian en ambos
mapas, el de Diana y el de Indira. Pero en el de Diana, no se hacia ninguna
mencidén acerca del tema, simplemente se mencionaba y nada mas, por lo

tanto le pregunté a Diana que pasaban con estas ecuaciones y ella expreso:

“Una ecuacion trigonométrica es una igualdad que contiene
como variable no una letra sino una funcion trigonométrica”
(Entrevista 5 de noviembre de 2004)
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En este momento le pedi el favor de que me lo explicara con palabras mas

claras y ella respondio:

“Es decir, en las ecuaciones normales, siempre se debe hallar
el valor de una variable x, y o z o cualquier letra del alfabeto,
pero en estas ecuaciones se debe hallar el valor de un angulo
que depende de una funcion trigonométrica. Por ejemplo al

L 1
resolver la ecuacion: sen’ 6’—Z =0, se debe tener presente

para qué valores de 6, el seno de ese angulo es igual a i;,

ya que como la funcion esta elevada al cuadrado, este valor
siempre va a ser positivo y si se le resta un cuarto, este
resultado va a ser cero”.

(Entrevista 5 de noviembre de 2004)

Creo que esta explicacion fue mas que suficiente, pues tenia muy claro lo
que significaba resolver una ecuacién trigopnométrica. Mientras que Indira en

su mapa “Tigger” escribié lo siguiente:

“Una ecuacion trigonométrica es una = c X una funciénq
(Entrevista 5 de noviembre de 2004)

Lo que ella habia escrito era un jeroglifico, y me parecié bastante curioso que
lo hubiera escrito de esa forma, pues relaciond la trigonometria con una rama
de trigo para la primera parte de la palabra y un metro para la palabra
métrica. Le pedi el favor de que me explicara con palabras lo que alli estaba
dibujado:

“Significa que una ecuacion trigonomeétrica es una igualdad que
esta contenida por una funcion trigonométrica, aqui la variable
no solo depende de una letra, sino de una funcion”

(Entrevista 5 de noviembre de 2004)
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En este momento, conclui que el tema estaba claro, por parte de las dos
estudiantes y consideré oportuno dejar hasta aqui la negociacion.
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3. Disquisiciones trigonométricas®.

Antes de iniciar con esta categoria de analisis, creo pertinente recordar en
este momento cual fue la pregunta que me planteé para iniciar este trabajo:
¢,como los mapas conceptuales posibilitan que los estudiantes de décimo
establezcan relaciones entre las identidades trigonométricas? Esta pregunta
fue planteada debido a la gran dificultad que los estudiantes tienen para
diferenciar, por ejemplo, que la tangente se puede expresar como el cociente
entre el seno y el coseno o que la formula del &ngulos doble se deduce de la
suma de angulos, ya que la mayoria de veces, no son mas que férmulas

mecanicas sin sentido para ellos.

Asi, presentaré en esta seccion algunas observaciones generales que hice,
de mis estudiantes durante las actividades; también lo que ellos expresaron e

hicieron para llegar a establecer las relaciones antes mencionadas.

Una vez elegidas las estudiantes que participarian en la presente
experiencia, estaba interesada en escuchar los argumentos matematicos o
las relaciones que ellos podian establecer en la construccion de cada uno de
los mapas, especialmente en la elaboracién del primero, ya que era algo
nuevo para ellos. Y cuando le solicité a Indira que me explicara lo que habia

realizado en el primer mapa esto fue lo que ella me conté:

“Empecemos por decir que una Identidad Trigonométrica es una
igualdad que se cumple para todos los valores del angulo, y que
pueden ser de dos clases:

__send

1. Directas:senezz, cosezf, tg6?=Z
1 1 x cosf@

* Aqui estoy parafraseando a Galois en sus “Disquisiciones Aritméticas’.
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x _cosf 1

2. Indirectas o reciprocas: cotfd="—= =—,
y sen@ tgf
secezlz ! ,cscezlz ! ”.
x cos@ y send

(Entrevista 6 de octubre de 2004)

Y
1 b

Me pareci6 interesante que ella hubiese escrito expresiones como es

decir, que le hubiera asignado valores especificos a los lados del triangulo;

por esto le pregunté ¢ que significa para ti la expresion % % o2
X

“Estas expresiones significan que el seno de un angulo es la
relacion existente entre su cateto opuesto (y) y su hipotenusa
(1), igual para el coseno y la tangente”.

(Entrevista 6 de octubre de 2004)

La anterior expresion estaba indicando que la hipotenusa de un triangulo

siempre va a valer 1y le pregunté que si esto era cierto.

“Pues, no, no siempre, es decir yo tomé el caso particular para
cuando la hipotenusa vale 1, pero puede ser cualquier otro
valor, es decir, yo lo escribi asi, para tratar de relacionar el
seno con la y (ordenadas) y el coseno con la x (abscisas)”

(Entrevista 6 de octubre de 2004)

Indira, aclaré que habia tomado el caso particular para el tridngulo rectangulo
cuya hipotenusa vale 1. Sin embargo, le aclaré que no se podia generalizar
un caso particular, dado que la hipotenusa de un triangulo no siempre va a

valer 1, pero si se puede hallar uno semejante que la tenga.
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Es necesario en este momento hablar de las definiciones de las funciones

trigonométricas. N
P
Consideremos un punto P de la
. . . I . i
circunferencia de radio unitario (figura 20) < 5 A >

y centro en el origen de un sistema de
coordenadas rectangulares.

<
<

Figura 20 Circunferencia unitaria

Por el punto P que esta en la circunferencia trazamos una perpendicular al
eje de las X cortandose en el punto A, formandose asi el triangulo rectangulo

OAP y angulo 6 en el vértice 0.

Teniéndose en cuenta segun Pitagoras:
OP = radio = 1 = hipotenusa
04 = cateto adyacente

AP = cateto opuesto.

De acuerdo a la posicién del angulo 6 en el AOAP se definen las funciones

trigonométricas:

v" Seno del angulo 6 es la razon entre el cateto opuesto y la hipotenusa. En

simbolos: sené = ﬁ .
oOP
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v' Coseno del angulo 6 es la razon entre el cateto adyacente y la
hipotenusa. En simbolos: cosezg.
OP
v' Tangente del angulo 6 es la razon entre el cateto opuesto y el cateto
adyacente. En simbolos: tg8 :gj.

v' Cotangente del angulo 6 es la razén entre el cateto adyacente y el cateto

opuesto. En simbolos: cotezg.
AP
v' Secante del angulo 6 es la razén entre la hipotenusa y el cateto
adyacente. En simbolos: secé = gi.

v' Cosecante del angulo 6 es la razdén entre la hipotenusa y el cateto

opuesto. En simbolos: cscesz; (Ardila, 1998, p.15)

Después de esta discusion, pasamos a hablar de las identidades pitagoricas
especialmente de la féormula fundamental sen’@+cos’@=1, pues tenia
especial interés en que las estudiantes interiorizaran esta féormula y prestaran
atencién a todo lo que ella implicaba, es decir, que ellas mismas dedujeran
las otras sin necesidad de que las memorizaran, por esto Indira siguid

relatandome su mapa:

"Ahora tenemos las identidades pitagoricas que salen de la
formula fundamental sen’0+cos’0=1, esta formula se cumple
para cualquier valor del angulo. Si se divide entre sen’6 ambos
miembros de la identidad se obtiene 1+cot’ 8 =csc* 8 siempre y

cuando sen*6+0 ”.
(Entrevista 6 de octubre de 2004)
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Me parecid interesante que tuviera en cuenta la condicion sen’8#0, y en
ese momento le pregunté ¢a qué se debe esa condicién? Ella respondié con

toda seguridad:

“Cuando el angulo vale 0°, 180°, 360°, el seno es igual a cero y
la division por cero no existe, luego hay que hacer esta
aclaracion”.

(Entrevista 6 de octubre de 2004)
Es pertinente hablar de las identidades pitagéricas en este momento, ya que
sirven de base en la demostracion de la mayoria de identidades

trigonométricas.

Representemos los segmentos trigonométricos (figura 21) para un angulo
que se encuentra en el primer cuadrante asi:

A
F E OC = radio =1
D OA=cosé
AC =sen#
BD=tg6
2 EF =ctgf
OD =sec@
OE =csc

A
v

v
Figura 21. Segmentos trigonométricos

1. Teniendo en cuenta el triangulo rectangulo OAC, y aplicando el Teorema

de Pitagoras: OC* =04* + AC?
Pero: OC =Radio =1, O4d=cos@, AC =sené
Entonces: 1> =cos’ @ +sen’ @

l=cos’@+sen’ 8
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O sea que: sen’ @+cos’ B =1

. Teniendo en cuenta el triangulo OBD, y aplicando el Teorema de

Pitagoras: OD* = OB* + BD?
Pero: OD =secf, OB =Radio=1, BD=tg8
Entonces:sec’8=1> +tg*> @

Luego: sec’@d=1+tg*@

. Teniendo en cuenta el triangulo rectangulo EFO, y aplicando el Teorema

de Pitagoras: OE* = EF* + FO’
Pero: OE =csc@, EF =ctgf, FO = Radio = 1
Entonces: csc’ @ =ctg’+1°

Luego: csc’@=ctg’+1

El hablar de identidades trigonométricas, implica hablar de demostraciones y

en este punto es bueno hacer énfasis en lo que significa para los estudiantes

la palabra demostrar. Al respecto Indira realiza una explicacion muy concreta

acerca de lo que para ella significa demostrar:

“Demostrar es mostrar con argumentos que algo si es valido”.
(Entrevista 6 de octubre de 2004)

Luego pregunté ;y demostrar identidades qué significa?

“Mostrar con argumentos validos que algo es verdadero y se
cumple, y en trigonometria es demostrar con argumentos
matematicos que una identidad trigonométrica es verdadera”.

(Entrevista 6 de octubre de 2004)
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El gran interrogante en este momento es ;como se realiza la demostracion
de una identidad? Pregunta que para la mayoria de los estudiantes del grado
décimo se convierte en la “piedra en el zapato”, pues si no se tienen claros
los conceptos y las relaciones trigonométricas, ademas las operaciones
basicas de sumar, restar, multiplicar y dividir, dificiimente se puede llevar a
cabo un ejercicio de este tipo. Al respecto Melissa, Indira y Laura tenian claro
lo que implicaba realizar un ejercicio de este tipo:

“Realmente existen varias formas de hacerlo, una de ellas es
reducir un miembro a la forma del otro, es decir, iniciar con un
lado de la igualdad y llegar al otro utilizando operaciones
basicas y por lo general se escoge el lado de la igualdad mas
complicado o el que tenga mas cosas para hacer, es decir,

H

sumas, restas, multiplicaciones, etc.”.
(Entrevista 6 de octubre de 2004)

Esto es lo que argument6 Indira acerca de lo que para ella significaba
demostrar una identidad. Melissa compartié en cierta forma esta apreciacion

que hizo Indira, al respecto ella comenta:

“Las demostraciones se realizan por medio de
transformaciones de algun miembro de la igualdad para llegar
al otro, generalmente se escoge el que esté un poco mas
complicado, ademas se pueden hacer por medio de
operaciones basicas o a través de sustituciones”

(Entrevista 20 de octubre de 2004)

Cuando Melissa hizo referencia a sustituciones, estaba hablando de escribir

las funciones en términos de otras para facilitar la demostracion:

“Transformar la identidad es escribirla en términos de senos y
cosenos para que la demostracion quede mucho mas facil de
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trabajar, especialmente cuando tenemos una igualdad que
contienen funciones como secante, cotangente y cosecante”.

(Entrevista 20 de octubre de 2004)

En este sentido la estudiante se referia a que es mucho mas facil trabajar los
ejercicios de demostracion haciendo las equivalencias entre las funciones,
especialmente en términos de senos y cosenos y para esto se debe tener
muy claro la relacibn que existe entre las diferentes funciones

trigonométricas.

Mientras que Laura hace referencia a este topico en los siguientes términos:

“Demostrar una identidad consiste en reducir un miembro a la
forma del otro, empleando las relaciones fundamentales y
procedimientos matematicos, tales como sumar, restar,
multiplicar y dividir. Por lo general se escoge el miembro de la
igualdad mas complicado para reducirlo al mas sencillo”

(Entrevista 6 de octubre de 2004)

Laura coincide con Melissa en que es mas facil empezar las demostraciones
por el lado mas complicado o el que tiene mas cosas por hacer, es decir, hay
mas operaciones como sumar o multiplicar expresiones para ir reduciendo la
expresién hasta llegar al otro lado de la igualdad, que por lo general es una

expresion mas sencilla que la inicial.

Sin embargo, las tres concluyeron en que no existe una regla general para
resolver identidades, es decir, no existe un algoritmo Unico de solucién de
este tipo de ejercicios, cada uno es diferente y se deben utilizar métodos
distintos para la solucién de cada uno de ellos. Pero esto no es suficiente
también se debe tener claras las relaciones que existen entre las diferentes

funciones trigonométricas y saber las operaciones bésicas.
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En el Ultimo mapa que construyeron las estudiantes, Martha y Laura tuvieron
en cuenta una identidad que tiene otras equivalencias en términos de senos
y cosenos y que sirve bastante tenerla presente en el momento de resolver

identidades. Esta identidad sale de la identidad pitagérica o fundamental

sen’@+cos* @ =1y como lo explicd Diana:

“Si despejamos la funcion cos* 6 de la formula sen’6+cos> 6 =1
obtenemos que cos’6#=1-sen’8, si despejamos por ejemplo
tg> @ de la expresion tan’ 6+1=sec’ 8 se obtiene tan’6 =sec’ -1,
si despejamos ctg’ 0 de la expresion 1+cot> 8 =csc’ 8 se obtiene

cot’@ =csc’@—1 y asi con cada una de ellas”.
(Entrevista 6 de octubre de 2004)

Pero esta identidad sirve también en el caso del angulo doble para el coseno,

es decir, segun lo explicé Laura en su mapa (figura 22):

“La expresion cos26=cos’6—sen’ 8, se puede escribir de otra
forma utilizando cos’0=1-sen’ 8, entonces reemplazando esta
ecuacion en Ila del angulo doble se tiene que:
cos20 =1-sen’@—sen’ § =1-2sen’ §, expresion que también sirve

para esta formula”
(Entrevista 5 de noviembre de 2004)

_‘)/ " : ._"x_"*:::

Figura 22. Aparte del mapa conceptual elaborado por Laura
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Expresion valida para el coseno del angulo doble, que utiliza la relacién que

se dedujo de la férmula pitagd

rica.

De igual forma Martha en su mapa de los globos (figura 23), utilizé6 esta

expresion y ademas la expresion sen®d =1-cos* @ para deducir otra forma

de escribir la férmula del coseno del &ngulo doble:

puede transformarse

utilizando sen’@=1-cos’ 6, entonces reemplazando esta
equivalencia en Ila del angulo doble se tiene que:
00326 = cos” 6 — (1—cos® 8)=2cos> @1, expresion vélida para esta
formula”

“La formula cos26 =cos’@—sen’é,

(Entrevista 5 de noviembre de 2004)
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Figura 23. Aparte del mapa conceptual elaborado por Martha

0

Dentro de los mapas elaborados por las estudiantes, s6lo hubo una de ellas

que incluy6 en ellos lo que para ella significaba trigonometria, este fue el

caso de Laura, quien escribio:

80



LOS MAPAS CONCEPTUALES:
UNA HERRAMIENTA/ ESTRATEGIA
EN EL PROCESO DE APRENDIZAJE DE LAS
IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

“Trigonometria: Rama de las matematicas que estudia las
relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo”
(Elaboracion primer mapa 1 de octubre de 2004)

En este punto, Laura hizo énfasis en las relaciones que existen entre los
lados y los é&ngulos de un triangulo en términos de las funciones

trigonométricas.

Una vez finalizada esta experiencia, realicé una prueba escrita con las
estudiantes, para evaluar si efectivamente los mapas conceptuales habian
ayudado en la construccion de su propio conocimiento. Les planteé un
ejercicio aparentemente sencillo, pero requeria de casi todo lo que se habia
visto en clase y lo que ellas habian escrito en sus mapas. Cabe resaltar que

las estudiantes podian consultar sus mapas para la evaluacion.

El ejercicio que les planteé fue el siguiente:

Demostrar que sen36 =3-sen@—4sen’ 6.

Cada una lo resolvié de una forma distinta y lo hiciera de una forma bastante
acertada, pero voy a comentar la forma como lo resolvi6 Martha, ya que
recordando los antecedentes de esta estudiante, fue una de las que tenia

unas percepciones equivocadas infundidas por sus amigos de otros colegios.

La forma como lo resolvioé fue la siguiente:
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(Evaluacion, 12 de noviembre de 2004)

Una vez que ella me entregd la evaluacién, las revisé todas y les pedi a las
estudiantes el favor de que comentaran como lo habian resuelto. Martha

expreso lo siguiente:

“Inicialmente no se me ocurria nada, ya que no existia ninguna
formula para el angulo triple, es mas, se debia deducir la
formula del angulo triple, simplemente pensé en que 3=2+1 y
de esta forma me quedaba una suma de angulos, luego de
esto aplique la formula para la suma y resultaron dos angulos
dobles, uno para el seno y otro para el coseno, con formulas
que ya conocia de antemano, entonces el resto simplemente
fue reemplazar las formulas y tener presente a donde debia
llegar, ya que el otro lado de la igualdad contenia solamente la
funcion seno, por lo tanto debia escribir todas las expresiones
en téerminos de seno para facilitar el procedimiento”.

(Evaluacion, 12 de noviembre de 2004)
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Laura, Melissa e Indira también utilizaron el hecho de que 3 = 2 + 1 para
poder resolver el ejercicio, aunque dieron mas vueltas que las que dio
Martha, pues ellas no tenian apuntadas las equivalencias de la funcién del
coseno del angulo doble que Martha y Laura si habian incluido en sus
mapas. Mientras que Diana no tuvo esa “agilidad”, por decirlo de alguna
forma para poder atacar el ejercicio y después de divagar durante un buen
tiempo, me le acerqué y le di la sugerencia, sin embargo, siempre tuvo

obstaculos para resolver el ejercicio.

Quiero finalizar esta categoria de anadlisis con unos comentarios de la autora
Jaramillo (2003) con respecto a la utilizacion de los mapas conceptuales en

la evaluacién de procesos de ensefanza y aprendizaje:

“los mapas conceptuales permiten que los alumnos y los profesores puedan:
evaluar los procesos de ensefanza y aprendizaje. Esta evaluacion, durante todo
el proceso de aprendizaje del alumno, posibilitan que el profesor: uno, verifique
el uso adecuado de conceptos y términos en un determinado momento; dos,
verifique cuales de las conexiones estan claras y con significados apropiados;
tres, verifique también el uso de ejemplos adecuados; cuatro, verifique la
profundizacion del contenidos, y las interrelaciones de estos contenidos con
otros temas; y finalmente, verifique el aprendizaje de los alumnos de forma mas
libre y abierta, ya sea de forma individual o ya sea de forma grupal. Y, a su vez,
posibilita que el alumno: uno, organice y sistematice su conocimiento,
estableciendo enlaces entre conceptos y subconceptos y las diversas
ejemplificaciones; y dos, esté continuamente desarrollando proceso de auto-

evaluacién”. (Jaramillo, 2003, p. 65).
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EL CASO DE DIANA

H

“las identidades no son tan dificiles como los demas dicen’
(Entrevista, Noviembre 12 de 2004)

Ademas de las tres categorias antes discutidas, quiero dedicar este capitulo

a Diana, ya que de las cinco participantes fue la que tuvo mas dificultad

durante todo el proceso vivido, puesto que habia varios determinantes que la

estaban influenciando y los cuales voy a destacar a continuacion:

1.

Determinante pedagdgico: la dificultad que siempre habia tenido con las

matematicas durante todos sus anos de escolaridad:

“las matematicas no han sido mi mejor compania durante mi
vida escolar...”
(Entrevista, octubre 15 de 2004)

Esto fue lo que ella me comentd en el preciso momento en que le hice la
invitacién para que hiciera parte de esta experiencia. Sin embargo, le
hablé acerca de los beneficios que tienen los mapas conceptuales como
herramientas de aprendizaje en el estudio de diferentes disciplinas y que
no eran desconocidos para ella, puesto que los utilizaba en el estudio de
otras asignaturas y esto era un valor agregado para la estudiante, ya que
se le facilitaban la realizacion de los mapas. Asi que le resalté esta
fortaleza que ella tenia y nos serviria de gran ayuda para la experiencia
que se iba a desarrollar en clase.

Aunque las matematicas no eran su mejor “aliada”, dado que en los afos
anteriores siempre debia recuperar en todos los periodos académicos
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incluyendo los dos primeros periodos de 2.004, afno en que se llevo a
cabo la presente experiencia, y a pesar de que le habia perdido el gusto
por estudiar esta asignatura Diana acept6 participar en esta experiencia
que para ella se convirti6 en todo un “desafio” como ella misma lo

denominé.

Determinante social: los amigos de otras instituciones educativas le
habian infundido cierto “terror” por el estudio de las identidades
trigonométricas diciéndole que la trigonometria es lo mas complicado del

mundo.

“tengo algunos amigos del conjunto que me han dicho que las
identidades no las entiende nadie, salvo el profesor de trigo,
bueno y uno que otro estudiante piloso o come libro de la
clase”

(Entrevista, octubre 6 de 2004)

Este comentario bastante negativo acerca de las matematicas marcaba
de una manera significativa a Diana, ya que ella reconocia que tenia
algunas dificultades en esta asignatura y se encontraba en un grado que
implicaba mucho estudio, concentracién y dedicacién, ingredientes que
requerian de tiempo y constancia. Adicionalmente habia otras actividades
extra curriculares programadas por la institucién, como el servicio social y
las ludicas en las horas de la tarde, que le ocupaban parte del tiempo de
estudio en casa. Y como supuestamente “las identidades no las entiende
nadie” esta asignatura se le estaba convirtiendo en “la piedra en el
zapato” ya que no contaba con el tiempo suficiente para su estudio y que
segun Diana, debia dedicarle mas tiempo que el de cualquier estudiante
con mayores habilidades en matematicas. Asi que se encontraba
bastante apatica hacia la trigopnometria ya que si “no las entendia nadie”,
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pues ella no iba a ser la excepcion y estaria ubicada dentro de ese grupo

de estudiantes denominados “nadie”.

El trabajo de mi parte para tratar de convencerla de que seria una
actividad diferente que le traeria beneficios en un futuro no muy lejano,
fue bastante arduo, pues ella insistia en que no seria capaz de lograr el
objetivo y le refutaba diciéndole que si no se atrevia por los menos dar el
primer paso cémo iba ella a saber si lograria algo que no habia

empezado a hacer.

Determinante afectivo: Diana se sentia de alguna manera desplazada en
las clases de matematicas por los diferentes docentes que le habian dado
esta asignatura pues, segun ella, esos profesores le prestaban mas
atencién a las estudiantes mas pilosas de la clase dejando a un lado las

menos favorecidas.

“los profesores que he tenido no han realizado una buena labor
conmigo, ya que ellos, en la mayoria de los casos, se han
preocupado por cumplir un curriculo y se han ocupado de los
estudiantes a los que se les facilita esta materia, dejando a un
lado a aquellos a los que nos cuesta mas trabajo entenderla”
(Entrevista, octubre 15 de 2004)

En un principio no supe que decirle ante esta aseveracién que bajo mi
criterio era bastante fuerte. Lo que Diana queria expresar es que existen
algunos docentes que en su afan por cumplir con un curriculo establecido
para cada afo escolar se olvidan de aquellos estudiantes que tienen
problemas de aprendizaje y concentran su atencidon en aquellos
estudiantes con mas habilidades para las matematicas dejando a un lado

a aquellos alumnos menos favorecidos.
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Al principio Diana se sinti6 halagada pues nunca habia sido escogida
para alguna actividad de este tipo y menos en matematicas, se le
facilitaban otras cosas como la poesia, las artes plasticas, literatura y
nunca se imagin6 que iba a participar en una experiencia de este tipo. Y
esta fue la principal razén por la cual Diana acept6 ser parte de este

“desafio”, porque se sintidé importante en la clase de matematicas.

Estos fueron los determinantes que influenciaban a Diana y que pienso no la
dejaban crecer en su formacion como estudiante de matematicas. Sin
embargo, ella habia aceptado la invitacién y se debia aprovechar al maximo
su participacidon en esta experiencia, especialmente para alejarle de sus
pensamientos estos recuerdos que desfavorecen sus procesos académicos

no sélo en matematicas sino en cualquier area.

A continuacion voy a contar como fue el proceso de Diana durante toda la
experiencia y para esto comenzaré por la elaboracion del primer mapa.
Como ya lo comenté anteriormente (ver p. 20) Diana expres6 cierta
incertidumbre por el trabajo que habia realizado, ya que en el momento de la
socializacién de los mapas elaborados por cada una de las estudiantes ella
miraba con desconcierto su trabajo, pues pensaba que seria valorado como
bien o mal hecho y ademas porque los trabajos que realizaron sus

comparieras eran bastante diferentes al de ella.

Diana expresd que sentia algo de temor y no queria mostrar el trabajo que
habia realizado ya que pensaba que estaba mal hecho. En este momento
realicé una intervencion ante el grupo explicandoles que cada mapa
elaborado por las estudiantes era muy diferente de los demas, puesto que
cada uno entendia de una u otra forma y no debian estar iguales porque no

todos los seres humanos pensamos igual, cada uno interpreta, piensa y
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siente de forma totalmente diferente. Luego no podian existir dos mapas

exactamente iguales.

Ademas les hablé del aprendizaje significativo propuesto por Ausubel quien
plantea que lo fundamental del proceso de aprendizaje es que sea activo y
personal, pues cada tarea de aprendizaje depende de los recursos cognitivos
que utilice cada alumno, también les hablé de ciertos topicos del aprendizaje

significativo, pero éstos no son el objeto de estudio de este capitulo.

Una vez discutidos los mapas y realizada la experiencia de las palabras se
procedié a la tarea de elaborar un mapa diferente utilizando como base lo
hablado anteriormente en el taller de mapas. Y para la elaboracién de este
segundo mapa Diana recurrié a los dibujos que coloreaba en la primaria y

que le traian muy buenos recuerdos.

“Después de revisar uno a uno los dibujos que coloreaba en
primaria y que me gustaban mucho, no encontraba uno que me
permitiera integrar todos los conocimientos adquiridos en
clase. No fue tarea facil, pues tuve que gastarle bastante tiempo
en la elaboracion de este trabajo”

(Elaboracion segundo mapa, Octubre 15 de 2.004)

Sin embargo, encontrd uno que le facilitaba integrar los conceptos de una

forma mas concreta: “el arco iris”

“Penseé en el hermoso efecto producido por los rayos solares y
las gotas de lluvia, conocido como el arco iris y por esto escogi
este dibujo”

(Entrevista, Octubre 15 de 2.004)

Diana escogi6 el arco iris que es un efecto producido por la lluvia y los rayos

del sol, la fusiébn entre estos dos elementos que finaliza en una hermosa
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gama de colores primarios que gusta a chicos y a grandes, particularmente a
ella y porque le permitia relacionar todos los temas que se habian trabajado
en clase, pues segun ella la unién de las identidades trigonométricas y las
funciones trigonométricas producen las diferentes formulas que se estudiaron

en la clase de trigonometria.

En este segundo mapa (figura 24) que Diana habia elaborado se encontraba
en el sol el tema principal que eran las identidades trigonométricas y en los

rayos solares incluyé las seis funciones trigonométricas.

Figura 24. “El arco iris”. Mapa conceptual elaborado por Diana

“En el sol encontramos las identidades trigonométricas porque
es el tema central de estudio”.
(Texto narrativo, Octubre 20 de 2004)
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Ademas, escribidé las seis funciones en cada uno de los rayos solares,
porque son estas funciones de las que se desprenden las identidades

trigonométricas.

En la nube de donde se desprende la lluvia ubico las identidades pitag6ricas

y las gotas de lluvia que caen son las diferentes identidades.

“en la nube ubique las identidades pitagoricas porque estan en
menor categoria del sol por eso las ubiqué aqui”.
(Texto narrativo, Octubre 20 de 2004)

En esta parte Diana recalcd que las identidades pitagdricas son las mas
importantes en la trigonometria ya que gracias a ellas se pueden resolver
mas facilmente las demostraciones de las diferentes identidades.

Y en el arco iris escribié los nombres de las diferentes temas relacionados
con las identidades, es decir, escribi6 suma y diferencias de senos y

cosenos, ecuaciones trigonométricas, ley de senos y teorema de cosenos.

“El arco iris es producido por la fusion entre el sol y el agua y
por esto ubiqué aqui las operaciones entre los angulos y demas
temas relacionados con las identidades trigonomeétricas”.

(Texto narrativo, Octubre 20 de 2004)

Escribié estas palabras porque asi como la fusién del agua con el sol
produce el arco iris de igual forma la unién de las funciones con ciertas

operaciones y las identidades producen las otras férmulas.

A diferencia de sus comparieras, quienes hicieron dos mapas diferentes para
todos los temas vistos, Diana incluyé casi todos los temas que se habia

trabajado en clase y para ella el mapa conceptual estaba completo y
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terminado, pero desde mi punto de vista le faltaban ciertos elementos para
que quedara completo y de facil acceso para cualquier lector, por esto
aprovechamos la negociacién de significados para aclarar las dudas que se

tenian y para completar esos vacios que habia en el mapa.

Inicialmente estaba el sol y sus rayos solares y dentro de ellos Diana escribid

cosd

las seis funciones trigonométricas: coté = , secl = , cscl = ,

sen@ cosd sen@

sen@ ,

tand = L sen@ =senf, cosf =cos@. En este momento yo le pregunté
cos

¢ qué entendia ella por la expresion senf =sen8? Y ella se qued6 pensativa
un rato y no sabia que explicacion darme, después de varios minutos me dijo
que habia escrito esa expresion en el mapa porque no habia una relacién en
términos de otras funciones para la funcién seno o para la funcién coseno,
como si lo habia para las otras cuatro funciones. Entonces le dije que si
existia una relacion de esta forma para el seno y para el coseno:

, cos@ = , estas expresiones eran validas, pero creo que no

cscd secd

sen@ =

era lo que ella queria expresar. Se sintid6 un poco decepcionada por esto, sin
embargo, yo le dije que no habia ningun problema, precisamente la
negociacion se trataba de esto de hablar de los temas que ella habia incluido

en el mapa.

Después de esto le pregunté ;que entendia ella por la funcion seno?, de
acuerdo con lo que se habia visto en clase, y ella me respondio

“El seno es la relacion que existe entre el cateto opuesto y la
hipotenusa de un triangulo rectangulo, es decir,

opuesto ,,
senf = p— .
hipotenusa

(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)
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Luego pregunté ;y el coseno? Y ella dijo:

“es la relacion que existe entre el cateto adyacente y la

. adyacente ,,
hipotenusa cos6 = e i

hipotenusa
(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)

;Y la tangente?

“la tangente esta definida como la relacion que existe entre el

opuesto ..
cateto opuesto sobre el adyacente, tan® = OPHESO y también
adyacente
se podia escribir en terminos de las funciones seno y coseno,
i sen@ ,,
es decir, tan@ = ——
cos @

(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)

Estas relaciones ella las escribié en el tablero del salén y yo las transcribia
en mi diario de campo, entonces le recomendé que las tuviera en cuenta
para las respectivas modificaciones que se le debian hacer al mapa. Pienso
que hasta ese momento Diana llevaba un buen proceso de aprendizaje de
las identidades, faltaba ver como le iba con las demés y simplemente me

dediqué a escucharle el discurso matematico que ella me queria contar.

Continuo de esta forma hablando de las otras funciones trigonométricas asi:

“la secante es la relacion entre la hipotenusa y el cateto

hipotenusa Ly e
adyacente secezp—, y tambien se puede escribir en

adyacente

L. 1
términos de coseno como sec@ = g La cosecante es la
COS

relacion entre Ila hipotenusa y el cateto opuesto
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hipotenusa L. s L,
csc § = POl , y también se puede escribir en téerminos de la
opuesto
funcion seno asi: csc8 = rh Y la cotangente es la relacion que
sen
existe entre el cateto adyacente y el cateto opuesto,
adyacente Ly s
coté@ =y—, pero tambien se puede escribir como la
opuesto
L. , cosd
relacion que existe entre el coseno y el seno, coté= )
sen

finalmente se puede escribir en términos de tangente como

tan @

cotl =

(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)

Hasta esta parte el proceso de aprendizaje estaba completo en cuanto a las
relaciones que existen entre las funciones trigopnométricas y para mi esto se
convertia en una ganancia, ya que se veia que tenia claros los conceptos

basicos de trigonometria.

Después de esto pasamos a hablar de los elementos que habia en el arco

iris (figura 25).

Figura 25. Aparte del mapa conceptual elaborado por Diana
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Me parecia mas pertinente tratar estos temas que los que se encontraban en
la nube dado que ya se habia discutido el tema de las identidades pitagéricas
(ver p. 76), asi que le pregunte ;cual era el significado o qué representaba

para ella la expresion sumas y diferencias de senos y cosenos? Y respondié:

“las sumas y diferencias de senos y cosenos son formulas que
se utilizan cuando se encuentran expresiones tales como

sen(a+ B) o cos(a—B) y que sirven para hallar los valores de
algunos angulos conocidos otros, por ejemplo, para el caso de
75°, se puede hallar sen75°, transformando 75 como 75 =45+ 30
y de esta forma sen75°=sen(45+30) y luego se desarrolla la

formula para la suma de angulos”
(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)

Esta respuesta en parte fue producto de un proceso llevado en clase, ya que
se habia trabajado durante los dos primeros periodos académicos las
funciones trigonométricas para los angulos notables y ahora los estudiantes
estaban viendo la importancia de saber estos valores puesto que nos
facilitarian muchos célculos. Asi que le pregunté ;cual es esta formula?

Entonces ella revisé sus apuntes de clase y dijo:

“sen(a+ B)=sena-cos Btcosc-senf, es decir, para cuando es

suma de angulos la formula es con suma y para la diferencia de
angulos la formula es con resta”
(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)

Entonces le dije que me parecia bueno que incluyera estas férmulas en el
mapa, pues creo que hacian falta y ademas se le facilitaria el trabajo pues
las tendria mas a la mano. También le pregunté por la del coseno, y ella me

respondid:

“la formula es la siguiente (revisando sus apuntes de clase)
cos(a+ B)=cosa-cos BT sencr-senf3, la diferencia en esta férmula
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es el signo, es decir, cuando es suma de angulos se utiliza la
resta al otro lado de la igualdad y viceversa cuando es
diferencia de angulos se utiliza suma al otro lado de la igualdad.

(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)

Curiosamente esta es una de las falencias que tienen los estudiantes al
utilizar estas formulas y que Diana habia diferenciado bastante bien, puesto
que muchos alumnos escribian los signos sin tener en cuenta si era una

suma o una diferencia o si era la funcidon seno o coseno.

Finalicé preguntandole que si no habia mas férmulas para sumas y
diferencias de angulos aparte de los senos y cosenos, pues ella habia escrito

simplemente estas dos funciones y respondio:

“si existe otra formula que es la de la tangente. La tangente se
desprende de las dos formulas anteriores, es decir,

+
tan(ozi,b’)zM y al resolver las férmulas para seno y
cos(a * )
I tan @ £ tan
coseno resulta lo siguiente tan(o* )= , pero no

|Ftan -tan S

escribi tangente, pues pensé que lo deducirian de esas dos.
(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)

Le aclaré que no cualquier persona iba a deducirlas tan facilmente y, por el
contrario, le iban a decir que le hacia falta algo al mapa. Ademas me parecié
bueno que Diana hablara de deduccién en este momento, pues casi todos
sus companeros de clase preguntaban ¢ cual es la formula para la tangente,
y la cotangente y las demas funciones? Y muy pocos se detenian a pensar

, . . , sen@
que las podian deducir de las otras dos, es decir, asi como tané = L
COS
., senla *
también se cumple para tan(ai,B):(—’B) y creo que esto es una
cos(a* )
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ganancia para Diana, pues no necesariamente debe esperar que el docente
le de todas las férmulas, sino que ella puede deducirlas a partir de las que se
han trabajado en clase. Asi que le pregunté que si para las otras tres
funciones cotangente, cosecante y secante existia alguna férmula para
sumas y diferencias en los angulos y ella respondi6:

“éstas se deducen de las anteriores, es decir, se puede utilizar

—CZZEZiég, sec(a'iﬁ):—l y

las expresiones cotlat )=
P (@t 5) cos(a * )
para hallar estos valores”

csc(aiﬁ) - sen(or + )

(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)

Me pareci6 que la respuesta era bastante acertada, ademas me gustaba que
Diana estuviera hablando en un lenguaje mas “matematico” por decirlo de
alguna forma.

Después de esto charlamos de las ecuaciones trigopnométricas, pues estaban

en la segunda posiciéon del arco iris.

“las ecuaciones trigonométricas son ecuaciones que contienen

funciones trigonométricas, por ejemplo cos® :%, se deben

hallar los valores del angulo 6, para los cuales el coseno es
igual a un medio”
(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)

Este tema se habia trabajado bastante en clase, pues se resolvieron muchas
ecuaciones trigonométricas y no consideré necesario continuar hablando de
lo mismo, ademas porque Diana habia incluido dos frases que me parecia
bueno discutir. Ellas eran ley de senos y el teorema de cosenos y le pregunté
¢ qué significado tienen estas dos leyes?
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“estas dos leyes me sirven para resolver aquellos triangulos
que no son rectangulos, es decir, aquellos triangulos que no
tienen un angulo recto y me facilitan hallar los valores del
triangulo (lados y angulos)”

(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)

Le pregunté ¢ por qué te facilita hallar los lados y angulos de un triangulo?

“porque la ley del seno plantea que el valor de los lados del
triangulo es proporcional al seno del angulo opuesto, es decir,

a b __ ¢ , donde a, b y ¢ son las longitudes de los

senA senB  senC

lados del triangulo y A, B y C son los angulos del triangulo y la
ley del coseno plantea algo parecido que en este momento no
recuerdo”

(Entrevista, 5 de noviembre de 2004)

Diana sabia perfectamente cuando se debia utilizar la ley del seno, pero no
la del coseno, sin embargo, le recomendé que también incluyera las formulas
dentro del mapa, en primer lugar para mas comprension y en segundo lugar

para que ella las pudiera aprender mas rapido.
Después de esto le pedi que me trajera el mapa cuando lo hubiese

completado, y de esta manera el resultado de esta negociaciéon fue la

siguiente (figura 26):
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Figura 26 “El arco iris 2”. Mapa conceptual elaborado por Diana

Como ya lo comenté en la pagina 50, a Diana no le pareci6 pertinente hacer
un cambio del dibujo, pues pensd que era mejor darle un cambio de fondo y
no de forma y ademas el dibujo que ella habia escogido le permitia incluir
todos los temas en un solo mapa y esto era precisamente lo que ella queria
expresar, también lo hizo por comodidad y para que quedara mas completo:
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“me parece mas completo realizar un mapa con todo lo que se
ha trabajado en el tema de identidades trigonométricas y no
pensar en algo que esté dividido o fragmentado, pues se seguia
una continuidad en cada uno de los temas y no son
completamente aislados”

(Entrevista, 12 de noviembre de 2004)

Aqui Diana hablaba de una secuencia en los diferentes temas estudiados en
clase y que para ella era importante mantenerla para no “perder el hilo”. Pero
este nuevo mapa tenia algunos elementos que no tenia el mapa anterior,

estos elementos eran los angulos dobles y los angulos medios (figura 27).

Figura 27. Aparte del mapa conceptual elaborado por Diana

Entonces le pregunté acerca de los angulos dobles y ella dijo:

“se deducen de las formulas de sumas de los angulos, es decir,
cuando los angulos o, y son iguales se obtiene:

sen(a+ B) = sen(a + &) = sen2ax y esto es igual a:

sena -cosa+sena-cosa =2sena-cosa. Para el coseno tenemos
tres formulas pero se deducen de la primera, es decir,
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cos2a =cos’ a—sen’a, si se remplaza las funciones sen’a 0

cos’ o salen las otras dos formulas”
(Entrevista, 12 de noviembre de 2004)

En este momento Diana expresé que no las habia incluido en el mapa
anterior ya que estas férmulas se deducian de las anteriores, es decir, de la
suma de angulos para el seno y para el coseno, y que por esto no le habia
parecido pertinente incluirlas. Sin embargo, después de la negociacion
anterior, aunque yo no se lo habia mencionado, ella quedé con la inquietud
de incluirlas en el mapa y cuando lo estaba completando en su casa decidié
que si era necesario incluirlas para no confundirse mas adelante en la
utilizacién de las mismas. Asi continio hablando del mapa haciendo

referencia ahora a los angulos medios

“las formulas de los angulos medios se deducen de las del

angulo doble, pues si hacemos en la formula o= 2(%} y se

despejan las expresiones para el seno y el coseno se obtienen
las formulas ahi escritas”
(Entrevista, 12 de noviembre de 2004)

Para finalizar la entrevista con Diana le hice dos preguntas: ;cémo te

sentiste al realizar este ultimo mapa?

“la verdad se me facilito mucho mas hacerlo, pues ya tenia el
anterior mas o menos hecho y con las indicaciones que me
dijiste fue mas practico completarlo, ya que me diste luces para
sequir adelante”

(Entrevista, 12 de noviembre de 2004)

¢, Cdmo te parecid la experiencia y que aprendiste de todo el proceso vivido?
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“La experiencia me gusto mucho, porque me permitio ver que
las matematicas no son del todo dificiles, es cuestion de
dedicarle un poco de estudio y de encontrarle el gusto a ellas. Y
aprendi que las metas que uno se trace debe luchar por ellas y
trabajar fuertemente, ademas las identidades no son tan
dificiles como los demas dicen”

(Entrevista, 12 de noviembre de 2004)

Aqui finaliza la historia de Diana, quien ademas de aprender las identidades
trigonométricas se dio cuenta de que las matematicas no son dificiles pues
habia visto la trigonometria desde otra Optica. Los mapas conceptuales
fueron de gran ayuda para superar las dificultades que tenia y le permitieron
establecer relaciones que en clase no habia podido entender tan faciimente,
ya que el proceso de elaboracién de cada uno de ellos le permitio ir
estableciendo ella misma las relaciones que habian entre las funciones y las
identidades sin necesidad de aprendérselas de memoria como sucede con
algunos estudiantes de décimo grado y ademas porque el objetivo de este
trabajo era precisamente que cada una de las estudiantes construyera su
propio conocimiento utilizando como herramienta del proceso de aprendizaje

los mapas conceptuales.

101



LOS MAPAS CONCEPTUALES:
UNA HERRAMIENTA/ ESTRATEGIA
EN EL PROCESO DE APRENDIZAJE DE LAS
IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

CONCLUYENDO ESTA HISTORIA

v" En el proceso de construccion de los mapas conceptuales los
estudiantes tuvieron la oportunidad de construir su propio
conocimiento, descubriendo asi las fortalezas, dificultades o ausencias
en el tema de las identidades trigonométricas que no habian podido
resolver en clase, pero que si lograron entender y superar en la
elaboracién de cada uno de los mapas, ya que tuvieron que leer una y
otra vez sus apuntes y pensar cdmo los organizarian de tal manera

que les facilitara el aprendizaje de los mismos.

v" En la negociacién de significados, las estudiantes pudieron aclarar las
dudas que tenian acerca del tema y llenar esas ausencias o resolver
esas inquietudes que quedan después de una clase y que en la
mayoria de los casos durante el acto pedagogico por diferentes
circunstancias (tiempo, curriculo, actividades extracurriculares) no
pueden ser atendidas por el docente y que ademas en casa el
estudiante dificilmente los puede resolver, dado que en la mayoria de
los casos se encuentra solo y no cuenta con una asesoria

personalizada.

v" En las disquisiciones trigonométricas se pudo apreciar el proceso de
aprendizaje de las identidades trigonométricas, ya que se pretendia
lograr un acercamiento hacia estos temas, es decir, que las
estudiantes establecieran relaciones entre las diferentes identidades y

dedujeran algunas férmulas olvidandose de los aprendizajes
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memoristicos que en la mayoria de los casos se da en los estudiantes
de décimo grado cuando estudian este tema.

El aprendizaje no es un momento, ni un retrato, ni una fotografia, es
un proceso y al explorar la técnica de los mapas conceptuales como
una posibilidad, entre muchas, para facilitar el proceso de aprendizaje
de las identidades trigonométricas, éstos se constituyeron en una
buena herramienta/estrategia para llevar a cabo este proceso, ya que
se buscaba que los estudiantes descubrieran por si mismo las
relaciones que existen entre las funciones e identidades
trigonométricas, temas considerados por los estudiantes de dificil
aprendizaje, convirtiéndose asi en facilitadores de los conceptos

haciéndolos menos memoristicos.

Durante el desarrollo de las clases, se propicié un ambiente adecuado
que generd en los estudiantes confianza, expresion oral y escrita,

debate, participacion, discusién y conciliacién de ideas y conceptos.

Como fue dicho durante este trabajo, los mapas conceptuales
contribuyen al desarrollo de los procesos metacognitivos, entre otras
alternativas. Sin embargo, la construccion de mapas sobre un
determinado asunto no siempre se facilita para algunos individuos,
esto porque la elaboracion de ellos requiere tiempo. Tiempo para
plasmar los conceptos o ideas claves de forma organizada, tiempo
para establecer las conexiones, tiempo para negociar significados, etc.
Por lo tanto, es importante que el docente tenga claro que esta
estrategia no debe, ni puede ser la Unica en el desarrollo de los
procesos metacognitivos.
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v En esta experiencia de aula los mapas conceptuales fueron apenas
abordados como parte del proceso de aprendizaje de los estudiantes
que, de alguna forma, ya conocian el tema. Esto puede ser visto como
una limitacién si considero que los mapas también pueden servir
dentro del salén de clase para explicar temas, como herramienta de

evaluacién y como herramienta de estudio.
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