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Lista de convenciones

A lo largo de este documento se implementa el sistema de “unidades naturales” [1,2]
en el que la constante reducida de Planck, la velocidad de propagacion de la luz en el
vacio, la constante de Boltzmann y la permeabilidad magnética del vacio son normalizadas
(h=c=kp=pp=1). La masa reducida de Planck se denota mz = # para diferenciarla de
la masa (no-reducida) de Planck Mp2 = 87rm§. Los indices griegos representan indices espacio-
temporales y, por ende, toman valores dentro del conjunto de nimeros {0, 1,2, 3}; los indices
latinos representan indices de gauge dentro del conjunto de nimeros {1,2,3}. El convenio
de signos a implementar para la métrica, tensor de Riemann, escalar de Ricci y ecuaciones

de campo de Einstein es (4+ + +) segtin la clasificacién de Misner-Thorne-Wheeler [3]. * 2

el
oxVv

Las derivadas parciales respecto a una coordenada estan denotadas por 0, ; las

derivadas respecto al tiempo césmico % se denotan con un punto sobre la magnitud de
oz .

3¢ las derivadas respecto al argumento “P” de una funciéon “G” se denotan

interés = =
G p, las matrices se denotan con letras en mayuscula y en negrilla, los sistemas de referencia

se asumen holénomos y se exigird que la conexién del espacio-tiempo I' sea Riemanniana

1 Excepto en la seccién 2.3.1 que sigue el convenio de Weinberg (+ — —) [4].

2 La clasificacién de Misner, Thorne y Wheeler ficilmente puede aplicarse a cualquier 2-forma de curva-
tura; en dicho caso, la definicién del signo [S2] dada en (56) seguiria siendo vélida pero (32) se modificaria a
F = [S3] dA+(...); esto no lo consideran muchos autores de fisica (e.g: Weinberg [4,5]) y genera inconsistencias
matematicas en la descripcién de la curvatura asociada a conexiones de diferentes haces fibrados [6] pero no
afecta a la fisica (porque siempre es posible afiadir una constante ¢ al Lagrangiano que garantice todos los

criterios adecuados para que la accién sea viable [5]).
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(métrica y libre de torsién), esto implica que los tensores de metricidad Qo = Vagu ¥
contorsion K, son cero y que los coeficientes de la conexion son los simbolos de Christoffel

Ko — Tk
FVP—FW.

Se exige que el espacio-tiempo sea descrito por una variedad infinitamente diferencia-
ble M con frontera 02 en el infinito, orientable (para poder aplicar el teorema de Stokes-
Cartan) y con campos que decaigan en el infinito (debido a que ésta es una condicién im-
puesta por construccion [7], la cual garantiza que la adicién de términos de la forma 9, J* no

repercuta en las ecuaciones de movimiento derivadas a partir del Lagrangiano de la teoria.)3.

3 Si el universo se asumiese finito, la condicién necesaria para anular las respectivas integrales de superficie
que repercuten en las ecuaciones de movimiento seria otra; en ese caso, algunos campos de la descomposicién

escalar-vector-tensor deberfan ser de soporte compacto y otros, obligatoriamente, no. [8].
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Simbolo Término Detalles

[S;] Signos de la clasificacién de Misner et al. [S1] = =g, Ecs.(57),(60)
a Factor de escala del universo de FLRW a = a(t)
M€ Componentes de un tensor/operador M
SM© Componentes de la variacién de M OMC = (OM)C #5(MC)
n Determinante de la métrica de Minkowski (-1)? < Signatura(p, ¢, 0)
g Determinante de la métrica de la variedad M g = a® <& FLRW |,_,, Ec.(15)
p Densidad de energia neta del universo P=Perit & FLRW |,_,, Ec.(19)
P Presién neta en el universo
Di Presion de la i-ésima componente de materia
P Variable auxiliar del sistema auténomo P=4 /m,, H?
€ u(n) Simbolo de permutacién (de Levi-Civita) Referencia [9]
et = | g| =12 er)
€u(n) Tensor de Levi-Civita
cum) = 191" €um)
€ Variable auxiliar, pardmetro de rodadura lenta Ec.(26)
x! Derivada de z respecto al nimero de e-folds NV = % = %d—f
T Derivada de x respecto al tiempo césmico ¢ T = %
55((5)) Delta generalizada permanente (simetrizador) Referencia [9]
(55((5)) Delta generalizada de Kronecker (antisimetrizador) Referencia [9]
q Pardmetro de acoplamiento de gauge Ec.(30)
a Conjunto de parametros libres de la teoria a={&a, kN0, x:}
A Galileon vectorial Ec.(27)
H Pardmetro de Hubble H=¢4
X, Y Coordenadas del espacio configuracional Ecs.(95)
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Resumen

Titulo: Inflacién y Energfa oscura en la teorfa SU(2) generalizada de Procal

Autor: Juan Camilo Garnica Aguirre?

Palabras Clave: Teoria generalizada de Proca, Inflacién, Energia oscura, Triada césmica, Cosmologia, Ga-

lileén.

Descripcién: En la dltima década, muchas teorias de gravedad modificada han sido propuestas, algunas como
la teoria SU(2) generalizada de Proca fueron motivadas en la fisica fundamental y pretenden dar respuesta
a un gran numero de preguntas que la relatividad general no ha sido capaz de solucionar. A pesar de que
la relatividad de Einstein ha sido el modelo canon de la gravedad por méas de un siglo, en la actualidad es
ampliamente entendido que dicha teorfa es un modelo efectivo (que probablemente corresponda al limite de
una teorfa més general, en principio desconocida hasta el momento) y es necesario buscar una generalizacién
satisfactoria de la misma para dar respuesta a inquietudes tan fundamentales como: el origen de la materia
oscura, la naturaleza de la constante cosmoldgica, la solucién al problema de jerarquia, las caracteristicas de
las teorias del todo, la topologia del universo, la naturaleza de sus conexiones, entre otros. Con lo anterior
en mente y teniendo en cuenta que la teorfa SU(2) generalizada de Proca es una de las teorfas de gravedad
modificada méas generales posibles con campos vectoriales, este trabajo presenta el estudio de ocho modelos
particulares pertenecientes a la teoria, sus implicaciones cosmolégicas y la construcciéon de un modelo viable
de inflacion y energia oscura que, en principio, carece de inestabilidades Laplacianas y de Ostrogradski,
fantasmas, entra en concordancia con las cotas observacionales sobre la rapidez de las ondas gravitacionales
en épocas recientes y respeta el principio de subluminalidad (implicando que tampoco hay violaciones al

principio de causalidad).

ITrabajo de grado.

2Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Yeinzon Rodriguez Garcia, ph.D.
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Abstract

Title: Dark energy and Inflation in the Generalized SU(2) Proca theory!

Author: Juan Camilo Garnica Aguirre?

Keywords: Generalized Proca theory, Inflation, Dark energy, Cosmic triad, Cosmology, Galileon.

Description: Throughout the last decade, many theories of modified gravity have been proposed, some of
them, such as the Generalized SU(2) Proca theory rely on the basis of fundamental physics and attempt to
give an answer to the vast ammount of questions that general relativity hasn’t been able to answer. Although
Eistein’s relativity has been the canon model of gravity for more than a century, it is widely understood
nowadays that it’s truly an effective model (probably corresponding to the limit of a yet unknown general
theory) and further research is necessary in order to achieve a satisfactory generalization of it and being
able to give answers to fundamental questions on topics like: the origin of the dark matter, the nature of the
cosmological constant, the solution to the hierarchy problem, the properties of any “theory of everything”, the
topology of the universe, the nature of its connections, among others. With the previous thing in mind, and
considering that the Generalized SU(2) Proca theory is one of the most general possible theories of modified
gravity with vector fields, this research shows the specifical details of eight particular models belonging to
this theory, its cosmological implications, and the final construction of a viable model equipped with inflation
and dark energy scenarios that, a priori, avoid all possible Laplacian and Ostrogradski instabilities, lack of
ghosts, are in agreement with the latest observational constraints on the speed of the gravitational waves
and ensure the subluminal porpagation of its tensor modes (implying that no violations to the principle of

causality happen at that level).

1Bachelor thesis.

2Faculty of sciences. Physics department. Supervisor: Yeinzon Rodriguez Garcia, ph.D.
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Introduccién
A lo largo de la historia ha habido siempre una inquietud persistente sobre los origenes
del universo y la forma en que nuestro entorno ha evolucionado para devenir en todo lo
que observamos hoy en dia. En 1915, gracias a los avances realizados por David Hilbert y
Albert Einstein de manera independiente, se sentaron las bases matematicas de la relatividad
general [10]; en 1924 y 1927 Alexander Friedmann [11] y Georges Lemaitre [12] publicaron
su famosa solucion exacta a las ecuaciones de campo de Einstein sin constante cosmolégica;
dicha solucién sucité en Friedmann la primera idea del Big Bang, la cual fue posteriormente
sustentada por las observaciones de Edwin Hubble [13] en 1929 y seis anos después fue
complementada por Howard Robertson y Arthur Walker al demostrar que la solucién de
Friedmann y Lemaitre incorporaba la tnica métrica posible en una variedad Lorentziana!

capaz de satisfacer el principio cosmologico de homogeneidad e isotropia a grandes escalas

[14-17].

Apoyandose en estos desarrollos filoséficos y matematicos, la comunidad cientifica
plante6 la teoria “del Big Bang” para explicar una gran cantidad de observaciones cos-
moldgicas disponibles para la época; pero debido a la formulaciéon de la teoria se presenta-
ban multiples inconvenientes dentro de los cuales los mas destacados recibieron el nombre
de “los tres problemas de la cosmologia estandar” (planitud, horizonte y reliquias no desea-
das) [4]. Motivado por los dos primeros problemas, Alan Guth propuso en 1981 un periodo
de expansién césmica acelerada que los solucionase antes de que iniciara el Big Bang [18]. El

paradigma inflacionario en la version propuesta por Alan Guth (denominada “inflacién anti-

! Entiéndase por “variedad Lorentziana” una variedad M con métrica de signatura (1, dim(M) —1).
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gua”) no fue ajeno a los inconvenientes y rapidamente fue reemplazado por un nuevo modelo
que surgié un ano después gracias a las contribuciones de Andrei Linde, Andreas Albrecht y
Paul Steinhardt [19,20]; posteriormente, este modelo - denominado “nueva inflacién” o “de
rodadura lenta” - se consagraria como la teoria de expansion césmica mas aceptada y seria
reconocida por su capacidad para resolver los tres problemas de la cosmologia estandar (no

solo los dos que Guth se habia planteado).

El modelo de “nueva inflacién” fue exitoso en la medida en que complementé perfec-
tamente al Big Bang y predijo con gran precision la estadistica de las estructuras a gran
escala del universo y las pequenas fluctuaciones de temperatura en el fondo césmico de mi-
croondas [4,21]; no obstante, algunas anomalias observadas en los datos proporcionados por
WMAP (2003) y PLANCK (2013) mostraron que no todas las predicciones coincidian con

los resultados observacionales [22].

La inconsistencia de estas predicciones motivé el analisis detallado de los datos obteni-
dos por ambos telescopios en busqueda de posibles sesgos estadisticos y errores sistematicos
en su estudio; al mismo tiempo, la necesidad de encontrar teorias accesibles a nuestras es-
calas de energia dio origen a una nueva preocupacién generalizada por investigar teorias de

inflacién alternativas, principalmente modificadas a través de campos escalares.?

Siguiendo las necesidades de la época, Dvali, Gabadadze y Porrati [23] propusieron en
el ano 2000 un modelo de gravedad modificada particularmente interesante ya que éste no re-

queria la presencia de una constante cosmolégica para generar expansion acelerada (evitando

2 El andlisis de estas anomalias estadisticas sigue siendo objeto de interés hoy en dia. En 2014, Rassat et

al. plantearon que la mayoria de ellas podrian haber sido producto de filtros estadisticos no considerados [22].
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sus problemas®), ofrecia una posible solucién al problema de jerarquia? (argumentando que
la gravedad se distribufa en cuatro dimensiones espaciales en vez de tres) y, ademads, estaba
basado en una accién sencilla compuesta por un Lagrangiano de materia y dos términos de
Einstein-Hilbert: uno en 5D y otro en 4D que dominaba al primero dentro de un “radio de
Vainshtein” que servia como mecanismo de apantallamiento para recobrar la gravedad de

Einstein a escalas del sistema solar.

En el limite de desacople de esta teoria, se observd que un campo escalar “de Stuec-
kelberg” (introducido para anadir simetrias a la teorfa sin modificar sus grados de libertad)
presentaba una invarianza curiosa ante un tipo de transformaciones similares a las de Gali-
leo [26]; dicha invarianza implicaba que las ecuaciones de movimiento del campo debian ser
estrictamente de segundo orden y, por tanto, la dindmica del campo de Stueckelberg estaria

exenta de la inestabilidad de Ostrogradski®.

El hallazgo de un campo escalar con las propiedades previamente expuestas motivé a
autores como Deffayet [27] a encontrar el Lagrangiano més general posible para un campo
escalar real con ecuaciones de movimiento de orden menor o igual a dos en espacio-tiempo
plano; esta teoria se denomind “teoria de Galileones generalizados” y ese mismo ano se
publicé la extensién de sus resultados a espacio-tiempo curvo [28]. En 2011 Kobayashi,

Yamaguchi y Yokoyama [29] verificaron que los resultados de Deffayet et al. en espacio-

3 El problema de la constante cosmolégica consiste en un desfase de 60 a 120 ordenes de magnitud entre
los resultados observacionales y el valor predicho al considerar las respectivas correcciones cudnticas [24].
4 El problema de jerarquia consiste en la carencia de una explicacién fisicamente satisfactoria al hecho de

que la gravedad sea 1034

veces menos intensa que la interaccién nuclear débil [25].
5 En el caso més simple, la inestabilidad se produce siempre que las ecuaciones de movimiento de la teorfa

sean de orden superior a dos e implica que el Hamiltoniano no estara acotado por debajo.
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tiempo curvo eran equivalentes a los Lagrangianos investigados por Horndeski en 1974 [30];
con esto, la teoria de Galileones generalizados marcé un precedente y su descubrimiento
a través de dos vias diferentes (Horndeski y Deffayet) reavivé el interés de la comunidad
cientifica en este tipo de modelos. Las ventajas eran evidentes: la teoria de Galileones era
la més general posible, carecia de la inestabilidad de Ostrogradski, y servia para modelar
universos en expansién sin necesidad de una constante cosmoldgica [29, 31, 32] solamente
introduciendo un campo escalar similar al que ya se habia propuesto en el modelo de “nueva

inflacién”.

En el periodo comprendido entre 2009 y 2016, la teoria evolucioné en multiples direc-
ciones, abarcando ramas cada vez méas ambiciosas; los modelos mas destacados incluyeron de-
rivadas espaciales de ordenes superiores [33], Lagrangianos degenerados con ligaduras [34,35],
multi-Galileones [36-39], campos vectoriales Abelianos [40-42], p-formas [43], “teorias més

alld de Horndeski” [44] y sus correspondientes generalizaciones a casos no Abelianos [7].

En 2014, Deffayet conjeturé que la teoria més general de Galileones vectoriales inva-
riante ante el grupo de transformaciones U(1), debia constar inicamente del término cinético
de Maxwell en espacio-tiempo plano® [45] (prohibiendo entonces cualquier generalizacién del
electromagnetismo); por esta razén, Heisenberg propuso relajar el requisito de invarianza de
gauge en su propia teoria generalizada de Galileones vectoriales y empleé el método de Def-
fayet para generalizar por primera vez el Lagrangiano de Proca [40]. A principios de 2016,
Allys, Peter y Rodriguez [7,46] demostraron que el método de Deffayet no era suficiente para
construir la accién mas general posible para un campo vectorial Abeliano y ese mismo ano

propusieron un enfoque alternativo para construir completamente el Lagrangiano generali-

6 “Término cinético de Maxwell” hace referencia al término Lyy = —iF wE* con F,, =0,A,—0,A,.
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zado de Proca, invariante ante transformaciones globales de tipo SU(2). Hasta la fecha es
poco lo que se sabe sobre las implicaciones cosmoldgicas de esta teoria, no obstante, recien-
tes indicios sugieren que el sector £, de la misma seria mucho més robusto que el de sus
rivales escalares y a raiz de ello se ha generado una gran expectativa en torno al estudio del
funcionamiento detallado de sus partes y de como sus interacciones eventualmente podrian

otorgarle un mayor poder predictivo a la teoria.

En virtud a lo mencionado anteriormente, el presente trabajo responde a la necesidad
de presentar un andlisis detallado de la teorfa SU(2) generalizada de Proca y esta dividido en
tres pedazos facilmente reconocibles: el primero se dedica a la discusion de los fundamentos
tedricos (Seccion 1), el segundo aborda el andlisis de diferentes Lagrangianos de interés
(Seccién 2) y en el tercero se presenta una serie de apéndices con informacién relevante para
el proyecto, de donde se destaca: (i) la deduccién paso a paso de varias férmulas de célculos
variacional aplicables a cualquier teorfa y convenio de signos (Apéndices A-B), (ii) una
reparametrizacion especial de las ecuaciones de Euler-Lagrange que permite reescribirlas en
forma totalmente covariante y facilita los calculos independientemente de la teoria trabajada
(Apéndice D.2.3), y (iii) los calculos detallados y cédigos computacionales empleados en la

seccién 3 (Apéndice E-F).
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1. Fundamentos Tedricos
Antes de proceder al andlisis, resulta conveniente abordar los siguientes conceptos:

1.1. Inestabilidad de Ostrogradski

Se denomina “Inestabilidad de Ostrogradski” a la evolucion ineludible que presentan ciertos
sistemas Hamiltonianos hacia niveles de energia no finitos; su origen como concepto se debe
gracias a los estudios de Ostrogradski en 1850 [47] bajo el marco de la teoria cldsica de

campos con Lagrangianos locales” no degenerados®.

Con propésitos ilustrativos, se ejemplificaran los principales aspectos de esta inestabi-
lidad a través de un Lagrangiano simplificado; a pesar de ello, los resultados aqui expuestos
seran facilmente generalizables y resultaran siendo fundamentales para la creacién de cual-

quier teorfa clésica (o cudntica) de campos fisicamente viable en cualquier espacio-tiempo.

Considérese un Lagrangiano L [¢] (1) = L( ¢p= ¢, d—¢ =¢pM), ..., ™) con dependen-
cias de orden superior a uno en derivadas temporales del campo; su ecuaciéon de Euler-

Lagrange es:

" d)’“ OL
— =) = =o0. (1)
P < dt ) 0¢k)

2| Al cumplirse el criterio de no degeneracién 2= f (™) 0 se puede reescribir (1)

a¢(n)

"i.e.: Lagrangianos que solo dependen del campo y sus derivadas evaluadas en un mismo punto.

8i.e.: Lagrangianos que dependen del campo y sus primeras n derivadas de tal forma que su variacién

respecto a la n-ésima derivada del campo es funcién de dicha derivada. (% = f(¢p™) # 0) .
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como

o) = F(¢, oW, -+, D) = 6(t) = G(t, ¢o, &, -+, o) (2)

de manera general, ésta es una ecuacion diferencial de orden 2n y, por ende, se requie-
ren 2n variables candnicas independientes para satisfacer los grados de libertad del espacio
de fase sin necesidad de ligaduras. La propuesta de Ostrogradski para evitar estas ligaduras

consiste en definir las variables candnicas del sistema @); , P; de la siguiente forma:

. n d k—i oL ‘ L
Q,=¢"Y | p (— %> 960 con i= 1,n. (3)
k=i

Aplicando una transformacion de Legendre al Lagrangiano se deduce que con n > 2
el Hamiltoniano es lineal en n — 1 momentos conjugados P; que, al no estar restringidos a un
rango de valores especifico, llevarian al Hamiltoniano a niveles de energia no finitos generando

comportamientos no fisicos y la inexistencia del estado base a nivel cudntico [48,49].

Para prevenir esta inestabilidad con Lagrangianos locales no degenerados, la deducciéon
sugiere que es necesario (pero no suficiente) garantizar que las ecuaciones de movimiento (2)
sean a lo sumo de orden dos?; esto se consigue trivialmente al imponer n = 1 como requisito
o, de forma mas general, garantizando que los términos de orden superior a dos se cancelen
mutuamente en la sumatoria (1). Alternativas més elaboradas hacen uso de Lagrangianos
degenerados, ligaduras, multiples campos escalares y generalizaciones a la teoria de Horndeski

[34-39,44] pero no serdn consideradas a lo largo de este trabajo.

9 Por esta razén se cree que la mayorfa de ecuaciones en fisica adopta la forma & = f(z, %) en virtud de

la ecuacién (2) y los Lagrangianos considerados siempre suelen ser de la forma L|q](t) = L(q, g, t).
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1.2. Construccién de Galileones escalares

Habiendo sentado las bases tedricas sobre la inestabilidad de Ostrogradski es inmediata la
introduccion a la teoria de Galileones escalares; ésta se fundamenta en un Lagrangiano local
que depende de segundas derivadas pero atin asi presenta una dinamica saludable gracias a

que los términos de orden superior a dos se cancelan mutuamente en la ecuacién (1).

Con el fin de evitar la inestabilidad de Ostrogradski, la teoria se construyo de tal

forma que garantizara los siguientes dos principios sobre un espacio-tiempo plano:

1. El Lagrangiano debe contener, como maximo, segundas derivadas del campo.

2. Las ecuaciones de FEuler-Lagrange deben ser a lo sumo de orden dos.

Como consecuencia de ambas propiedades, los Lagrangianos debian ser polinomios en
segundas derivadas del campo tal y como lo demostré Sivanesan'® en la referencia [50]. Dicho

esto, existen dos tipos de Galileones escalares que garantizan estas propiedades:

» Puros: Su Lagrangiano es invariante ante la transformaciéon 6¢ = b+ c,z* (con by
¢, siendo un escalar y un cuadrivector constantes) y sus ecuaciones de evolucién son

de orden estrictamente igual a dos en espacio-tiempo plano.

» Generalizados: Su Lagrangiano no es invariante ante dicha ley y sus ecuaciones de

evolucion son menos restrictivas, de orden menor o igual a dos en espacio-tiempo plano.

En cualquiera de los casos hace falta generalizar la teoria a espacio-tiempo curvo

para poder estudiar sus implicaciones cosmoldgicas; para ello se debe realizar un proceso

10 Esta demostracion es valida incluso para teorfas con un nimero arbitrario N de Galileones escalares.
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de “covariantizacién” que puede ser “minimo” si solo se reemplazan derivadas parciales por
derivadas covariantes (resultando en un sistema de ecuaciones de orden superior a dos) o “no
minimo ” si ademas de reemplazar las derivadas parciales se anaden contratérminos especificos

para eliminar todos los aportes de orden superior a dos en las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Teniendo en cuenta que la covariantizacién minima aumenta el orden de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, el consenso general es que los Lagrangianos obtenidos por este método
padeceran de la inestabilidad de Ostrogradski'!, y por ende, es sensato optar por aplicar un
proceso de covariantizaciéon no minima a la teoria menos restrictiva de Galileones escalares

(generalizados) cuya accién en espacio-tiempo plano 4D viene dada por [27,29]:

5
SI/Z £8 aty, (4)
N=2

con

L = fo(r, X), (5)
ﬁgf = f3(m, X)Om, (6)
L7 = fu(m, X) [(On)? — (8,0,m) (0" )], (7)

ng‘f = f5(m, X) [(Or)® = 3(0On)(8,0,7)(0"0" ) + 2 (8,0,7)(8”0°)(9,0"7) |,  (8)

en donde Or = 9,07, y fa3.45 son funciones arbitrarias de 7 y X = —% T O

Al covariantizar no minimamente (4), se encuentra su versién en espacio-tiempo curvo:

11 Algunos estudios pertinentes sobre el nimero de grados de libertad y tipo de covariantizacién son: [44,51];
en ambos no se descarta que la covariantizacién minima pueda estar exenta de inestabilidades de Ostrogradski
pero la posicién mas aceptada actualmente es que este método se debe evadir porque produce ecuaciones de

evolucién potencialmente inestables de orden mayor a dos.
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5
5= [ |3 et e | vt ©
N=2

con
L5 = Gy(m, X)), (10)
ngrl = G3(m, X)Or, (11)
LE = Gy(m, X) R+ Gux [(Or)? = (V. Vum)(VFVIT) ] (12)

LY = G5(m, X) Gu(V*V"T)

LG (00! 3O,V (VIVR) 4 2(V, 0 (T )V, )] (13)

en donde X = — % (V) (V¥r), Or = V, V¥, g, Ry G, representan el determinante
de g,,, escalar de Ricci y componentes del tensor de Einstein; (2345 denotan funciones
arbitrarias de 7 y X y los primeros términos en £ y £% son contratérminos necesarios

en el proceso de covariantizacion.

1.3. Inflacién y energia oscura con campos vectoriales

Siendo necesario que las predicciones de toda teoria estén sujetas a constantes correcciones
y margenes de incertidumbre impuestos por la observacién, es relevante mencionar que los
modelos de energia oscura con campos escalares han sufrido importantes restricciones [52-56]
debido a la reciente deteccién de la onda gravitacional GW170817 y su respectiva contraparte
electromagnética. GRB170817A por parte de la colaboracién LIGO - VIRGO en Agosto
de 2017 [57-59]. La necesidad de buscar teorias alternativas a las escalares es ahora casi
imperativa y, entre ellas, el caso vectorial se presenta como una posibilidad notablemente
atractiva, no solo porque podria solucionar los inconvenientes no resueltos por las teorias

escalares sino porque, al involucrar direcciones privilegiadas, también podria dar explicacion
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a algunas de las anisotropias mas desconcertantes en la radiaciéon coésmica de fondo; con
esto en mente, es conveniente revisar a continuacién una serie de conceptos esenciales para

entender estas teorias.

1.3.1. Fundamentos de cosmologia. Gracias a las mediciones realizadas
por PLANCK (2018) [60] de las fluctuaciones de temperatura en el fondo césmico de mi-
croondas, hoy en dia es bien sabido que el universo observable es altamente homogéneo e
isétropo a grandes escalas (distancias del orden de 100 Mpc). Extendiendo esas propiedades
a cualquier punto del espacio se sientan las bases del denominado “principio cosmolégico”
el cual afirma que no existen observadores predilectos a grandes escalas por cuanto el uni-
verso es homogéneo e isétropo con respecto a todos los puntos. Rigiendo el comportamiento
de la materia y la dinamica del espaciotiempo se encuentran las ecuaciones de campo de

Einstein [4,61] que en el convenio de signos de Weinberg, son:

—m2G = T con m = 1/8rG; (14)

resolverlas implica encontrar una métrica g,,, y una fuente de materia'? con tensor de
energia-momento T, que satisfagan la igualdad (14). El elemento de linea més general que
satisface dicha igualdad en conjunto con el requisito de homogeneidad e isotropia espacial
en todos los puntos es el elemento de linea de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker [4]:
— —\ 2
)

a7t 4 i AT

2 g2 2
ds® = —dt* + a*(t) 1—K52]

(15)

12 Aqui “materia fria” hace referencia a todo aquello que se mueva con velocidad promedio mucho menor

que uno, en oposicion a “materia caliente” o “radiaciéon” cuya velocidad promedio es del orden de uno.
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en donde K representa la curvatura espacial del universo y a > 0 es el factor de escala
que da cuenta de la expansion; adicionalmente, la solucién debe ir acompanada por una
fuente de materia tipo “fluido perfecto” [61,62] cuyo tensor de energfa-momento 7}, esta

dado por:

Tul/ = pg[u/ + (/0 +p> uMuV (16)

en donde u* representa las componentes de la cuadrivelocidad de un observador fun-
damental y la presion p = puac + mf, A y densidad de energia p = ppas — mg A en general
presentan aportes de materia y energia oscura (tradicionalmente modelada mediante una

constante cosmologica A).

Introduciendo (15) y (16) en (14) se obtienen las ecuaciones de Einstein-Friedmann

que, luego de definir el pardmetro de Hubble H = a/a , adoptan la siguiente forma:

i

2
_ ¢ _ 1
Gmy, —=p+3p, (17)
2K 7
6m; {—2+2H2+2} =3p—3p, (18)
a a

La suma de ambas ecuaciones da origen a una ecuacién mas facil de manipular:

p K
H*= "~ — — 19

la cual muestra que el universo serfa plano si p es igual a 3H? mf, y, por ende, dicho
valor define una densidad de energfa critica pais = 3H*m? , y ésta, es tal que Sgn(p—peic) =

Sgn(K). Por otra parte, al derivar (19) y emplear (17) se obtiene la ecuacién de continuidad:
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p+3H(p+p) =0 | (20)

En adicién, la condicién de homogeneidad implica p = p(t), p = p(t) y a = a(t); y al

dividir (20) entre H se obtiene una ecuacién diferencial adicional para resolver p(a)'3:

dp
%a%—?)(p—irp)—(). (21)

Las ecuaciones (20) y (21) son intercambiables de modo que la tnica ganancia que
se obtiene al deducir esta ecuacién consiste en ver que (19) y (21) nos permiten describir
completamente el sistema si se conocen (p, p y a). Por lo anterior, se suele introducir una

ecuacion de estado:

p=wp (22)

cuya correcta interpretacion implica entender a p y p como propiedades globales del
fluido (promedio en vez de locales)!* y que, en el caso de conglomerados de particulas débil-
mente interactuantes, es decir fluidos perfectos, la relacién puede reescribirse como p = pv?/3
segin argumentos de mecénica estadistica que implicarfan w — 1/3~ para fluidos de radia-

cion y w — 0 para fluidos de materia fria.

13 Esto se cumple siempre que a(t) sea invertible, solo en ese caso dt/da = (da/dt)~! implica p/a = dp/da.
14 Esto se debe a que las fluctuaciones en los valores de p y p respecto a su valor promedio son despreciables

cuando la escala de interés es del tamano del universo.
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1.3.2. Inflacion y los problemas de la cosmologia estandar. Como ya
se ha mencionado, uno de los principales problemas resueltos por inflacion es el denominado
“problema de horizonte”, éste radica en que la cosmologia estandar predice la existencia
de aproximadamente 10° zonas que deberian haber estado causalmente desconectadas en la
época de recalentamiento y hoy en dia se observan en cuasi-equilibrio térmico al estudiar la
radiacién césmica de fondo [4]. Segun la teorfa, independientemente del contenido material
del universo, el tamano de cualquier regién causalmente conectada hoy en dia con un evento
del Big Bang debe ser del orden de un “radio de Hubble” (d = 1/H); habiendo dicho esto,
inflacién solucioné el problema exigiendo la existencia de un periodo previo al Big Bang
en el que el radio comévil de Hubble (d/a) disminuyera con el tiempo logrando que las
zonas causalmente desconectadas en el pasado (segin la cosmologia estdandar) en realidad si
pudiesen interactuar hasta alcanzar el cuasi-equilibrio térmico observado [63]; en lenguaje

matematico, esto se traduce en la siguiente condicion:

d(aH)™ (
A -G <0 e [Ex0], )

2
lo anterior implica que el periodo inflacionario debe ser acelerado y por ende debe darse
p+3p < 0 en virtud a la ecuacién (17), o bien, w < —1/3; esta condicién es satisfecha, entre

otros casos, por el universo de de-Sitter (compuesto por energia oscura) cuyas principales

caracteristicas son tener w= —1, H constante y expansién acelerada exponencial.

Las ecuaciones (19), (20) y (22) conforman un conjunto de ecuaciones suficiente
para estudiar las distribuciones de materia a lo largo de la historia. Definiendo un “parametro

de densidad” adimensional Q = Qp; + Qr + Qp = p/perit , €s posible reescribir (19) como:
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K

1-Q= 5
(afl)

Con base en los resultados de PLANCK (2018) [60], se sabe que hoy en dia |Qx| <
0,0007 y ©2 & 1; no obstante, segun las ecuaciones (19), (20), (22) y las condiciones necesarias
para garantizar las épocas de recalentamiento, nucleosintesis y bariogénesis, la cosmologia
estdndar predecia un valor para el pardmetro de densidad del orden de € ~107% en la época
de Planck (aprox. catorce mil millones de anos atras) [19]; esto constituy6 un grave problema
de ajuste fino que se denominé “problema de planitud”. El modelo inflacionario solucioné
dicho inconveniente argumentando un periodo de crecimiento acelerado previo al Big Bang
con una duracién minima de 60 a 70 e-folds'® en el que el factor de escala evolucionarfa como

2H

a(t) ~ et garantizando que Qi ~ e 2! se aproxime naturalmente a cero (y 2 — 1) como

consecuencia del mecanismo inflacionario, y asi no constituya un problema de ajuste fino.

Definiendo el pardmetro (e = — H/H?) para dar cuenta del cambio fraccional esti-

mado de H en un tiempo de Hubble At = H~! se encuentra que la condicién (23) implica:

H) ! -1 e <1
d(aH) = <0 & . (25)

dt a i >0

1.3.3. Inflacién de tipo rodadura lenta. Si bien es cierto que existen di-
ferentes mecanismos para garantizar que el periodo inflacionario dure el tiempo necesario
para resolver los problemas clasicos de la cosmologia estandar, quizéa el més usado es el para-

digma inflacionario de tipo rodadura lenta [61,63]; éste es un mecanismo bastante estandar

15 Estos son calculados como In (af/a; ) en donde los subindices i y f denotan el inicio y final de inflacién.
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dentro de la literatura cientifica, sustentado en mediciones del indice espectral escalar de la

radiacién cosmica de fondo, y consiste en exigir lo siguiente:

H <1 5 H <1 (26)
€= — — = — — .
2 Y 2 HH

Notese que dado el valor del indice espectral escalar ny =0,965 4 0,004 reportado por
PLANCK (2018) [60] y la relacién ns —1=20 — 4e, valida para teorias clédsicas de inflacién
con un solo campo escalar [64], al exigir e < 1y § < 1 se procura replicar el comportamiento

del inflatén tradicional y asi mismo mantener la concordancia con los datos observacionales.

1.3.4. Triada césmica. Siempre que se desee trabajar en el espacio-tiempo
de Friedmann-Robertson-Walker con campos de materia vectoriales, estos deben ser tales que
se satisfaga la homogeneidad e isotropia del espacio con un tensor de energia-momento de la
forma (16); para este fin, es conveniente implementar configuraciones de campos vectoriales
como las que se enumeran en la referencia [65]; o bien, como se hard en este trabajo, centrarse
en la configuracion de triada césmica, la cual consta de tres campos vectoriales ortogonales

de igual normal®:

AL (&%) = f(t) oy ; (27)

definidos de tal forma que cada campo vectorial depende exclusivamente del tiempo
y estd alineado con un vector base del sector espacial del espacio tangente 7, M; como
resultado, la configuracion serd isoétropa y el origen de los tres campos vectoriales podra ser
facilmente motivado por la introduccién de una simetria interna de tipo SU(2) en la teoria

[dim SU(2) =3].

16 La igualdad de normas se encarga de generar contribuciones netamente isétropas al tensor T}, [66-68].
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Con una pequena modificaciéon, se puede generalizar esta configuracion para adaptarla

I'7; en tal caso, A%= f(,)(t)0f garantizard las simetrias del

al universo de Bianchi tipo
espacio-tiempo: mas atin, se puede asegurar que v, (t) sea un escalar (ante diferomorfismos
y transformaciones de SU(2)) con la eleccion fi,(t) = \/LT; a@a)(t) ¥(o)(t), en donde Ty es el
indice de Dynkin asociado a la métrica de Cartan-Killing de SU(2) en una representacién
dada (ver seccion 1.4.1) ¥ a(q)(t) ¥ %(a)(t) son los factores de expansion y magnitudes de los

campos vectoriales en cada direccion espacial [69, 70].

1.4. Generalizacion del Lagrangiano de Proca
Teniendo en cuenta las ideas discutidas en las secciones 1.1 y 1.2 en lo relativo a la inestabi-
lidad de Ostrogradski y el proceso de covariantizacion para el caso de Galileones escalares,

la teoria generalizada de Proca se construye con base en las siguientes consideraciones:

1. Si bien los campos fermionicos suelen ser complejos, la teoria de representacion para los
L “
grupos de Lie dicta que las componentes A}, de los campos de gauge A, sean reales por

cuanto Af, =0, 0* donde §* € R es el monto de una transformacién tipo SU(n). [71].

2. Debido al teorema de descomposicion de Helmholtz-Hodge, toda 1-forma A puede ser

8

expresada en términos de 1-formas mas elementales, en este caso'®, una sin rotacional

(dr) que lleva informacién de la divergencia y otra sin divergencia (A) que lleva
informacién del rotacional. En componentes, A, = Aﬁaﬂ , implicando que, a nivel del
Lagrangiano, 7 serd una variable dindmica (tendrd momento conjugado no nulo) y, por

ende, se exige que 7 sea un Galiledn escalar para evitar la inestabilidad de Ostrogradski

en dicho grado de libertad. El razonamiento aqui expuesto es complementado por la

17 Existen configuraciones més generales [65] pero este trabajo se limitard a aquellas con AZ = 0.

18 La descomposicién solo involucra dos términos cuando el espacio-tiempo se asume infinito [72].
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referencia [39]; alli se establece que es deseable la exigencia de que el Lagrangiano
de una teoria saludable siempre se reduzca al Lagrangiano de un Galileén escalar
luego de tomar el limite de desacople de los modos transversal y longitudinal (cuando
A, =0,m). Como consecuencia de esa consideracién, se limita a uno el orden méximo

de las derivadas covariantes de A en el Lagrangiano.

3. Se decide generalizar el Lagrangiano de Proca'® Lproea = — 3 Fii FI + 5m> A% A% de-
bido a que este Lagrangiano mantiene una estrecha relaciéon con la fisica de particulas
involucrando campos vectoriales (posibles alternativas a los mecanismos tradicionales
de generacién de inflacién y energia oscura); hoy en dia es bien sabido que este tipo de
Lagrangianos, al dotarlos de una simetria local de tipo SU(n), resultan ser fundamen-
tales para la descripcion de interacciones nucleares débiles, fuertes y electromagnéticas
pero que debido a la participaciéon de campos vectoriales (y a la teoria de representa-
cién en dimensién finita del grupo de Lorentz), estos modelos solo pueden propagar
tres grados de libertad. Con el fin de ser consecuente con esta ligadura, se exige que la

teoria generalizada de Proca también propague solo tres grados de libertad lo cual se

consigue garantizando que en espacio-tiempo plano se cumpla:

_ 0%
o D(DpAra) D (D, A™)

Hyab =0, (28)

p= =0

condicién que es abordada con mayor detalle en las referencias [39,40,73, 74].

19 Fl signo menos depende de la signatura y se incluye para que el término cinético %AZAg sea positivo.
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1.4.1. Teoria basica de grupos de Lie. Al igual que en relatividad general
existe una libertad de calibre para elegir el sistema de referencia (asociado a las transfor-
maciones generales de coordenadas), en las teorfas con simetrias de tipo SU(n) existe una
libertad de calibre asociada a la invarianza del Lagrangiano ante la accién de un elemento
del grupo sobre los campos fermionicos; esta libertad exige que las magnitudes de la teoria
deban ser covariantes en el espacio de gauge para garantizar que la fisica de las ecuaciones no
dependa del calibre empleado; para asegurar esto, se define una nueva derivada covariante
de gauge D en términos de una conexién A que parametriza el cambio en los vectores base
de dicho espacio al realizar una transformacion infinitesimal de tipo SU(n) que depende de
un monto real infinitesimal §6% , un pardmetro de acople q y los n?> —1 generadores T}, del
grupo de la siguiente forma [5,71]:

t 9U

— ; T —
U(660%) =1 +iqd0" T), + O(60%) con T, =T, = T (29)

De aqui que el cambio en un vector base del espacio de gauge u® se parametrice como

Uy = U(00F) u, = (1 +iq60* Tk) Uy = Uqg + 19 00F Ty uy |

Sy = Uy — Uy = 1q 00% Ty ug EiqAﬁ5x“Tkua,

D,u, = iqA,u, D,u*=—iqA,u® |, (30)

en donde se us6 la regla de la cadena 6% = 9,6% dat = Al’j ozt y se definié A, = Al'j T}
Una vez obtenido este resultado, la forma mas natural de definir la derivada covariante de

gauge para un campo ¥ (expandido en dicho espacio como W, u®, [6] pags. 208 y 224) sera
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(Du¥)a=(0p —iqgA)Ya |, (31)

en el mismo espiritu se define un “tensor de esfuerzos de gauge” o “2-forma de curvatu-
ra asociada a A”como F'’= DA =dA—iq ANA [6,75], y sus componentes espacio-temporales

E, = D[MAV} se relacionan con las componentes de gauge Fj;, mediante F),, = Fg T, ; asi:

F.=0,A,-0A,—iqlA,, A],

F¢ = 0,AS — 9,AC + q fu° A2 A

(32)

en donde se ha tenido en cuenta la regla de conmutacion [T, , Ty ] = ¢ f4° T que define
al algebra de Lie en términos de sus constantes de estructura f,,° que, en la representacién
adjunta de SU(2), estdn dadas por el simbolo de Levi-Civita ( f,° = €4°) v se asocian a una

métrica de grupo (de Cartan-Killing) go = Tr{T,, Ty} =Tr dap con Tg=2. cf.ref. [76] 20 2!

Finalmente, para que la nueva derivada D transforme de manera adecuada (covariante
con el campo fermidnico) se exige una regla de transformacién especifica para A, para

garantizar que la transformaciéon ¥ — ¥'=UVY implique (D, V) + (D, ¥)=U(D,¥):

20 Al definir la representacién y normalizacién de los generadores del grupo, Weinberg sefiala que la forma
de { Lym, Ta s fab®, gab } queda completamente determinada. Para evitar inconsistencias mateméticas en la
teoria es recomendable prestar especial atencién al desarrollo matemadtico de la referencia [5].

21 Usualmente se parametriza q = [S;] g para tener g > 0 (previo a renormalizacién) igual a la carga del
electrén cuando la simetria es de tipo U(1); en casos més generales (gravedad modificada) no existe una

parametrizacién genérica ¢ = ¢ (g) que garantice g > 0; todas son vélidas a priori, (g € R) y (/g € RViR).
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Ay =UA, U - é 0, U) U, (33)

Si la transformacién es global se da que 6 # 6(2*), 9,U = 0, D, = 0,, y A =0
pero siempre es posible relajar la(s dos) tltima(s) condicién(es) y seguir teniendo una teoria
invariante de gauge (esto contradice la definicién AZ = 0,0% pero permite investigar el
comportamiento aproximado que tendria la teorfa si las simetrias fueran locales); dicho esto,

(35) satisface

A, — Ay =TUA, U | (34)

1.4.2. Lagrangiano de la teoria SU(2) generalizada de Proca. Segin el
tipo de simetria que se decida trabajar, la teoria generalizada de Proca puede ser Abeliana (si
far® = 0) [41,42,46] 0 no Abeliana [7] pero la teoria de interés en este documento se caracteriza
por tener una simetria global de tipo SU(2), ser invariante ante la transformacién (34),
haber sido construida a partir de magnitudes tensoriales con un méximo de seis indices

contraidos, y estar descrita por el siguiente Lagrangiano en espacio-tiempo curvo 4D [7,77]:

4
1 a v 1 a Gal Gal 4
= B EL o m® ALAY + Z LS + mzl LN oa | V=gd'z,  (35)

-

sujeto a las siguientes definiciones:



EXPANSION EN LA TEORIA SU(2) GENERALIZADA DE PROCA 38

‘C Siiv,l,A = 1Curv Guu Are AZ ) (36)
LEvon = f3™ Lupo P FY (37)
L gﬁiv,?),A = 3Curv €abc Lm/pa Free Apb A‘¢ 5 (38)
L giivA,A = 4Curv Luupo AR AZ Apb Ag s (39)

en donde f5%Y, denotan constantes escalares arbitrarias y Ly, = TP PTIE R e

es el doble dual de Hodge del tensor de Riemann asociado a [g,,]. Los diferentes £§? son:

LS = fo(Al Fo FL) . L9 = aLll+rLI+ ALY (40)

L5 es idénticamente cero y la versién covariante de los Lagrangianos £5% y £ se

desconoce (debido a la complejidad de la teorfa al aumentar el valor de N [7,46]). Adicio-

nalmente:
L) = i (Ab . Ab) [SL‘"‘ Sya—SE Sy, + (A - A") R] (41)
+ % (A, - Ay) [SheSYY — Suageb 42 (A A R]
L2 = %1 (A, - Ay) [SheS2Y — Shagub 4 (A% AY) R] (42)
b0 (AP ) (S0 Supn = St S — ALAT By
— (VP Aua) (Vo Au) + (VP Aya) (VoAuw) |
L} =Gh, AL A, S°. (43)

en donde wa = V(HAZ_) es la versién simétrica de wa = V[MAZ] (simbolizando la

version Abeliana del tensor F), = G, + qf,,“A%Al ) cuyo dual de Hodge se denota G Lo
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Este tipo de teorias, segin lo indican autores como Heisenberg, Tsujikawa y de Rham
[78-80] presentan un beneficio tedrico importante, y es que las modificaciones a la relatividad
de Einstein solo ocurren representativamente a partir de una distancia denominada “Radio

122 surge gracias a los términos

de Vainshtein”; este mecanismo de apantallamiento natura
de autointeraccién que hacen parte del Lagrangiano y garantiza que, al menos al interior de
dicho radio, la teoria de gravedad predominante sea la relatividad de Einstein, permitiendo

asf que el £§% pueda concordar con las observaciones realizadas a escalas del sistema solar.

Observacion:

Notese que la teoria, al asumir una simetria global, no requiere de campos vectoriales
para definir una derivada covariante de gauge; no obstante, la teoria SU(2) generalizada de
Proca hace uso de la discusion expuesta antes de la ecuacién (34) para estudiar el compor-

tamiento aproximado de la que seria una futura teoria local de la misma.

1.5. Discusion: grados de libertad dinamicos de la teoria

Dado que la teoria SU(2) generalizada de Proca esta construida sobre una variedad
dotada de un grupo de simetrias globales de tipo SU(2), con métrica de grupo ¢, = 0,, ¥

métrica espacio-temporal g,,; la presencia de dos métricas g, g, (y sus conexiones .,

A, )23, exige que se establezcan las consideraciones que se han de asumir para estudiar la

dindmica de los campos al aplicar el principio de accién estacionaria con extremos fijos.

22 Usualmente denominado: “Mecanismo de Vainshtein” o “k-mouflage” en la literatura cientifica.

b =

23 .7 a .
Formalmente, la conexién de gauge no es Af , sino (Tgy(2) ).,

iqAH(SZ por comparacién de (30) con
D,u, = (Tsuc2) )Z;m up; sin embargo, de forma laxa, en este trabajo se le llamard “conexién”. De aqui se

puede verificar que F},, = D[MAV] = a[HAV] - iqA[MAV] y (32) concuerdan con [6,75,81].
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1.5.1. Dinamica de la métrica espacio-temporal. Segin la idea clave de la
relatividad general: la dindmica de la métrica define como evolucionan los campos de materia
y estos, a su vez, actualizan la dindmica de la misma; por ende, la métrica espacio-temporal

debe ser considerada como un grado de libertad de la teoria.

1.5.2. Dinamica de la métrica de gauge. Es cierto que tener una métrica
de gauge dindmica puede dar origen a fenémenos fisicos muy interesantes [82], no obstante,
por simplicidad, se asumira que la métrica de gauge es estacionaria (dg,, = 0); ésta suposicién
es bastante estandar dentro del marco de las teorias de gravedad modificada propuestas en
las dltimas décadas y tiene por consecuencia que la métrica de gauge carecera de ecuaciones

de Euler-Lagrange.

1.5.3. Dinamica de la conexién espacio-temporal. Es bien sabido que
en la construccién de la teoria SU(2) generalizada de Proca se asumié que la conexiéon I' era
simétrica y libre de torsién; debido a ello (y al teorema fundamental de la geometria Rie-
manniana), las componentes ['7,, de la conexién espacio-temporal deben estar dadas por los
simbolos de Christoffel, de tal suerte que al aplicar las férmulas (54), (63) y (67), los térmi-

g(Chris)

nos de la forma 51‘2;; oI, ~ D, (V‘“”%) g™ = 55— g < 65 | se traducen en

aportes a las ecuaciones de evolucién de la métrica inversa.

De no haberse asumido que la conexién espacio-temporal era Riemanniana desde
el comienzo existiria la posibilidad de aplicar otras consideraciones sobre la dinamica de
la conexion, éstas alternativas son sintetizadas en los formalismos métrico y de Palatini

(detallados en [83]).



EXPANSION EN LA TEORIA SU(2) GENERALIZADA DE PROCA 41

1.5.4. Dinamica de la conexion de gauge. La conexién de gauge cumple
el mismo papel que un campo de materia, por ende, existen multiples razones para exigir
que Af sea dindmico: (i) para evitar el problema de la constante cosmoldgica: haciendo la
constante igual a cero y permitiendo la dindmica de los Aj existe la posibilidad de que
los campos vectoriales generen un mecanismo alternativo a la constante cosmoldgica para
producir energia oscura. (ii) para aprovechar las ideas esenciales de “Gauge-flation” [69]: cabe
la posibilidad de que los campos vectoriales actien en conjunto como un inflatéon estandar
al considerar que los A% sean grados de libertad dindmicos. (iii) para acercar la teorfa a la
fisica de particulas: eventualmente (al generalizar la teoria a simetrias locales) estos campos
decaeran en particulas y su propagacion e interaccion obedecerd las reglas impuestas por las

ecuaciones de Euler-Lagrange que surjan de asumir los A} dindmicos.
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1.6. Fundamentos de sistemas dinamicos

Otro aspecto importante para este trabajo serd el estudio de sistemas de ecuaciones diferen-

ciales autonomas, estos son, por definicién, sistemas de ecuaciones de la forma

Zi(t) = F(7) con (i=1,2--,N) (44)

en los que el tiempo no aparece de manera explicita en el lado derecho de la igualdad.?*
Se dice que un punto dado en el espacio configuracional es un “punto critico” (también
referido como “punto fijo” o “estable”) del sistema auténomo si sus coordenadas ¥, son tales
que F;(Z,) = 0 Vi; de esta forma se garantiza, en virtud a (44), que la solucién con

condiciones iniciales ¥ = 7, es una solucién constante en todo tiempo y no diverge.

Teniendo en cuenta esta definicion basta estudiar las soluciones préximas a puntos
criticos para establecer en qué régimen las soluciones convergen o divergen; al hacer esto,
es posible crear un bosquejo general de cémo se comportara el sistema en funciéon de sus
condiciones iniciales.?® Para ello, se expande F; () en series de Taylor en torno a un punto

critico arbitrario (Z,) y se trunca la serie al orden dominante:

. L. ., 0 . 1 . N 0
Fi(¥) = Fi(ii+,) = A&7 (3),0 + 5 (Hy) ,n* + O],

en donde se emple6 el convenio de suma de Einstein, 77 = # — ¥, es una perturbacién

24 A veces surgen sistemas de la forma 2;(t) = F; (¥, t); estos pueden convertirse en sistemas auténomos
definiendo una coordenada (xy4+1 =t) y anadiendo la ecuacién (&y41 = 1) al sistema de ecuaciones.

25 La solucién a un sistema auténomo es de la forma & =7 (t, T(4—0) ) con N condiciones iniciales.
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infinitesimal de las coordenadas respecto al punto criticoy ¥ representa una N-tupla genérica

de coordenadas; J, y Hj, son respectivamente el Jacobiano de F y Hessiano de F; en 7, :

OF; 0*F;
(Jp)ij = o | . (Hip)jk = Oxd Ok .

I=Tp T=Tp

Algunos criterios de estabilidad importantes son los siguientes:

» Si el orden dominante es uno®, el sistema (44) tenderd a i = J, 177 ; basado en [86]
se concluye que, sin importar si J,, es o no diagonalizable, la estabilidad de las soluciones en

t — oo solo se da si la parte real de todos sus autovalores es negativa.

» Si el orden dominante es uno y las partes reales de los autovalores no tienen el
mismo signo, se dice que el punto Z, es un “punto de silla”, implicando que algunas variables

x; tenderan a aumentar exponencialmente mientras que otras tenderan a disminuir.

» Si la ecuacién asociada a algin 7; es 1; =0, el orden dominante en dicho caso no

es uno y debe apelarse a términos de orden superior en la serie de Taylor.

» Sise da que J, es diagonalizable y todos sus autovalores son imaginarios puros, la

solucién sera periddica; o bien, si J, es no diagonalizable, la solucion divergird en ¢ — oo.

» Si el orden dominante es dos, es necesario aplicar un método de analisis diferente

a partir de teoremas de la variedad central [87] y teorfa de bifurcaciones [88,89].

26 Las ref. [84,85] ofrecen un andlisis para N par (propio del estudio de sistemas mecanicos); este caso no

siempre se presenta en cosmologia asi que aqui he presentado una version generalizada de sus resultados.
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1.7. Teoria de perturbaciones cosmoldgicas y estabilidad

Al estudiar la viabilidad fisica de cualquier teoria de campos se deben tener en cuenta
consideraciones de estabilidad a nivel perturbativo; para ello, se expande la perturbacion
de cada grado de libertad de la teorfa (denotado X) como: X = X© 4+ §X | en donde
0X = Y2, 4 ox® = s 2—’7 §X® con e« 1. Despreciando los términos de orden 2 en

adelante, el principio de accién estacionaria con extremos fijos dicta que:

o0

5S . ,
o 4 (8 _ (@)
65_/dm§_1:ﬁ52( — 0 Vox9D =

0x X

Implementando la configuracién de triada césmica como [ A% = f(t)6% = = a(t) Y(t)d7 ]

es posible identificar los indices de gauge como indices espaciales y realizar una foliacion 3+1
del espacio-tiempo en hipersuperficies de tiempo constante con métrica inducida g;; =g;; , y
al efectuar una descomposicién Escalar-Vector-Tensor de las perturbaciones dg,,, y 0 Ay, éstas

quedan parametrizadas como: (cf. [68] y también [8,90] para el caso de dz°=dt/a=dn)*

24 aB, ] [ B =088
0, = con (45)
aB; a*(—=2C0,; + W) ] | Wiy =20,0;,E 4 9, W,y + hy
. Vi =Y +u
. 1 5ak yk
JAL = W con Ri = qa O R + wy, (46)
R (53 Q + €aik Ry + gk Vik
) Vit = 0;0k M + O;vg + ik

27 Este resultado es valido para (i) FLRW con curvatura espacial genérica (K € R) (ii) con la restriccién

de que la métrica inducida en las hipersuperficies sea dada por ¢;; = gi; = a®(8;; + K225 ) = f(t) (15), asi,

la conexién inducida (3)I’§j =2q" (4,5 — ijx) es nula [91,92] y su derivada covariante es D; = 0; .
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Nétese que (i) la perturbacién dg,,, exhibe 4 modos escalares {A, B, C, E'}, 2 vectoriales

transversales {S;, W;} vy 1 modo tensorial transversal simétrico y sin traza h,., encargados

YR
de propagar los 10 grados de libertad provenientes de las 10 componentes independientes
de g,,; y, por otra parte, (ii) la perturbacién 0Aj, exhibe 4 modos escalares {Q,Y, M, R}, 3

vectoriales transversales {u;,v;,w;} y 1 modo tensorial transversal simétrico y sin traza 7y,

éstos propagan los 12 grados de libertad asociados a las componentes independientes de Aj.

Adicionalmente, de los 104+ 12 = 22 grados de libertad en total, solo 22—7 = 15 tienen
un significado fisico real y medible tras descontar las 4 simetrias ante difeomorfismos y 3
simetrias de gauge de la teoria; estos grados de libertad redundantes son 3 modos escalares
y 2 vectoriales, los cuales deben ser eliminados “fijando un gauge” o introduciendo un nuevo
conjunto de variables invariantes de gauge [68,90,93]; en el caso de los modos tensoriales, éstos
ya son invariantes ante ambos tipos de transformacion y, por ende, exhiben de inmediato su

significado fisico medible.

De manera general, las perturbaciones escalares y vectoriales se asocian con la distri-
bucién espacial de materia-energia en el universo y las tensoriales con la emision de algtin
tipo de radiacién (que es gravitacional en el caso del modo h;;, o similar a la radiacién “débil
7 de los bosones {W#*, Z°} del modelo estandar en el caso del modo ;). Debido a la presencia
de los campos A}, , las ondas gravitacionales presentardn relaciones de dispersion y factores
de amortiguamiento distintos a los predichos por la relatividad general; ambas caracteristicas
constituyen formas interesantes de poner a prueba la teoria; sin embargo, en este trabajo

solo se abordara la primera de ellas.
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1.7.1. Sector tensorial de las perturbaciones. Para analizar este sector

es conveniente descomponer los modos tensoriales h;; y 7;; en sus dos polarizaciones:

1 0 0 010

= el con e’ =10 -1 0| Aed=1]10 0
Yij A=+,X Y

0 0 O 0 00

donde A= {+, x} representa las dos polarizaciones que propaga cada modo tensorial
[90] y 65;\) son los “tensores de polarizacién” asociados a una base en la cual el eje z estd
alineado con su direccién de propagacién, normalizados?® de tal forma que el(])-‘) egl‘ ) §ik§il =

26

Como ya se ha mencionado antes, una ventaja al enfocarse en los modos tensoriales
hij y 7i; es que estos, de por si, ya son invariantes ante difeomorfismos espaciales y trans-
formaciones de gauge de tipo SU(2) [68] (esto hace que sean més faciles de analizar que los
otros modos); con esto en mente, resulta conveniente definir el vector & = {hy, v, hy,Vx};
de este modo, las contribuciones de los modos tensoriales a la accién de orden 2 toman la

siguiente forma:
S = / d*x { a3 [{zT Kz + 27 Cxn T + fTM:E} +a? [g'zT Cxr (0.%) + 2T Con | + a (0.%) L (9.7) } . (47)

Las matrices {K,IL, M} dan cuenta de los términos cinéticos, Laplacianos y de masa
presentes en la accion y éstas son simétricas debido a que codifican toda la informacion

sobre productos de derivadas de la misma clase; la matriz Ck;, codifica los acoples cinético-

. .y , ’ ’
28 Ta normalizacién depende de cada autor; e.g: en muchos casos es comtin ver 6 en vez de 26** . De for-

L / L . ~(A A
ma general, dada la normalizacién D&\, los tensores de polarizacién correspondientes son ez(- j) =./D/2 egj ),
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Laplacianos en la accién y es definida simétrica (por conveniencia) luego de algunas integra-
ciones por partes; las matrices {Ckyi, Cpy }, median las interacciones de tipos cinético-masa y
Laplaciano-masa y éstas son definidas antisimétricas (por conveniencia) luego de integracio-
nes por partes. Adicionalmente, al proponer soluciones de tipo onda plana ¥ = Zye*!(k#—«t)

con relacion de dispersion w = Scs, es posible incorporar informacion en la accién sobre la

velocidad de propagacion de dichas ondas:

w?

5@ :/d4:z: { —ak®zT [Ci(Ki%CKM_iM)_CS(CKLigCLM>+L]f} . (48)

Noétese que esta expresion requiere {K,L,M,Ckp} €R y {Cky, Com} €iR ya que
S?) ¢ R. Finalmente, es de resaltar que existen dos regimenes importantes en la accién®:
(i) el régimen de altas energias (o subhorizonte) con k/a > H y el de bajas energias (o
superhorizonte) con k/a < H [90]; de estos dos regimenes, el de bajas energias es el menos
preocupante debido a que todas las perturbaciones en dicho régimen tienden a evolucionar
exponencialmente hacia el régimen de altas energias en donde, luego de algunas oscilaciones,
se estabilizan en un valor constante; con esto en mente, es claro que al garantizar la esta-
bilidad del Hamiltoniano en el régimen de altas energias, es altamente improbable que las
inestabilidades a bajas energias, de llegar a darse, duren lo suficiente para ser catastréficas

en el sistema.30

29 Algunos autores prefieren hablar de régimen (sub/super-)Hubble [90], esto tiene que ver con el hecho
de que el horizonte de sucesos siempre tiene un radio del orden de H pero en general no se da una igualdad
estricta. Los nombres de los regimenes provienen del siguiente razonamiento: k = cte es el nimero de onda
comévil, su valor fisico es k/a = 2w /X asi que las longitudes de onda de las perturbaciones crecen como
A ~ a(t); al superar el radio de Hubble, se habla de régimen super-Hubble, i.e: A > H (o k/a < H) [94].

) &) Sh oo oo . .
30 Las ecuaciones 555 =0 para (48) son de la forma f(&,Z,02%,0,%,Z) =0, as{ que el comportamiento

oscilatorio amortiguado de los modos tensoriales es bastante comprensible.
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Los criterios de estabilidad para los modos tensoriales aqui considerados son entonces:

1. Criterio de energia cinética positiva (“No-Ghosts condition”): Autovalores[K] > 0.

2. Criterio de velocidad de propagacién real (“No-Laplacian instabilities condition”): ¢2 > 0.
g s

3. Criterio de subluminalidad: ¢, <1 - Este es opcional porque ain hoy no se sabe si la
propagaciéon superluminica contradice el principio de causalidad, existen posturas a

favor [95] y en contra [96].

en donde ¢? se obtiene de (48) teniendo en cuenta que:

=0 A T# 6] & det [ci(KiiCKM—éM) —cS(CKLiiCLM)JrL =0 (49)

1.7.2. Sectores vectorial y escalar de las perturbaciones. Estos sectores
no seran abordados en este trabajo debido a que las condiciones de estabilidad para estos
son un poco més elaboradas (e.g: aparecen condiciones sobre la masa de las perturbaciones)
y requieren tener en cuenta consideraciones adicionales sobre la invarianza de gauge de las

variables empleadas en (45).
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2. Dinamica de los diferentes Lagrangianos
Habiéndose discutido una gran parte del sustento matematico y filoséfico de la teoria SU(2)
generalizada de Proca, se procede a investigar las implicaciones cosmolégicas de su sector
L, para valorar mejor la importancia de sus diferencias con respecto a los sectores £4 de
otras teorias alternativas de Galileones fuertemente restringidas (y casi descartadas) por
cuenta de las recientes cotas observacionales en la velocidad de propagacion de las ondas
gravitacionales deducidas del evento GW170817 [53,57]. A manera de repaso, se da inicio a
este estudio comenzando con una revisién del Lagrangiano £} de la ref. [77], ésta vez con un
enfoque diferente desde la perspectiva de los diagramas de fase y criterios de estabilidad, y
no desde la perspectiva de sus soluciones numéricas; eventualmente, se iran anadiendo otros

Lagrangianos de interés y se irdan destacando las propiedades mas relevantes de cada caso.

El procedimiento escogido para estudiar cada Lagrangiano fue el siguiente: (1) se de-
fine la accién de interés compuesta por (i) un término cinético para el gravitéon Lgy, (ii) un
término cinético para los campos de materia Ly, y (iii) un término asociado al Lagrangiano
que se desea analizar &; L£,, modulando la intensidad de su acople a la teoria mediante el
parametro adimensional ¢;; luego, (2) se aplica el principio de acciéon estacionaria con ex-
tremos fijos para encontrar las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a g, y Aj; (@ se
evaluan las componentes de dichas ecuaciones implementando una configuracion de triada
coésmica con una métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker corroborando compu-
tacionalmente que el tensor de energia-momento sea isotropo; (1) se reescriben los resultados
en términos de variables adimensionales, (5) se realizan diagramas de fase para estudiar las
propiedades de los puntos criticos y comportamientos asintéticos del sistema, (6) se aplican las

restricciones de estabilidad y consistencia observacional de la seccion 1.7.1 y (7) se sintetizan
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las principales propiedades de las soluciones de interés en cada caso.

2.1. Modelo para & L}

Considerando que el sistema de unidades naturales [1] exige [z#]=E~!, [L]=[L][z"]*=F y
L] = [F}]* =[0,A5)% = [A2]*[2#] 2, se tiene que [L] = E* y [AY] = E, y reconociendo que por
la forma de L] - ec. (41) - se tiene [£}] = E, es facil ver que la constante de acoplamiento en
&L} debe tener unidades de [@] = E~2 para poder sumar este Lagrangiano con otros como
Lgu con [Lgn] = E*; para este fin se define entonces & = a/m2 con [o] = 1, y se obtiene que:

2
- 1
S = /(EEH+£YM+04£}1)\ﬁ—gd4x = /(TZ”R—ZLFﬁ”FSV—i-aQ £y) v—gd'z, (50)

p

L3 = 5 (A A) [S1 80, + (A AV R + 2 (A Ag) 54751 42 (4" A% R]

N

Al aplicar el principio de accién estacionaria con extremos fijos y evaluar las ecuaciones
obtenidas en términos del conjunto de variables adimensionales {€, P, X,Y, Z} definidas en
el Apéndice E, solo tres ecuaciones de movimiento resultan ser independientes debido a la

isotropia del espacio-tiempo; éstas, (92)-(93)-(94), son:

(10X2Y? —188XY? — 32V ) a+ [ X2+ 2XY +V?*+22' ] +Q,, + Q. =1,

(614X2Y2 +104vV2PY? + 316 XY? — 340Y* + 124V ) o+ [ X2 +2XY + Y2422 | +Q, =23,

) , P 474
(10X2Y 4+ 5vV2PY? +30XY? — 218Y° + 94Y%¢) a + | 7 +3X 2V + — ~Ye] =0.

De éstas, se despejan las siguientes expresiones para (i) las variables auxiliares {Z, P, €}
(Apéndice E.2), (ii) las constantes {f,7} que caracterizan el comportamiento asintético del
sistema generando tres posibles escenarios de interés: (i) Inflacién a través de asintotas con
f < 0, (ii) Energia oscura a través de asintotas con § > 0, o (iii) Inflacién a partir de
condiciones iniciales al interior de la regién central de z* >0 (Apéndice E.5), (iii) los autova-

lores {\y, A_} de la matriz cinética K y (iv) las velocidades de propagacién de los modos
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tensoriales {c3,, , ¢5..

} (Apéndice E.6):

7= S [ (X2 2XY +7?) 42V (=5X? + 04XV +16Y)a+ (1- 2 =) ]

= 1+Y°a|54+89Y~ —14504Y*a |) + 2 1-2Y2a[203 +95Y2 + 742Y*a]) — 2(1 — Q,, — Q,
P 4X? Y? Y? y+4 XY )& Y2 4 7424 Q Q

o1

+Y2(2Y2a[90 — 154Y2 +4928Y4a — 77, — 124Q, ] +4— Q) } = {V2Y (1 +Y%a[10 — 166Y? + 9156 Y ]) } ,

220 ( —188 +2[ 255 X2 + 178 XY — 77V2 +14Y2a (5X — 47Y) (29X — 11Y) | 4 203, + 20862, ) +4 — Q,,
2+4Y2a (5 — 83Y% +4578Y%a) ’

€ =

_ 5 72 61 74 9 2 _ 44200¢2+142)* 43100240
Ay + Al 1 +50éw + 3 Oéw Cohy T Comy 2110002161 0 dA 110502 0

_ 1 79 74 2 76 2 2 _ 2+10a1f12+81a1[)4+205a21/36
Ay kA= 5(2+10ay? + 61 + 1050%¢°) Che * G = 2110007+ 61 adi4 10507 JF

29

36025917
B = ﬁ%tan’1(69,2°) , oyt =

14641

Con base en estas expresiones, es posible estudiar algunos diagramas de fase represen-

tativos (Figuras 1-2-3) restringidos a la regién matemdticamente viable Z* > 0 y al subespacio

{Qn, .} = 0 (suposicién valida durante la época inflacionaria primordial o durante la época

tardia dominada por energia oscura, ademas necesaria para reducir la dimensién del sistema

autonomo (96)); esto con el fin de investigar los diferentes escenarios previamente expuestos.

a= 10214152 = g no722 € a=10""% = 0.06623 € o= 105 = 0.23714 €
anes. T

__/c W

X X X X

Figura 1. Topologia del diagrama de fase para el modelo en funcién de a. Se evidencia
que las disminuciones en « se traducen en expansiones verticales de la regién central, lo cual
implica soluciones inflacionarias de mayor duracién; existe un valor a. en el que las regiones
externas se separan de la regién central y presentan “puntos de ruptura”con [Z =0] A [e —
oo |, de éstas se deducen (i) sus coordenadas (X,;Y;) ~ (£0,132;F1,282) y (ii) el valor de
Qerit &~ 107214152 ~ (0,00722. Las rectas diagonales representan asintotas de energfa oscura
viables cuando se cumplen los criterios de la (Tabla 1). Los puntos destacados son puntos

criticos (Apéndice E.4) con coordenadas (X.;Y.) ~ (0;F1,158) cuando o = aerit-

( \ 5 (e 5 5 &
\ \ \ s s
\ B . | ] . ] :
y ] -0 |~ -0 7 05 "
\ ] " gl ) " ” ( " "
-15 | -sb S -15 -15
\ -6 vl -6 -6 -8
-15-1.0-05 0.0 05 1.0 15 -15-1.0-05 0.0 05 1.0 15 -15-1.0-05 0.0 05 1.0 15 -15-1.0-05 0.0 05 1.0 15
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_ a=0.00649= 1 Q2188

10F

| -2

-B

0

=15 -1

Figura 2. Ejemplo de una soluciéon inflacionaria en el modelo con a < @it y condi-
ciones iniciales (Xo; Yp) = (0,0011; 1,189) tomadas de (Rodriguez et al., 2017) al interior de
la regién viable Z4 > 0 y cerca de su frontera para procurar la mayor distancia posible entre el
estado inicial y el estado final Y =0 que, en este caso, permite obtener 86 e-folds de inflacion.
Los puntos en negro dan el punto critico (X.; Y.) = (0;41,18937) del (Apéndice E.4).

El siguiente ejemplo es 1til para ilustrar la importancia de la relacion entre el tamano
de la regiéon central y la duracion de las soluciones; se expone una solucién inflacionaria
para un valor de o > ag;¢ mayor al caso anterior y evidencia que, si bien el tamano de la
region central se redujo a la mitad, el descenso en la duracion de las soluciones es mucho

mas drastico y cae de los 86 e-folds a tan solo 4, lo cual evidencia una relaciéon no lineal.
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a=10""%" = 0.05623
T T ‘-‘L_ T ] ___' ‘ll':l: \ \\-‘-‘ T -\._‘__

Figura 3. Otra solucién inflacionaria para el modelo de L}l con o > Ot y condiciones
iniciales (Xp;Yo) = (0,1;0,4001001). Dado que la recta Y = 0 corresponde a ¢ = 2 y un
analisis detallado de la solucién revela que € < 1, se logran reproducir satisfactoriamente los
momentos iniciales de la historia térmica del universo pasando de una época de rodadura lenta
a un periodo dominado por la radiacién; adicional a esto, dado que 8 > 0, las lineas de flujo en
la regién exterior apuntan hacia oo y dan origen a los puntos criticos resaltados que actian
como puntos de silla separando el régimen inflacionario del régimen de energia oscura.

Sintetizando la informacién expuesta en las figuras se ve que: (i) Las variaciones de
« modifican el tamano de la regién central y tienen efectos en la duracion de inflacion pero
existe un valor limite ag; que rompe la conexidad del diagrama creando puntos de ruptura
con coordenada Y, ~ O(Y,) (Figura 1); (ii) la Figura 2 muestra los resultados de la ref. [77]
desde otra perspectiva y, junto con la Figura 3, evidencian que las soluciones inflacionarias

de la regién central se estabilizan exitosamente en un estado dominado por la radiacion.



EXPANSION EN LA TEORIA SU(2) GENERALIZADA DE PROCA 54

Otra propiedad a destacar es que, dado que [ = % > (0 Va, este modelo solo puede
generar asintotas de energia oscura y no de tipo inflacionario; no obstante, la carencia de
este tipo de asintotas facilmente es compensada por su habilidad para albergar soluciones
inflacionarias en la regién central del diagrama de fase. Ya que la dindmica de las soluciones
de energia oscura en los diagramas de fase es demasiado simple (se limita a seguir una
asintota), se ha optado por no mostrarla en este trabajo, pero algunas soluciones numéricas

detalladas para inflacién y energfa oscura se muestran en la referencia [77].

Un par de dificultades importantes al investigar esta clase de modelos es que (i) las
ecuaciones diferenciales a resolver son “rigidas” (fallan ante ciertos métodos de integracion
numérica) y (ii) para poder visualizar las soluciones en un diagrama de fase bidimensional se
requiere tomar el limite de de Sitter ({Q,,,Q,} — 0) - una buena aproximacién del universo
en épocas de inflacién primordial o un futuro dominado por energia oscura en ¢t — oo -
pero éste no es mas que una simple aproximacion y eventualmente se deben considerar
estas variables para analizar el universo en cualquier tiempo. Estas dificultades hacen que el
proceso de encontrar un conjunto saludable de condiciones iniciales capaz de reproducir la

31

historia térmica del universo®" sea una tarea ardua que ain hoy en dia sigue siendo motivo

de estudio, que puede facilitarse si se logra depurar aiin mas la ventana de parametros viable.

Incorporando los criterios de consistencia del comportamiento asintético - ecuacién (99),
criterios de estabilidad de los modos tensoriales (Seccién 1.7.1 y Apéndice E.6) y recientes

restricciones del evento GW170817 (Apéndice E.7), se construyen las siguientes tablas:

31 E] universo fue inicialmente dominado por materia caliente, luego fria y luego energia oscura.
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Y 9 Dinamica Fantasmas Inest. Laplacianas Subluminalidad | Ondas grav.

8>0 A+ A | A xAl

Pardms i i S>0|P>0|D>0|¢),, <1|c,, <1 2y =1
vyeR >0 >0
v v v v v v X
a>0 a>0 X a>0

a#0

a>0 X

X

Tabla 1. Criterios de consistencia para soluciones asintéticas en el modelo de ,C}l.
Se indica si es posible o no garantizar los diferentes criterios de estabilidad-consistencia obser-
vacional (y sus intersecciones) para todo 1& € R con sus respectivas ventanas de parametros.
Algunos autores defienden que el criterio de subluminalidad es opcional. El rango asumido
para 7,2 y cada uno de los criterios se explican con detalle en los (Apéndices .5-.6-.7-.8).

De acuerdo con la Tabla 1 es posible tener soluciones saludables de energia oscura al
obviar el criterio de causalidad [96] y, si existe un conjunto de condiciones iniciales capaz
de reproducir la historia térmica del universo hasta la actualidad, dichas soluciones seran
exitosas. Para estudiar la viabilidad de las soluciones en la region central se puede elaborar
una tabla similar teniendo en cuenta que los valores de Q/AJ para las soluciones deseables (las

de mayor duracién) estaran en el intervalo [ —v2Y., v2Y,.]:

Vi € [—v2Ye, vV2Y,] Fantasmas Inest. Laplacianas Subluminalidad
Parametros M+ A >0 [ A xA>0|8>0|P>0|D>0|c,, <1|c,, <1
v v v v v v X
a#0
a>0 a>0 X
QWL = 07 Q'r' =0
X

Tabla 2. Criterios de consistencia para soluciones en la regién central del modelo
para L}. Se muestra que (i) los criterios satisfechos por las soluciones en la regién central
coinciden con los criterios asintéticos, y (ii) el criterio de subluminalidad sigue violdndose a
pesar de haber exigido que la teoria sea saludable en un rango de Qﬁ menos amplio.
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La conclusién para £} es la siguiente: (i) si se impone el requisito de subluminalidad
y los cdlculos de las tablas son correctos, el modelo no es viable, (ii) si se relaja el criterio de
subluminalidad, se tiene un modelo saludable con o > 0 aunque esto no aporta gran cosa al
problema de las soluciones fuera del limite de de Sitter, (iii) quizd otro Lagrangiano pueda
corregir esto. A continuacion se listan algunas conclusiones adicionales que pueden deducirse

sobre los diferentes modelos de la teoria SU(2) generalizada de Proca:

Conclusiones independientes del modelo:
Teniendo en cuenta las ideas y expresiones presentes en los (Apéndices E.2, E.5 y E.9)
y extrapolando las observaciones hechas hasta el momento, se observa que por regla general,

todo modelo con asintotas®? que no incluya a 6, presentard las siguientes caracteristicas:

1. Siempre habra un conjunto de parametros d.,;; que cause la separacion del diagrama de

fase en 2 regiones; ademas, si Y. € R, los “puntos de ruptura” se ubicaran en Y, ~O(Y,).
2. Las soluciones dentro de la regién central, permanecen dentro y generan inflacion.

3. Siempre que la regién central y la exterior estén conectadas y Y. € R, las soluciones

con |Yy| > |Y.| evolucionarén hacia la asintota Y = X con direccién a Sign(f3) co.?3

32 Los tinicos modelos sin asintotas son aquellos compuestos tinicamente por pardmetros que no influyan
en la expresién para 8 (97),, i.e: combinaciones exclusivas de {\, x1, X2, x1} (Apéndice E.9).

33 Esto se debe a que (X,Y) = (0,Y,) serd un punto de silla.
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2.2. Modelo para # L2

Usando el mismo razonamiento de la seccién anterior; se conoce la forma del £3 - ec.(42) - y
se ve que [£%] = E°, entonces la constante de acople en #£3 debe tener unidades [#] = E~2;
para arreglar esto, se define K =r/m? con [x] = 1, y se obtiene la siguiente accién:
2
~ 1 ;
S = /(,CEH + Ly + & LY) V=gd'z = / (%R— T F L+ %Ei) V=gd'z,
D

a v a 1 L a v o
L3 =7 (A A) [SE ST+ (A" A) R 4+ 5 (A A7) [ 1,1 = ALAT Ry = (VP A o) (Vi) |

v]pb

| =

de la cual se deducen las ecuaciones de movimiento independientes adimensionalizadas:

(2X2Y? —20XY? —12Y" ) k+ [ X2 +2XY +Y? +22" | +Q, +Q, =1,
(T0X2Y? +12v2PY? + 108 XY? +24Y* —4Y )k + [ X*+2XY + Y2 +22' | +Q, =26 -3,

P 474
(2X2Y+\@PY2—|—6XY2—6Y3+10Y3e)/@+[$+3X—|—2Y+7—Ye] =0,

y se encuentra que {Z, P, €}, {3,v}, {A\y, A_}, {c},, , ¢},,} estan dados por:

7t = % [—(X?+2XY +Y?) 42V (=X?+10XY +6Y*) i+ (1 — Q0 — Q) |,
P={4X*(1+Y%5[1+19Y? —168Y*k]) +2XY (1 —2Y?k[23 —33Y2+366Y*k]) —4(1 —Q,, — Q)
+Y2(2Y2K[ 42 +18Y2 = 216Y K + 90, +4Q, | +4— Q) } = {V2Y (1 +2Y26[1-5Y2 +62Yk]) },

C2Y%R(—2042[29X2 4+ 38XY +9Y? +2Y2k (X —5Y) (23X +9Y) ] +23Q, +249Q, ) +4 —Q,
B 2+4Y25 (1 -5Y2+62Y4k)

€

)

_5 72,19 .74 2 9 _ A+4k¢2+18 kY1 4+30K2 6

/\+ + A= 1 + fi¢ + ) Kﬂ/} Cs,he + Comye — 2+2n1212+19/-c1214+n21216
b

_ 1 0 " b 242k 9P2—kt—3K2 0

Ap o+ As = 5 (242602 + 1960 + K240) 2w, = IO IRTIRTRRE
23 1 180389
= — — ~tan  ( —68,6° 1=
B 5 (—686°) , « 5187
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Ya que este modelo presenta 3 <0 V x, se deduce que la dindmica de % £2 serd comple-
tamente opuesta a la de @ £L}: las lineas de flujo irdn hacia el interior de la regién central y
el modelo no generara asintotas de energia oscura, pero si de tipo inflacionario; esto, que en
principio puede verse como un problema del modelo, en efecto lo es, pero facilmente podria
remediarse planteando en vez de éste, un modelo compuesto por una combinacién lineal
entre £ L3 y a L} que permita tener tanto 3 < 0 como 3 > 0 si se desea; esta posibilidad se
investigard con més detalle en secciones posteriores, pero por ahora, se procede al estudio

de criterios de estabilidad y diagramas de fase:

Y 4 Dinamica Fantasmas Inest. Laplacianas Subluminalidad GW
<0 >0 | Ap + A2 | ApxAc
Pardms | p ’ * S>0[P>0[D>0|2,, <1|& <1|&, =1
yeR|v€eR >0 >0
v X v v v X v v X
k>0 X X X
Kk#0
k>0 X
X

Tabla 3. Criterios de consistencia para soluciones asintéticas en el modelo de EZ. Se
muestra que este modelo no puede generar soluciones asintoticas de energia oscura y ademas
es incapaz de asegurar la viabilidad de las soluciones inflacionarias asintéticas en lo relativo a

fantasmas, inestabilidades Laplacianas, subluminalidad y ondas gravitacionales.

En la Tabla 3 se aprecia cémo el modelo de £2, en comparacién con el de £}, exhibe
muchas mas dificultades para satisfacer los criterios de estabilidad y consistencia observacio-
nal a lo largo de sus asintotas; no obstante, esto es facil de solucionar anadiendo un nuevo
parametro libre que permita ampliar la ventana de parametros viables. Otras propiedades

del modelo, se destacan a continuacién en las Figuras 4 y 5:
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k=10""1=0.79433

Figura 4. Ejemplo de una solucién numérica en el modelo de Ci con K > Kerit ¥
condiciones iniciales (Xg; Yy) = (0,60432; 1,2345). El ntimero de e-folds obtenido es de 4,3;
para obtener valores mayores a 50 e-folds, se requerirfan valores de Yy del orden de O(Yp) ~ 10°
pero estos suelen generar inestabilidades en el integrador numérico.

K = 0.00878 = {00564

K = 0.23714 = 1070825

-

K = 6.48037 = 10"8118
Py

-2 -2

-6 ]

Figura 5. Topologia del diagrama de fase para el modelo de £3 en funcién de . Simi-
lar a lo observado en el modelo anterior, se confirma que (i) existe un valor limite k¢t ~ 0,00879
que cambia la conexidad del diagrama de fase, (ii) las disminuciones en x implican aumentos en
el tamano de la regién central, sin embargo, (iii) parece ser que en este caso, [ € — oo | no se da
precisamente en los “puntos de ruptura” sino en su vecindad; pero a pesar de ello, se mantiene
que [ Z =0] y es posible estimar sus coordenadas (X,;Y,)=(£1,2511; F2,74646 ).
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Una explicacién definitiva a los problemas de L%

Teniendo en cuenta las miltiples deficiencias del modelo para £3 era légico que sur-
giera la pregunta de si su naturaleza problematica podia hallar una razén fundamental en la
construccién de la teoria y, en efecto, esta sospecha fue confirmada por un reciente articulo
de Errasti et. al [97] (Mayo 16 de 2019) en el que los autores senalan que durante la construc-
cién de las teorfas generalizadas de Proca [7] y [40] se impuso la “restriccién del Hessiano
primario” pero no se aseguré el cumplimiento de una ligadura secundaria necesaria para

garantizar la propagaciéon del nimero adecuado de grados de libertad en la teoria.

Implementando esta nueva ligadura en el Lagrangiano mas general del (Apéndice E)
se descubre que £% y £3 deben desaparecer por completo para satisfacer la ligadura secun-
daria y, como consecuencia de esto, el sector £, de la teorfa SU(2) generalizada de Proca
se reduce simplemente al Lagrangiano L. Llegado este punto, y recordando que el modelo
para el Lagrangiano £} ain presenta violaciones al criterio de subluminalidad, es convenien-
te investigar la posibilidad de emplear los Lagrangianos de curvatura {6, £, 6,£§™} y

1)

Lagrangianos de tipo Yang-Mills { x; ﬁ(A4 , X2 Eg} L L

Graz > X4 E(Cg 42 + como medida de apoyo

para solucionar los problemas de subluminalidad del £}.
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2.3. Modelo para 6, L$™Y

Dada la expresién para L™ en el (Apéndice E), se deduce que [£{™V] = ES, por ende, la
constante de acople en 6,£$"™" debe tener unidades [0;]=E~? y, definiendo 0, =6,/ m;

con [0;] =1, la accién de interés resulta ser:

- m? 1 0
S = /(EEH + Lym + 04 L) /=g d'z = / (7PR7 EF;““FEV + m—tﬁf“”) V=gd'z ,
p
urv a 14 o J— 1 VT loa
ES = Lyvpe A" A AP Ay Lupe = 1 €T Pt Regne

la cual da origen a las siguientes ecuaciones de movimiento independientes y adimen-

sionales: _30y3 (09X 1Y )0+ [ X2+ 2XY + V24220 ] 4+ Qn+Q =1,

(192X2Y% 4 32V2PY? + 256 XY? +32Y*) O, + [ X? +2XY + Y24+ 22" | +Q, =2¢— 3,
" +3X+2Y+4Z4 Ye] =0

V2 y T

y sus expresiones para {Z, P, €}, {8,7}, { o, \_}, {cihi , czﬁi} estan dadas por:

32Y3 (e —1)0,+ |

7' = [~ (X 42XV +7?) + 322X +Y )0+ (1= Q=) ]
P={X2(4+192Y%0,[1—-32Y%0,]) +2XY (1 —32Y%0,[4—5Y> +160Y*04]) —4(1 — Q,, — Q)
+Y2(=32Y40, [ +32Y20, — 1] +4—Q,) } = {V2Y (1 +32Y40,[32Y*0, - 1]) } ,

6420, (5X2+6XY + Y2 —32V3 (4X +Y )0, —2(1—Qp— Q) ) +4—Qp
€ =
24 64Y10, (3220, — 1)

)

_ 5 74 2 _ 41604 1"
)\++)\_—Z 294¢ Cs,hi+cs,’yi_ 2—1604’(&4—12892’@[}6

1 7 n _ 2
Ay kA= (2 —16040)" — 12867¢9) Ay oxct, = 166, 9t 1862 0

B = —4mtan ' (—66,34°) , 4 = 204840, .

Facilmente se verifica que este modelo tiene una dindmica similar a la de & L£3: las

lineas de flujo se dirigen hacia el interior de la region central, no genera asintotas de energia
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oscura y sus condiciones de estabilidad fallan (incluso a pesar de haber sobrevivido al criterio

senialado por Errasti et. al); esto puede corroborarse en las Figuras 6-7 y la Tabla 4.

Solution with N = 61
6, = 1070892001 = g 25003

Xp = +5x10°
¥y = —2x10°

Solution with N = 74
6, = 1070892001 = g 25003

Xo = +10204444
Yo = -40817776

10 15 -1 - - X . 1.0 15

Figura 6. Ejemplos de soluciones inflacionarias para [,g“r" con 64> 04 crit y condi-
ciones iniciales (i) (Xo; Yo) = (5 x 10°; —2 x 10%), (i) (Xo; Yo) = (10204444 ; —40817776).
En ambos casos las soluciones tienden a estabilizarse en una época dominada por la radiacion
luego de un periodo prolongado con € = 0 a lo largo de la asintota Y = 8X. La duracién de
inflacién en ambos casos es superior a los 60 e-folds: 61 y 74 e-folds respectivamente.

! e =
64 = - = 0.00463 = 10734 6, = 0.31623 = 107°% c 6= 1. = 10" | .

Figura 7. Topologia del diagrama de fase para el modelo en funciéon de 64. Similar al
modelo anterior, se confirma que (i) existe un valor limite 84 crit = ﬁ ~ 0,00463 que cambia
la conexidad del diagrama de fase, (ii) las disminuciones en 4 implican aumentos en el tamano
de la region central, (iii) los “puntos de ruptura” presentan [ Z =0] A[e — oo ] y se deduce
que sus coordenadas son (X,;Y;) = (F1/v2;4£3/v2) = (F0,707; F2,121).
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Se observa que el modelo es capaz de albergar soluciones estables con duraciones

prolongadas, pero, como se verda a continuacién, los criterios de estabilidad-consistencia lo

hacen inviable:

Y 9 Dinamica Fantasmas Inest. Laplacianas Subluminalidad GW
B<O0| >0 A+ A | A xA_
Params ' ! S>0[P>0|D>0|2, <1|2,_ <1|&, =1
yeR|veR >0 >0
v X v X v v X X X
X X X
0, #0
94 >0 X
X
Tabla 4. Criterios de consistencia para soluciones asintéticas en el modelo de Lgurv.

Se ve que este Lagrangiano, por si solo, no es saludable. Tiene asintotas negativas con una

dindmica muy interesante capaz de albergar soluciones inflacionarias de larga duracién, pero

dichas soluciones violan todos los criterios de estabilidad.

Observaciones finales sobre el Eff“r":

Aunque todas estas deficiencias (vistas por primera vez con el £2) se hayan presentado

(de nuevo), hay que tener en cuenta que ain existe la posibilidad de plantear una combinacién

lineal con « y otros Lagrangianos de la teoria para investigar en qué medida una eleccién

adecuada de los pardmetros puede modular suficientemente bien las virtudes y deficiencias

de cada término dando origen (o no) a una accién saludable con dindmicas inflacionarias y

de energia oscura interesantes.
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Panorama general de los modelos analizados:

Hasta el momento se sabe que (i) @ L] es capaz de generar periodos de inflacién
prolongados en su regién central y épocas de energia oscura a través de sus asintotas, en
ambos casos, violando inicamente el principio de causalidad, (ii) & £2 y A L3 se tuvieron que
descartar debido a la ligadura secundaria mencionada por Errasti et. al, y (iii) 6, £$"" genera
periodos de inflacién con suficiente duracién (a través de sus asintotas), pero no cuenta con
soluciones de energia oscura y, por desgracia, viola todos los criterios de estabilidad. Es
posible que, por la forma de sus términos, la adicion de un Lagrangiano de tipo Yang-Mills
sea 1util para ayudar a solucionar problemas a nivel perturbativo, de modo que es 1til analizar

algunos de estos términos a continuacion.

2.4. Propiedades de estabilidad para x; E(GIQ) 2 T Xa £§3 42

Teniendo en cuenta las expresiones para estos Lagrangianos (Apéndice E), se verifica que

(%)

o242 deben tener unidades [ ;] =E 2.

[ﬁéﬁi 2] =E°®, ergo, las constantes de acople en x; L
Introduciendo la reparametrizacién x; = x;/ mf, , v definiendo x34=x3+ x4 con [x;]|=1, se

deduce que la accién de interés tiene la siguiente forma:

S = /(ﬁEH-FEYM-FXSESQ)Az+>€4£22)A2)\/—9d4513

m2 1 X
_ P v a 3 C<1) X4 C<z>> — 4
/(2R—4F5FW+mZ cW"‘W G2A2) —gdz,

P P

L) o= (ACA) (GG ), L8, = (A A) (GPPGY,,) .

Con base en ésta, se hallan las 3 ecuaciones de movimiento independientes y adimen-

sionales:
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—AY? (X2 42XY Y ) o+ [ X2 4H2XY + Y2 +22' ] +Q,, + Q. =1,
AY2 (X2 4+2XY + Y ) xau + [ X2 4+2XY + V2422 | +Q, =263,

P 474

—2Y[2X2+6XY+Y(\/§P—2Y(e—1))}xg4+[ﬂ+3X+2Y+7_Y€] —0.

Para que éstas se satisfagan automdticamente, es necesario que {Z, P, €} estén dados

por:

74— % [—(XZ+2XY +V2) (4 x5 — 1)) + (1= 2 — Q)]

P={2XY(~1+4Y%x34(14+8Y"%x34)) +4X2( —14+2Y2x5(1 = Y24+ 4Y %3 ) } = {V2Y (=1 +4Y?x34])
Y2(—4+4Y2x34(6 —2Y2 +8Y x5y — Q) + Q) +4(1 - — Q) },

€=2+4Y?(X +Y ) x3s — (Un/2) .

De otra parte, los autovalores y velocidades de propagacién de los modos tensoriales

tienen:

—5_ 7,2 2 2 _ A+4(xa—3xs4) P?
A A =0 2X Y Come TGz = 2—4x34 92
)
_ 1 72 2 9 _ 244(xa—2x34) Y2
Ay * A= §(2 — 4dxza1) ) Cohe * Cope = C 2-4xaag?

y una vez mas, se presenta un comportamiento asintético que es caracterizado por:

B=—1l=tan'(-45°) , 4*=0.

En este caso, los diagramas de fase no serdan de especial interés, (debido a que su
atractivo radica esencialmente en su sector perturbativo y no tanto en su dindmica); habiendo

aclarado esto, los criterios de estabilidad y consistencia observacional se resumen en:
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Y Dinamica Fantasmas Inest. Laplacianas Subluminalidad GW
B<0] 8>0 ] AL+ A | ApxA_
Pardms i " S>0|P>0| D>0 |, <1| ¢, <1 Ay =1
yeR | ~veR >0 >0
— — v v v v v v v
(x3<0) A
(Xa<0)A(xa<—x3) V
X3, X4 X4 < —X3 (x3=0)A(xa<—x3) | (xa<-x3)
(x3>0) A (xa < —2x3)

(x3>0) A (xa < —2x3)

(xa=0Ax4<0)

Tabla 5. Criterios de consistencia para soluciones asintéticas en el modelo de
X3 Egz)Az + X4 Egz)Az- Se evidencia que el modelo con y3 = 0y x4 < 0 es capaz de sa-
tisfacer todos los criterios de estabilidad y consistencia observacional considerados; como ya se
ha mencionado, esto en el fondo se debe a que ambos Lagrangianos tienen estructuras similares
al término de Yang-Mills y éste es precisamente el Lagrangiano estandar encargado de propa-

gar particulas masivas y sin masa con velocidades acordes al principio de subluminalidad, y

sin afectar la velocidad de propagacién del gravitén en relatividad general (cg hy = 1).

2.5. Problemas del modelo para élﬁf“""

Sin necesidad de realizar un analisis mucho més profundo, es posible aprovechar las expre-
siones del (Apéndice E.9) para verificar que este Lagrangiano, por si solo o en presencia de

otros, aporta un término al pardmetro de rodadura lenta € = € (X, Y, &) tal que

€y =2+ (8—12X)0; ;

esto implica que la regién central es incapaz de conducir las soluciones inflacionarias
hacia una época dominada por la radiacién (¢ = 2), lo cual arruina la historia térmica del
universo que ha sido cuidadosamente trazada a partir de las multiples observaciones cos-

molégicas del ultimo siglo. Teniendo en cuenta que (i) este problema no puede remediarse

anadiendo otros Lagrangianos, y que (ii) este término solo puede ser util en modelos exclusi-
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vos de energia oscura; es ideal evitar la adicion de este Lagrangiano en modelos subsecuentes,

ya que lo que se pretende encontrar en este trabajo es, en el mejor de los casos, un modelo

que sea capaz de exhibir los dos tipos de expansion.

2.6. Modelo de juguete a L} + & L2

Para el momento en el que se publicé el articulo de Errasti et. al [97] ya se tenia infor-

macién sobre los resultados de estabilidad provenientes de la combinacién de £} y £3 que

se expondra a continuacion; vale la pena destacar que debido a la violacion de la ligadura

secundaria por parte del Lagrangiano £3, este modelo es inviable pero puede servir con fines

pedagogicos para ilustrar la clase de resultados que se pueden esperar al realizar otros tipos

de combinaciones lineales; habiendo dicho esto, se introduce la accion:

S

2

1
_Pp_Z
2 4

E/(m

de la cual se deducen las siguientes restricciones:

v o 1
Fau F5y+ﬁ£4+

p

K
ﬁﬁi)\/—gdd‘x , con K= Qu.a,
p

Y 9 Dinamica Fantasmas Inest. Laplacianas Subluminalidad GW
Pardms |3<0AvyeR| f>0Ay€eR | A +A_>0 AL xA_ >0 S§>0|P>0|D>0 |, <1|c , <1]|, =1
v v v v v v v v X
>0) A
{0.Qu} £0 (a
<OANQ. < —LL V(>0 a<0)A(Qx < —18—+219) V
Q. =r/a (=0ne W V(>0 e ) Q. < (58 +/3979) A %
" AQ, € (-2 _208 17 a>0)A(Q, > —18+ 219
Qr € ( 33,00)\{ 2379 ( )A(Q ) Q»;Z%(‘V)S*m)
(a>0) AQ, € [(58—V3979) =3, (58++/3979) +3 ]\ {779}

Tabla 6. Criterios de consistencia para soluciones asintéticas del modelo de juguete.

Se demuestra que es posible combinar Lagrangianos con dindmicas tan diferentes como £} y

£ manteniendo algunas de sus caracteristicas especiales y, al mismo tiempo, procurando que

se satisfaga el mayor ntimero de criterios de estabilidad posible. Como consecuencia, la teoria

final tiene acceso a ciertas soluciones asintdticas de energia oscura provenientes de £} y otras

inflacionarias provenientes de £2; ademds, todos los criterios satisfechos coinciden con los

criterios cumplidos originalmente por el Lagrangiano mas saludable (excepto ci hy

~1).
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Las asintotas generadas por este modelo exhiben (3 > 0) < £(58—/3979) <Q, < T,

o bien, (f < 0) & %7 <Q. < % (58 + \/3979) y esto, en valores numéricos, se traduce en

(B>0) e Q. € (—1,693; 8,555) o (8<0) < Q€ (8,555; 40,360) , con 5 dado por:

5 2030423k 203+ 23Q,
 TTa—9k  T7T—-9Q.

Se observa que debido a la no linealidad de esta expresién, para obtener 8 > 0 no
hace falta garantizar que x sea subdominante respecto a « (i.e: exigir |Q,| < 1), de hecho,
incluso cuando @, ~ 8,555 (i.e: K domina a « casi en un orden de magnitud), la propiedad

de 8 > 0 - caracteristica del modelo de &L} - se sigue manifestando.

Calculando las inclinaciones limite al evaluar 8 en Q,, = 1 (58 £ 1/3979) se encuentra
que éstas se encuentran en el rango 82,43° £+ 21,77°, lo cual indica que las propiedades de la
combinacién &L} + £L2 se asemejan m4s a las del Lagrangiano £ (el mas saludable) que a
las del £%; lo anterior es consecuencia de que las exigencias impuestas en la Tabla 6 obligan
a que la combinacién herede varias propiedades del Lagrangiano mas saludable con el fin de
procurar que el conjunto entero cumpla la mayor cantidad de criterios y las propiedades del

segundo no socaven las virtudes del primero.

De otra parte, los diagramas de fase para este modelo permiten concluir que todo
incremento suave en el valor de ), (dentro de los rangos viables) se traduce en un incremento

suave de la inclinacién de la asintota Y = X esto se evidencia a continuacién:
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3

Figura 8. Topologia del diagrama de fase para el modelo de aL}+ #L3. Se observa que

los aumentos en (), permiten rotar antihorariamente la asintota Y = X, migrando facilmente
77

de un régimen de energfa oscura a uno de inflacién cuando Q, > 5

y lo anterior tiene sentido ya que, analiticamente se puede demostrar que:

A3 3508 77
Q. m—oge 0T @7y

En sintesis: Una conclusion importante puede ser elaborada con base en esto; si bien
es cierto que el Lagrangiano £ estd descartado por la ligadura secundaria de Errasti et. al, es
de destacar que al realizar la respectiva combinacién lineal entre £} y £3, las deficiencias de
L2 pudieron ser apantalladas y el modelo conjunto resulté dotado de caracterfsticas tnicas
de ambas partes; ahora bien, ya que el criterio de ondas gravitacionales es mas estricto de
satisfacer, a la hora de plantear combinaciones lineales, el escenario ideal es aquél en el que
todas o varias de las piezas satisfacen la restriccion desde el comienzo y para rangos amplios
de sus parametros; recordando que esta propiedad es comun en los Lagrangianos de tipo

Yang-Mills, es conveniente introducirlos en futuras combinaciones.
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2.7. Modelo & ﬁ}l + é4 ggurv

Teniendo en cuenta los resultados de la seccién anterior, es logico proceder a investigar la
combinacién lineal de £} con £{"™ - hay que tener en cuenta que, después de todo, L§™V
comparte muchas de sus propiedades con £? y éste evidencié una gran mejorfa al combinarse

a L} . Dicho esto, se define la nueva accién de interés de la siguiente forma:

04

m? 1 «
— P v a 1 Curv 4
S = /(2R4F5 Fl”/y+ﬁ£4+ﬁ£4 )\/—gdx.
p p

Por conveniencia en la notacion, se introduce una reparametrizacion para 6, y se

definen algunas etiquetas para los intervalos “I;” que serdn relevantes a continuacién:

]j = (Pj—lapj) ) 94 = Q40é 5

917 99 + v 645
0 o 6 1 193 7, 6 s 2 39 3,887 s
203 —99 + V645 7
3 64 37 7 ) 4 32 7300 ) 5 16 78

Usando estos, las restricciones de estabilidad y consistencia observacional arrojan:

Y Dinamica Fantasmas Inest. Laplacianas Subluminalidad GW

Pardms |S<0AYeR| B>0A7€R | A+ A >0 A xA>0[8>0|(P>0|D>0 |, <1|c,, <1|c,, =1

v v v v v | v v v x
(a>0) A (a>0) A
{Q7Q4}7é0
Qs = 64/a (@<OAQue(LVEVIOV | o/« 1 (150 VE) A | Qi< L(15+ VF) A x x
1 =04

(a>0)ANQx € (IV IV I)

Q> (15 —/135) Q4> (15— V/435)

(a>0) A §5(15—V435) < Q4 < 15(15+ v/435)

Tabla 7. Criterios de consistencia para soluciones asintéticas de dﬁ}l+9~4£§urv. Similar
al caso anterior, se verifica que la combinacién de un Lagrangiano saludable como £} con uno
no tan saludable como Ef“r", da origen a un modelo que satisface los mismos criterios de
estabilidad que Ei, pero no satisface el criterio de ondas gravitacionales cihi =1.
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En adicién a lo anterior, se verifica que las asintotas con valores de (), dentro del
rango que satisface los criterios de v € R, fantasmas e inestabilidades Laplacianas, son tales
que 8 > 0V Qy; esto indica que los apartes del Lagrangiano £{"V son tan restringidos por
L} para compensar sus deficiencias a nivel perturbativo, que el resultado de la combinacién

lineal es un modelo que carece de las asintotas con 3 < 0 caracteristicas del £$™".

En lo referente a la relacion entre los incrementos de ()4 y la inclinacion de las asintotas,
se encuentra que las inclinaciones accesibles barren el rango 74, 229° + 8,998° y nuevamente
se observa que la relacion entre las variaciones del angulo y el pardametro ()4 es directamente

proporcional, y esto se debe a que

203+ 646, 203+ 64 Q4 g 8176 77
_ _ — = >0 < — .
b= Ta—16 0, 77— 16Q, dQ, (77— 16Q4)? AT

Esta informacién es 1util para estudiar en profundidad las ventanas de parametros
finales, puesto que esto permite separar las zonas que dan origenes a soluciones asintéticas con
velocidades altas de las que tienen velocidades pequenas (y por ende, qué zonas evolucionan
rapidamente hacia un periodo de energia oscura y cudles evolucionan con suficiente lentitud
para satisfacer la duracién minima requerida por inflacién); la siguiente gréfica es evidencia

de la relacién directa entre las variaciones de ()4 y la inclinacion de la asintota Y = X
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a=10""|Qs= [15 - v’43§) = -0.366 a=10""|Qs= [15 + v’43§) = 2.241

s
S

-4

Figura 9. Diagramas de fase para el modelo de & L1 + & £2. Se observa que las asintotas
de este modelo estdn bastante restringidas para que la combinacién lineal pueda satisfacer los
criterios de dindmica, fantasmas e inestabilidades Laplacianas y, en consecuencia, (i) en este
modelo solo es posible tener soluciones de energia oscura asintética y (ii) las inclinaciones
caracterfsticas del Lagrangiano més saludable (£}) son las tinicas que llegan a manifestarse en
el diagrama de fase.

En sintesis: Los resultados sugieren que (i) es necesario anadir términos de tipo
Yang-Mills para satisfacer el criterio de consistencia observacional de ondas gravitacionales,
(ii) los Lagrangianos con mayores deficiencias a nivel perturbativo tienden a ser mayormente
constrenidos por sus companeros mas saludables en la combinacién lineal; asi, una combi-
nacion bien disenada puede exhibir ambas clases de asintotas, pero una teoria demasiado
desbalanceada a nivel perturbativo no (porque tenderfa a exhibir las asintotas generadas por
sus Lagrangianos més saludables); para ver mas claramente el por qué de esta afirmacién
basta ver el caso de aL}l + KL3, en éste, la diferencia esencial con aL} + é4ﬁju“’ es que L2
satisface mas criterios de estabilidad por sf solo que L£§™V, y los resultados en ambos casos
verifican esta afirmacién (el modelo méas desbalanceado tiende a exhibir solo una de las dos

clases de asintotas).
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2.8. Modelo & ﬁ}l + 9:1 ﬁgurv + X~3 ﬁggAz + X~4 ﬁgz)Az

Siguiendo la misma linea de razonamientos de los casos anteriores, se define la siguiente accién
de interés, donde {«, 04, x3, x4} son pardmetros adimensionales, 0, = Q,a y x; = C; a:

m2 1 « 9
_ D W a Cl 4 CCurv X3 C(l)
P p p

X4 ~(2) 4
TEGZAQ) V=gd'r .
m/p

En este caso, las ecuaciones de movimiento y expresiones para {Z, P, €} son demasiado
largas como para ser expuestas a continuacién - ver Apéndice E - Dicho esto, las demas
expresiones relevantes en este modelo son:

~

A+ A = (5a—2X34)¢2+é(61a—1694)¢4,

W Ot

24+ 2(5a—2 b2 4 (6l — 160,)
)\+*>\_:1 ( X34)¢ ( 4)1/1 — R,

+ (105 0% — 12867 + 240 ably — 122 arxaq + 32 0ax34) U°

, , A44(5a —3 s+ xa) V2 +2(T1a — 86,) ¢ »
+c = R
Cohy 8,7+ 5 26 )

+2(155a% 4+ 80,[4x31 — 2 x4 ] 4+ @[ 120604 — 203 y34 + 61 x4 ] ) ¥

) , (20502 — 324 vy + 162 ayy ) P
Cshe * Csye = 0 N '
+24+2(5a —4x3s +2x4) V? + 81!

A partir de ellas, se obtienen las siguientes graficas, en donde C3y = C5 4+ Cy:



EXPANSION EN LA TEORIA SU(2) GENERALIZADA DE PROCA

Ca4

Distribucion de zonas viables de energia

oscura e inflacién en el espacio de parametros

Regiones saludables de energia oscura e inflacién
al incorporar criterios de estabilidad

74

sl T T a0l T T
/
/
.-'fl
/
00| 300} f
Bg=0 | B<0 £=0 | / £<0
a=0 ,rf a=0
200 200+ | f’llr
xf
B8 Zona 1 L" Region estable de
100 Zona 2 100- B ! energia oscura
[ Zona 3 c T— —f
0 Zonad
0 oL
-100 100}
B<0 I; l B>0
a<0 / a<0 a<0
—z00F < I.f = -200} Region =
ff inflacionaria
| estable
73‘337I 1 lr 1 1 1 L 73‘inl 1 1 1 1 1 M|
-20 15 ~10 -5 o 5 10 -20 15 ~10 -5 o 5 10
Q, Q,

Figura 10. Topologia del espacio de parametros en el subespacio {«,04, x;} € R para

el modelo de aL}+ 5455‘“" + XgﬁgQ)AQ + )245(2)

o2 a2+ (1) La gréfica de la izquierda muestra las

diferentes regiones del plano {Q4, Cs34} en las cuales se garantiza v € R; éstas estén clasificadas

en términos del signo de a y 8. Nétese que la recta Cgy = %(77 —16Q4) no debe formar parte

203464 Q442 C34

del espacio viable debido a que 8 = Z=—¢ 01-2 Chs

presenta singularidades a lo largo de ella.
Las zonas 1 y 3 albergan soluciones asintéticas de tipo inflacionario (8 < 0) y las 2 y 4,
soluciones asintéticas de energia oscura (8 > 0). (ii) Al investigar los criterios de estabilidad
para los modos tensoriales, los pardametros que garantizan la estabilidad del modelo deben
tener a > 0 y pertenecer a la nueva regiéon resaltada en la grafica de la derecha; la interseccion

de ésta con las zonas que tienen v € R y a > 0 da origen a las zonas doradas donde la teoria

satisface todos los criterios de estabilidad aqui considerados.
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Teniendo en cuenta que los diagramas de la Figura 10 estan restringidos al subespacio
{Q4, C34} para permitir su visualizacién en 2 dimensiones, no es posible extraer de ésta
toda la informacién pertinente sobre {Q4, C3, Cy}, asi que, incorporando esta informacién de

vuelta, las zonas ideales completas satisfacen lo siguiente:

» En zonas de energia oscura: los modos tensoriales (i) no exhiben inestabilidades
(Fantasmas, Laplacianas), (ii) presentan propagacién subluminica, y (iii) satisfacen las

restricciones impuestas por GW170817 sobre la velocidad del graviton si y solo si:

(a>0) A (—1,25< Q4 < 3,373) A

~

2280+ 1584Qu+256QF _ , _1054240Qu—128QF . Cu(5+4Qu) +16Q]
2(83 416 Q) =261 — 16Qy) T 5+4Qq

Bajo este conjunto de restricciones, la pendiente maxima que puede obtenerse para la
asintota de energia oscura ocurre cuando {Q4; Cs34} — {2,466 ; —1,894}, la pendiente
minima ocurre cuando {Q4; Cs34} — {—1,250; —5,627} y en consecuencia, el rango de
pendientes accesibles es de 64,653° 4+ 18,744°, esto corresponde a un incremento de

~108,3 % con respecto al resultado del modelo & £} + 0, L cuyo rango era de ~=4-9°.

Por otro lado, es posible demostrar que todo incremento en Q)4 o (4, sujeto a las
restricciones previamente expuestas, se traduce automaticamente en un aumento de la
inclinacién de la asintota de energia oscura - y esto es consistente con el hecho de que
la minima pendiente se da cuando {Q4;C3} — {—1,250; —5,627}, i.e, cuando Q4 y

(34 toman los valores mas pequenos que pueden en la region estable de energia oscura.

Para tener una idea de los érdenes de magnitud de los pardmetros permitidos es ttil

resolver el conjunto de restricciones necesario sobre el campo de los niimeros enteros;
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hecho esto, todos los posibles resultados son:

(O./>0) A <Q4:—1) AN (034204—16) /\04:{9,10,...,14}.

» En zonas de inflacién: los modos tensoriales (i) estén libres de inestabilidades y (ii)

presentan propagacion subluminica siempre y cuando:

(Q4 § —7,720) A (034 <P0) Vv
(a>0) A | (=7720< Qs < —5188) A (Cyu<P) VvV | A(bo<Cyi<by),
(—5.188 < Qs <

~

—4,621) N (Pl < 034 < PQ)

0= 162 P 5+40Q, ’

més auin, (iii) es posible exigir que la velocidad de propagacién de las ondas gravita-
cionales primordiales sea la misma que en el presente simplemente tomando:
(Q4 < - 7,720) AN (034 < P()) V

Csu(5+4Q4) +160Q3
54+4Q4 .

(a>0)A | (=7720<Qs< —5188) A (Coyy<P) vV | ACy=

~

(—5,188 < Q4 <

—4,621) N (P1 < Cg4 SPQ)

_ 9174 128Q,

2289 + 1584 Q4 + 256 Q? P = 1025 + 820 Q4 + 2592 Q3
2

2(83 4+ 16 Qy) PR 162(5 + 4 Qu)

Noétese que esta imposicion adicional (que es especulativa ya que los experimentos ac-

P() ,Plz

tuales no pueden dar evidencia directa de lo que ocurrié en periodos primordiales con
las ondas gravitacionales) solo restringe el rango de Cy y deja invariante el subespa-
cio de pardmetros viables restantes {«, Q4, Cs4}; esto es un indicativo de la robustez
del modelo para adaptarse facilmente a nuevos criterios que se impongan sobre las

velocidades de propagaciéon de los modos tensoriales.
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El rango de inclinaciones accesible en este caso es de: 135,790° 4+ 8,920°, esta am-
plitud es la mas pequena que se ha obtenido dentro de todos los modelos anali-
zados; no obstante, su mera existencia es suficiente para garantizar que el modelo
ali+ 54 £ff“” + X3 L‘GQ a2t X4 £(GQ2) 42 bueda generar inflacién ademds de energfa oscu-
ra; de hecho, precisamente ésta es una de las caracteristicas que hacen que este modelo

sea mas interesante que todos los demas (la otra es el hecho de que éste sea el tinico

modelo que satisface todos los criterios hasta el momento).

Otras propiedades destacables de las asintotas inflacionarias son las siguientes: (i) la
méxima pendiente posible se da cuando {Q4; C3,} — {—7,720; —35,581} y la minima

ocurre cuando {Qy; Css} —{—4,621; —24,074}, (ii) las variaciones en la pendiente

dag
dQa

Qi< —5833,y (i) 74 >0 si —5,833 <Qu < —4,621.

obedecen (i) > 0 para todo @4 dentro de la regién permitida, (ii) % < 0 cuando

Aligual que en el caso anterior, pueden estimarse algunas cotas en el orden de magnitud
de los pardmetros permitidos resolviendo el conjunto de restricciones necesario sobre
el campo de los nimeros enteros; hecho esto, todos los posibles resultados son:

917 4+ 128 Q)4 -
-5 =

C34(5+4Q4) +16Q7F _

15
5+4Q4 ~

(a>0)/\(Q4S—8)A Cyy < 53:|/\|:C4—
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3. Conclusiones y futuros trabajos

3.1. Conclusiones

Se presenté un andlisis detallado para ocho modelos diferentes (progresivos en complejidad)
pertenecientes a la teorfa SU(2) generalizada de Proca. (i) Para el modelo de & L}, se ve-
rificaron los resultados obtenidos por el equipo de Rodriguez et. al en la referencia [77], se
incorporaron las respectivas restricciones de estabilidad en el sector tensorial de las pertur-
baciones y se verific que el modelo generaba soluciones inflacionarias (en la regién central)
y asintotas de energia oscura, en ambos casos satisfaciendo todos los criterios de estabilidad-
consistencia excepto uno: el de subluminalidad. (ii) Para el modelo de % L3 se encontré que
se presentaban soluciones inflacionarias dentro de la regién central y a través de asintotas, en
ambos casos, satisfaciendo todos los criterios excepto tres: el de inestabilidades Laplacianas,
subluminalidad y ondas gravitacionales. (iii) Para el modelo de 0, LU se encontré un com-
portamiento similar al anterior pero incumpliendo cuatro criterios: los tres anteriormente
mencionados y el de fantasmas. (iv) El modelo de 01 L se descarté argumentando que
por si solo no generaba asintotas de la forma Y = X y, en presencia de otros Lagrangianos,
arruinaria la historia térmica del universo al conducir las soluciones inflacionarias a un estado

final con € # 2 (que no corresponde a una época dominada por la radiacién).

Los cuatro modelos previamente descritos completan el conjunto de modelos con un
unico Lagrangiano; en cada caso, se mostré que era posible aprovechar la referencia de un
valor critico de «; para ampliar el tamano de la regién central y modificar la duracion de las
soluciones inflacionarias a gusto. (v) Para el modelo de y3 L'gg a2t Xa L'gg 42 S€ encontro que

todos los criterios de estabilidad-consistencia podian ser satisfechos al escoger x3 y x4 dentro

de una ventana de pardmetros adecuada. (vi) Para & Ll + & £2 se mostré que era posible
4 4
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diseniar modelos capaces de exhibir asintotas tanto de inflacién como de energia oscura, en
funcién del conjunto de pardametros escogidos. (vii) Para a L} + 0, LW se observé que al
combinar un Lagrangiano poco saludable con uno mas saludable, el comportamiento de la
combinacion tiende a asemejarse al comportamiento del Lagrangiano més saludable, y por

ende, los modelos mixtos siempre son mas propensos a presentar un solo tipo de asintota.

La informacién recopilada dio origen a la ultima combinacién estudiada: &L} +
6, L+ Y3 ﬁ(Glg 42T X4 E(C?Q) 42 (viil) para este tltimo modelo, se encontré que era posible ge-
nerar ambos tipos de expansion y que la totalidad de los criterios de estabilidad-consistencia
podian ser satisfechos con una eleccién adecuada de «, 04, x3 v X4; €l éxito en la satisfaccion
de los criterios de subluminalidad y ondas gravitacionales se atribuyé a las propiedades de

los Lagrangianos de tipo Yang-Mills y3 ng 42> X4 ng 2 bertenecientes a Ls.

Adicional a todo esto, se comenté la desaparicién de los Lagrangianos £2 y £3 de la
teoria SU(2) generalizada de Proca debido a la ligadura secundaria indicada por Errasti et.
al [97]. En todos los casos, los criterios de estabilidad fueron aplicados en el régimen de altas
energias (sub-horizonte) y sin tener en cuenta el limite de de Sitter, esto garantiza que cada
criterio de estabilidad satisfecho en el régimen de altas energias, no implique inestabilidades
en el régimen de bajas energias, y que los resultados obtenidos reflejen un escenario general en
el que las densidades de energia para las componentes de materia fria y caliente no se hayan
asumido necesariamente nulas. Con el fin de permitir la visualizaciéon en dos dimensiones, el

limite de de Sitter fue aplicado en los diagramas de fase expuestos a lo largo del documento.

A raiz de lo observado, la teoria SU(2) generalizada sigue siendo una teoria de grave-
dad modificada vigente que, por su atractivo, vale la pena seguir estudiando; existen aspectos

que se deben mejorar poco a poco y, con suerte, la revision bibliografica exhaustiva y la ca-



EXPANSION EN LA TEORIA SU(2) GENERALIZADA DE PROCA 80

racterizacion detallada de cada término aqui expuesto podra ser de utilidad para que en el
futuro se puedan dar grandes pasos en esa direccién. Uno de los elementos mas relevantes
que se dejan como apoyo para futuras investigaciones, producto de este trabajo, es el com-
pendio de codigos en Mathematica y Maple que permiten estudiar mas facilmente la teoria

de gravedad modificada que se desee en el universo de FLRW o Bianchi.

Para finalizar, los apéndices A-D ofrecen férmulas inéditas de cédlculo variacional y
discusiones pertinentes que, siendo generales, pueden resultar de gran utilidad para cualquier
investigador o estudiante que requiera traducir diferentes resultados bajo cierto convenio
de signos, o bien desee aprender una receta simple para calcular mas rapido todo tipo de
variaciones a términos arbitrariamente complejos, o desee reescribir las ecuaciones de Euler-

Lagrange de cualquier teoria en una forma mas sencilla, eficiente y explicitamente covariante.
3.2. Futuros trabajos

Existen muchas lineas de investigacién afines a este trabajo que pueden ser abordadas en el
futuro; algunos ejemplos son: (i) Una exploraciéon mas detallada de los diagramas de fase,
puntos criticos, puntos de ruptura y soluciones numéricas en el ultimo modelo analizado,
(ii) el andlisis del teorema de no cabello césmico en la teoria - para ello puede ser til el
articulo de Maleknejad et. al [98], (iii) la bisqueda de férmulas que permitan obtener todos
los términos invariantes de gauge con base en teoria de grupos y Young Tableaux, ttiles para
completar la teoria actual, o bien, generalizarla; (iv) la revisién y eventual reinvencién de
esta teoria pero para simetrias locales, (v) la posibilidad de incorporar conexiones generales
con torsién y derivadas covariantes de la métrica diferentes de cero - esto es algo que ha
demostrado ser beneficioso para las teorfas de Horndeski [99] y también puede ser til para

aportar nuevos avances en temas asociados a teorias de gran unificacién, entre otros.
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3.3. Material publicado y demas contribuciones

Como resultado de esta investigacién, (i) se presentaron las etapas iniciales de este trabajo en
el Second workshop on current challenges in cosmology (Bogoté, Colombia - 2018)3* a través
de la charla titulada “Are the non-Einsteinian gravity Horndeski-type theories still alive after
GW1708177” a cargo del Ph.D. Yeinzon Rodriguez, y del péster titulado “Dark energy in
the generalized SU(2) Proca theory” del cual fui autor en colaboracién con el PhD. Gabriel
Goémez y el MSc. Andrés Navarro, (ii) se desarrollaron cuatro c6digos computacionales para
estudiar el sector tensorial de cualquier accién en un universo homogéneo (Apéndice F),
(ili) se generalizaron las ideas de Misner et. al en lo referente a los convenios de signos
de la relatividad general (Apéndice A), (iv) se facilité la realizacién de [100] y [101] y (V)
actualmente se trabajando en la realizacion de dos a tres publicaciones adicionales por parte
del autor de este documento, y al menos otras dos por parte de investigadores asociados al

proyecto.

34http://cosmology.univalle.edu.co/index.php/home.
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Apéndice A. Expresiones de calculo variacional ttiles en gravedad modificada
Apéndice A.1. Variaciones de tensores con informacion geométrica

En esta seccion se mostraran algunos calculos relevantes para determinar correctamen-
te la variacion de cualquier término de acople minimo o no minimo a la gravedad. Por como-
didad, los paréntesis (o brackets) en los indices de un tensor denotardn (anti)-simetrizacién
no-normalizada, esto quiere decir que A, = A,, + Ay, no incorporaré el factor de % que mu-
chos autores suelen emplear, asi las ecuaciones adoptaran una forma mas concisa y elegante.
En adicién, se consideraran todos los posibles convenios de signos presentes en relatividad
general, para ello se seguird la parametrizacién [S1], [Sa], [Ss] propuesta por Misner et al. [3].
Finalmente, las bases se asumiran holénomas, la conexién serd métrica y libre de torsién

(simbolos de Christoffel), y con frecuencia, p(n) se usard como reemplazo de pq o ... fy, -

Apéndice A.1.1. I, =7

Como la conexiéon es métrica, se tiene que:

g;u/;p =0 < guu,p = F;(,ugl/)a : (51)

También se exige que toda variacién § conmute con las derivadas 9, , entonces

(6guv);p - (59“1,),[)—11?(#59”)& )
- 5(9;%;)) — 10090y »

«

- 5Fp(ugV)Oc + F?(M(Sgy)a B F;);(uégV)Ot )

(69;,”/);/) = 6Fg(ugy)a : (52)

Por simplicidad, (dg,,),, puede denotarse como dg,,., entendiendo que dg,,.,#0(g,:,) -

3
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Dado que la conexion es métrica y libre de torsiéon se puede aplicar el “truco de
Riemann” para despejar oI, , para ello se toman tres copias de (52) con permutaciones

ciclicas de {u, v, p}, dos de ellas se suman y la tercera se resta:

09 =+ 000,900 + 017,90

00 = 0T 0+ 0T

~ Sy = = 0T~ 0T 0

Realizando las operaciones indicadas, los términos subrayados se cancelan y se da que

59#!/;;) + 591/;);# o 5gpu;v - 25sz Gva >

(6% 1 oV
5Fup - Qg (5gvu;p+ 591/;’;# - 5gup;l/) )

[0 1 (07
o, = 59 A (v(pégmA — V., 5gup) . (53)

Por comodidad, conviene reescribir la expresion anterior de la siguiente forma:

o 1 (63 ag (o} O (o3 o (o
o = {59 A (5A15(55p)3 — 5;‘15;72(&3)} V4.095,0,

fe% L ax o1 {020 l %5100 50
o, = [ 59 (050725 = 5675208 ) | Vs 00,
o — a o(3)
oy, = D7V ,.005,0, (54)
en donde 5‘;1‘;2 = 0010% = 5471592 es la “delta generalizada permanente” [9),

analogo simétrico de la delta generalizada de Kronecker. En esta presentacion, la expresion
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(53) se asemeja mds a I'}, = s 9 (9(p9uy» — 919y, ) v los indices de los tensores 6" y D

de (54) no solo aparecen en el mismo orden, sino que ademads satisfacen dos propiedades:

a(3) =0

VﬁDaupJ(g) =0, D*

, (55)

[1p]

implicando que D es compatible con la conexién y cuenta con las simetrias de oI .
Apéndice A.1.2. 6R¥,, =7

Este caso depende del convenio de signos debido a la libertad de signo existente en
la definicién del tensor de Riemann con relaciéon al conmutador de derivadas covariantes:
[V,,V, ]Vt = [So]R*, V¥ con [Sy]==+1. Esta libertad no se habfa evidenciado antes
porque el dnico signo libre que podria haber influido (la signatura de la métrica) no era
explicito debido a los productos pares de métricas (y sus derivadas) involucrados en ol

Para dar cuenta de ésta nueva libertad se define:

R0 =[S0 B0 = [S3] (T, + T, T2 ) (56)

alp

5 _ H Iz ! H e?
OR¥,,, =0Tl 40T +T% 0T

alp- olv olv -

Por otro lado, se sabe que (dI,)., = oI, + 1% 67 —T7 0T —T7 or%

vo,p va )

y se sabe que se pueden evitar los paréntesis al escribir (M‘ﬁa); , borque no exis-

te 0(I'l,.,) . Reemplazando 0%, & en términos de esa cantidad que denotaré éI', , se

encuentra que
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D _ [} o o n o 1 o
ORY,,, = OTY . —Th 615, + T, 0T + ¢, o0k, +6Th Ta), +Th 6T,
> _ H H e? a Iz H et H ot

6Rul/p0’ = [SQ] 5éu1/pa = [82] 5F5[ (57>

oip]

Usando (54), (55) y (57) se puede definir otro tensor D para reescribir a 6R*,

6RHVPU = v[P| { [S2] Duu|0}a(3) VO‘3 590&2041 } - |: [SQ] Duu[a\a(?)) 5%? ] va4va3 6ga2a1 )

_ a(4
5R'u == Dul/po’ ( ) va4vo¢3 69&2&1

vpo

(58)

evidenciando entonces que el nuevo tensor D también es compatible con la conexién

y tiene la misma antisimetria en {p, o} que oR¥,,, . Esto, matemdticamente, equivale a:

VsDF, oW =0, D" W =0 | (59)

B Observacion:

. " - . . _ . _
Partiendo de 0 R*, , es trivial deducir R, ,, pero suexpresion dR,,,,, = 0{R°,,, g,.} =
. . ) : : : o
(6R®, po) 9ue T R0 (6 gﬂa) carecerd de ventajas operacionales al involucrar dos variaciones
en vez de una. Para evitar este tipo de variaciones es conveniente entonces reescribir los

Lagrangianos con acoples al tensor de Riemann en la forma C,"*” R¥, = antes de variarlos.

loa
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Apéndice A.1.3. 0R,, =7

En este caso también hay una libertad de signo que se debe considerar (debida a las

dos posibles formas de tomar una traza no nula del tensor de Riemann); se define entonces

R,uu = [53] R,uu = [53] Ra,ual/ = [52} [53] Ra,ual/ ) (60>

y, en concordancia con la definicién, se tiene que 6R,,, =[S][S3] IR*,,, dF , ie:

5Rz/o - [[SQ] [53]Du1/,ucra(4)} v@4va3éga2a1 ’

_ M a(3) cay
0By = | 1850 D",," V00 | Vo Vas 09, -

vo

6Rllo’ = ‘Dlloa(4) va4va369a2a1 : (61)

Noétese que, a primera vista, el lado derecho de R, no parece ser simétricoen { v, o }

pero, teniendo en cuenta que (I'¢, , =0 « DO‘[W]U(B) =0)y (R,,,=0% D™ =
0), es facil ver que 6R,,,, ~| D“[W]a(3) o0t — D“[V‘Ma(s) 0151 1 VasVas09a,q, = 0; entonces:
V5D, W =0, D, Y =0 | (62)

?

Apéndice A.1.4. dg,, f(6g*)

Habiendo mostrado algunos calculos importantes, es necesario continuar la construc-
cién de este formulario determinando la relacién que existe entre las variaciones dg,,, y 0 g8

para poder expresar todo en términos de una sola de ellas, para ello se debe notar que:
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0=20{0)} = {9009} = 90 09" + 00, 9" ,

= g,u,a(sgaﬁ = _5gpaga6 )

aﬂz

59 _ga‘ugﬁyég,uy A 5gaﬁ = _gapgﬁzx 6g/“/ (63)

en donde se corrobora que la expresion (63) es simétrica en {«, §}, como debe ser.

B Observacion:

Debido a que muchas veces la notacién puede ser ambigua, es importante entender bien
lo que la ecuacién (63) estd diciendo: ésta parece indicar que las componentes contravariantes
del tensor dg no se relacionan con sus componentes covariantes de la forma usual (por un
signo menos) pero tal interpretacion es incorrecta; para entender por qué, es util revisar los

calculos con una matriz arbitraria M y sin hacer referencia a una base en particular, asi

MM?*=1 = M}M*'=-Ms§M'} = H{MY=-M"'s{M}M!

permite reescribir (63) de forma mas clara como §{g~'}*¥ =—(¢g7")* (g7 ") dg,,
donde se observa que las componentes de las variaciones referidas a ambos lados de la ecua-
cién no corresponden a un mismo tensor y, por ende, lo correcto es concluir que §{g~'} =
— 09, es condicién necesaria y suficiente para que dg~—! preserve la relacién adecuada entre

sus componentes covariantes y contravariantes; esto también se reflejard en todas las demas

SM _ &M
8g1 ég

ecuaciones que incorporen tensores asociados tales como



EXPANSION EN LA TEORIA SU(2) GENERALIZADA DE PROCA 100

B Demostracion:

bgl  bg

(5M> oM OM dgap oM
= = |
i

oM oM oM
1 = v v <_ gay g,Bl/) - = e
59 v 59” 5ga,8 5g,u 5ga6 6g uv

Gracias a esto se ve que, en lo relativo a derivadas variacionales, el esfuerzo operacional
es idéntico si se emplean variaciones de la métrica usual o variaciones de la métrica inversa.
Por convencién, en este documento se preferira el uso de variaciones de la métrica inversa.
La libertad de eleccion en este caso se justifica porque, a nivel de ecuaciones, los resultados
siempre pueden llevarse a la forma ecuacién = 0 en donde el signo relativo entre g y dg™*
es insignificante. Por construccion, el paquete xAct de Mathematica utiliza variaciones con
respecto a la métrica usual y no su inversa; se debe tener un cuidado espacial al combinar
célculos a mano con calculos a computador (las precauciones sobran cuando el mismo método

- manual o computarizado - es aplicado a todos los términos de una misma ecuacion).

B Corolario: Accién de un operador M compatible con g sobre dg,, y dg"”

Para todo operador M compatible con la métrica, definido sobre una variedad M con

componentes M CW = Yo 9up MC28  se satisface la siguiente regla:

MC* g, =—-MC,, 6" |. (64)

Demostracion: (i) Nétese que los dos ultimos indices de M deben ser simétricos, (ii)
si la ecuacién (64) es cierta, ésta se cumple para todo dg®° | (iii) ahora bien, es claro que
M Crmv 09 = — M Cw Yo 9up 59 = — Yy 90 M §g°8 & [g#aguﬂ , MCW] =0, (iv)

con la simetrfa en los ultimos indices esta condicién se traduce en { Gy » [ 9y, M Cor]l =0
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y finalmente (v) ésta se satisface en particular cuando [ g, , M| = [g,5, M, ] =0.

Apéndice A.1.5. 0R =7
Este caso no presenta libertades de signo (ya que solo existe una posible traza de R, ).

Teniendo en cuenta la expresién (64) y la compatibilidad de los tensores D con la métrica:

R =R, 97} = R,, 09" +6R,, g7 ,

OR = (Ragoy = 97Dy ™™ VeV ) 09™ | (65)

voo

Apéndice A.2. Truco de Leibniz

Hasta ahora se ha demostrado que (i) 6I'%, es proporcional a una derivada covariante
de 09,,4, » (i) 0R*,,, y 6R,,, son proporcionales a dos derivadas covariantes de dg,,,, v (iii)
O R estd compuesto por una parte proporcional a dg,,,, v otra proporcional a dos derivadas
covariantes de dg,,,, ; con esto en mente y dado que la teoria aqui expuesta siempre se
implementard en el contexto del principio de accién estacionaria con extremos fijos, todas
las variaciones que involucren acoples no minimos a la gravedad provendran de escalares

reales como:

cHr) Pu(p) ’ (66)

en donde p € N* U {0}, C es un tensor real arbitrario, P es un tensor real cuya

variacion involucra términos proporcionales, a lo sumo, a n derivadas covariantes de 09,

a(n)

siendo n € N un nimero entre 0 y p—1y B, ") su respectivo factor de proporcionalidad;

asl:
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n+2

N e [T
5P#(p) = Z u(p) (H Va3+i—k ) 09asar >
i=2 k=3

en donde al menos uno de los factores de proporcionalidad 1) ha de ser diferente de
cero para evitar el caso trivial 5Pﬂ(p) =0. En particular, si #(p)a(i) #0 & i=2la

productoria se hace igual a 1y C’“(p)(FPM(p) resulta proporcional a dg,,,, ; en general,

= B0V, Vo, 0000,

as 5.9(12041

’ , a(i)
5{0; (p)P#(p) } D Cu(p)ép,u(p) D) C’M(P)u(p) vaivaiil.“v

corresponde al i-ésimo término de 0P, (con i - 2 derivadas covariantes involucradas)
y, aplicando la regla de Leibniz ¢ - 2 veces se puede factorizar dg,,,, para dar origen a una

expresion mas simple; para demostrarlo, definanse

V.,V

ap Vo’ Qm Q (11 m)

VvV, =V =1l<Il<m ; V, V. .V, =V =1lsIl>m.

oy " o1 am A1 Lm)

Fi—k ali
© = Vari—k19B " Vo (im1-513) 09asa, +

en donde la definicién de © es tal que todos los indices de las derivadas covariantes
se contraen excepto el i — k; esto permite desarrollar el proceso previamente mencionado de
la siguiente forma:

By _ vai@ai _ (VaiBa(i)) v

Q(—143) 590&20&1 ’

-v,C" v, C" ¢ (V%,W)Ba(")) \Y

;1 3) (sgagal

Q(i—23) Yazar
71—

3
_ _1\k ik _1)i—2 (i)
— ( 1) vai_k@ +( 1) 69()510:2 vOé(:;Ti)B :
k=0
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Como estas expresiones surgen al variar la accién < [ 0Lmar/—gd*x D [ C”‘(P)cSPN(p) V=g d4x>
con extremos fijos y la conexién es compatible con la métrica (V, /—g = 0), se da que la

integral de los términos de la sumatoria es igual a cero por teorema de la divergencia y que

Ba(i)vai”'vo@égagal ~ (_1)1 6ga1a2vo¢3‘“vaiBa(i) ) (67)

en donde el simbolo & sirve para enfatizar que esto solo es valido tras variar la accién
con extremos fijos. Notese la simplicidad de ésta formula: para intercambiar dos operadores
separados por 7 derivadas covariantes (6g,,q, ¥ B*®) solo hace falta invertir el orden de las

derivadas y agregar un factor de (—1) si el nimero de derivadas involucradas es impar.

Apéndice A.3. Formula para la variaciéon de una contraccién

Cualquier escalar ¢ puede ser expresado como la contraccion de dos tensores: uno p ve-
i i ie ¢ = mp)v(p) = w(p)v(p)
ces covariante A y otro p veces contravariante B ,i.e: ¢ = Au(p) Bu(p) L = Cu(p) () L
en donde L es un tensor compuesto por p métricas que conserva toda la informacion relevante

sobre como se deben emparejar los indices de C' para obtener el escalar deseado ¢, asi pues:

en donde cada P; representa el i-ésimo par de indices del conjunto {u(p),v(p)} que se

deben contraer en A By(p) para dar origen al escalar deseado®®. Dicho esto, es claro que:

w(p)

35 Si la magnitud a variar esté (anti-)simetrizada, L incluir deltas generalizadas ademds de métricas; en

esos casos lo ideal es primero aplicar las deltas generalizadas y luego si operar con $.



EXPANSION EN LA TEORIA SU(2) GENERALIZADA DE PROCA 104

p

5 p
(Pv(p) — P; a8 _ P, af
oL p—(;gaﬂ{Hg }59 Z(ggaﬂ IT9™ ¢ o0
&

dgH
y ya que

ga; =1 6 k% actiia como un operador simetrizador normalizado®, el efecto
neto de 6L*P)¥(®) es el de actuar sobre cada par de indices contraidos y reemplazarlos
por {a, 5}, simetrizando, normalizando y dejando intactas las deméds contracciones en cada
iteracién de la sumatoria; todos estos procesos pueden sintetizarse en una notacion que

minimice la escritura, de modo que a partir de ahora la acciéon de §L se denotara como:

C( 6L'u V(pES(O()()LH( ey ,6) s (68)

n(p

en donde se enfatiza que los procesos previamente expuestos solo se deben realizar
sobre las posiciones indicadas por el tensor L y, con fines ilustrativos, se expone un par de

ejemplos:

B Ejemplo 1- Término de Yang-Mills: Se puede definir un término G (andlogo
a L) para factorizar todas las métricas de grupo que median las contracciones de indices
de gauge; hecho esto, es importante notar que 6 G, = 0 ante variaciones de ¢g"”; lo mismo
ocurrird con otras magnitudes como Aj que también tendrdn JAf = 0 ya que solo se desea

conocer el efecto de las variaciones de ¢g"” en las ecuaciones.

agh”

36 Con esto se hace referencia a que al tener una expresién como M © wv Bg

39— el resultado serd & Mc(aﬁ)
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S{FLF" Y = 6{FLF) "9 gu } = 6 { Fo F2, L' G, } .

urs a uv* po uv = po

= [6{ VLAY Y FL g +0{V, A } Fi 99" + Fi F,6L"| G,y

= [ o{ dpea —moan P v 5 { o8 Lo gAl L P 4 FpEL LR | Gy,

= [FLF) G, | 6LM = S(FLF™; B,¢) d9™ ,

pv= po urs a

)V 0g” = 2F4F,. " 69™ .

ale

1
_ a v a Be __ a
=3 [F(ﬁlvFals) + Eis1Fae) ] 097 = Fig F.

Con estas definiciones se sintetiza un proceso que facilmente puede realizarse mental-
mente minimizando errores y agilizando el tiempo de calculo; adicionalmente, se proporciona
un método facilmente replicable en célculos mas complejos: (i) agrupar métricas inversas en
L y métricas de grupo en G (sus variaciones son triviales con $), (ii) aplicar la regla del

producto.

B Ejemplo 2-Término de acople no minimo de la forma R AL A} :

S{RAPASY = §{RAAL g g, } = 6 { RA"AL L™ G,y }
— GRAFA" + RAZAY 617G,
— [ [S5] (Rﬂﬁgﬁavuv“—vavﬂ){flgm} +S(RAMAS; B ,¢) }5955,

i

= [ 18] (Rae + 9. V.V = V.V ) {ARALY + R A AT | g%

i

En este caso, por definicién, $ ( RALAL; B e ) =RS ( ARAS ;B e ) ya que LM es

tal que las contracciones dentro del escalar de Ricci no se ven afectadas por la accion de S.
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Asimismo, se implement6 una férmula para reemplazar el término de la forma cdR; ésta y

otras féormulas similares se expondran en el anexo B.

Apéndice A.4. Formula para el tensor de energia-momento

Considérese por un momento, una accién totalmente general en donde [Sgn] sea el
signo del término de Einstein-Hilbert en el convenio de signos definido por [S1], [Sa] ¥ [S5]

relacionados con la signatura de la métrica y las definiciones del tensor de Riemann y el

tensor de Ricci.?”

2
S = [SEH]/%R\/—QC#JT +/£mat \/—gd4l’

Al permitir variaciones en ¢ el principio de accién estacionaria dicta que

1 5{V_g£mat} 4
0S = V=g og" d*r = ogh
S=0 & /{ [Sen] G, + Ne Sgi gog T 0 Vaogh

—9 (/=G Lo L
> Balm G = 7= { S d- 2 g+ Lt G

. 2 .
pero se sabe que debe satisfacerse m; G, = [S3) T, . bara que el tensor 1), sea con-
sistente con la clasificacién de Misner, Thorne y Wheeler; entonces, igualando ambas expre-

siones se encuentra facilmente que 7T}, debe estar dado por:

T, - IS [SEH]{J_iga{“g_ggfm}} - [SEH]{ ‘ﬁmawzmgﬂy}  (69)

37 La convencién tal y como la proponen Misner, Thorne y Wheeler en [3] es: N = [S1]diag (=1,1,1,1),

9 3 )

RF, 5 = [S2] ( Voo T Fa[pfa]u> , R, = [S2][S3]R®,,, , de tal modo que mf, G, =[9]T,
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B Observacién:

Fisicamente, el signo de Einstein-Hilbert [Sgn| esta determinado por [S1], [Se] y [Ss]
para garantizar que el término cinético del gravitén sea del signo adecuado [102] y se recupere
la ley de gravitaciéon universal en el gauge de Newton; lamentablemente, no parece haber
literatura cientifica dedicada a la forma funcional de [Sgy] hasta la fecha y, para los fines

practicos de este trabajo, basta con saber que [Sgn] = +1 si [S1]=[5]=[53] = +1.

Apéndice B. Expresiones alternativas en términos del tensor de Riemann
Apéndice B.1. Fundamentos tedricos

Dado que [V, , Vﬁ} M, = Re, ;M. + R, sM, sesatisface para todo tensor dos

paf vaf ' ue

veces covariante, se deduce una relacion 1til para manipular algunas expresiones:

v[pvo](sgagal = Ra(a1|pg(sg|a2)e = 5C¥p4li:3 va4va3 6ga2a1 = 55

(70)

en donde 9 Zg es la delta generalizada de Kronecker. Por otro lado, gracias al proceso
de antisimetrizacion requerido en la ecuacién (57) y considerando la ecuacién previa a (58),

: o " ‘
es posible reescribir 0R", ,, como:

SRE, = [S) %g“’\ (5315325[%3' I8 000 — 606 5;“3)50;3] VoV 0o -
= (53] 5o (302035 + 03675) | TV O
= 18] | 5 (O30T = 070205 | TV b
= S18:) 9 (080055 Vo, Vo, 0y — 0702080 R 005 ) (TD)
= %[52] g™ <v[p|vyég|a}/\ — Vi, Va9, + Ra(l/|pa'5.g|)\)€> :

SRM,,, = %[52] 9 (0500, VY, = 6550V Vo + B8 ) 095 |- (72)
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Es de destacar que segin (71), la variacién 6R*, = D", pe "™ VaiVas090,q, Puede
ser separada en una parte proporcional a Vo,Va,06,,,, Yy otra proporcional a dg,,,,, de
este modo se puede introducir una nueva parametrizacion en términos de dos factores de
proporcionalidad ¥ (consistentes con la notacion expuesta en la secciéon del truco de Leibniz)

que ya no serdn compatibles con V,, , asf:

5RMVP0 = D“”/’UQ(ZL) va4va359a2a1 = [%[52] glM <6(;26;45§1?/3 va4va3 + Raz(ulpo(s\o;\l) )} 6ga2a1 ’
_ [uma@) V.. V.. + umam)} 0 Geses (73)

De igual forma, 0R,, = [S2][Ss]0R*,, v 0R=0R,, g"° — R"dg,, , entonces

v

1 -
5R1/0 = 5 [53] <gu55favﬂ} v’/ - 51?5[Eovu] V# + RE(M)\Jéﬁ/) > 5gﬁs 5

= [SQ] [53] |:pupaa(4) va4vo¢3 + pl/paa(z)] 59042041 .

Y teniendo en cuenta que [5R D O0R,, "7 D RE(M)‘U(S'i)gW = Ra)\()\ﬁ) = 0], se da

1
0R = 5 [SB] g (guﬁdfavu]vy - 61/65[60vﬂ} Vﬂ) 59,85 - Rﬁs(sgﬁa ’

1 v e € D3e
= 5184 (vﬁv*: — ¢FVY, — ¢V, V + VIV — 2R )5955 ,

SR = [Ss] ( VOVE— gV, V- Rﬁs) 59s. | (74)
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B Comprobacion de féormulas:

Al comparar estas formulas con la literatura es importante tener en cuenta que la
definicién del operador D’Alembertiano 0 = — [51] V,V# = 07 — V* depende de [S)] para
garantizar que el coeficiente de la doble derivada temporal sea positivo. El articulo [103] de
A. Guarnizo ilustra muy bien esto: luego de aplicar (64) en la ecuacion (3.8) se puede deducir
por comparacién con (74) que [S3] = +1y 0 =V ,V#; esto es consistente con el parrafo que
se muestra a continuacién y con el convenio de signos [S1] = [S2] = [S3] = +1 expuesto entre
(2.1) y (2.2). Asimismo, (2.4) dicta que [Sgn] = +1 vy, por ende, (2.35) corrobora a (69). De

otra parte, (2.9) también concuerda con (57) y (74) es la version expandida de (2.13).

Apéndice B.2. Discusion
Para comenzar esta seccion, es conveniente resaltar que las variaciones con el mayor
ntimero de posibles expresiones alternativas, siempre serdn aquéllas de la forma o R" 4y(3) Cu, v(3) ;

en estos casos se pueden identificar al menos tres vias evidentes para realizar su variacion:

e Via 1: Expresar 0 R" 4y(3) en términos de D, aplicar el truco de Leibniz y no escribir
los conmutadores de derivadas en términos de RV( 2

v(3) ~ a(4) v(3
6RM4V(3)C @ ~ Du4u(3) (vagvmcm ( )) 59042041 ’

pa

- [SQ] gMM 5,6\“53125%&4 + 5(5\[13135(12@4 (va3va4Cu4y(3)) 5ga2a1 )

va2 v3 va2 v3

[SQ] vasvm { C«a1a2[a3a4] + C[alag] [aze] }5ga2a1 :

1
2
1
2

Esta via finaliza en un gran ntimero de derivadas covariantes de C' sumadas y restadas;
de manera general, éstas toman la forma de derivadas de productos y, al expandirse con

Leibniz pueden generar derivadas covariantes de orden superior a 2. En caso de optar por
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esta via lo ideal seria no expandir las derivadas de productos, mas bien, desarrollar la doble

derivada covariante de C' como se harfa para un tensor de orden (4,0).

e Via 2: Expresar JR" 41/(3) en términos de D, aplicar el truco de Leibniz y escribir

los conmutadores de derivadas en términos de RV( 2

v ~ a4 v
5RH4I/(3)O @~ DM4V(3) ( )(vaavcmcml (3)> 69042041 )

pa

— = [Sa] g | 65100200300 + 650065200 | (Vi Ve Cot ™) 09pans

V2 v3 V2 v3

1
2
% [5'2] [5312 [v vyg} Cave T vagva40[a1a3} [azay] } 5ga2a1 ’

v

ap — A

1 N Sa aA araz] [aza
= = 5 [$] | Z R yaga, O+ Vo, Vo, Ol 6,0,

Este resultado complementa el andlisis a la via 1 y permite reescribir:

1
OR 50, = = 2 [S) ((SCRiem1 + 6CRiem2 )

g > A

. A
con 6CRieml = S R™, . C*Wdg, . = V,V,Cuelesmlsg
k=1

la cual se exhibe como la opcién mas deseable y facil de manipular encontrada hasta el

momento porque involucra cuatro tensores de Riemann en vez de un conmutador de derivadas

covariantes aplicado al tensor C' (que generarfa de 12 a 60 términos segiin su manipulacion).®

e Via 3: Expresar 0R" !,z en términos de 19 desde el comienzo.

38 V,,V,,C arroja 6 términos si no se desarrolla la derivada covariante interna (12 al restarle V,.V, C)

y, si se desarrolla, es peor, dando origen a 6x5=30 (60 al restarle V, V, C) términos.

39 Este caso equivale a utilizar (70) desde el comienzo, dicho paso esté implicito en la relacién (73).
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Aqui da igual si se reemplazan los 1Y antes o después de usar Leibniz para factorizar
la variacién dg,,,, , esto ocurre porque un es un simple factor multiplicativo y el otro
(sin considerar eventuales modificaciones) no incorpora las deltas de Kronecker necesarias
para antisimetrizar { oz, a4 } y dar lugar a los conmutadores de derivadas covariantes que

aparecen en (70) ; por consiguiente:
v(3) __ v(3 a(4)
5RM4V(3) CM @ = CM ( )DMV(B) VouVas 5ga2a1 )

a0 )

v(3 e a4) Y 210
— C,LL4 3) |: v(3) Va4va3 + v(3) i| 5g

Q

N = N|=

) H4 o(4) v(3 v(3) o) M4 a(2)
@ (VaVa,Ou"?) + 0" D" ) ]59a2a1 :

v

[5’2] g,u4u4 [ §azoa garas (V%VMCMV(S)) +C#4y(3) Raz 5 } (59@2@1 :

V3 v C V4 V1 (v1|vevs ™ |va)

18] [ VoV, Clvesllonesl @ Res 5o ] g,

(valvava ™ |v1)

Apéndice B.3. Conclusion

En todas las vias es persistente el término (5CRiem2 =V,,V,,Cloraslloz0d] 59a2a1)
pero 0CRieml1 admite tres posibles formas de escribirlo: la primera involucra un conmutador
de derivadas covariantes de un tensor de rango (4,0), la segunda involucra cuatro tensores de
Riemann contraidos con C' como reemplazo del conmutador, la tercera involucra dos tensores

de Riemann contraidos con el tensor de rango (4,0) a través de una delta de Kronecker.

Sintesis de alternativas:

Con base en la discusién anterior, se concluye que la forma més compacta de expresar

la variacién de interés en este capitulo esta dada por la siguiente expresion:
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1
SR, C,, " = — = [S3] ( SCRiem! + §CRiem2 ) (75)
OCRieml = C*@ R, 010} 0oy, [=0si Corozlocsl =0 ]

& 6CRiem2 = V, V, Claesllezad sy

Nétese que si CP™) es simétrico en sus tltimos dos indices, §CRiem1 = §CRiem2 = 0;

v(3)

esto es consistente con el hecho de que el escalar 0 R 41/(3) Cu sea idénticamente nulo

cuando se exige que C' sea simétrico en los dos tltimos indices. 4°

De la conclusién anterior, se deducen inmediatamente los siguientes resultados:

% - %S?‘le cre Ra2(V2|V3V4g\V1)a1 )

- % [C<ulp(3) + O Ry

- %C(Apl)pm Inuto) o (76)
m;# = %57331 VNV Cloyag) [asce] - (77)

Gracias a ellos, se ve que dCRieml = 0 si C es antisimétrico en sus primeros dos
indices, o en otras condiciones, dCRiem2 = 0 si C es simétrico en sus primeros dos indices.
Esto facilmente lo lleva a uno a pensar que 0CRiem1 y dCRiem?2 estan, respectivamente,
asociados a la parte simétrica y antisimétrica de C' en sus dos primeros indices; no obstante,
esto no es necesariamente cierto siempre y a continuacién me permitiré exponer un claro

contraejemplo:

40 Por otro lado, debido a que 5R“4V(3) C,MV(S) =0R,, s cAvE) — 59“4)\R)‘V(3) CHav(3) £ 53#41,(3)6'“4”(3),

no se debe esperar que 6R* 4U(3) CMV( ) = 0 cuando C sea simétrico en los dos primeros indices.
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Considérese un tensor C con C(P1r2)P3r1 £ 2 CP@ pero con C(P1r2)rsps = Crirz(pspa)
en este caso, C no es simétrico en sus dos primeros indices pero su simetrizacion en dichos
indices equivale a una simetrizacién en los dos ultimos; esto, a la luz de (76), implica que

0CRiem1 = 0 por cuenta de la contraccion de los dos tltimos indices de C' con los dos ultimos

del tensor de Riemann.

Ejemplo del anterior caso es el tensor C'*® = APt AP APsa APsb que satisface

a b
C(prp2)psps — A(51A§2)AP3 APa
— P1 AP2 AP3a Apab
— APAR AP A
_ AglAngPS(alAm\b)

_ AZlAZQA(PS|aA|P4)b — (OPrr2(p3pa)

como consecuencia directa de las simetrias al intercambio de {p1, ps} v { p2, psa };
estas simetrias inducen la simetria al intercambio de bloque { pips, p3ps} vy garantiza el

cumplimiento de las siguientes igualdades:

C(prp2)psps — x(pspa)pipz — (ypspalpipz) — (ypip2(pspa)

y por ende dCRieml termina anuldndose. Dicho esto, es evidente que 0CRieml =
50;;%”‘1 0g" es nulo si C' es antisimétrico en sus dos primeros indices o presenta una simetria

de bloque entre los dos primeros y los dos ultimos indices (entre otras posibilidades més

exéticas) y, adicionalmente, no es correcto asociar JCRiem1 exclusivamente con la parte

simétrica de C' en sus dos primeros indices.
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Un corolario interesante que se deriva de este resultado es que no todo acople al tensor
de Riemann generard modificaciones a la rapidez de las ondas gravitacionales, e.g: ningin
escalar formado a partir de un C' # C' (') con simetrias en { p1, ps} y { p2, pa } aportard
modificaciones (a primer orden en teoria de perturbaciones cosmolégicas) a la rapidez de las
ondas gravitacionales.

Apéndice C. Férmulas especiales para L} y £2

A continuacién se exponen las tres piezas del Lagrangiano Efﬁl seguin la ref. [77]:

£l o= %(Ab-Ab) (51 5%, — SHa8¥ 4 (A, A")R] (78)
g (ad) S S Lo Sy 42 (A A% R

L3 = (A Ay [S[7S)— S5 S0 4 (A% AY) ] (79)
b (A A) (80,8, — b S, — AL AT Ry
— (VPA, ) (V,AL) +(VPA,)(V,AL) ]

L} = G, AlA, S, (80)

donde S}, = V ( MAS;) representa la version simétrica de G%, = Vi MAE;] que es la
version Abeliana del tensor de esfuerzos F), . El dual de Hodge de G%,, es G 4o (00 confundirlo

con G, un tensor que factoriza las contracciones de gauge, o con G, el tensor de Einstein).

B Notese que todos los términos de £} y £2 pueden resumirse en tres tipos:

c c c c 3)v(3 . c c c c 3)v(3
(ViaAis) (Vi AZ) A AL LMD Gy 5 ARAZAZ AL RM ) L") Gy

Tipo (1) Tipo (2)
c c c c 4
IAul1 A AL R L A Gy

1
Tipo @
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Observacion:

Eventualmente se podria encontrar una férmula general para los términos tipo @)y 3)
pero su variacion seria innecesariamente complicada por cuenta de la repeticién obligatoria
de célculos similares a los que dieron origen a la férmula para cdR (cuya aplicabilidad,

ademads, estaria desaprovechandose a pesar de su evidente utilidad para variar expresiones

tipo (3)).

Apéndice C.1. Variacion de términos tipo 1

. c1 o w(3)v(3) 3 04 .. , , .

Sabiendo que (5{ (vauz) (VUIAV2) L }A Ay Gy originard tres términos

al aplicar la regla de Leibniz, se denotaran los términos complementarios a cada variacién
usando tres tensores @, @, @, asi (se proveeran explicaciones adicionales después del

calculo):

@} = 0{(VAp) (V,,A%) LM} AR AR Gy
c1 (2) co v
=0 { VMAM } @:1 +0 { v, A }C + SLHI @M(3)V(3) ’
— $(; B.e)dg" — o0, A0 CLY — 517, A2 @1

:S(®a678) Dp ACkC(Q)va:;égagoqa

S(@;ﬁ,f:-)égﬁwD”U@)“(S)v {42 €07} 60, -

Q

— S(@; B,2)9% + ;g"’\<5a15a;15:3 53162265 ) Voo { A €77} 00,

1 aza araz
= S(@3 8, 2)dg" + 5V, { A € - ama €7 Y o,

1 . c c e
= S(®757€>_§v {Aﬁk@(so)ck_AOk@ﬁECk}:|6gIB
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O
ogHv

loefz € ACk c
= S(®7 w, V)_ Zlv {551/14,8 @(so)ck_Aok@(uu)ck} <= : (81>

En el primer renglén se aislaron los términos cuya variaciéon respecto a la métrica
g2t es cero; en el segundo, se incorporaron los tensores @, @, G luego de aplicar la regla
de Leibniz; en el tercero, se expreso la variacion de la derivada covariante en términos de la
variacion de la conexion; en el cuarto, se agruparon los dos ultimos términos y se reemplazo
or? (2) usando (54); en el quinto, se empleé el truco de Leibniz (67) y se tuvo en cuenta la
compatibilidad de D (59); en el sexto y séptimo, se reemplazé D en su forma explicita y se
desarrollaron los productos; finalmente, se renombraron algunos indices y se factorizé dg°

usando (63). (Se sobreentiende la presencia un convenio de suma sobre k = 1,2).
Corolario:

En particular si el término de interés T" es de la forma T=S¢1  S72 A% A% LHBVG) @

Hip2 = vive c(4)’

se puede aplicar la férmula anterior (i) reemplazando el primer término por S( 7 ; p, v )

y (ii) cambiando el factor —1—11 del segundo término por —% ya que la libertad de torsién
agrega un factor de 2 al resultado porque 4S;!, = (5{V(M1A;12) } = -2 A} =

20{ V4 }-

Apéndice C.2. Variacion de términos tipo 2

En este caso se ha de recalcar que S no opera en la contraccion del primer indice del
tensor de Riemann porque la forma como se planteo el tensor L excluye a dicha contraccién,

asl:



EXPANSION EN LA TEORIA SU(2) GENERALIZADA DE PROCA

4
{@} =9¢ { R™ ) LMY } Hl A Gy

_ v(3) 3)u(3
= 0R",) 77 + LI 0

Q

1
S(@; B,¢e)dg" — 5 [S2] ( 0CRiem1 + §CRiem?2 ) .

J©)
dgm

0CRieml dCRiem?2
+
59 4 (59 pv

=S(@; p,v) — %[52]

. Ap1) p2p3 ~
6CRieml __ 1 1(
Sghv 2 C g/\(uRV)p(:%)
dCRiem2 _ 1 Sfasaq was wou (4
Togr 2 5# pRYARAY C[a1a3][a40¢2]

Apéndice C.3. Variacion de términos tipo 3

117

Este tipo de términos son los mas sencillos de variar, son el andlogo inmediato del

ejemplo 2 expuesto en el capitulo dedicado a la variacién de una contraccién y su simetria

en {u, v} se da gracias a la libertad de torsion que hace a la doble derivada covariante de ¢

simétrica.
5{@} = S{L'MY R} A A2 A% A Gy = Réc + cOR,
= |: S(@a 575) + [53]<R65+gﬁevov._vﬂve>{c} } 5955
) -
= 29 = (@) + (8] (Bt 0, YV -V, ) e} =

ogHv

(83)
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Apéndice D. Comprobacién de las formulas

Apéndice D.1. Comparacién con las variaciones de Andrés A. Navarro para el

Lagrangiano L}

Al momento de desarrollar este trabajo ya se contaba con informacién de estudios
previos realizados a la teorfa SU(2) generalizada de Proca; dado que Andrés Américo Navarro
ya habfa realizado algunos cdlculos de variaciones para el Lagrangiano L}, se compararon

ambos resultados con el dnimo de corroborar la validez de las férmulas aqui expuestas.

a; B
2ACAPALPAT g AXAPAGN AL e AXADAGYALR
(o Il Sl b a’ o o/ LbA + o’ o by

L3 =ATARAPL AT ATADAL AT+ zlﬂhﬁhﬂ"ﬂ“R

En esta seccién se adoptard su propuesta de partir el Lagrangiano £} en 6 piezas:
£, =ARARAE AT 1) _gaaabaaBan
a;B v 4 - a’ ot b
a;o

1(2) _paoaaba’ a;o (5 .
’E'-'l —Ah:‘au. A A ii-—’ ZQAE:AEAHH;UADA,E

1(3) 1 o 1(6) xab 4
L, =EABA§A3A$R L, =AJASAYApLR

que pueden ser reescritas en la notacién de este documento de la siguiente forma:

L1 = (VA7) (V-A,) (A" 4,) LY =2(V-A")(V-A")(A,-Ay)

£1® = (V, A9) (VAN (AP 4,) L =2 (V,A5)(V7A)) (A, A")

£ — }1 (AT A )(AP-A) R £} = (A% A") (A, AR
10249

en donde se puede apreciar mas facilmente la estructura tipo (1) de £ y tipo (3
de L, 38 " Aplicando la ecuacién (81) para los tipo (D y (83) para los tipo (3) se encuentra

que
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W Parael £,V = (VA?) (VA,) (A"4,) : (Cra=C =9, (V-4,) (A% 4,) |
1 a 1 a a
5 = §V(MAV)(VAa)(AbAb)+§(VA )V(HAV)a(AbAb)+<VA )(V'Aa>AZAVb7

puttvb -

= (VAT (A (AT 4) (4% (V-4,) 43

_%LV.{SEM?Q _Afk@(;w)ck} = —V'{Ai’#@y).a—fl‘.’@wa} ,

= -V, {A (V-A4,) (A" A)} +g,, V' {AL(V-A4,) (A" A)},

ce)cy

(p'7v)

= VAL (VoA (A 4,) = ALY, {(T-4,) (A" A4,)} 49,9 {45 (V- 4,) (47 4,)}

5Ly
dgHv

= (V-A") (VA )AGA,, = ALV, LV A ) (A% A) ) + 9,V { A (V-A,) (A" A,)}

o

El resultado concuerda con la expresion hallada por Andrés Navarro expuesta a conti-

nuacion; la correspondencia de ambos resultados se da en el orden { Rojo, (Azul, Amarillo), Verde }:

sL1
i ARASAR AT~ (AAY) A A R
(ARAR) VA AT - AR T S G A AR AR AS T

B Parael ‘ai@) = (VUASL) (vUA?L\) (AbAb) : [@uua = @;u/a: (vuAl/a) (AbAb) :|

§ = (V,A2) (V,AL) (A" 4y) + (VA7) (V7A,,) (A" A) + (V,A3) (V7A7) AL A

puttvb -

v {0 ar € - A2 € b= =39 [0 A8V AL, - A0V A, | (474, |

1
= —§V'{A‘(IM [V‘V)A,a%—V,AW)a} (A°-A,) —AfV(HAV)a(Ab-Ab)} .

(5£1(2) a o a o
(594'“1’ = (VﬂAg) (VZ/A()I\) (AbAb) + (VO’A;L) (V Aua) (AbAb) + (VUA)\) (V AQ)AZAVI)
1_. “ a
- §V {A(M [V|V)Aoa +V0A|V)a:| (AbAb> - Ao v(uAu)a(Ab'Ab)}
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correcto segun el orden {Naranja, Amarillo, Verde, Azul oscuro, Azul claro, Morado}:

AR + /5oL EATATAATS
1
L (- AL A, - (S ), ARSI
ARSI - [AAY AT + ASAUA L]

B Para el Li(?’) =

5512
dgHY

(A2-A,) (A% A,) R : basta aplicar (83) para ver que

1
4

5£i(3)
dgHv

1 a 1 D, . a
5 (A 'Aa>AZAVbR+ 1[53]<R/u/+g;wvov _vuvu>{(A 'Aa)(Ab'Ab)}

también se corresponde con el resultado de Andrés Américo al implementar [S5] = +1:

5L 1
dgnv :E

[ZAMAEAEAER+A%‘AEAEAERM—|—gm, (AZADABAY) 7 _ (AZADABAL) }

;T N

B Paracl £} =2 (VA2) (V-A") (A4,4,) : | €= €= [20,, (V-4") (4,-4,) |

S = 2 V) (V-A) (4, 4y) 4 (V-4%) (V-4) 0, ]

pna**vb

b= v {4C, . - 4G, }

—2[V, { A (V-A") (A, A) ) — g, V{AL(V-A")(A,-4) }]

1 -
. B ¢ c
-7V { o AT C gy, —AFC,) .,

=2V AL (V-AP) (A, Ay) = 2A0, YV, {(V-AP) (A, Ay) } + 29, VO {AL(V-A") (A,-4,) }

5£i(4)

A
dgmv

pa*tvb

=2[(V-A")(V-A") A — ALV UV-AY) (A A) Y+ g, VI{AL(V-A") (A, 4,) } ]

lo cual concuerda segun el orden { Amarillo, (Rojo, Verde), Azul }:

5L,
dgh

_ 2 (AMAEA;? AL +AZASAL AT+ A

= [ASARATAT ],y = [ASARASAT L], + 9w [ASATAIAT,]" )

aAbAa

a’ o v

k18
by
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W Parael £ = 2 (V,A9) (V7A}) (A, AY) [@ Z@WaZQ(VHA,’;)(Aa-Ab)]

ura

§ = 2[(V,A9) (V,A45) (A, A%) + (VA7) (V7A,,) (A, A%) + (V,AS) (VIAR) A, AL ]

pa*tv

—iV‘{SﬁﬁAgk@(g.)ck _Afk@(uu)ck} = —V'{ [Sﬁngv(gAf) —Ai’V(uA’;) } (Aa'Ab)} )

= _v.{A?M |:V|1/)14lo7 + VOA?I/)] (Aa,.Ab) _A:lv(p,Ag) (Aa'Ab>} :

5£i(5)

5gw,::2[(VﬂAK)(VVA?)@&fAb%+(VUAZ)(V”AVM(Auw45-+(VJA§)(V”A?)A Ayl

patty

— V{ AL V)AL + VLAY (A, A) — ALV (LAY (A, Ay) )

(nl

correcto segun el orden {Naranja, Amarillo, Verde, Azul oscuro, Azul claro, Morado}:

505"
o (AR - ASALAS v EASASA s
6g'|_|_'\r ¥ ] ]
= AGAATAG .~ [ATARARALL ] ETATARA AR T
PSRRI + [ASAAR Avun [ + [AGARAT Abvu]

B Para el Ei(ﬁ) = (A®-A%) (A, - A,) R : basta aplicar (83) para ver que

5Ly ©
dgHv

= 2 (A, A,) AGAL R + [S3] (B + 9, V9" = 9,9, ) { (4% 4%) (4, 4,) }

éste, nuevamente, es equivalente si y solo si [S3] = +1:

505 :
0% :2(AMAEA‘“’AWR) +ATAPADYA L Ry £ gy (A:AEA“*‘AW) " (AﬁABA“"AbY)

dgw i uv
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Apéndice D.2. Comparaciéon con las variaciones de Gabriel Gémez para el La-

: 2
grangiano L

Antes de empezar a calcular, se debe recordar que la expresién del Lagrangiano £3 es ésta:

(Aqg-Ap) [SHOSEE — She St 4 (A* A") R ]

(A A™) [ 86,8, — S04 S

ppb

AP AT R

v po

DO = | =

= (VPAL) (V,A,) +(VPA) (V,A,) ]

Realizando una inspeccién rapida, es tutil subdividirla en los siguientes cinco términos:

1 o o 1 a 1
Ei(l) = 3 (Ag- Ap) Sﬁt S,,f ﬁi(2) = (Ag-Ay) (A -Ab)R — Zﬁi(&
1 1
£ = 2 (anAy) sy, L0 = =2 (AL A AL AT RY,,,
1
5421(5) = éAuaAVb(va[u\a)(va\V]b)

% similares a los tipo (1), un término Eiw tipo

Hecho esto, se identifican tres términos Ei(l’g’
() y uno Ei@) tipo (3) cuya variacion ya es conocida de la secciéon anterior. Siguiendo las
sugerencias mencionadas en la seccién (.3) y teniendo en cuenta el corolario expuesto tras la
deduccién de la férmula (81), los resultados mostrados a continuacién se obtienen facilmente

aplicando las férmulas del Anexo C (més en comparaciéon con métodos tradicionales)*!

41 El beneficio de estas férmulas (y especialmente, la del razonamiento que las originé) salta a la vista.
Tipicamente, un célculo a mano de estas caracteristicas, le suele tomar al estudiante promedio un par de

horas y varias paginas de escritura; con las formulas, el trabajo se reduce a 5 o 10 renglones en promedio.
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Apéndice D.2.1. Calculo de variaciones para la métrica inversa

(Aq-Ap) S SZ]” es ttil dividir el Lagrangiano en £2M T y 21~

)

Para £;V" =1 (4, A4;) St syb .

B Para Ei(l) 3

a
nlv

2(1 b
i) = siv] -

| A,A, S5 SE 42 (A Ay)

| =

s (¢

i(Aa'Ab>Sgbg,uV :|

AORE L 0N

uw=v)ea

k —Afk@(w)ck} - —2V'{A(

ce)c

1 ~
. Be pck

1

5 [V A0 (A A) 520} = g, VP {AL (A A) 82"} ]

nra

:@,ul/a = zll(Aa'Ab)Sﬁu :|

1 (Aq- Ay) She Skb

|

1 -
. Be pc c _ . a a
"3V (A€ — a0 € j = 27 {460, - 40, }
1 ° a b a qb
= _EV {A(,uSy)o(Aa'Ab)_AOSMV(AQ'Ab)} )
aa QB a Bb a ab
520 1| AL SE S+ (A A SpL S8 -V LAz (4, 4,) 520 )
sgm 2
’ 0, VAT (A, 4,) 850+ v {AG S (A,04,) - St (4,4, }

1

se puede usar el resultado de £4(6) :

_1 ﬁi(ﬁ)

1
4

4

B Para £2@ =1 (4,-A,) (A®-A")R

552(2)
dgm

1 a 1 » . a
5 (AaAb)Ap,AgR + 5[53] (R;Ly+gpuvov _V[LVV){ (A 'Ab)(Aa'Ab) }
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B Para £ = (AR AY) StL Sf]p es til dividir el Lagrangiano en £;% " y £2®)7
23)+ — 1 v gpa gb . _ _ 1 B b
Para £29F = 1 4" A7 5% b . | Ca=Cp = 34,4788, |
2(3) + o a aoBa ab o Ba ab a AB ca b
$ (LI 5w ) = 3| Ao 48505 Saa 4 A2 A0S0 Sl 5 A2 4] SW&SM] ’

(63

o b =~V { o5 A5C

1 a gBa gb a AB Qa b
= [A(MlaAb SP8Shy + A% A S sﬁy} .

J - $Be pc c a
-5V {55;/1;@( —Ax @, —A,@(W)a} ,

1 e | $Be fga b b a b
— = oV { O A [ AL LSt + A AL S — ATAGLALSHL b

ce)cy Nz (e0)a

= =5V {AG [ Ao S5+ A A 5] | = A8 AG AL Sy § = -V { AL ALSLY

b~ pe ptva b ~pe

Paraﬁi(g)_E%A’ZAZSfanjp ; [ C,.=6 = 5AYA,SY, ]

ura vy

s (£ ) =

1 a a Qb a AB Q@ a gb
= 5[ Awiads 2805 + AT AT 5,588, | -

1 ~ ~
. Be Ac c _ . Be Aa a
—§V {5,uVABk@(so)ck _Aok@(,uu)ck} = -V {5HVAB@(€')G_A' @(yy)a} ’

= —%V‘{gﬁeflg [AiAebe,. + Angngzs} _AfAi:A(MngW) } !

14

1
- _§V.{A(ZI[A3‘A\V)1153. + A(;Afsodu)b} —AfAiA(Z\ Sa|u)b} ;

1 ° a a gb a A[b a]
=3V {A(#Au)bAaSON + ATAGA, Swab} '

Entendiendo que las antisimetrizaciones se desarrolla primero, se tiene entonces que:

a gBa qb a AB Qa b ° a b
520 1| Agads ST St + As AL SaSh, - 290 {aza,, A7)

dgHv 2

. a a Qb a Alb 4 al
+ve{aga,,azst, + azalacls, )
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W Para £29 — 1A% AR AP AL R [ = — s ag ame et ]

@ es simétrico al intercambio de {p1, ps} v { p1p2, psps }, por ende, siguiendo la discusién

ofrecida en las férmulas (76) y (77), el tnico término no nulo al variar es:

S — _i A/4p0;1 Ab APQ AP3 RP4 +Aa Aple Ap3 Rp4

)p2p3 2 (pla*7b p1lv)ps

a AP1b Ap2 pa
+M&ﬂw]

2(4)
554 = _l [AP2GAPBbA APl _ 2Ap1aA ApQApB } R|
dgHv 4

v)p(3

5[’2(4) 3 P1 2a b
sg — a AT A B

B Para Ei(S): 3 Ape Avb (VPA1.) (V,A,,,) estil dividir el Lagrangiano en dos:

Para £27F =L A2 4Pt (VPA, ) (V,A5) 0 | €L =C ., =14, 4% (V, A,) }

S =

’

1 b aa aa b
1| AGAT YAV Agy + AT AG VALY A+ A ATV AoV Asy

[AG AP (VPA ) (V,Ag,) + A% AP (V,A,.) (V,Az) ]

pntaa

N —

— A

C (pv) ek

57 {aa G b= 57 {3 G- 4G}

1 o | $Be pa a
- _Zv {551/ AB [(vaAﬁb)AoaAﬁb + (voABb)AsaAﬁb] _Ao V(u|"45b‘A|zz)af4ﬁb} )

1 ° a
=3V {Aw

(Vi Am) Aas A 5 (V) Ay, A7

a Bb

:——V°{A (V. Ag) AP}

,LLl/a
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Para £]® 7 = 1A% A% (VAL ) (V,Ay) : | .=, = §ALA(V, A,) }

p*rab

1 a b aa Ab aa ABb
5=} | AR AT A+ A A T A T+ A AT T s |

1
5 [A(Z|Aﬂb (vaﬁa) (va|l/)b) + A% Aﬂb (V,uAﬁa) (VVAab) ] :

1 ~ 1 -
° Be Ac c _ . Be Aa a
-7V {%Aﬁ’“@(s-)ck—A-k@wu)ck} =3V {5uvA5@(€°)a_A°@(uV)a} )

1 ° SBe Aa a
= =V {0 A [(VAg) ALAS + (V,Agy) ALA] = A2 (V( Ag) Ay A2}

1
10 . .
TV HLAGIV ) Ag) AJAT + (VoAgy) Ay ATl = AL (V (i As) Ay A}

1 . a a
= v Al ASl (9,45 AL + AG AL AL(VLAL) b

A(Z|A/Bb (VPA[W)\a) (va|5]b) + A% Aﬁb (VNA[C%|0,) (VVA|B}b)

—_

5/;5(5) B
Sghv

+%V'{A£bA(z](VV)ABb)A§ + AL AL AQ(V.AW}

o |

—Ve{A2A (V.Aﬁb)Aﬂb}

witva

Apéndice D.2.2. Primera comparacién

Llegado este punto del trabajo, el Ph.D. Luis Gabriel Gomez Diaz, adjunto a la investigacién,
ided un codigo en Mathematica para calcular las derivadas variacionales de una accién dada.
Aplicando (69) a los resultados de la seccién anterior fue posible comparar las ecuaciones de
evolucion para g"” obtenidas por medio del método manual aqui descrito y los resultados
computacionales obtenidos de Mathematica. Para ello, primero se hallaron los tensores de
momento-energia propios de cada pieza del L£%:

(5['mat
ogHv

Tuu = [33] [SEH] { -2 —+ ng Lmat } , TH — gﬂaguﬁ Taﬂ )
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B Para EZ(U:% (Aa-Ap) S Sll/’]b se tienen los siguientes resultados:

Spe syt = [2(V-A")[[2(V-A") ] = 4(V-A?) (V- A")
Spagyt = g st = virAey  Ab = 2(VHrAY)V AL

L3V = 5 (Aa- Ay) Spo S = (Aa-Ay) (V-A) (V-AP)

L3V = 1(A, Ay Spe S = L(A,- Ay) (VFAY)V AL

1 « (o7 c
1] [Sen] T = — Ew 4 (AP A°)SYSE 4 APV O [(AY-A) ST

1 b ole aff
il 8y 59T

en donde los términos propios de /—g ,Cz(l)Jr se han indicado sin subrayar, los mixtos se
indicaron con linea curva y, los propios de /=g Ei(l) ~ con linea punteada. Desarrollando las

antisimetrizaciones, se aislaron los aportes de cada Lagrangiano, obteniendo entonces:

+ 97 (A A) | (V-A") (VA7) = 187,85, | . (36)

. _ 5 — LZ(I):I:
Para comprobar este resultado, se tomaron las ecuaciones \/_ig {v 6‘(; =4 b — 0 calculadas

por Gabriel Gémez y se compararon con el resultado manual (86) = 0.

» para /—g£>Y" Mathematica arrojé la siguiente ecuacién:

2 AP [A,S AYp VVEAS. + (AYp VIALC + AYE (VOALp- v“A,rdv“gl bd) ) VeASc ) +2 AP
(AyS AYp PPVeAS. + (ATp VPAC + AYE (VPA,p-VPA, VPELLg) - APC VAT ) VoA ) =

A g7 (2 (A9 VeAyc ViATg + ASg VeALC TnAT@) < A S (2 ASp VeVnATc + VeASy VAT ) )
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Al enfocarse en los términos sin subrayar de la ecuacién (86), uno facilmente puede ver que

el cédigo de colores del resultado en Mathematica se traduce en las siguientes equivalencias:

(verde) = —2A AP¢(V_A))(V AS) = término (1/4) de la ecuacién (86).
(gris) = 2A@IP[ (A A4,) (VIPIV AS) + A) (VDALY (V AS) + A (VDA L) (VAS) ]
= 2A0YTID (A A,)(V-A,)} = término (2/4) de la ecuacién (86).
Los dos primeros términos en naranja, al pasar al lado izquierdo, son equivalentes a:
= =247 g AL (VA (V-Ap))
= = AT AL (VAR ) (VA
= —g" ALV A{AP A (V-A))
= — g 4V AAT AT (VA
= —2g" Ay V {A"A°}(V-A,) .

Los dos tltimos términos en naranja, al pasar al lado izquierdo, son equivalentes a:
= =297 (A" A°) ApV {(V-A )} = g7 (A% A%) (V-A4,) (V-A,) .
Sumando y restando g*? (A®-A¢) (V-A, ) (V-A,) al resultado anterior, se encuentra que:
(naranja) = términos (3/4) y (4/4) de la ecuacion (86).
Notese asi que para \/—_gﬁf(l)Jr, los resultados manuales coinciden con los de Mathematica.

» Para /—g Ez(l)_ Mathematica arrojé la siguiente ecuacion:

APP (AYE (29-A,p - A, VeBlpg) (VAL + VEAT.) +2 A¥, VoA, (VFASC +VEA2C)) +
2 AT (ATC Toaye (AT, +9A%C) + ATy Toaye (FPACE - OEARC)) -
2 AYP (AfC (VIAPy +VPAT, ) + ATy (VIABC +VPAC)) VoA ¢

A, (-2 Avy (ABD (VeVoAl. + VeVEAT ) + A (U VPAC, + U VEAB, ) ) +
AYb ”

2VeAPe VEATp - §78 VeApe VIAS, - B%F ViAce V'AS, )
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Los términos senalados con el primer verde, al pasar a la izquierda, equivalen a
= —2A%A%CS ((VCA]) = —A*APeS2, S8, = [—2] x término (1/5).
Los términos en naranja, al pasar a la izquierda, son iguales a
= 24" [ AL S (T As) = —2470 [ ALS7 | (v Al
= —2A08)PV A AP A} = —2AL SPPV{A, A} .
Los términos en gris oscuro, al pasar a la izquierda, son iguales a
= —2 (A" A°) [ SyP(VAS) + Ap(V S2P) | = —2 (AP A°)V {45827}
= —2(4,4°) T {ALS27 )
En consecuencia, (naranja) + (gris oscuro) = [+2] x término (3/5).
(amarillo) = 241 [ A7 (VA ) §19¢ | = 2401V {4,-4,} 5190
(gris claro), al pasar a la izquierda = 2 (A,-A,) Al (V¢ Sl8)cey
(segundo verde), al pasar a la izquierda = —2 (AY- A°) (V* Ag) (VF Ace) -
(rosa), al pasar a la izquierda, se puede reescribir como
— 9 (AP A%) (VAP (VEAY) = (AP A9) (VA7) (VEAD) = (AP-A%) (V AD) (VEAT,)
= (AY A°) (VAP (VA ) = (Av A0) (S - vl A ) (vealy
(verde claro), al pasar a la izquierda, es igual a
Q, (& ]' (6% c ’ .
= g*f (A A )SCWC(V"AZE) =59 FAb. A°) Sgbsgc = [—2] x término (5/5).

Conclusion: Para /—g Ef(l), los resultados manuales coinciden con los de Mathematica.
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B Para /2% = TvV=9(Aa-Ay) (A A")R=1 V=9 L1 el resultado manual fue:

[S5)[Som] Ty = — (A, Ay) AJALR — (A4} (A,-4,) R, (57)

v

5 185 0, VLV { (A% A%) (4,04,) )

b 218V, { (A AY) (A, A4) b+ {0, (Au A) (A AR

» para /—g Lf(z), Mathematica arrojé la siguiente ecuacion:

.
8 A%t (APc ((Buv VvAgb V'Aac|- ViAac VvAsb ) + APh (Buv YeAge V'ALS - VuALC VvAgc) ) +

Aac Aﬂb ('_ABC Aﬁb __ gpv R[V] :I +8 gpv VYA,BC VYAﬁh -
SvyABb vVABC + Aﬁb [8 Eyv VYvYAﬂc =4 (vquABc +vVvUA|'3C ) )) =0

Antes de analizar cada término es 1til tener en cuenta la siguiente identidad:
Vyvu{ (AbAC) (AbAc)} = 2 [ vp{Ab'Ac}vu{Ab'Ac} + (Ab'AC)vpvy{Ab'Ac} ]
= 2 [V, {4 AV, {4 A} + 2(A%A) (T, 40) (V, Ar) + A (V. V,A00 ] | ()
Con esto en mente, es facil ver que el cédigo de colores se traduce en:
(verde) = [—4] x términos (1/5) y (2/5) de la ecuacién (87).

Los dos primeros términos en amarillo son equivalentes a:

_ ab A B c _ a(b B c

= —8AY AL (V,A)(V, Agyy) = =440 AL (V,AID)(V, Ay,

= —4Vu{Ab-AC}V,,{Ab-AC} .

Por otro lado, V,V,{ (AP~ A°)(A,-A)} = 2V, V {(A" - A°)(A,-A,)} cuando la
conexién es Riemanniana; entonces, usando (x) se deduce que (A A¢) A§ (V. ViAc) =
2(AP-AC) AS (V WV, Ac.) y los dos dltimos términos en amarillo resultan ser iguales a:

= =8(A"A%) [(V,AD) (V, Age) + AL (V,V,45,) |

= —4 (Ab-AC)VMVV{Ab~AC}
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Sumando todos los términos en amarillo (y asi mismo los azules) se tiene entonces que:
(amarillo) = -2V ,V { (AP A°)(A,-A)},
(azul) = 2g,, V,V*{ (A" A°) (A4,-A,) }.
(amarillo) + (azul) = [—4] x términos (3/5) y (4/5) de la ecuacién (87) < [S3] = +1.

(rojo) = [—4] x término (5/5) de la ecuacién (87).

Conclusion: Para \/—g /jf(z), los resultados manuales coinciden con los de Mathematica.*?

Para los demas Lagrangianos, el proceso de comparacion es igual de complejo; se es-
pera que los dos ejemplos anteriores hayan sido suficientes para evidenciar que el proceso
de comparaciéon a mano es innecesariamente tedioso (no obstante, en este trabajo ya se
han aportado elementos suficientes para servir de guifa en tal proceso). Para comparar los
resultados asociados a los demés Lagrangianos, el método de comprobacién adoptado fue
computacional: se verificd que la diferencia entre las expresiones obtenidas manualmente y
los célculos arrojados por Mathematica fuera nula para cada Lagrangiano; este proceso se

muestra con detalle en el c6digo anexo dedicado al calculo de ecuaciones de Euler-Lagrange.

Los Lagrangianos cuyas ecuaciones de evolucion para g*” se verificaron de esta forma fueron:

‘6421(3) = % (Al(i All:) Sf):« Sllj]p ) ‘6421(4) = _%AZAVZ)AZ Ag Ruupo ’ ‘6421(5) = %A/taAVb (VI)A[M(L) (va\V]b)

Por convencién, los Lagrangianos £2® y £2®) se subdividieron en £2®* y £2®* de acuerdo
al modelo de subdivisién previamente empleado en el que, dado un Lagrangiano con una

antisimetrizacién expresa, al primero de sus términos se le denomina £* y al segundo £~.

42 Al concluir esto ya se ha hecho uso de la convencién (+++) que se aclaré en el capitulo de Nomenclatura.

El factor de [—4] es usado por Mathematica para simplificar pero, al estar igualado a cero, es irrelevante.
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Apéndice D.2.3. Calculo de variaciones para los campos de materia
Para el caso de Lagrangianos con dependencias maximas de orden uno en derivadas de

AS o Lagrangianos con dependencias maximas de orden dos en derivadas de ¢°; dado que

(0v/=9) = v=g T4, cuando la conexién es Riemanniana, se dan las siguientes relaciones 43

oL o (ot
OAS *\9(v,49)

siendo £L=L(A,0A), L=L(A,VA), S=[,L/=gd"z, y Q es un hipervolumen arbitrario.

=0 | (88)

68 _ o{V—gL} o{v—9gL}\
0AG T 049 O ( 9(0,A49) ) =V

5S 2 . 0{\ /=g L 2 . oL
ke o) I e e )

siendo £=L(¢,0¢), L=L($,V), S= Jo £v=gd*z , y  es un hipervolumen arbitrario.

Es de notar que las expresiones del lado derecho son mas elegantes y ventajosas al momento
de calcular, proveen expresiones faciles de manipular en espacio-tiempos curvos y dejan ver
claramente cémo las leyes de la fisica adoptan la misma forma en todos los sistemas de refe-

rencia inerciales (debido a la covarianza explicita, fundamento del principio de relatividad).

iy , a(V,AP ; P pu
Demostracién de (88): Definase el tensor a(aang) = a((a:Ag )) 8(%619) = 8(%5149) = BL”.

8(%) — OAV=IBE} = V=g V,BY —TUBE ]

_ _ e _
LN _ (oL, (_0L \(9NADY _ (9L v pue
9AC 9AC 0(V,AD) 9AC 9As poa

Multiplicando por /—g la tltima expresién y restandole la anterior, se completa la prueba.

43 Aqui el multiindice C representa un conjunto genérico de indices globales de gauge (pertenecientes a un
fibrado vectorial que no requiere de una derivada covariante y, por ende, posee una conexién nula) [6]. As{

mismo, (89) es crucial para entender el rol de la Ec.(73) en la teoria SU(2) generalizada de Proca [7].
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v(j ¢ AV, ;y¢P v
Demostracién de (89): Definase W = BV tal que a(adﬁ oy = ;(a”if;zc))BD(]).
v(j n(i

%(%) = 0 {v=g[BE-TW BY |} = (V=g V,BE) = 0, (V=aTi,BE)
“w

9(v=iL) ,, A
90, ( 5o ) = DAV Y = 0,y [V, B¢ ~TLBE ]

= (V=9V,V,BE") = 0, (V=g T}, BE) .

Adicionalmente, 8{&;5} = /=g B, entonces la igualdad (89) se verifica de forma trivial.

Aplicacién de férmulas para el caso de L3:

A continuacién se muestran nuevamente las cinco piezas definidas para el Lagrangiano £ :

1 1

20 = (A, 4) SIS £3% = 7 (A Ay) (A" A" R

20— % (An A7) Sp7 St 20— % (A2 A™) AP AT RY,
1 v

L3 = A A (VA 00) (VA1)

Siguiendo las convenciones de la seccién anterior, los términos propios de /=g £:"~ se indi-

caron con linea punteada, los mixtos con linea curva, y los demés se muestran sin subrayar.

Para £V =1 ArA , 82 SP golrg e
aﬁi(l)

1
Ba olp vle _ = ABb [ v]
(914[63 + A SauaSauc ]g Fg = 4A S#(c| Sy‘b) )

[ AP*S,,.S

evb

[\')IH ] =

AP Slhep) = 347 | St = SE S, |

aﬁi(l) 1 ~06 b b Tep olp l/]E
1
2

op eV
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Para £; =1 A0A A AL R -

— 1
o 52(2)
8142

1 o oa a a
— Z[AfACA’;JrAfA Ay + APA AP 4 AP A AP ]R: AP (A, AR .

Para £;% = 1 §ac A» AY So Sb_gr7

23
e g Ay, 0 LSS |0 = LSS
B
— b | sevsn - s, |
aﬁz(?)) 1 o i
— A = | AP AV gl A AV Se 525 | §aE gro
a(v.Ag> 2[ c b paS€U+ a cSpa o ] ,uyg )

I
b
SRRy
@%\
o
Pw
N
O o
I
s
s
KLIESN
nn
o o
I
b
M
N
°%
N
O o
|
b
oo
S
%
N
O o

Para L]V = — L Ara AP A A7 R

uvpo :

2(4)
0£4 — _1 guﬁAubApA(r + guﬁAuaAp A° + gpﬁA,uAubAcr + gcrﬁA,uaAVAp R
aAc 9 c*th a‘te c b c‘ta

B

= A Ar

[e

uvpo

AY RS, = —2A"APATRP, .

Para £;” = 1 §ac Ao A0 (V A, ) (V,AL,) g7

8‘62(5) 1 v v a ae po
81445 = 5 [ gﬂﬁA b<vaac><voAsb) ty9 6‘4# (vaaa><vaAsc) ]5,uugp )

o £ 1
9(V,Ag5) 2
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Apéndice D.2.4. Segunda comparacion
Con base en las discusiones previamente expuestas, las ecuaciones de movimiento obtenidas

para A}, por medio del método manual para las diferentes piezas de L2 fueron las siguientes:
2(1 a Qub .
B Para £V =1 (A4, A,) S!Sy

%Aﬁbs[ﬁcsly/}) - vo{<Aa'Ac) [Sgagoﬁsoﬂa] } = s

%Aﬂbsﬁcszb _VB{AG'AC}Slea_ (Aa'Ac) (Vﬁsza)
—g APVSEV S,y + Vo { A A} S + (A, A,) (V,5%0)

i.e:

ie: =0. (90)

Al comparar los términos sin subrayar, se observa una coincidencia total con los resultados

computacionales siguiendo el orden de colores { morado, cian, amarillo }:

0 =-2 Aab A‘ Q.jTA*(b -2 A%E vﬂAab VyAYp -
2 A% Ba B VAT, +2 Ad AP gl@e gl VAT, +2 ABP Ve, VA8

La comparacion de los términos subrayados también muestra una coincidencia total:

0 == A%C V'BATb VyAab — Aad Aab glce V'GAYb VYglde + Aab A%C vaﬁAyb 4
Aab ACXC VYVYAB[) + Acxb VBA‘rb vYAaC _ A'Bb VGATC VYAG(b _ A'Bb VYAC(C vYAﬂb o+
AOtb vYAaC vTABb _ Aad Aab glCE nglde VYAﬁb + AQC vYAcxb vYA,Bb

(naranja) = — 3 AP* Sk S = término (1/3) de la ecuacién (90).
La suma del primer y tltimo término en amarillo equivale a A% (V_ A%) S 7
La suma de los dos términos en amarillo del medio es igual a A**(V_ AS) Sgﬁ .
(amarillo) = A*(° (V, AV Y 578 = vV, {A"- A%} S7% = término (2/3) de la ecuacién (90).
(morado) = (A"- A°) (v,ysgﬁ) = término (3/3) de la ecuacién (90).

Conclusion: Para /—g Ef(l), los resultados manuales coinciden con los de Mathematica.
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B Para £;? =1 (A4, 4,) (A*- A)R:

AP (A -A)R =0.
’,@:: Aab AC{C Aﬁb R[v]‘

Conclusion: Para /—g EZ(Q), los resultados manuales coinciden con los de Mathematica.

B Para Ei(?’):% (Ax AY) Sf’;Sb

vip®

At [seosy, - 58l | - v {a5a0s0 - aza@ s} — o,

Ay SZP Sy, — (V, A7) AL S — Af(V, A7) S — Aj AZ(V,S2%)
— (V. A5) As Sl — A5 (V, A2) S2% — A5 A2 (V, S

ie: b B B qeb € By ceb e AB b =0. (91)

_AVSgVSgb + (voAi)Ab SE + Ac(VoAb)Ss =+ AcAb (V.SE )

+(V,A2) Ay SPP + A2 (V, A) SPY + Az Ay (v, SP)

La comparaciéon de los términos sin subrayar con los resultados de Mathematica es esta:

0 = - A% AYE VoVPALpL - ATC AYP VaVyAPy - A%C VaA,p VPAYP +
A%d ABP glCe VoAYg Vyglpe + ACY AV glCe VaAPy, Vi8lge +

Aab Avd glce VBAab Vy8lye - Aab ABc VyVeATp - Aab ABcC VrV’YAab -
Aad

ABb glce VTglbe vTAad _ A,BC vO‘A‘x’b vYACXD _ A,GC VYAab vYAab _ A{IC VOr.Ayb v'}’Aﬁb

(naranja) = A®®(VPA™)S, , = A*P[SFre—VIAPc]S . = términos (1/7)y (3/7).

(rosa) = —AP(V7A*?) S, = término (2/7).
(amarillo) = —A* A, (V. S7,) = término (4/7).
(azul) = — A**(V,A ;) S’ = término (5/7).
(vinotinto) = — A**(V_ A7) S8, = término (6/7).

(cian) = — A% A7® (V&SEb) = término (7/7).
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El analisis evidencia una coincidencia total con los resultados obtenidos en Mathematica;

cosa que también ocurre con la comparacién efectuada a los términos subrayados en (91):

Aab A‘Yd g]_ce vdglde VYA‘Bb + AGC VQABb VYAYb + ASC VBAab VyAYb —
A%b avd gice vhp v gl - A%d ARD glce v aAY, V. gly. ¢

A% AYD T U,ABy + AGC ABD T v AY, 4+ AGC AYD w UPp L 4

verde oscuro) = APY(VYA*€)S ., = término (2/7).

Yyab
ltimo color) = A*¢(V7APY)S . = término (3/7).

naranja) = A°° A0 (VWVW) A ).

rosa) = Aec Al (VWVWALB) )= A"“CA(W’VW (S w1 A_)= (4/7) + (7/7) - (naranja).

(

(

(

(

(cian) = A%¢(V,A])SE" = término (6/7).
(rojo) = A (VFA,)(V, A7),

(

(

Azul oscuro) = — A (VPA,)S1% = — A (VFA,)(VTAL) - (rojo).
verde) = — A (V. A]) (V7 AS).
(Azul oscuro + verde + rojo) = — A% (V7 A¢ )Sfb = — A (8¢~ v _AY°) Sfb = (1/7) + (5/7).

Conclusién: Para /—g L‘f(?’), los resultados manuales coinciden con los de Mathematica.

W Para £;=—1 (A% A"") A0 A7 R¥,

—2 AP AP AR = (
- —2 AD{C A-Blb A.Cb R[ ]

Conclusién: Para /=g £, los resultados manuales coinciden con los de Mathematica.
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B Para el ;CZ(5):%AuaAyb(va[Ma)(VpA|l/]b):

AL[(V,45) (V7 AD) = (V,45) (V7 47) | = v { [a24; - Afaz](van)} =0,

ie A%V, {AF(V0AL) } = AL(V,A2) (VA7) + Vo { AJAL(V*AL) | = 0.

Aqui, los términos sin subrayar se compararon con el resultado computacional:

0 -- Aab ABC VYVYAab _ Aad ABb glce Vyglbe VYAad + A.Bc VyAab v*rAab

el cual facilmente puede ser reescrito como:
AP A (V. VTAL,) + (VT AL,) (V,A%) ] = APCV { A% (VIA,,) } = AV, { 45(V*AY) ),

de tal forma que el resultado computacional y el resultado manual concuerdan una vez mas.

De otro lado, la contraparte computacional de los términos subrayados es la siguiente:

y también exhibe una correspondencia total siguiendo el orden de colores { Amarillo, Azul }.

Conclusién: Para /=g EZ(S), los resultados manuales coinciden con los de Mathematica.
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Apéndice D.3. Sintesis de las comparaciones

(i) Habiendo verificado la compatibilidad de las férmulas aqui expuestas con los resultados
encontrados en investigaciones realizadas por Rodriguez y Navarro [77], (ii) teniendo en cuen-
ta la rigurosidad matematica implementada en las deducciones, (iii) habiendo corroborado
los célculos en Mathematica, y (iv) considerando que las férmulas aqui descritas solo son
versiones equivalentes del método tradicional, se concluye que las formulas y resultados aqui

expuestos constituyen un medio viable y alternativo para calcular variaciones a mano.

Convenientemente, esto se logra de forma eficiente y manteniendo la covarianza explicita
de las expresiones, a veces exhibiendo una simplicidad mayor a la de los outputs tipicos de
Mathematica. Estas ideas también pueden emplearse para variar duales de Hodge y demas ex-
presiones que involucren tensores de Levi-Civita, no obstante, en tales casos debe recordarse

que estos objetos dependen de /g y el respectivo simbolo de permutacion.

Apéndice E. Ecuaciones de evolucion para el Lagrangiano mas general conside-

rado

Apéndice E.1. Estructura del Lagrangiano

Con el propédsito de presentar de la manera mas sintetizada posible todos las posibles combi-
naciones (de Lagrangianos) que fueron analizadas durante esta investigacién, a continuacién
se presenta el Lagrangiano mas general considerado, a partir del cual se pueden obtener casos

mas particulares igualando a cero los pardmetros de la teoria que no correspondan al caso.

Siguiendo las convenciones del sistema de unidades naturales descrito en [1] y aplicando un ra-

zonamiento similar al del capitulo 3, es posible deducir que: [g,,] =1, [['% | =[0,] =[Al]=F,



EXPANSION EN LA TEORIA SU(2) GENERALIZADA DE PROCA 140

y [R]=[R,]=[G,]=[R",,,]=FE*. En la investigacién, se consideraron los Lagrangianos:
s Lpy = %mf, R. y siete Lagrangianos propios de Ls:
= Lyn = —5 F3 M.

o L) = (g AL (4L A7),
" LL= (e ) [S S (e AVR] e e ey a0 )
(A ) g5 2 (a0 4 R].

£(1)

G2 A2

= (A% Ava) (G0 G7 ).
" L3=1(Ae- A [ Spr S+ (a0 A% R]

v V]

= L0) 0 = (A2 A,) (GHPGY,).

% (A#a Ayb) { Sijps — Al A7 Rul/pa}

[1la
= (VP Aua) (VoAup)] - n L3 = (ACAL,) (G, GY 1)
- 3 _ b voa
Ch=Glat Aa57 = (A4,,) (G G)
. LOWY =@, A AL,
l ' " 'C(GE)2)A2 (A‘LLGAZ) (Gl/pa Gupb)‘
o LGV = L, AP0 AY AP AT

Analizando las expresiones de cada uno por aparte, [Len] = [Lym] = [L5V] =L A(i)] =Fty
(L] = [£3] = [L£3] = [£§™] = [E(Gl)z 42l = E°, asf que los tltimos Lagrangianos tuvieron que
multiplicarse por parametros normalizados en mf) para garantizarle las unidades adecuadas

al Lagrangiano mas general considerado, resumido en la siguiente suma:

L=Len + §Lym +ﬁ L4) + = L4y + = 4ot =5 L43 + X1 Ly
p
+xl? + X L;;;Az yn 6 L
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. 34,5 : .
En esta suma se descartaron los Lagrangianos ﬁ(GQ Ag) previamente listados; las razones para

ello van mas alld de la simplicidad matemaética: el cédigo ’EOM’ (Apéndice 6) muestra que
los Lagrangianos de la forma ,Cg)Q 2 son idénticos bajo la configuracién de triada césmica en
el universo de FLRW y si bien es cierto que a nivel perturbativo cada Lagrangiano producira
ecuaciones de evolucion muy diferentes, sus contribuciones a orden cero son idénticas, ergo,
basta con tomar el par L(Glgizg para estudiar el comportamiento general de los E(Cj,)g 42+ Otros

posibles Lagrangianos [104] se exploraron en ’AllContractions’ pero resultaron redundantes.

Apéndice E.2. Variacién de la accion

El cédigo "EOM’ (Apéndice 6) detalla la aplicacién del principio de accién estacionaria con
extremos fijos al Lagrangiano de la secciéon .1 y la respectiva evaluacién de las ecuaciones de
evolucion resultantes en términos del conjunto de variables adimensionales {¢, P, X,Y, Z}.

Debido a la isotropia del espacio-tiempo solo tres ecuaciones resultan ser independientes:

44 ( [S3]Too _ 1)

» Ecuacion de Friedmann™ (2350 =
mp? H

—2my* P! (3x1+ x2) + my* O (SH Y + 6H? §%) — (xs + xa) (20°0% + 4H 99° + 2H7 )
+r (P2 — 10H p® — 6H2 ) — 04 (32H 2% + 16 H2 1) + o (59p*)? — 94H p® — 16H? ) | =1
+my’ € (0 + 2H g + H 0% + 9

1
2H?my*

L . o S51T. G
= Ecuacién espacial de Einstein®® (150 — i)

—2m,2 % (3x1 + Xa) — My, 0y (842 + 24 H b + 8¢ap + 6H2 02 + AH %) + (xs + xa) (20202 + 4H pp® + 2H? p*) _
THE +04 (969702 + 128 H o) + 3200 + 16 H2 ¢t ) + mp2 £ (U2 + 2H vip + H2 ¢ + ¢? ¢ =3+2.5

+a (307922 4+ 158 H pop® + 1044p1p® — 1TOH2 0% — 62H ") + £ (35¢%02 + 54 H Yy + 12003 + 12H2 p* + 2H )

2

41 Es la ecuacién temporal de Einstein normalizada en pegic = 3mp2H? = mp2Gq ; equivale a Y, Q; = 1.

45 Es la ecuacién espacial de Einstein normalizada en %amet ; equivale a 3, pp?t =2e-3, i.e: % —w=
e

2e—1. El mismo resultado puede obtenerse combinando las ecuaciones (19)-(20) para calcular € = —(H/H?).
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» Bcuaciéon de evolucién para los campos vectoriales (—— =0)

Amy2 3 (3x1 + xa) — mp2 0y (6H? +4H ) — m,> € (3H ) + 4 + 2H? b + Hyp + 2¢2¢?)
+3(x3 4 x4) (2020 4+ 6 H pp2 + 2H? P + 2H ) — k (%) + 3HY? + Yop? — 3H2 3 —5Hy3) | =0
+169304 (H? + H) — a (5¢*0 4+ 15H )® + 59p? — 109H? ® — ATH %)

2
my*a

El hallazgo de solo tres ecuaciones de evolucion independientes es consistente con el siguiente
anélisis: (i) de las dieciséis ecuaciones de Einstein ([Ss] m> G, = T, ) solo cuatro han de ser
no nulas porque los tensores T' y G son diagonales en el sistema coordenado empleado para
escribir el elemento de linea (15) (coordenadas coméviles con funcién de lapso N =1)%6 ; més
aun, debido a la isotropia, las tres ecuaciones espaciales de Einstein son idénticas, y de este
modo, realmente solo dos ecuaciones de Einstein resultan ser independientes; asimismo, (ii)
de las doce ecuaciones para A}, solo tres no son nulas debido a que A oc d; y, mds atin, debido

a la isotropia, todas estas son idénticas, dejando como resultado una sola independiente.

Introduciendo las siguientes definiciones para las variables adimensionales

H Y ¥
= P= X=—Y_  vy=
‘T my H? Vam, H ’

_ _ Y- 6)(1—2)(2)1/4

OF
m, 0T aml . Jamll

46 Las coordenadas coméviles son aquellas coordenadas & = #(t,2%) con (t = 7/N+C, ' #2'(7)) donde
C' y N son constantes reales y T representa el tiempo propio del observador. Un vector tangente a la trayectoria
de cualquier particula en este sistema de referencia es dado por (u# = % =+ (50 Uy = guo) , s se normaliza,
este vector para que vaya en la direccién del flujo del tiempo, se tiene que (N > 0, utu, =ngo) . Si se emplea
a u* para definir una foliaciéon 3+1 del espacio-tiempo en hipersuperficies de tiempo constante, entonces, N
se denomina “funcién de lapso ™. Siguiendo la ref. [105] se puede demostrar que (N? = 2885 N = 100 o)
y, en particular, si el universo es isétropo, (g0 = 0). Reemplazando estas relaciones en la ecuacién (16) se

0 _

encuentra que (15 =—p) y (T]’ :Péj?) lo cual complementa el andlisis expuesto, evidenciando que T es

diagonal y sus tres componentes espaciales son idénticas.
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es posible reescribir las ecuaciones previamente expuestas de la siguiente forma:

» Ecuacién de Friedmann: (92)

(10X%Y2 —188XY? — 32Y*) a + (8XY +6Y?) 0, — (64XY? +32Y*) 6, + (2X?Y? —20XY? — 12Y*) &

2¢2 24 474
2 2
+ [ X?+2XY +Y* + i }g—ﬁ

(Bx1 +x2) — (AX2Y? +8XY? +4Y*) (x3 +x4) + D +Q, =1

» Ecuacién espacial de Einstein: (93)

(614X%Y? +104v2PY? + 316 XY? — 340Y* + 124Y%€) a — (8X? + 4V2PY + 24XY +6Y? — 4Y?%¢) 0,

+ (192X%Y? 4+ 32V2PY? + 256 XY? + 32Y") 0y + (T0X?Y? + 12V2PY? + 108X Y? + 24Y* —4Y"¢)

2¢% 74 474

+ [ X2 42XY + Y2 4 i ]f—ﬁ(3x1+X2)+(4X2Y2+8XY3+4Y4)(X3+X4)+QT:25—3

= Ecuacién de evolucién para los campos vectoriales: (94)

(10X%Y +5V2PY? +30XY? — 218Y° + 94Y?¢) a + (6Y — 4Ye) 0, + (— 32Y° + 32Y%¢) 0,

P 4q¢*2*
+ (2X2Y 4+ VIPY2 4+ 6XY? = 6V 4 10Y3%) i+ [ —= +3X +2Y + L _ V¢
8Z4 \/5 F*Y

~ iy (3x1 + x2) — (4X2Y +2v2PY2 + 12XY2 +4Y° —4Y%€) (x3 4 x4) = 0

Las variables adimensionales {€,,, 2.} dan cuenta de otros tipos de materia en el universo
(“materia fria” caracterizada por p,, =0, y “materia caliente” caracterizada por p, = p,/3);
estas ecuaciones son consistentes con los resultados encontrados por Rodriguez y Navarro

para el caso de {a, ¢} arbitrarios, £ =1y {k,\,0;,x;} =0 (Einstein Yang-Mills L} - [77]).

— —

De la primera ecuacién es posible despejar Z(X,Y, @) y de las otras dos, { P(X,Y &), €(X,Ya)}:

1/4
Sen(v) | (—10X2Y2 4 188X Y3 +32Y4) o — (X2 4+ 2XY +Y2) £+ (- 2X2V2 4 20XV 4+ 12Y*) &

V20 | 4 (64XY3 +32Y4) 0, — (8XY +6Y2) 0 + (4X2Y2 + 8XY? +4YY) (x5 + xa) + (1 — Q2 — Q)
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P={Y?(—€6—40, +2Y? [4Ta + 5k + 1604 + 2 (x5 + x4 ) ]) (4 — 12Y20; + Y* [ —308a + 36k + 64604 + 8 (x5 + X4 ) |
+4X% [ =20, + Y2(151la+ 17k + 4804 + 2 (X3 + x4)) | +8X [—4Y 0, + Y3(63c + 165 + 4004 + 2 (xz + x4)) | — )
+2 (—142Y2%0, +2Y* [3la — k]) (=XY [ —€ — 160, + 2Y2(203x + 23K + 640, + 2 (x5 + X4 ) ]
+2X2 [€4+Y2Ba+r—2(x3+xa)) ] +2 [ =1 +3Y%0, + Y (77T — 9% — 160, — 2 (x3 + x4)) + Qo + % ]) }

~{VB2Y? (0, —Y? [260 + 3K+ 80, ]) (=€ — 46, +2Y? [4Ta + 5k + 160, + 2 (xs +x4)])

+V2Y (=1 +42Y%0; +2Y* [3la—k]) (€+2Y? [ba+k—2(xs+x4)]) }

e={2XYE - 8XY3¢(36a — 5k — 804) — 8XY?[T7a — 9k — 1664 — 2 (x3 + xa) ] [Ba+ K5 —2 (x5 + xa ) | +2Y*[=373a€ — 11k€
— 152606, — 1020, — 48660, — 320010, — 46, (3 + x4 ) +2X? (203a + 23K + 640, +2 (x3+x4)) (ba+k—2(x3+Xa))]
+ 8Y0[52430% + 24K2 + 25603 + K (X3 + xa) — 2 (X3 + Xa )2+ @755k + 261604 + 279 (X3 + X4 )) +804(195 +2 (x5 + x4 )) ]
+€[3+X2(€—801) + Q] — [£+160; —2Y?(203a + 23k + 6405 +2 (X3 + X4 )) ] [=1 + Y2 (€ +661) —4Y*(8a + 3k + 804 + (X3 + X4 ))
—2XY(—€ — 46, + 2V (4Ta + 56 + 1605 + 2 (x5 + x4 ))) + X2 (E+2Y*(Ba+ K —2 (x3+ Xa))) + Qo + Q1 ]
+ Y26 + T2X2KE + €2 + 1060, + 4807 + 192X2E0, — 12 (X3 + X4 ) + 22 (k — 2 (x5 + x4 ) + 20(312X%E +5(3+ Q,)) ] }
{26+ 2V (5o + K+ €01 + 807 — 2 (x3 + xa ) — 2Y (83 + 5KE + 40608, + 466, 4 1660, + 1280104 + 461 (X3 + X4 ))

+4Y%(22890” + 256603 + 1604 (11k +2 (x3 + x4 ) + £(31k + 10 ( x3 + x4 )) + 20(258k + 79204 + 83 (x3 + x4 ))) ] }

Es de destacar que los aportes de 583 2y E(GZQ) 42 en todas las ecuaciones de esta seccion
siempre son idénticos (se puede factorizar y3+ x4), y los aportes de E(AIQ) y Efg) siempre se
relacionan por medio de un factor de tres (se puede factorizar 3y + x2), esto ocurre porque
los Lagrangianos de cada par resultan ser proporcionales entre si al evaluar la configuracién
de triada césmica en el universo de FLRW, el factor de proporcionalidad es propagado, y

llega a las ecuaciones de Euler-Lagrange a primer orden (92), (93), (94).

Podria pensarse entonces que tener multiples Lagrangianos linealmente dependientes bajo
una configuracion determinada es algo redundante ya que, siempre que se tengan n Lagran-
gianos L£® proporcionales a un Lagrangiano £ (i.e: £ = K; L)) serd posible definir
un parametro Keg=) ", K;a; de modo tal que la dindmica de Zz‘TL:O a; L) sea equivalente

a la de K. £ : no obstante, como ya se ha sugerido previamente, K. se mantendra en
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las ecuaciones de Euler-Lagrange a primer orden pero no a ordenes superiores; incluso, la
forma especifica de cada Lagrangiano previo a su evaluacion sera la que determine qué clase

de términos aportara cada «;£L® en las velocidades de propagacién del sonido.

Apéndice E.3. Sistema auténomo

Por definicion, el nimero de e-folds N entre dos tiempos t; y t5 >t estd dado por ZEZ; =eV,

esto implica N =In{a(ts)}—In{a(t;)} = [* & = ttf dN pero da = adt, entonces dN = Hdt;

t1 a

con esto en mente, se deduce el siguiente sistema auténomo de ecuaciones diferenciales:

o dX 1 {¢ wH}:P P b

SN S A L G S, Y
IN VamgH|H HE [ Va3 AN~ Vam,H

e o | (5 +2)
dN  \/2my,H | VH 2HVH Y 2
Adicionalmente, si se considera la existencia de contenidos de materia fria y caliente?’
{Qn, Q. } v estos se asumen no interactuantes (i.e: no hay decaimiento de particulas relativis-
tas en particulas no-relativistas y viceversa), éstos obedecerdan una ecuacién de conservacién
de la forma (20) verificindose entonces que:

d pi 1| =3H(w; + 1) H
N {3mgH2} Sm2H [ o i =2 st )]

Q)

que al evaluar los respectivos w; (ver seccién 1.3.1) da origen a dos ecuaciones adicionales:

Q0 =2Q,.(e-2),

Q) =Q.(2€—-3) .

47 Los términos “materia caliente” y “materia fria” se deben entender como “materia relativista” (a veces

llamada radiacién”) y “materia no relativista” (a veces llamada simplemente ”materia”) respectivamente.
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En sintesis, el sistema autonomo asociado al Lagrangiano més general considerado consta de

X'=P/\Va+eX

Y'=X
2=7(%+5) (o6)

Q0 =2Q,.(e—2)
Q' =Qn(2€ —3)

en donde las ecuaciones de evolucién para los campos g, y Aj, se camplirdn automdticamente
siempre y cuando {Z, P, €} sigan siendo dados por las expresiones de la seccién anterior.
Apéndice E.4. Puntos criticos
A partir de las ecuaciones { Y’ = X, Q,' =2Q,.(e—2), Q,,' = Q,,(2€—3) } se deduce que el
sistema auténomo (96) requiere { X, Q,, €2, } = 0 para poder garantizar que las soluciones
con € < 1 permanezcan en el estado estacionario { Y’ 2,/ Q,,'}=0 indefinidamente. En
estas circunstancias, el sistema auténomo (96) se transforma en { X’ = % ; 2 = %} y la
ecuacién para Z' puede obviarse por el momento ya que Z = Z(X,Y, @) (seccién .2) garantiza
que Z' = 0 siempre que { X', Y’} = 0; dicho esto, los puntos criticos satisfacen:
{X,Q.,0,}=0 , P0OY,d)=0 , Z=27(0,Y,d).

Con estos datos, se encuentran cuatro soluciones con € =1 en el subespacio { X, Q,., ,, } =0:

—3014/3080+907 —6404—36 K—8 x34

(T7Ta—1604 — 9k —2x34 #0) A Y2 = 2(77a—1602—9r—2x31)

691+1:|:\/1—1280c+369%+1291—12894—48fi—16x34
8(8a+8604+3Kk+x34)

(8a+804+3k+ X34 #A0) A Y2 =
(7T7Ta—16605 — 9k —2x34 =0) A (01 # —1/6) AN Y2 =1/ (66, +1)

(8480, +3k4+x3a=0)A (0 £0)AY2=1/36,
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cuyos parametros de rodadura lenta € ‘ (x0,.0 son dados por las siguientes expresiones:

}=0
€1 ‘{X,Qr,Qm}:O =0

—3 2[7“4—\/17(691—5—1)]
€2 ‘{X,QT,Qm}:O T VT 140 —2480a4461 (360142 ) +8k++/r (801 +2)

€ } _ 84+144602+72601+74404+303 K+93 x34
3 {X, 2, Q2n}=0 ~  419662+4001+24860,+101 ~+31x34

64‘{X,QT,Qm}:0 =0

en donde se ha definido r=1—-4[32a—360,(1+361) +4(80,+ 3k + x34) | ¥ se observa que
dos puntos criticos que exhiben € =0 (los més interesantes) son solo dos y el dltimo requiere
un ajuste demasiado preciso de los parametros de la teorfa (8a+86,+ 3K+ x314 = 0), asi que,
realmente, solo el primer punto critico es de interés (y para el caso en el que (o; # a) =0
se puede verificar que dicho punto corresponde al punto de silla inflacionario encontrado en

la ref. [77] al estudiar la dindmica del modelo cuyo tinico Lagrangiano de Galile6n era L}).

Apéndice E.5. Comportamiento asintético

Al realizar diferentes diagramas de fase para el sistema auténomo descrito en la seccion
96 (asumiendo diferentes valores para @) se pueden encontrar comportamientos asintéticos
llamativos para las variables Y y Z que son similares a los ya reportados en la referencia [77]

caracterizados por las siguientes tendencias:
Y —-8X |, Z—9X 8,7 #0.

Es facil mostrar que, con este comportamiento, € — 0 cuando N — 400 < Sgn(f) = £1.

Yi=X 1 Sen(X;) oo <> Sgn ==l
{ } S xolyx e X(N) = Xyer VM) o X(ioo)—){ gn(Xa) gn(B) }

Y' = X’ p 0 ¢ Sen(B) =Tl
Y = X = X’ X - 1x ; ,
= = lime — 0.
Z'=Z(E£+5) »X' X (44 1<) x
Yy T2 g ] 2



EXPANSION EN LA TEORIA SU(2) GENERALIZADA DE PROCA 148

Aqui, X;=X(Ny) y N; es cualquier tiempo de referencia donde se evidencie el comporta-
miento asintético. Desde un punto de vista fisico, la solucién con X — 0 debe ser evadida
porque si {X,Y, Z} — 0, entonces Qg —0, Q. 4+Q, > 1ye— %(3+Q7,) <1le Q< -1,
implicando que las soluciones de interés (con € < 1) no existen debido a la no negatividad
del pardmetro de densidad €2,.#® Habiendo dicho esto; al descartar esta solucién, se obtienen
dos mecanismos de expansion de tipo rodadura lenta bastante llamativos; uno en el futuro
si se tiene 8 > 0 (que corresponderia a energia oscura), y otro en el pasado si se tiene 5 < 0
(que puede corresponder a inflacién primordial si el comportamiento de € < 1 se mantiene

por un tiempo de al menos 60 o 70 e-folds como se discuti6 en la seccién 1.3.2).

En sintesis, cada vez que se presente el comportamiento asintético en el plano XY

Las asintotas con 3 > 0 exhibirdn (N — +o0) =0

generando un periodo de expansién acelerada en épocas tardias (i.e: energfa oscura)

Las asintotas con 8 < 0 exhibirdn (N — —o00) =0

generando un periodo de expansién acelerada primordial (i.e: inflacién)

Adicionalmente, es facil ver que, dado este comportamiento asintético, se tiene que

V2

X
/6 Y

{X’:%+€X—> 1X, e—>0} = P —

y al evaluar {X — +00,Y — X ,Z = vX,€ > 0,P — (vV2/8) X}, las ecuaciones (92), (93) y

(94) que son la forma F;(X,Y, Z, P,e,d) =0, pueden ser reescritas en la forma E;(3,v,a)=0

48 La condicién de energia débil estipula que la densidad de energia medida por cualquier observador
con velocidad temporaloide (utu, = ngo) debe ser no negativa; el sistema de referencia comévil es un caso
particular de estos observadores, asi que, si en alguna circunstancia se llegara a requerir €2, < 1, la condicién

de energia débil se violarfa y las consecuencias serfan mucho més complejas [106,107].
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de las cuales es posible despejar las siguientes expresiones exactas para { 5(a@), v(d) } que
garantizan el cumplimiento de las ecuaciones de evolucién provenientes de la aplicacion del

principio de accién estacionaria con extremos fijos:

203 + 23k + 6404 + 2 203 + 23K + 640, + 234 )°
8= o+ 29K+ 4+ 2X34 7 74:( a+ 25K + 1+ X342 R\ R, (97)
TTa—9Kk — 1604 — 2 x34 (TTa— 9k — 160, — 2\34)

Ry = [2289a” + 256607 + 1760, (9 + k) + 2 x34 (83 + 16604) + £ (516 + 31 %) |

Ry= [917cr+ 335k + 1286, — 234 |

Noétese que (i) el pardmetro ys4 = x3+ x4 se introdujo para simplificar la notacién y (ii) hasta
el momento no se han hecho suposiciones excesivamente restrictivas sobre los parametros
libres de la teorfa (solamente se ha asumido que la suma en el denominador de [ es diferente
de cero); por otro lado, existe otra tendencia que es facil de verificar dadas las definiciones

del conjunto de variables adimensionales:

1 H
F\Im

_)

=™

Y
7 ; (98)

P

de ella se deduce que, dadas las expresiones (97)-(98), siempre es posible escoger los pardme-
tros libres de la teoria de tal forma que se garantice un tipo de asintota en particular (bien
sea de energia oscura cuando 3 > 0, o de inflacién cuando § < 0 y € < 1 por al menos 60-70

e-folds) y se asegure el valor adecuado para H/m, durante dicho periodo.

Una ultima observacién digna de ser destacada, es la siguiente: sabiendo que por definicién
F > 0, 8y v deben ser reales para que la accion sea real, las siguientes relaciones de

consistencia deben darse, la ultima proveniente de la ecuacion E.7 y la definicién de {Y, Z}

{BeR#£0,9*>0,8/y>0} (99)
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Apéndice E.6. Criterios de estabilidad

Teniendo en cuenta los elementos presentados en la seccién 1.7.1, el sector tensorial de orden

dos (en cualquier teoria cldsica de campos) presenta la siguiente forma:

S®:/d%{a3FﬁKf+kaMf+WNW}+¥[ﬂ%&ﬂ@@+i@QMf}+a@jﬂ4@@}(wm
con Z={hy,v4,hx,vx}. En el limite de altas energias/subhorizonte (k/a> H) tiende a:
S® ~ g / d'z { A FT K7 + a2 7T Cyr, (8,7) + a (9.7) L (8.7) } .oy

y para el caso del Lagrangiano mas general considerado (.1), se obtienen las matrices:

AlO 0 | BT cl| o
0| A B 0 0l ¢
(102)
en donde se identifican las siguientes submatrices:
_ 124260, + (6la+ 19k — 1660, ) Y1) —01¢ + (—5a+460, — 3k ) §3 o

01+ (—5a+46, — 2k) ¢P E4 (Ba+k—2xs4) V2
c_ —%(2—1—691@2—1—(8104—&)1/34) 911/34—(504—/4;/2)1&3 T
«911ﬁ+(5a—/§/2)1@3 —5—(504—1-&—4)(34%—2)(4)1&2
73
L
A3 0

donde ¢ = (¢/ my). Aplicando las condiciones de estabilidad (seccién 1.7.1) asociadas la
naturaleza de las energias cinéticas y velocidades de propagacién de los modos tensoriales
generados por la teoria, se deducen algunas restricciones para @ detalladas a continuacion

pero, por conveniencia, se presentaran haciendo uso de la siguiente reparametrizacion:
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9. 4

, Qi=— 02‘5& , O =03+0Cy
a a

Criterio de energia cinética positiva ( “No-Ghosts condition”):

Autovalores[K] ={ X, e R : det [K — N\; T |=det [A — N TP = (X2 —TrA); +detA)2 =01},
por ende, existen 2 autovalores degenerados que son positivos solo si TrA > 0 A detA > 0.4

De la ecuacién (102) se observa que la traza y determinante de A son:
TrA = ({+€)+ (5a+r+ 0 —2xs4 ) 0> + ¢ (6la+ 195 — 160, ) '

2f—|—2[5a+/€—2){34—|—(5—491)91]@[)2

1 N
detA = o | +[(6la+19k—1605)¢ —2 (350 + 11k — 13205 +2x34 ) 01 | 9*

+[(6la+19k — 166, ) (5a+ K —2x31 ) +2( 100+ 3k — 86, )2 ] °

y pueden pueden ser sintetizados como:

2 3
TrA = Z t%,@% s detA = Z dgi ’@Qi . (103)
1=0 1=0

Para que los polinomios (103) sean positivos definidos (V ¢ € R) se requieren las condiciones

t2
(t0>0)/\[(tzAt4)20v(t2<OAt4>4io)], (104)

|:(d2/\d4)20\/(d2<0/\d4>%)i|/\(d620)\/

(do > 0) A . (105)

3 ~2d3+9do do da+2d2 \/(d3—dods )+ d}
|:(d2<0Ad4>%20)\/(dQZO/\d4<O)}/\d6> 5+9doda da+2d3 \/ (d3—dods ) 4

27d32

49 Dado que los autovalores de K coinciden con los de A y son: Ay = %[ (TrA) £ \/( TrA)2? — (4detA) |,
se puede replantear la condicién de Autovalores(K) >0 como [ A A_=detA>0] A [Af +A_=TrA>0],
implicando adicionalmente (4/TrA=1)2 < (4detA) < (TrA)2 < (2TrA?) gracias a un famoso resultado de

la estadistica que compara las medias arménica, geométrica, aritmética y root mean square [108].
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Estas, al ser aplicadas, se traducen en restricciones (muy extensas para mostrarlas aqui) sobre

los parametros de la teoria, aunque es posible destacar un caso particular suficientemente

simple y a la vez amplio para ser expuesto a continuacién:

[a#0,6=1,6,=0, x3+xa =0] — Autovalores[K] > 0 V1) &

[(a>0A Q> —29/9)V(a<0AQ,< —5)]A[P[Q] < Qs< PlQ |

PalQu] = 1 [5(QK+3)i\/S(QH+29/9)(QK,+5) ] :

Criterio de velocidad de propagacién real (“No-Laplacian instabilities condition”):

Empleando las matrices expuestas en la ecuacién (102) y la expresion (48) para el sector
tensorial de orden 2 en la accidn, se encuentra que, al aplicar k — oo, las velocidades de pro-
pagacién de las perturbaciones tensoriales ¢, vienen dadas por det [ 2K — ¢, Cxr, + L] =0,
esta expresion es un polinomio de orden cuatro en ¢? gracias a la dimensién de las matrices
(que es igual al nimero de polarizaciones propagadas) con dos soluciones degeneradas que

representan las velocidades de propagacion de ambas polarizaciones para cada modo.

Ambas velocidades al cuadrado son positivas si ¢, +¢2 . >0 A ¢Z,, x 2, >0, en donde

S, Y+ s,ht Y+
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26+ 2[5ov — 402 + 301 + K — dxas + 24 ] 12
Ap = | +[-50ab; +8lat + 140,k — 240, x4 + 120, v4 — kE] P =D,

4120502 + 20(58# + 81 x4 — 2x31 ] ) + K (=3 + dxzs — 24 ] U

4 +4[5a+20,(6 —201) + Kk — 3 X34 + X4] >

~

9 o 9 +2[C¥(71€—6001)+291(1694—2/€-5X34+X4)—894€+9/££]¢4 - D
C C = - ,

s,h4 S+
+2[15502 + (1200, + 76K — 20334 + 614)

—80,(3k — 4x3s + 2x4) + k(15K — 37 x50 + 19x4) + 402] Y8

26+ 2[5+ 0,(E — 40y) + K — 2xsa ] V2
D= | +[-70a8 +6laf+ 640,60, — 220,k — 460, x31 — 160, + 19K O ’

+[10502 + 2a(12004 + 18k — 61 34) — 12862 + 800,k + 320, X34 + 2 — 38k Y34 ] 1U°

de modo que ambas expresiones pueden sintetizarse de la siguiente forma:

Ept+ . =(S/D), &y xc,, = (P/D), (106)

S+ s,ht S+

3 o 3 o 3 Aoy
S:st” ) 7’=Zp2¢w2’ ) D:ZDziwm )
i=0 i=0 i=0

y en el caso particular de { @ = 0,¢=1 }, se puede verificar que Ci,hi =1 (es igual a la rapidez

de las ondas gravitacionales en la teorfa de Einstein) y cgﬁ . =1 (es igual a la rapidez de las

particulas sin masa en la teorfa de Proca sin generalizar), tal y como debe ser®.

1

50 En este trabajo no se consideré la adicién del término canénico de masa 3

m? A7 AL ya que dicho
término aporta un parametro libre adicional a la teoria y es imposible acotarlo analizando simplemente el
régimen de subhorizonte; sus aportes a nivel perturbativo entran completamente en la matriz M - ec.(49) -

que es relevante solo en el limite de super-horizonte. Dicho esto, al tomar { & = 0, =1}y k> aH, se debe

verificar que la teorfa tienda a la de Proca sin masa (donde los modos v+ se propagan con cgﬁ L=1).
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Para que las velocidades de propagacién sean positivas definidas (V¢ € R), se requiere
que los polinomios en el numerador y denominador de ambas expresiones sean del mis-
mo signo, esto implica Sgn[sg]=Sgn[py|=Sgn[Dy]®', y como dicho signo es dado por
Sgn[&]=Sgn[1] =1, implica que cada polinomio debe ser positivo por aparte. Nuevamente,
estas condiciones - similares a (105) - dan origen a un conjunto de restricciones demasia-
do amplio para ser mostrado, pero a diferencia del caso anterior, no se presenta un caso

particular que sea lo suficientemente simple y amplio como para destacarlo aqui.

Criterio de subluminalidad:

2

.. <1] a veces son dificiles de aplicar a las velocidades de

Las condiciones [c2,, <1 A ¢
propagaciéon provenientes de la ecuacién (106), no obstante, se puede demostrar que la si-
guiente condicién es necesaria (mas no suficiente) para determinar si existe una ventana de

parametros viable para que la teoria esté libre de velocidades superluminicas:

<1Aa0<c

[0< ¢ e

S,h+

<1] = (0<S-P<D)A(D#0).

Demostracién: En general, dados A, B € (0,1], se da que A+ B € (0,2] A AB € (0,1] =
A+ B — AB € (0,1]. Tomando el caso particular de { A=c?, , B=c>_ } es facil ver que

s,ht S+

A+B—-AB=°Pc(0,1] & (0<S—P<D)A(D#0).%

Observaciones: La anterior condiciéon no es un requisito exclusivo de subluminalidad; mas

1 Ya que se buscan condiciones vélidas para todo ¢ con £ =1 (término canénico de Yang-Mills), basta
con evaluar 77[3 = 0 para ver que el signo del polinomio es dado por el signo de su término independiente.
2 Dado A + B — AB € (0,1], no es posible concluir que A, B € (0, 1]; por este motivo, se dice que la

condicién (0 <S—P<D)A(D#0) es “necesaria, mas no suficiente”.
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bien, puede demostrarse que es una condicion necesaria para garantizar los criterios de velo-
cidad de propagacion real (0 < S — P), subluminalidad (S — P < D) y ondas gravitacionales
(§—P =D). En la medida de lo posible, es preferible emplear las condiciones suficientes

(104), (105) y [¢Z,, <1 A

2. <1] para abordar los criterios de estabilidad asociados a cii

pero, si esto es demasiado dificil debido a la complejidad de las expresiones, es valido hacer

uso de estas expresiones de apoyo en términos de {S,P, D} como medida de apoyo.

Aplicando la condicién necesaria de subluminalidad (S—P <D )A (D # 0) en general:

[y, <1 A, <1]Vionla#0,6=1] —
((C3<0AQ<[2005—C3+4Q3]+1203) v(Cs=0)Vv (C3>0AQ, >[20Cs —CF +4Q3 ] +12C3))
A (Po[Qu,Qr,Cs] < Qi < PilQn,Qx,Cs])

PelQu Q. Co]= 2 [(4Qu — C3) £{12Cy (Q.—[20Cs — C3 +4Q3 ] +12C5) )72 |

Apéndice E.7. Criterio de Ondas gravitacionales

Considerando la reciente restriccion generada por la observacién del evento GW170817 sobre
la velocidad de propagacién de las ondas gravitacionales [57], es necesario incorporar la
restriccién [cih . =~ 1] en épocas recientes (dominadas por la energia oscura, momento en el
cual se da la observacion de GW170817); dicho esto, en virtud de (106), exigir [csp, =1],

implica (§/D) =1+ (P/D) y esto es:

(Csny=1) = (S=P=D)A(D#0) .

Con un poco de algebra, es facil ver que la implicacién légica solo se da en esta direccién® y

=1+ 2

2 o 2 2
2 by Cayy» con solucion (cf;, € R) A (¢ v

53 ., . . 2 2
La expresién anterior equivale a Cone T C Sha

Y+
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las condiciones de la derecha solo implican que al menos una de las velocidades de propagacion
es igual a 1 (sin especificar cuél); no obstante, como ya se ha explicado previamente, es 1til

tener expresiones de apoyo (faciles de aplicar) como ésta’*.

Apéndice E.8. Rangos de 1& y ventana de parametros utiles

Al momento de pensar en la influencia de 1& sobre la ventana de parametros saludable vale
la pena tener en cuenta las siguientes observaciones: (i) solo hace falta garantizar el cum-
plimiento de las condiciones de estabilidad en los rangos de valores barridos por 1& durante
su evolucién, (i) la dependencia de () =+2Y en el tiempo para valores arbitrarios de los
parametros de la teoria solo puede conocerse si se resuelven analiticamente las ecuaciones
(complicadas) del sistema auténomo (96) o si se emplea la expresién Z* > 0 (complicada)
para deducir cotas sobre zﬂ), (iii) 1) no necesariamente toma valores en toda la recta real;
e.g: si el sistema se mantiene en una asintota durante toda su evolucion, X evoluciona expo-
nencialmente implicando que @ZA) =v2Y — 2 X solo tiende a tomar valores en el intervalo
(—00,0) 0 (0,00) - ver Apéndice .5), (iv) Dado que los criterios de estabilidad siempre in-
volucran polinomios pares en 1@, por simetria, la ventana de parametros que garantice la
estabilidad de la teoria para 7,@ € (—o00,0 | serd la misma que garantiza la estabilidad para

~

1 € 10,00) y, por extensién, cualquier subintervalo de la recta real que incluya a 0 y £oo.

Habiendo dicho esto, la conclusion es que es apenas justo exigir que los criterios de estabilidad
se cumplan para todo "gZAJ € (—00,0) ya que esto es apenas equivalente a garantizar que el

rango de valores que toma v a lo largo de las asintotas de interés esté exento de patologias.

2. )=1.

57+
2

54 Las expresiones para c?; son de la forma ¢?,=r; & ,/r> en donde cada r; es un cociente de polinomios
; .
2

SVt

2

%~ son de la forma (mas sencilla) expuesta en (106).

e ; 2 2
de orden 6 en ¢; en cambio, ¢, X c Cony TC
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Apéndice E.9. Propiedades especiales de cada Lagrangiano

B Parametros de estado:

De forma general, los Lagrangianos de curvatura L£$™V, £$™V y Lagrangianos del sector
L, (excepto L3 que es nulo en el universo de FLRW) exhiben un pardmetro de estado
variable dependiente de { 1,4, d}y los demds, que son similares al término de Yang-Mills
{Lvym, [,(Alz , 5(54) , Egg 475 Egz) .}, dan origen a pardmetros de estado w; ==+1/3 asociados a

155

“redes frustradas de cuerdas césmicas”*? y fluidos de materia caliente (radiacién).

Especie Densidad de energia normalizada Presion normalizada Pardmetro de estado
[ 2 54 ' 2.4
£ \1‘!2*2KY+Y2+¥]£ Lig?eaxy+yts 2T g L
\ F ! 34 F | 1
a5 2 Jz 2z 2,
a [10x*y? -188x¥° -32Y%) a 1o (614%%2 Y2 - 104 2 PY¥? £ 316X ¥Y® - 340 Y + 124 ¥ €) 307K%+52 2 PY-158XY-170 Y062 37
' ’ 0 ! 3(5x?-9axy-16¥2)
= 2.6./2 2 2,
X (2x?y?-20xy? -12¥4) x L{rox*y?+122 Py’ +108xXY¥  + 247 —davie)x X462 PHIBAXT+IAN 2V ¢
\ 3t 3 (x%-10xv-6v?)
) o \ 2..02 Py x?
84 (-6axy’ -327%) 5 L{192x7¥? 3242 Y+ 256X Y7+ 32Y°) 0 e e
. 1224 azt .
X1 T s 3
; ezt Lzt L
Xz T By :
x3 (-ax?¥? —gxy® - 4v*) s %(4xzyz+9xy3+4y4];(3 ’i
Xa (-4X? ¥ -BXY - 4Y%) x4 Ly axy -4y x -1
ey 2 Jz * + 2 _ 2 .
81 (8XY+6Y) &1 L(-8x2-42 PY-24XY-67:+47¢) 6 _exfez/zey-taxveavioavde
' 30 IV (4X:3Y)
2 L
Gr Qr : :
Om On 0 0

Tabla 8. Pardametro de acople, densidad de energia normalizada ; = p;/piotal, Presién norma-

lizada p;/piotal, vy pardmetro de estado w; = p;/p; de cada Lagrangiano considerado.

55 Estos fluidos tienden a dominar en épocas tardias y hacen parte de un conjunto de “defectos topolégi-
cos” [109] que puede resultar bastante ttil para modelar materia oscura fria [110,111] aunque, debido a
restricciones observacionales, requieren de un mecanismo especial que los apantalle adecuadamente para

garantizar que el pardmetro de estado global en el universo sea w & —1 en el presente [112,113]
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B Dindmica a orden cero:

- El tnico término que no influye en la dindmica del fondo es el término modulado por A.
- Los aportes de { x1, x2 } se pueden combinar con los de Ly a través del pardmetro F.°

- Exceptuando A, todos los parametros del Cuadro 8 alteran la frontera de la zona Z* >0

(condicién de consistencia matematica) y modifican la topologia del diagrama de fase.

- Los Lagrangianos modulados por {«, «, 64, x3, xa } alteran las pendientes de las asintotas

definidas por {3,~} y esto modifica la topologia del diagrama de fase.

B Dinamica a orden uno:

- La matriz K recibe aportes de 6, y aquéllos pardmetros que modifican las pendientes de

las asintotas, i.e: {«, x, 04, x3, X4,61 }-
- La matriz IL recibe aportes de los mismos parametros que K, exceptuando 6,.
- La matriz C solo recibe aportes de .

- Las restricciones de fantasmas - Autovalores[ K] >0 - reciben los mismos aportes que la

matriz K y, por ende, son independientes de { A, x1, x2 }

- Las restricciones asociadas a los ¢3 ; (inestabilidades Laplacianas, subluminalidad y GW170817)

(0< cii < 1) reciben los mismos aportes de {K,L,C } asi que son independientes de { x1, x2 }.

B Sintesis: en lo referente a los criterios en las asintotas, la validez de la desigualdad Z* >0,

2
ERA)

la libertad de fantasmas y demas restricciones sobre ¢ ., se tiene lo siguiente:

56 Este pardmetro F' define un parametro de acople de gauge efectivo qeg = q / F>.
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- { x1, x2 } son especiales porque modifican exclusivamente la regién Z4> 0.
- X es especial porque modifica exclusivamente las restricciones sobre ¢? .
- 0 es especial porque modifica solamente la regién Z* >0 y las restricciones sobre ¢? .

- Los demas parametros {a, x, 04, x3, x4} modifican las cuatro cosas al tiempo.

B Precaucién: Durante inflacién (con €2, =€, =0) se puede verificar que

€y, =2+ (8—-12X%) 0, ,

asi que las soluciones en la regién central del diagrama de fase (con Y — 0) pierden la capa-
cidad de estabilizarse en un estado final de e =2 siempre que 6;#0, y como consecuencia,
es imposible alcanzar un pardmetro de estado global w= (2¢ —3)/3 igual a 1/3 - necesario
para reproducir los inicios de la historia térmica del universo. De esto se concluyen dos cosas:
(i) En estos modelos, inflacién requiere de 6, =0 y (ii) Los potenciales beneficios de 6; solo
se dan en modelos con aplicaciones en energia oscura (ya que aqui se busca estabilizar el

sistema en estados con e =0 en las asintotas ¥ = X independiente del valor de € ‘ veo)-
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Apéndice F. Cédigos computacionales

Todos los codigos empleados en esta investigacion pueden encontrarse en el repositorio virtual

https://github.com/JuanPhys97/Generalized-SU2-Proca, sus nombres y funciones son:

En Mathematica:

» FOM: Fue disenado para realizar el calculo de ecuaciones de Euler-Lagrange, evalua-
cién en componentes, traduccién a variables adimensionales y evaluacién de criterios
de estabilidad en el limite de sub-horizonte del Lagrangiano méas general considerado.
Otras caracteristicas de este codigo incluyen la posibilidad de considerar escenarios
mas generales en universos de Bianchi tipo I con triadas ortogonales de diferente nor-
ma, realizar comparaciones con los resultados a mano, y verificar automaticamente la

isotropia del tensor T,

» AllContractions: Fue disenado para producir exhaustivamente todos los Lagrangianos
de la forma {X?, XY, X7, Y2, YZ, Z* } segtin las convenciones de la referencia [104],

pertenecientes al Lagrangiano £, compuesto por funciones arbitrarias de Aj y GJ,,,.

» LDynamics: Fue disenado para desarrollar un analisis exhaustivo de la dinamica del
sistema autonomo de la teoria calculando y clasificando puntos criticos, analizando la
viabilidad de comportamientos asintoticos, produciendo diagramas de fase y estudiando
las restricciones de estabilidad-consistencia de los modos tensoriales. Es importante
recalcar que este codigo asume que las componentes de materia fria y caliente son

independientes, i.e: las particulas relativistas no decaen en particulas no relativistas.


https://github.com/JuanPhys97/Generalized-SU2-Proca 
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En Maple:

s MapleEOM: Constituye una alternativa al codigo "EOM’ para realizar la evaluacion en
componentes y traduccién a variables adimensionales de las ecuaciones de evolucion.
Este cédigo carece de muchas de las funcionalidades que "EOM’ si ofrece; no obstante,
su tiempo de cémputo es mucho menor y por ello resulta muy 1til para comprobar
las ecuaciones de evolucién generadas por 'FOM’; por otro lado, este cédigo también
es util para verificar que la ecuacién de conservaciéon V,T" =0 es automaticamente
satistecha cuando se cumplen las ecuaciones de evolucién para g, y A} y, por ende,

no constituye una ecuacion de ligadura independiente.
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