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LUIS ALBERTO NÚÑEZ DE VILLAVICENCIO MARTÍNEZ
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F́ısico. PhD.

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS

ESCUELA DE FÍSICA
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Resumen

TÍTULO: FRACTURAS EN ESFERAS AUTOGRAVITANTES ANISÓTROPAS MO-
DELADAS POR ECUACIONES DE ESTADO NO BARÓTROPAS EN RELATIVIDAD
GENERAL *

AUTOR: DANIEL FELIPE SUÁREZ URANGO **

PALABRAS CLAVES: Fracturas, ecuaciones de estado no barótropas, esferas anisótro-
pas, perturbaciones locales no constantes.

Los efectos de las inestabilidades en objetos autogravitantes son clave en la Astrof́ısica
y han sido estudiados por décadas al analizar el comportamiento de las ecuaciones de
estado bajo perturbaciones de sus variables f́ısicas. La forma más simple de una ecuación
de estado que detalla el estado de la materia dentro de un objeto compacto es aquella
en donde la presión de la configuración depende únicamente de la densidad en un punto,
pues estas son suficientes para cerrar las ecuaciones de campo de Einstein estáticas con
simetŕıa esférica. Sin embargo, en la naturaleza, las ecuaciones de estado que describen la
materia dependen, con seguridad, de más de un parámetro o variable f́ısica.

En este trabajo se analiza la estabilidad de esferas autogravitantes anisótropas bajo
perturbaciones locales no constantes de la densidad representadas por funciones de soporte
compacto, en Relatividad General, al extender concepto de fractura a ecuaciones de estado
no barótropas con el fin de modelar configuraciones materiales termodinamicamente más
consistentes. Este concepto consiste en analizar la distribución de fuerzas a lo largo de la
configuración material justo después de que esta abandone del equilibrio.

Dos modelos son estudiados. En el primer modelo analizado se dispuso de una presión
radial politropa barótropa, y una presión tangencial politropa cuasilocal la cual es función
de la presión radial (por tanto de la densidad) y la compacidad (no barótropa). En el
segundo modelo se tomó una ecuación de estado no local para la presión radial en la que
esta es función de la densidad y la compacidad; y la presión anisótropa ∆/r proporcial al
término (ρ+ P )ν ′/2 en la ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff.

*Trabajo de Grado.
**Facultad de Ciencias. Escuela de F́ısica. Director: Luis Alberto Núñez de Villavicencio Mart́ınez.

Codirector: Justo Ospino Zúñiga.
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Abstract

TITLE: CRACKING OF ANISOTROPIC SELF-GRAVITATING SPHERES MODE-
LED BY NON-BAROTROPIC EQUATIONS OF STATE IN GENERAL RELATIVITY
***

AUTHOR: DANIEL FELIPE SUÁREZ URANGO ****

KEYWORDS: Cracking, non-barotropic equations of state, anisotropic spheres, local
non-constant perturbations.

The effects of instabilities in self-gravitating objects are key in astrophysics and have
been studied for decades when analyzing the behavior of state equations under the pertur-
bations of their physical variables. The simplest form of an equation of state that details
the state of matter within a compact object is one in which the pressure of the confi-
guration depends only on the density at one point, since these are sufficient to close the
static Einstein field equations with spherical symmetry. However, in nature, the equations
of state that describe matter depend, for sure, on more than one physical parameter or
variable.

In this work, the stability of anisotropic self-gravitating spheres under local non-
constant density perturbations represented by compact support functions is analyzed in
General Relativity, by extending the cracking concept to non-barotropic equations of state
to model material configurations thermodynamically more consistent. This concept con-
sists in analyzing the distribution of forces along the material configuration just after it
leaves equilibrium.

Two models are studied. In the first model analyzed, a barotropic polytropic radial
pressure was applied, and a quasi-local tangential polytropic pressure which is a function
of radial pressure (therefore of density) and compactness (non-barotropic). In the second
model, a non-local equation of state was taken for the radial pressure in which this is a
function of density and compactness; and the anisotropic pressure ∆/r proportional to
the term (ρ+ P )ν ′/2 in the Tolman-Oppenheimer-Volkoff equation.

***Degree Work.
****Facultad de Ciencias. Escuela de F́ısica. Director: Luis Alberto Núñez de Villavicencio Mart́ınez.
Codirector: Justo Ospino Zúñiga.
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Introducción

Este trabajo

La temperatura (T), presión (P), y los potenciales electroqúımicos (µj) son derivadas
parciales de una función de la entroṕıa (S), el volumen (V), y el número de moles (N1 . .
. Nr); y consecuentemente son también función de S, V, N1 . . . Nr. Se tiene entonces un
conjunto de relaciones funcionales,

T = T (S, V,N1...Nr), (1)

P = P (S, V,N1...Nr), (2)

µj = µj(S, V,N1...Nr). (3)

Tales relaciones, que expresan parámetros intensivos en términos de los parámetros
extensivos independientes, son llamadas ecuaciones de estado [1]. Entonces, el contenido
material de objetos autogravitantes son modelados macroscópicamente a través de ecua-
ciones de estado que relacionan sus variables f́ısicas e intentan describir los procesos f́ısicos
microscópicos más importantes que ocurren en su interior; tanto aśı, que estas son de vital
importancia a la hora de estudiar la estabilidad bajo cualquier tipo de perturbación en
este tipo objetos.

Aśı, en el mejor de los casos, la ecuación de estado que describe el comportamiento
de la configuración material dependerá de la presión, la temperatura, los potenciales elec-
troqúımicos y de las variables extensivas para que el sistema esté termodinámicamente
completo.

La forma más simple de una ecuación de estado, que detalla el estado de la materia
dentro de un objeto compacto, es aquella en donde la presión radial de la configuración
depende únicamente de la densidad en un punto. A este tipo de ecuaciones se le llama
ecuación de estado barótropa, y es la manera más sencilla de modelar esferas autogravi-
tantes pues son suficientes para cerrar las ecuaciones de campo de Einstein estáticas con
simetŕıa esférica. Sin embargo, en la naturaleza, las ecuaciones de estado que describen
la materia dependen, con seguridad, de más de un parámetro o variable f́ısica; incluso la
ecuación de estado que modela el comportamiento de un gas bajo condiciones ideales es
no barótropa pues en esta tenemos la presión en función de la temperatura, el número de
moles y el volumen del gas.

Lo anterior motiva a extender el esquema de perturbación desarrollado por González,
Navarro y Núñez [2] a ecuaciones de estado no barótropas con el fin de analizar la es-
tabilidad de configuraciones materiales termodinámicamente más consistentes bajo per-
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turbaciones locales no constantes de la densidad representadas por funciones de soporte
compacto.

Antecedentes

L. Herrera y colaboradores [3–6] propusieron el enfoque de “fracturas” para estudiar
las inestabilidades en distribuciones de materiales relativistas, justo después que la confi-
guración se aleja de su equilibrio. Ellos estudiaron la aceleración de marea generada por
una perturbación en elementos fluidos contiguos mostrando que es posible identificar una
distribución de la fuerza radial total, que cambia de signo dentro del sistema. Para estu-
diar las fracturas suponen perturbaciones constantes y simultáneas de la densidad y de la
anisotroṕıa de las presiones, identificando fractura cada vez que la fuerza total cambia de
signo.

Otra contribución al marco conceptual de las fracturas en Relatividad General ha sido
hecha por Abreu, Hernández y Núñez [7], y más recientemente por González, Navarro
y Núñez [8]. En ambos casos se consideran fluidos anisótropos con ecuaciones de estado
barótropas para los perfiles de presiones radiales y tangenciales, P = P (ρ) y P⊥ = P⊥(ρ).
Los primeros autores presentan un criterio para identificar posibles inestabilidades por
fractura, asociado al cambio de signo de la diferencia entre la velocidad del sonido tangen-
cial y radial; mientras que los últimos asumen fluctuaciones no constantes en la densidad
(las cuales también afectan el gradiente de presión) determinando las fracturas cuando se
presenta un cambio de signo en la ecuación de equilibrio perturbada.

En [9], D. Horvat y colaboradores, utilizan ecuaciones de estado politropas cuasilocales
para determinar la estabilidad de objetos compactos por medio del método estándarM(R).
Este método utiliza la densidad de enerǵıa central como parámetro al encontrar familias de
soluciones a las ecuaciones de Einstein empleando la misma ecuación de estado. Para cada
valor de la densidad de enerǵıa central, al ir incrementando este, corresponde un único valor
de M y R (masa total y radio total del objeto) respectivamente; aśı, el primer máximo en
una curva R contra M indica la frontera entre configuraciones estables e inestables. De otra
parte, una ecuación de estado no local es empleada en [10] para obtener configuraciones
materiales anisótropas admisibles, con simetŕıa esférica, a partir de perfiles de densidad
conocidos.

Estructura del documento

La organización de este trabajo es la siguiente. En el caṕıtulo 2 se exponen las ecua-
ciones de estructura de las configuraciones materiales a estudiar, estas son las ecuaciones
de campo de Einstein y las ecuaciones de estado que describen las interacciones en la ma-
teria entre las variables f́ısicas que la componen; además, se dan a conocer las condiciones
de aceptabilidad f́ısica que deben tener los modelos para ser considerados válidos. En el
caṕıtulo 3 se muestra el esquema de perturbación a extender para estudiar la estabili-
dad de esferas autogravitantes modeladas por ecuaciones de estado no barótropas. En el
caṕıtulo 4 se desarrolla la extensión del esquema planteado en el caṕıtulo 3. Por último, en
el caṕıtulo 5 y 6 se presentan los resultados obtenidos y las conclusiones, respectivamente.
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Caṕıtulo 1

Modelado de fluidos anisótropos

1.1. Ecuaciones de campo para configuraciones anisótropas
hidrostáticas

A lo largo de este trabajo se consideran distribuciones de materia en equilibrio hi-
drostático las cuales son esféricamente simétricas; además se utilizan unidades geometri-
zadas tales que c = G = 1, siendo estas la velocidad de la luz y la constante gravitacional de
Newton respectivamente. Dicho esto, el elemento de ĺınea en coordenadas de Schwarzschild
(t, r, θ, φ) puede escribirse como

ds2 = eν(r)dt2 − eλ(r)dr2 − r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (1.1)

donde todas las funciones dependen únicamente de la coordenada radial. Esta métrica
debe satisfacer las ecuaciones de Einstein dadas por

Rνµ −
1

2
gνµR = −8πT νµ, (1.2)

las cuales relacionan la medida de la curvatura, por medio del tensor de Ricci (Rνµ) y el
escalar de curvatura (R), con el tensor de enerǵıa-momento de materia (T νµ).

El tensor de enerǵıa-momento más general compatible con simetŕıa esférica para una
configuración de materia anisótropa con densidad de enerǵıa ρ, presión radial Pr y presión
tangencial P⊥ es

T νµ = diag(ρ,−Pr,−P⊥,−P⊥). (1.3)

Entonces, las ecuaciones de campo de Einstein para esta geometŕıa y distribución de
materia son

− 8πT tt = 8πρ =
1

r2
+

e−λ

r

(
λ′ − 1

r

)
, (1.4)

− 8πT rr = 8πPr = − 1

r2
+

e−λ

r

(
ν ′ +

1

r

)
y (1.5)
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− 8πT θθ = 8πP⊥ =
e−λ

4

[
2ν ′′ + (ν ′)2 − λ′ν ′ + 2(ν ′ − λ′)

r

]
= −8πT φφ, (1.6)

donde la prima denota derivación respecto a la coordenada radial r.

1.2. Ecuación de equilibrio hidrostático

Aunque las ecuaciones de campo de Einstein contienen toda la información requerida
para describir la interacción entre la gravedad y la materia, es útil transformar estas de
tal forma que las propiedas hidrostáticas del sistema sean más evidentes en una única
ecuación. Para esto, se reescribe la ecuación (1.4) como(

re−λ
)′

= 1− 8πρr2,

con el fin de integrarla y obtener

e−λ = 1− 2m(r)

r
, (1.7)

en donde se ha definido la función masa m(r) como

m (r) = 4π

∫ r

0
ρr̄2dr̄, (1.8)

correspondiente a la masa encerrada en una esfera de radio r. Esta última ecuación también
puede escribirse de forma diferencial como

dm

dr
= 4πr2ρ. (1.9)

Utilizando (1.7) en (1.5) se tiene

1

2
ν ′ =

m+ 4πr3Pr
r(r − 2m)

. (1.10)

Finalmente, la ecuación de equilibrio hidrostático se obtiene al diferenciar la ecuación
(1.5) respecto a r e introducirla en (1.6), quedando

P ′r = − (ρ+ Pr)
ν ′

2
+

2

r
(P⊥ − Pr) . (1.11)

Esta ecuación es conocida como ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) [11],
y también puede ser obtenida al derivar covariantemente las componentes del tensor
enerǵıa-momento dando como resultado las ecuaciones de conservación.

Con el fin de resolver la ecuación de equilibrio hidrostático es necesario definir ecua-
ciones de estado que relacionen las presiones con las variables f́ısica del sistema; además,
se deben cumplir ciertas condiciones de frontera y criterios de aceptabilidad f́ısica.
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1.3. Condiciones de frontera y solución exterior

Como primera medida se requiere que la solución sea regular en el origen, lo cual
impone que la función masa m(r) tienda a cero a medida que r tiende a cero; además, si
Pr es finito en el origen entonces ν ′ también tiende a cero a medida que r tiende a cero.
Entonces el gradiente de Pr será finito en el origen siempre y cuando (P⊥ − Pr) sea cero
a medida que r tiende a cero, condición que se cumple al tener en cuenta que en una
configuración con simetŕıa esférica Pr(r = 0) = P⊥(r = 0).

El radio de la esfera es determinado por la condición Pr(R) = 0, siendo r = R el borde
de la distribución. De aqúı que la masa total de la configuración sea M = m(R).

Para que los modelos sean f́ısicamente aceptables se requiere que las presiones y la
densidad sean positivas para todo r dentro de la distribución, y además que sus gradientes
sean negativos

Pr > 0 ; P⊥ > 0 ; ρ > 0 ;
dPr
dr
≤ 0 ;

dρ

dr
≤ 0.

Adicionalmente las velocidades del sonido, radial y tangencial, deben ser menores que
la velocidad de la luz (c), esto es

v2r =
dPr
dρ

< 1 ; v2⊥ =
dP⊥
dρ

< 1.

El espacio-tiempo fuera de la distribución de materia es descrito por medio de la
métrica de Schwarzschild exterior [12], definida como

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt2 − dr2

1− 2M
r

− r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
. (1.12)

Se hace necesario acoplar la solución exterior con la interior en el borde de la configu-
ración con el fin de evitar discontinuidades en la superficie; para esto se debe cumplir con
la continuidad de la primera forma fundamental, es decir

eνR = 1− 2M

R
, (1.13)

e−λR = 1− 2M

R
, (1.14)

PR = 0 , (1.15)

donde el sub́ındice R indica que la variable es evaluada en la superficie.

1.4. Extensión cuasilocal de ecuación de estado politropa

En [9] se estudiaron las propiedades de las soluciones con simetŕıa esférica para un
fluido anisótropo descrito por las ecuaciones de estado

Pr = Pr(ρ) = Kρ1+
1
n , y (1.16)
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∆ = P⊥ − Pr = ∆(ρ;µ) = CPr(ρ)µ . (1.17)

La primera relación es una ecuación de estado politropa barótropa que vincula la
densidad de enerǵıa con la presión radial. La constanteK y n son conocidas como constante
politropa e ı́ndice politropo respectivamente. Las propiedades de este tipo de ecuaciones
de estado han sido estudiadas en diversas ocasiones [13, 14], recientemente por [15, 16]
, y son utilizadas como una buena aproximación a modelos estelares más realistas [17].
Tal ecuación de estado, al introducirse en la ecuación de TOV, tiene la ventaja de poder
expresar esta última en términos de variables adimensionales por medio de la ecuación de
Lane-Emden [15].

La segunda ecuación es una extensión cuasilocal de la primera, en donde se relaciona
la presión anisótropa (∆) con la densidad de enerǵıa y, además, con la compacidad de la
configuración dada por

µ =
2m(r)

r
. (1.18)

Este tipo de ecuación de estado politropa no local, que depende no solo de un punto
en el espacio sino de una vecindad de puntos alrededor de este, ha sido empleada para
encontrar soluciones a estrellas gravitacionales de vaćıo [18] que satisfacen las condiciones
esperadas para un objeto de este tipo [19]. La constante C es una medida de la cantidad
de anisotroṕıa presente en la configuración.

El perfil de densidad para la configuración material es obtenido al integrar numérica-
mente el sistema de ecuaciones que la describe, el cual es conformado por las ecuaciones
(1.20), (1.21), (1.22) y (1.23) para la condición de frontera ψ(ξ1) = 0 , y valores iniciales
ψ(ξ = 0) = 1 y η(ξ = 0) = 0, donde ξ1 define el borde de la configuración (ver apéndice
B). Los perfiles de masa, densidad y presión son representados gráficamente en las figuras
1.1, 1.2 y 1.3, respectivamente; además, se presenta la velocidad del sonido, tanto radial
como tangencial, para esta configuración en la figura 1.4, donde se puede observar que todo
cumple con las condiciones f́ısicas requeridas. Las gráficas son obtenidas para un valor de
C = 0,25 e ı́ndice politropo n = 2.

Ecuación de Lane-Emden anisótropa

La ecuación de Lane-Emden en principio es una forma adimensional de la ecuación
de Poisson utilizada para modelar el campo gravitatorio de una configuración material
con simetŕıa esférica constitúıda por un fluido politropo; para esto, se utiliza el siguiente
cambio de variables [15]

ψn(ξ) =
ρ

ρ0
, η(ξ) =

mA3

4πρ0
⇒ m =

4πρ0η

A3
, α =

Pr0
ρ0

= K1 , r =
ξ

A
, A2 =

4πρ0
α(n+ 1)

,

(1.19)
en las ecuaciones que componen el sistema politropo, es decir las ecuaciones (1.9), (1.11),
(1.16) y (1.17), quedando (ver apéndice A)
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ξ
dψ

dξ

(
ξ − 2(n+ 1)αη

1 + αψ

)
+
(
η + αξ3ψn+1

)
+

(
2∆ψ−n

nαρ0

)(
ξ − 2(n+ 1)αη

1 + αψ

)
= 0 , (1.20)

dη

dξ
= ξ2ψn , (1.21)

Pr = K1ρ0ψ
n+1 ; K1 = Kρ

1
n
0 , (1.22)

∆ = KA
ψn+1η

ξ
; KA = 2CK1ρ0α(n+ 1) , (1.23)

siendo este el nuevo sistema a tener en cuenta que describe la configuración material
anisótropa esfericamente simétrica, en donde el sub́ındice 0 quiere decir que la variable ha
sido evaluada en el centro de la configuración.

Como es de notar, la variable ψ relaciona la densidad de enerǵıa con la presión, η es
proporcional a la función masa m(r), y ξ es una variable radial adimensional.

1.5. Ecuación de estado no local

Este tipo de ecuación de estado proporciona la presión radial Pr en función de la densi-
dad de enerǵıa ρ, en un punto, y además considera la distribución de toda la configuración
de materia encerrada hasta ese punto; permitiendo que cualquier variación de la densidad
de enerǵıa dentro de un volumen se vea reflejado en la presión radial [10]. Dicha ecuación
de estado, en el ĺımite estático, está dada por

Pr(r) = ρ(r) +
2

r3

∫ r

0
ρ(r̄)r̄2dr̄, (1.24)

la cual puede reescribirse como una ecuación diferencial, aśı

Pr(r) = ρ(r) +
2

r3

∫ r

0
ρ(r̄)r̄2dr̄ ⇔ ρ− 3Pr + r

(
ρ′ − P ′r

)
= 0. (1.25)

Esto permite escribir las ecuaciones de campo de Einstein, para una ecuación de estado
no local [10], de la siguiente manera

8πρ =
2m′

r2
, (1.26)

8πPr =
2m′

r2
− 4m

r3
, (1.27)

de donde se puede obtener el gradiente de presión derivando la ecuación (1.27) respecto a
r aśı

8πP ′r =
2m′′

r2
− 4m′

r3
− 4m′

r3
+

12m

r4
. (1.28)
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Además se propone definir la presión anisótropa, ∆ = P⊥ − Pr, como múltiplo del
primer término del lado derecho [20] en la ecuación de TOV, es decir

P⊥ = β(r) (ρ+ Pr)

[
m+ 4πr3Pr
r(r − 2m)

]
r + Pr, (1.29)

donde β(r) mide la anisotroṕıa del sistema y es una función de r.
Es claro que, si se proporciona un perfil de densidad ρ(r), todas las variables f́ısicas

(masa, presiones y gradiente de presión) pueden ser determinadas a partir de las ecuaciones
anteriores.

Perfil de densidad

El perfil de densidad escogido fue propuesto por B. W. Stewart [21] para describir una
configuración anisótropa estática conformemente plana, es decir, una configuración en la
que cada punto dentro de esta tiene una vecindad la cual puede ser mapeada a un espacio
plano por medio de una transformación.

El perfil proporcionado es

ρ =
m′

4πr2
=

1

8πr2

(
e2Kr − 1

) (
8Kre2Kr + e4Kr − 1

)
(e2Kr + 1)3

, (1.30)

śı y solo śı

m =
r

2

(
e2Kr − 1

e2Kr + 1

)2

. (1.31)

Al reemplazar (1.30) y (1.31) en (1.27) se obtiene el perfil de presión radial para la
configuración:

Pr =
1

8πr2

(
e2Kr − 1

) (
8Kre2Kr − e4Kr + 1

)
(e2Kr + 1)3

. (1.32)

K puede ser obtenido de la condición de frontera M = m(r = R) como

K =
1

2R
ln

1 +
(
2M
R

) 1
2

1−
(
2M
R

) 1
2

 . (1.33)

En las figuras 1.5, 1.6 y 1.7, se muestran los perfiles de masa, densidad y presión,
respectivamente, correspondientes a un objeto esférico compacto representativo con R =
10[km], M = 2,16[M�] y densidad central ρ0 = 1,91 × 1018[kg/m3], para K = 0, 16, el
cual cumple con las condiciones f́ısicas deseadas [7].
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Figura 1.1: Perfil de masa a partir de la ecuación de Lane-Emden anisótropa para ecuación
de estado politropa cuasilocal.

Figura 1.2: Perfil de densidad a partir de la ecuación de Lane-Emden anisótropa para
ecuación de estado politropa cuasilocal.
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Figura 1.3: Perfil de presión a partir de la ecuación de Lane-Emden anisótropa para ecua-
ción de estado politropa cuasilocal.

Figura 1.4: Velocidades del sonido, radial y tangencial, a partir de la ecuación de Lane-
Emden anisótropa para ecuación de estado politropa cuasilocal.
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Figura 1.5: Perfil de masa para modelo de B. W. Stewart, con K = 0,16

Figura 1.6: Perfil de densidad para modelo de B. W. Stewart, con K = 0,16
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Figura 1.7: Perfil de presión para modelo de B. W. Stewart, con K = 0,16
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Caṕıtulo 2

Fracturas

El concepto de fracturas fue introducido por Herrera y colaboradores [3–6] para des-
cribir el comportamiento de configuraciones materiales autogravitantes anisótropas, justo
después de partir del equilibrio, cuando la fuerza radial cambia su signo en algún valor de
la coordenada radial dentro de la configuración.

Aśı, la ecuación de equilibrio hidrostático que describe esta configuración material
anisótropa está dada por

R =
dPr
dr

+ (ρ+ Pr)
m+ 4πr3Pr
r(r − 2m)

− 2(P⊥ − Pr)
r

= 0, (2.1)

donde el término P⊥ − Pr = ∆ surge de la anisotroṕıa en la configuración, y es conocido
como presión anisótropa. La ecuación (2.1) también representa la distribución de fuerzas
dentro del sistema.

El enfoque de fracturas desarrollado por González, Navarro y Núñez [2] propone un
nuevo esquema para analizar la estabilidad de esferas autogravitantes al examinar las
influencias de las fluctuaciones locales de la densidad en la estabilidad de configuraciones
de materia.

Una perturbación en la densidad, ρ→ ρ+ δρ, induce una perturbación de su gradiente,

ρ′(ρ+ δρ) ≈ ρ′(ρ) + δρ′ = ρ′(ρ) +
dρ′

dρ
δρ, (2.2)

donde las variables primadas expresan derivadas respecto a la coordenada radial, y esta
debe ser consistente con la expresión

d

dr
[ρ+ δρ] = ρ′(ρ) + δρ′ = ρ′(r) +

d

dr
δρ, (2.3)

de tal manera que se pueda intercambiar la prima y la δ aśı

δρ′ =
dρ′

dρ
δρ =

d

dr
δρ. (2.4)

Para tener un esquema de perturbación consistente, se debe considerar perturbaciones
locales de la densidad, las cuales pueden ser descritras apropiadamente por cualquier
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función de soporte compacto, δρ = δρ(r), definida en un intervalo cerrado ∆r̃ � R, siendo
R el radio total de la configuración.

Estas perturbaciones locales generan fluctuaciones en la masa, la presión radial, la pre-
sión tangencial y el gradiente de presión, las cuales pueden ser representadas por términos
lineales en la fluctuación de la densidad como

Pr(ρ+ δρ) ≈ Pr(ρ) + δPr ≈ Pr(ρ) +
dPr
dρ

δρ , (2.5)

P⊥(ρ+ δρ) ≈ P⊥(ρ) + δP⊥ ≈ P⊥(ρ) +
dP⊥
dρ

δρ , (2.6)

P ′r(ρ+ δρ) ≈ P ′r(ρ) + δP ′r ≈ P ′r(ρ) +
dP ′r
dρ

δρ , (2.7)

m(ρ+ δρ) ≈ m(ρ) + δm ≈ m(ρ) +
dm

dρ
δρ , (2.8)

donde la última parte en cada ecuación representa la variable perturbada calculada por
medio de una expansión en series de Taylor a primer orden.

Para establecer el efecto de las perturbaciones en la fuerza total, se expande (2.1) como

R ≈ R0

(
ρ, Pr, P⊥, P

′
r,m

)
+ δR, (2.9)

donde

δR =
∂R
∂ρ

δρ+
∂R
∂m

δm+
∂R
∂Pr

δPr +
∂R
∂P⊥

δP⊥ +
∂R
∂P ′r

δP ′r , (2.10)

y

R0(ρ, Pr, P⊥, P
′
r,m) = 0 (2.11)

ya que inicialmente la configuración está en equilibrio.
Las fracturas serán identificadas cuando se presente un cambio de signo en la ecuación

de equilibrio perturbada (2.10).
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Caṕıtulo 3

Esquemas de perturbación

3.1. Esquema de perturbación para ecuación de estado po-
litropa cuasilocal

El esquema de perturbación para una configuración material anisótropa esféricamente
simétrica modelada por las ecuaciones (1.9), (1.11), (1.16) y (1.17), en donde la presión
tangencial (y por tanto la presión anisótropa ∆) no depende únicamente de la densidad
de enerǵıa ρ, se determina al perturbar la ecuación de equilibrio hidrostático

R =
dPr
dr

+ (ρ+ Pr)
m+ 4πr3Pr
r(r − 2m)

− 2∆

r
= 0. (3.1)

Entonces, siguiendo el esquema planteado en el caṕıtulo anterior, se tiene que

R ≈ R0 + δR ⇒ R ≈ δR,

en donde

δR =
∂R
∂ρ

δρ+
∂R
∂m

δm+
∂R
∂Pr

δPr +
∂R
∂∆

δ∆ +
∂R
∂P ′r

δP ′r (3.2)

es la ecuación de equilibrio perturbada.
Calculando las derivadas parciales de R respecto a cada variable f́ısica se obtiene

∂R
∂ρ

=
m+ 4πr3Pr
r(r − 2m)

, (3.3)

∂R
∂m

=
(ρ+ Pr)(1 + 8πr2Pr)

(r − 2m)2
, (3.4)

∂R
∂Pr

=
m+ 4πr3(ρ+ 2Pr)

r(r − 2m)
, (3.5)

∂R
∂∆

= −2

r
, (3.6)

24



∂R
∂P ′r

= 1. (3.7)

Para completar el esquema de perturbación se debe hallar la perturbación de cada
variable, esto es

δPr =
dPr
dρ

δρ = v2rδρ , (3.8)

δ∆ =
∂∆

∂ρ
δρ+

∂∆

∂µ
δµ

=
∂∆

∂ρ
δρ+

∂∆

∂µ

dµ

dm

dm

dρ
δρ

=

(
∂∆

∂Pr

dPr
dρ

+
∂∆

∂µ

dµ

dm

dm

dρ

)
δρ ,

(3.9)

δP ′r =
dP ′r
dρ

δρ =
d

dρ

[
dPr
dr

]
δρ =

d

dρ

[
dPr
dρ

dρ

dr

]
δρ

=
d

dρ

[
v2rρ
′] δρ =

1

ρ′
d

dr

[
v2rρ
′] δρ =

[(
v2r
)′

+ v2r
ρ′′

ρ′

]
δρ ,

(3.10)

δm =
dm

dρ
δρ =

dm

dr

(
dr

dρ

)
δρ =

m′

ρ′
δρ =

4πr2ρ

ρ′
δρ , (3.11)

siendo dPr
dρ = v2r la velocidad radial del sonido al cuadrado.

Ahora, al reemplazar las ecuaciones (3.3) - (3.7) y (3.8) - (3.11) en (3.2) se tiene

δR =
m+ 4πr3Pr
r(r − 2m)

δρ+
(ρ+ Pr)(1 + 8πr2Pr)

(r − 2m)2
4πr2ρ

ρ′
δρ+

[
m+ 4πr3(ρ+ 2Pr)

r(r − 2m)

]
v2rδρ

− 2

r

(
∂∆

∂Pr

dPr
dρ

+
∂∆

∂µ

dµ

dm

dm

dρ

)
δρ+

[(
v2r
)′

+ v2r
ρ′′

ρ′

]
δρ .

(3.12)

Entonces, si ∆ = CPr(ρ)µ ,

δ∆ =

(
∂∆

∂Pr

dPr
dρ

+
∂∆

∂µ

dµ

dm

dm

dρ

)
δρ =

(
Cµv2r +

8πCPrrρ

ρ′

)
δρ , (3.13)

y la ecuación de equilibrio perturbada es

R̃ = R̃1 + R̃2 + R̃3 + R̃4 + R̃5 , (3.14)

siendo
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R̃1 =
m+ 4πr3Pr
r(r − 2m)

,

R̃2 =
(ρ+ Pr)(1 + 8πr2Pr)

(r − 2m)2
4πr2ρ

ρ′
,

R̃3 =

[
m+ 4πr3(ρ+ 2Pr)

r(r − 2m)

]
v2r ,

R̃4 = −2

r

(
Cµv2r +

8πCPrrρ

ρ′

)
, y

R̃5 =

[(
v2r
)′

+ v2r
ρ′′

ρ′

]
.

Los términos R̃1 y R̃3 siempre será positivos puesto que dependen de la masa, la presión
radial y la densidad. Por lo contrario, el término R̃2 siempre será menor que cero pues
se sabe que el gradiente de la densidad es negativo ya que esta disminuye a medida que
r aumenta. Los términos R̃4 y R̃5 pueden ser tanto positivo como negativo, dependiendo
del valor de r dentro de la configuración. Este esquema difiere del encontrado en [2] en el
término R̃4 donde es notoria la influencia de la ecuación de estado politropa no barótropa
dada para la presión tangencial al ser esta función de una variable no local como lo es la
compacidad. Entonces, cualquier cambio de signo en la ecuación de equilibrio perturbada
será debido al dominio que tenga R̃2 sobre R̃1 y R̃3, y el comportamiento de R̃4 y R̃5 a
lo largo de la distribución dependiendo de la ecuación de estado que se esté tratando.

Realizando el cambio de variables propuesto en (1.19) se puede adimensionalizar el
sistema de ecuaciones y la ecuación de equilibrio perturbada.

Hallando (3.14) en término de las nuevas variables se tiene

R̃1

A
=
α(n+ 1)(η + ξ3K1ψ

n+1)

ξ(ξ − 2αnη − 2αη)
= R̄1

R̃2

A
=
ψn+1ξ2α(n+ 1)(1 +K1ψ)

[
1 + 2ξ2K1α(n+ 1)ψn+1

]
nψ′(ξ − 2ηαn− 2ηα)2

= R̄2

R̃3

A
=
α(n+ 1)2K1ψ(η + ξ3ψn + 2K1ξ

3ψn+1)

nξ(ξ − 2αnη − 2αη)
= R̄3

R̃4

A
= −4Cηα(n+ 1)2K1ψ

nξ2
− 4Cα(n+ 1)K1ψ

n+2

nψ′
= R̄4

R̃5

A
=
K1(n+ 1)

[
n(ψ′)2 + ψψ′′

]
nψ′

= R̄5

R̄ = R̄1 + R̄2 + R̄3 + R̄4 + R̄5 , (3.15)

donde

ψ′ =
dψ

dξ
, ψ′′ =

dψ′

dξ
.
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3.2. Esquema de perturbación para ecuación de estado no
local

La configuración de materia ahora es modelada por las ecuaciones

Pr = Pr(ρ;µ) = ρ− µ

4πr2
, (3.16)

P ′ = P ′(ρ, ρ′, µ) = ρ′ − 2ρ

r
+

3µ

4πr3
, (3.17)

P⊥ = β(r) (ρ+ Pr)

[
m+ 4πr3Pr
r(r − 2m)

]
r + Pr , (3.18)

donde (3.16) y (3.17) corresponden a las ecuaciones (1.27) y (1.28), respectivamente, es-
critas en función de ρ′, ρ y la compacidad µ.

La ecuación (3.18) puede ser escrita como

P⊥ − Pr
r

= β(r) (ρ+ Pr)

[
m+ 4πr3Pr
r(r − 2m)

]
,

que en términos de µ queda

P⊥ − Pr
r

= β(r) (ρ+ Pr)

[
µ+ 8πr2Pr
2r(1− µ)

]
. (3.19)

Al reemplazar esta última expresión en la ecuación de equilibrio hidrostático, en térmi-
nos de ρ′, ρ y la compacidad µ, se obtiene

R = P ′r + (ρ+ Pr)

[
µ+ 8πr2Pr
2r(1− µ)

]
− 2β(r) (ρ+ Pr)

[
µ+ 8πr2Pr
2r(1− µ)

]
.

Entonces la ecuación de equilibrio hidrostático es

R = P ′r + (ρ+ Pr)

[
µ+ 8πr2Pr
2r(1− µ)

]
[1− 2β(r)] = R(ρ, µ, Pr, P

′
r) . (3.20)

Siendo consecuente con lo que se ha hecho en el apartado anterior, tenemos que la
ecuación de equilibrio perturbada para la ecuación de estado no local en cuestión es

δR =
∂R
∂ρ

δρ+
∂R
∂µ

δµ+
∂R
∂Pr

δPr +
∂R
∂P ′

δP ′ , (3.21)

donde

∂R
∂ρ

=
(µ+ 8πr2Pr) [1− 2β(r)]

2r(1− µ)
, (3.22)

∂R
∂µ

=
(ρ+ Pr)(1 + 8πr2Pr) [1− 2β(r)]

2r(1− µ)2
, (3.23)

∂R
∂Pr

=

[
µ+ 8πr2(ρ+ 2Pr)

]
[1− 2β(r)]

2r(1− µ)
, (3.24)
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∂R
∂P ′r

= 1 , (3.25)

y, además

δµ =
dµ

dρ
δρ =

dµ

dm

dm

dρ
δρ =

8πrρ

ρ′
δρ , (3.26)

δPr =
∂Pr
∂ρ

δρ+
∂Pr
∂µ

δµ = δρ− 1

4πr2
8πrρ

ρ′
δρ =

(
1− 2ρ

rρ′

)
δρ , (3.27)

δP ′r =
∂P ′r
∂ρ

δρ+
∂P ′r
∂ρ′

δρ′ +
∂P ′r
∂µ

δµ = −2

r
δρ+ δρ′ +

3

4πr3
8πrρ

ρ′
δρ

= −2

r
δρ+

dρ′

dρ
δρ+

6ρ

r2ρ′
δρ = δρ

(
dρ′

dρ
− 2

r
+

6ρ

r2ρ′

)
.

(3.28)

Reemplazando (3.22) - (3.25) y (3.26) - (3.28) en (3.21) se obtiene

δR =
(µ+ 8πr2Pr) [1− 2β(r)]

2r(1− µ)
δρ+

(ρ+ Pr)(1 + 8πr2Pr) [1− 2β(r)]

2r(1− µ)2
8πrρ

ρ′
δρ

+

[
µ+ 8πr2(ρ+ 2Pr)

]
[1− 2β(r)]

2r(1− µ)

(
1− 2ρ

rρ′

)
δρ+

(
dρ′

dρ
− 2

r
+

6ρ

r2ρ′

)
δρ .

(3.29)

Entonces, la ecuación de equilibrio perturbada para este caso es

R̃ =
δR
δρ

=
(µ+ 8πr2Pr) [1− 2β(r)]

2r(1− µ)
+

4πρ(ρ+ Pr)(1 + 8πr2Pr) [1− 2β(r)]

ρ′(1− µ)2

+

[
µ+ 8πr2(ρ+ 2Pr)

]
[1− 2β(r)]

2r(1− µ)

(
1− 2ρ

rρ′

)
+

(
dρ′

dρ
− 2

r
+

6ρ

r2ρ′

) (3.30)

Donde la función β(r), mostrada en la figura 3.1, es hallada por medio de

β(r) =
dPr
dr

[
r(1− µ)

(µ+ 8πr2Pr)(ρ+ Pr)

]
+

1

2
(3.31)

con el fin de asegurar que la ecuación de equilibrio hidrostático sin perturbar (3.20) sea
cero.
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Figura 3.1: Función β(r)
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Caṕıtulo 4

Resultados

Los resultados obtenidos son mostrados en las figuras 4.1 y 4.2 para el esquema desa-
rrollado en la sección 3.1 correspondiente a configuraciones materiales modeladas por
ecuaciones de estado politropas cuasilocales.

Figura 4.1: Ecuación de equilibrio perturbada para esquema con ecuación de estado poli-
tropa cuasilocal. C = 0,25

En la figura 4.1 se observa compresión (cambio de signo, de la distribución de fuerza
en la configuración, de positivo a negativo) en configuraciones con α > 0,3 y constante
anisótropa C = 0,25. Mientras que en la figura 4.2, donde la constante anisótropa es el
doble que la anterior, la compresión es encontrada para todos los valores del parámetro α.
Las configuraciones muestran compresión en el núcleo del objeto, en donde las presiones
y velocidades del sonido son altas para el modelo; mientras que cerca de la superficie la
distribución de la fuerza llega a ser casi nula o cero.

El resultado obtenido, para el esquema desarrollado en la sección 3.2, es mostrado en la
figura 4.3 correspondiente a configuraciones materiales modeladas por ecuaciones de estado
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Figura 4.2: Ecuación de equilibrio perturbada para esquema con ecuación de estado poli-
tropa cuasilocal. C = 0,5

no local. En esta no se evidencia cambio de signo en la ecuación de equilibrio perturbada,
lo que indica que no hay fractura ni compresión para esta configuración material. La
distribución de fuerza dentro de la configuración se acerca al equilibrio a medida que se
aproxima a la superfice.

31



Figura 4.3: Ecuación de equilibrio perturbada para esquema con ecuación de estado no
local.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Los efectos de las inestabilidades en objetos autogravitantes son clave en la Astrof́ısica
y han sido estudiados por décadas al analizar el comportamiento de las ecuaciones de
estado bajo perturbaciones de sus variables f́ısicas.

En este trabajo se determinó la estabilidad de configuraciones materiales anisótropas
esféricamente simétricas bajo perturbaciones locales no constantes en la densidad, descritas
apropiadamente por una función de soporte compacto, al evaluar la ecuación de equilibrio
hidrostático perturbada justo después de salir del equilibrio. Se mostró que este tipo de
perturbaciones conlleva a fluctuaciones de las variables f́ısicas y sus gradientes, dando como
resultado un esquema complementario a los desarrollados anteriormente bajo el concepto
de fracturas [3–7].

Las ecuaciones de estado, que detallan el estado de la materia dentro de un objeto
compacto, dependerán en el mejor de los casos de la presión, la temperatura, los potenciales
electroqúımicos y de las variables extensivas que componen el sistema [1]. Con base en
esto, se extendió el esquema de perturbación desarrollado en [2] a ecuaciones de estado no
barótropas con el propósito de obtener sistemas termodinamicamente más consistentes.

En el primer modelo analizado se dispuso de una presión radial politropa barótropa, y
una presión tangencial politropa cuasilocal [9] la cual es función de la presión radial (por
tanto de la densidad) y la compacidad (no barótropa). Para este caso, en el que no se cuenta
con un perfil de densidad dado, se integró el sistema de ecuaciones Lane-Emden dado por
las ecuaciones (1.20) - (1.23). El resultado obtenido para este modelo es que presenta
compresión para distintos valores de α (con ı́ndice politropo n = 2), siendo esta la relación
entre la presión radial y la densidad de enerǵıa en el origen. Se encontró que a medida
que α aumenta es inestable el modelo, presentando compresión cerca del origen, donde la
densidad de enerǵıa, al ser muy alta, tiene un rol importante. También, al aumentar la
constante de anisotroṕıa C se obtuvo que los modelos que eran estables se convirtieran
en inestables. Este resultado es complementario al obtenido en [9], en donde se estudió la
estabilidad de objetos compactos modelados por las mismas ecuaciones de estado utilizadas
en este trabajo, mostrando que este tipo de configuraciones presenta inestabilidad bajo
el método estándar M(R), modos normales de pulsaciones radiales y bajo fluctuaciones
locales no constantes en la densidad consideradas en este trabajo.

En el segundo modelo se tomó una ecuación de estado no local para la presión radial
en la que esta es función de la densidad y la compacidad, ecuación (3.16); y la presión
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anisótropa ∆/r proporcial al término (ρ + P )ν ′/2 en la ecuación de TOV. Además se
proporcionó un perfil de densidad [21] el cual modela un objeto compacto t́ıpico con
R = 10[km], M = 2,16[M�] y densidad central ρ0 = 1,91× 1018[kg/m3]. Es claro que, al
tener el perfil de densidad, todas las variables en la ecuación de TOV pueden ser obtenidas
a través de las ecuaciones planteadas para el modelo. Para este caso se encontró que es
estable bajo perturbaciones no constantes y locales en la densidad al no presentar fractura
ni compresión dentro de la configuración material.
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Apéndice A

Ecuación de Lane-Emden
anisótropa

La ecuación de Lane-Emden es una forma adimensional de la ecuación de Poisson
utilizada para modelar el campo gravitatorio de una configuración material con simetŕıa
esférica constitúıda por un fluido politropo; para esto, se introduce la nueva variable

Pr = Kρ1+
1
n ≡ Pr0ψn+1 , ρ = ρ0ψ

n ,

con condiciones de frontera, a partir de las condiciones para la presión radial, dadas por

ψ(0) = 1 , ψ(R) = 0 .

Entonces, la ecuación de equilibrio hidrostático

P ′r = − (ρ+ Pr)
ν ′

2
+

2

r
(P⊥ − Pr) (A.1)

puede ser escrita como

Pr0(n+ 1)ψn
dψ

dr
= −ρ0ψn(1 + αψ)

ν ′

2
+

2∆

r
(A.2)

siendo ∆ la presión anisótropa y α =
Pr0
ρ0

.

Despejando ν ′ de la ecuación anterior se tiene

dν

dr
= −2α(n+ 1)

1 + αψ

dψ

dr
+

4∆

ρ0rψn(1 + αψ)
. (A.3)

Se define una función auxiliar

u(r) =
m(r)

M
,

donde la función m(r) puede ser despejada de (1.7) aśı

m(r) =
(

1− e−λ
) r

2
, (A.4)
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quedando

u(r) =
r

2M

(
1− e−λ

)
, (A.5)

siendo M la masa total de la configuración, con condiciones de frontera

u(0) = 0 , u(R) = 1 ,

y que satisface

Mu′ = 4πρr2 , (A.6)

acorde con la ecuación (1.9).
Despejando e−λ de la ecuación (A.5) se tiene

e−λ = 1− 2M

r
u . (A.7)

La ecuación de campo de Einstein (1.5) puede ser escrita como

e−λν ′r

2
+

e−λ − 1

2
− 4πr2Pr = 0 . (A.8)

Reemplazando (A.7) y (A.3) en la ecuación anterior, y utilizando (A.6) se tiene

α(n+ 1)ψ′r

1 + αψ

(
1− 2M

r
u

)
+

2∆

ρ0ψn(1 + αψ)

(
1− 2M

r
u

)
+
M

r
u+Mαψu′ = 0 . (A.9)

Realizando el cambio de variables dado por

r =
ξ

A
, η =

mA3

4πρ0
, A2 =

4πρ0
α(n+ 1)

,

donde ξ es una variable radial adimensional y η es proporcional a la función masa m(r),
se tiene que (A.9) puede ser escrita como

α(n+ 1)ξ

1 + αψ

dψ

dξ

[
1− 2α(n+ 1)η

ξ

]
+

2∆ψ−n

ρ0(1 + αψ)

[
1− 2α(n+ 1)η

ξ

]
+
α(n+ 1)η

ξ
+ αψn+1α(n+ 1)ξ2 = 0 .

(A.10)

Multiplicando la ecuación anterior por ξ
α(n+1) se tiene la ecuación de Lane-Emden

anisótropa

ξ2
dψ

dξ

[
1− 2α(n+ 1)η/ξ

1 + αψ

]
+

2∆ψ−nξ

Pr0(n+ 1)

[
1− 2α(n+ 1)η/ξ

1 + αψ

]
+ η + αξ3ψn+1 = 0 , (A.11)

junto con
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dη

dξ
= ξ2ψn (A.12)

obtenida a partir de la ecuación (A.6), siendo

dm

dr
≡ d

d
(
ξ
A

) (4πρ0η

A3

)
= A

4πρ0
A3

dη

dξ
=

4πρ0
A2

dη

dξ
.

Si se tiene que

∆ = CPrµ ,

entonces

∆ ≡ C
(
Pr0ψ

n+1
)(8πρoηA

ξA3

)
= KA

ψn+1η

ξ

donde

KA = 2Cρα2(n+ 1)

A.1. Ecuación de equilibrio perturbada adimensional

Ahora se halla la ecuación de equilibrio perturbada (3.14) en término de las nuevas
variables:

R̃1 =
m+ 4πr3P

r(r − 2m)
≡

4πρ0η
A3 + 4πξ3(K1ρ0ψn+1)

A3

ξ
A

(
ξ
A −

2(4)πρ0η
A3

) =

(
4πρ0η
A2 + 4πξ3K1ρ0ψn+1

A2

)
A

ξ
(
ξ − 8πρ0η

A2

)
⇒ R̃1

A
=

4πρ0ηα(n+1)
4πρ0

+ 4πξ3K1ρ0ψn+1

4πρ0

ξ
(
ξ − 2(4πρ0)η

4πρ0

) =
α(n+ 1)η + ξ3K1ψ

n+1α(n+ 1)

ξ [ξ − 2α(n+ 1)η]

⇒ R̃1

A
=
α(n+ 1)(η + ξ3K1ψ

n+1)

ξ(ξ − 2αnη − 2αη)
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R̃2 =
(ρ+ P )(1 + 8πr2P )

(r − 2m)2
4πr2ρ

ρ′

≡

(
ρ0ψ

n +K1ρ0ψ
n+1
) (

1 + 8πξ2K1ρ0ψn+1

A2

)
(
ξ
A −

8πρ0η
A3

)2 4πξ2ρ0ψn

A2

Aρ0nψn−1ψ′

⇒ R̃2

A
=
A
(
ρ0ψ

n +K1ρ0ψ
n+1
) (

1 + 8πξ2K1ρ0ψn+1α(n+1)
4πρ0

)
(
ξ − 8πρ0ηα(n+1)

4πρ0

)2 4πξ2ρ0ψnα(n+1)
4πρ0

Aρ0nψn−1ψ′

⇒ R̃2

A
=
ψn(1 +K1ψ)

[
1 + 2ξ2K1α(n+ 1)ψn+1

]
(ξ − 2ηαn− 2ηα)2

ξ2ψnα(n+ 1)

nψn−1ψ′

⇒ R̃2

A
=
ψn+1ξ2α(n+ 1)(1 +K1ψ)

[
1 + 2ξ2K1α(n+ 1)ψn+1

]
nψ′(ξ − 2ηαn− 2ηα)2

donde ρ′ = A
d(ρ0ψ

n)

dξ
= Aρ0nψ

n−1ψ′

R̃3 =

[
m+ 4πr3(ρ+ 2P )

r(r − 2m)

]
v2 ≡

4πρ0η
A3 + 4πξ3

A3

(
ρ0ψ

n + 2K1ρ0ψ
n+1
)

ξ
A

(
ξ
A −

2(4)πρ0η
A3

) [(
1 +

1

n

)
K1ψ

]

⇒ R̃3

A
=

4πρ0ηα(n+1)
4πρ0

+ 4πξ3α(n+1)
4πρ0

(
ρ0ψ

n + 2K1ρ0ψ
n+1
)

ξ(ξ − 2αnη − 2αη)

[(
n+ 1

n

)
K1ψ

]
⇒ R̃3

A
=
ηα(n+ 1) + ξ3α(n+ 1)(ψn + 2K1ψ

n+1)

ξ(ξ − 2αnη − 2αη)

[(
n+ 1

n

)
K1ψ

]
⇒ R̃3

A
=
α(n+ 1)(η + ξ3ψn + 2K1ξ

3ψn+1)

ξ(ξ − 2αnη − 2αη)

[(
n+ 1

n

)
K1ψ

]
⇒ R̃3

A
=
α(n+ 1)2K1ψ(η + ξ3ψn + 2K1ξ

3ψn+1)

nξ(ξ − 2αnη − 2αη)

R̃4 =
2

r

(
2Cmv2

r
+

8πCPrρ

ρ′

)
≡ 2A

ξ

(
2C 4πρ0η

A3

(
n+1
n

)
K1ψ

ξ
A

+
8πC ξ

Aρ0ψ
nK1ρ0ψ

n+1

Aρ0nψn−1ψ′

)

⇒ R̃4

A
=

4C 4πρ0ηα(n+1)
4πρ0

(
n+1
n

)
K1ψ

ξ2
+

16πCξρ0ψ
nK1ρ0ψ

n+1

A2ξρ0nψn−1ψ′

⇒ R̃4

A
=

4Cηα(n+ 1)2K1ψ

nξ2
+

16πCα(n+ 1)K1ρ0ψ
n+2

4πρ0nψ′

⇒ R̃4

A
=

4Cηα(n+ 1)2K1ψ

nξ2
+

4Cα(n+ 1)K1ψ
n+2

nψ′
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R̃5 =

[(
v2
)′

+ v2
ρ′′

ρ′

]
=
P ′′

ρ′
≡
A2K1ρ0(n+ 1)ψn−1

[
n(ψ′)2 + ψψ′′

]
Aρ0nψn−1ψ′

⇒ R̃5

A
=
K1(n+ 1)

[
n(ψ′)2 + ψψ′′

]
nψ′
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Apéndice B

Código en Python para ecuación
de Lane-Emden

A continuación se muestra el código en Python utilizado para resolver numéricamente
el sistema de ecuaciones (1.20) - (1.23)

%matp lo t l i b i n l i n e
import numpy as np
import matp lo t l i b . pyplot as p l t
import math

de f func i one s (y , xi , alpha , n , C) :
p s i , v , p s i 1 , v1 = y
dydxi = [ ( v + alpha ∗ x i ∗∗ (3) ∗ p s i ∗∗(n+1) ) ∗(1 + alpha ∗ p s i ) /

x i / (2 ∗ (n+1) ∗ alpha ∗ v − x i ) − (4 ∗ C ∗ alpha ∗ (n+1) ∗
p s i ∗ v / n / x i ∗∗ (2) )

, x i ∗∗ (2) ∗ p s i ∗∗(n)
, ( ( v1 + 3 ∗ alpha ∗ x i ∗∗ (2) ∗ p s i ∗∗(n+1) + alpha ∗ x i ∗∗ (3)

∗ (n+1) ∗ p s i ∗∗(n) ∗ p s i 1 ) ∗ ( alpha ∗ p s i + 1) / x i
/ (2 ∗ (n+1) ∗ alpha ∗ v − x i ) ) + ( alpha ∗ p s i 1 ∗ ( v
+ alpha ∗ x i ∗∗ (3) ∗ p s i ∗∗(n+1) ) / x i / (2 ∗ (n+1) ∗
alpha ∗ v − x i ) ) − ( (1 + alpha ∗ p s i ) ∗ ( v + alpha ∗
x i ∗∗ (3) ∗ p s i ∗∗(n+1) ) / x i ∗∗ (2) / (2 ∗ (n+1) ∗ alpha ∗
v − x i ) ) − ( (1 + alpha ∗ p s i ) ∗ ( v + alpha ∗ x i ∗∗ (3)
∗ p s i ∗∗(n+1) ) ∗ (2 ∗ (n+1) ∗ alpha ∗ v1 − 1) / x i /

( (2 ∗ (n+1) ∗ alpha ∗ v − x i ) ∗∗ (2) ) ) − (4 ∗ C ∗ alpha ∗
(n+1) ∗ p s i 1 ∗ v / n / x i ∗∗ (2) ) − (4 ∗ C ∗ alpha ∗ (n

+1) ∗ p s i ∗ v1 / n / x i ∗∗ (2) ) + (8 ∗ C ∗ alpha ∗ (n+1)
∗ p s i ∗ v / n / x i ∗∗ (3) )

,2 ∗ x i ∗ p s i ∗∗(n) + x i ∗∗ (2) ∗ n ∗ p s i ∗∗(n−1) ∗ p s i 1 ]
r e turn dydxi

C = 0.25
n = 2 .0
x i0 = 10∗∗(−5)
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x i f i n a l = 1000
Numxi = math . f l o o r ( ( x i f i n a l −x i0 ) ∗100)

Alpha0 = 0 .2
Alpha f ina l = 0 .6
NumAlpha = 6
L i s t a a l ph a = np . l i n s p a c e ( Alpha0 , Alphaf ina l , NumAlpha)
ListaModelos = [ ]

f o r i in range ( l en ( L i s t a a lp h a ) ) :
ListaModelos . append ( [ ] )

f o r i in range ( l en ( L i s t a a lp h a ) ) :
alpha = L i s t a a l ph a [ i ]

Ps i0 = 1 .0
Vv0 = 0 .0
Psi10 = (Vv0 + alpha ∗ x i0 ∗∗ (3) ∗ Psi0 ∗∗(n+1) ) ∗(1 + alpha ∗ Psi0 ) /

x i0 / (2 ∗ (n+1) ∗ alpha ∗ Vv0 − x i0 ) − (4 ∗ C ∗ alpha ∗ (n
+1) ∗ Psi0 ∗ Vv0 / n / x i0 ∗∗ (2) )

Vv10 = xi0 ∗∗ (2) ∗ Psi0 ∗∗(n)

y0 = [ Psi0 , Vv0 , Psi10 , Vv10 ]

x i = np . l i n s p a c e ( xi0 , x i f i n a l , Numxi)

from sc ipy . i n t e g r a t e import ode int

s o l u c i o n e s = ode int ( func iones , y0 , xi , a rgs=(alpha , n , C) )

Psi = s o l u c i o n e s [ : , 0 ]
Vv = s o l u c i o n e s [ : , 1 ]
Ps i1 = s o l u c i o n e s [ : , 2 ]
Vv1 = s o l u c i o n e s [ : , 3 ]

DondePsiNeg = np . where ( Psi <0)

i f l en ( DondePsiNeg [ 0 ] ) == 0 :
p r i n t (” i n s u f i c i e n t e i n t e r v a l o de i n t e g r a c i o n x i por favor

aumentelo ”)
e l s e :

IndiceBorde = np . min ( DondePsiNeg )−1
x i = x i [ : IndiceBorde ]
Ps i = Psi [ : IndiceBorde ]
Vv = Vv [ : IndiceBorde ]
Psi1 = Psi1 [ : IndiceBorde ]
Vv1 = Vv1 [ : IndiceBorde ]
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Psi11 = ( ( Vv1 + 3 ∗ alpha ∗ x i ∗∗ (2) ∗ Psi ∗∗(n+1) + alpha ∗ x i ∗∗ (3)
∗ (n+1) ∗ Psi ∗∗(n) ∗ Psi1 ) ∗ ( alpha ∗ Psi + 1) / x i / (2 ∗ (n
+1) ∗ alpha ∗ Vv − x i ) ) + ( alpha ∗ Psi1 ∗ (Vv + alpha ∗ x i ∗∗ (3)
∗ Psi ∗∗(n+1) ) / x i / (2 ∗ (n+1) ∗ alpha ∗ Vv − x i ) ) − ( (1 +

alpha ∗ Psi ) ∗ (Vv + alpha ∗ x i ∗∗ (3) ∗ Psi ∗∗(n+1) ) / x i ∗∗ (2) /
(2 ∗ (n+1) ∗ alpha ∗ Vv − x i ) ) − ( (1 + alpha ∗ Psi ) ∗ (Vv +
alpha ∗ x i ∗∗ (3) ∗ Psi ∗∗(n+1) ) ∗ (2 ∗ (n+1) ∗ alpha ∗ Vv1 − 1) /

x i / ( (2 ∗ (n+1) ∗ alpha ∗ Vv − x i ) ∗∗ (2) ) ) − (4 ∗ C ∗ alpha ∗
(n+1) ∗ Psi1 ∗ Vv / n / x i ∗∗ (2) ) − (4 ∗ C ∗ alpha ∗ (n+1) ∗ Psi
∗ Vv1 / n / x i ∗∗ (2) ) + (8 ∗ C ∗ alpha ∗ (n+1) ∗ Psi ∗ Vv / n /
x i ∗∗ (3) )

V2r = alpha ∗(1 + 1/n) ∗Psi
V2t = alpha ∗(1 + 1/n) ∗Psi + (2 ∗ C ∗ Vv ∗ alpha ∗ (n + 1) ∗∗ (2) ∗

alpha ∗ Psi / n / x i ) + (2 ∗ C ∗ alpha ∗ (n + 1) ∗ alpha ∗ Psi
∗∗ (n + 2) ∗ x i / n / Psi1 )

DondeV2r1 = np . where ( V2r < 0)
DondeV2r2 = np . where ( V2r > 1)

DondeV2t1 = np . where ( V2t < 0)
DondeV2t2 = np . where ( V2t > 1)

i f ( l en ( DondeV2r1 [ 0 ] ) != 0) or ( l en ( DondeV2r2 [ 0 ] ) != 0) or ( l en (
DondeV2t1 [ 0 ] ) != 0) or ( l en ( DondeV2t2 [ 0 ] ) != 0) : #or ( l en (
DondeV2dif [ 0 ] ) != 0) or ( l en ( DondeV2dif [ 0 ] ) != 0) :
p r i n t (” Veloc idad de l son ido i n v a l i d a en e l i n t e r v a l o de

i n t e g r a c i o n V2r < 0 o V2r >= 1”)
break

e l s e :
RadioMax = xi [ IndiceBorde −1]∗math . s q r t ( alpha ∗(n +1) )

MasaMax = Vv [ IndiceBorde −1]∗(math . s q r t ( alpha ∗(n +1) ) ) ∗∗3

deltaR1 = (n+1) ∗ alpha ∗ (Vv + x i ∗∗ (3) ∗ alpha ∗ Psi ∗∗(n+1) ) / x i
/ ( x i − 2 ∗ alpha ∗ n ∗ Vv − 2 ∗ alpha ∗ Vv)

deltaR2 = Psi ∗∗(n+1) ∗ x i ∗∗ (2) ∗ alpha ∗ (n+1) ∗ (1 + alpha ∗ Psi )
∗ (1 + 2 ∗ x i ∗∗ (2) ∗ alpha ∗ alpha ∗ (n+1) ∗ Psi ∗∗(n+1) ) / n /
Psi1 / ( ( x i − 2 ∗ Vv ∗ alpha ∗ n − 2 ∗ Vv ∗ alpha ) ∗∗ (2) )

deltaR3 = alpha ∗ (n+1) ∗∗ (2) ∗ alpha ∗ Psi ∗ (Vv + x i ∗∗ (3) ∗ Psi ∗∗(
n) + 2 ∗ alpha ∗ x i ∗∗ (3) ∗ Psi ∗∗(n+1) ) / n / x i / ( x i − 2 ∗
alpha ∗ n ∗ Vv − 2 ∗ alpha ∗ Vv)

deltaR4 = (4 ∗ C ∗ Vv ∗ alpha ∗ (n+1) ∗∗ (2) ∗ alpha ∗ Psi / n / x i
∗∗ (2) ) + (4 ∗ C ∗ alpha ∗ (n+1) ∗ alpha ∗ Psi ∗∗(n+2) / n / Psi1
)
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deltaR5 = alpha ∗ (n+1) ∗ (n ∗ Psi1 ∗∗ (2) + Psi ∗ Psi11 ) / n / Psi1

deltaAniPol iNoBar = deltaR1 + deltaR2 + deltaR3 + deltaR5 − deltaR4

i f any (np . d i f f (np . s i gn ( deltaAniPol iNoBar ) ) != 0) :
ListaModelos [ i ] . append ( [ n , alpha , RadioMax , MasaMax , xi , Psi ,

deltaAniPoliNoBar , Vv, Psi1 , 1 ] )
e l s e :

ListaModelos [ i ] . append ( [ n , alpha , RadioMax , MasaMax , xi , Psi ,
deltaAniPoliNoBar , Vv, Psi1 , 0 ] )

p l t . p l o t ( ListaModelos [ 0 ] [ 0 ] [ 4 ] , ListaModelos [ 0 ] [ 0 ] [ 6 ] , ListaModelos
[ 1 ] [ 0 ] [ 4 ] , ListaModelos [ 1 ] [ 0 ] [ 6 ] , ListaModelos [ 2 ] [ 0 ] [ 4 ] , ListaModelos
[ 2 ] [ 0 ] [ 6 ] , ListaModelos [ 3 ] [ 0 ] [ 4 ] , ListaModelos [ 3 ] [ 0 ] [ 6 ] , ListaModelos
[ 4 ] [ 0 ] [ 4 ] , ListaModelos [ 4 ] [ 0 ] [ 6 ] )

p l t . l egend ( ( r ’ $\ alpha$ = 0 . 2 ’ , r ’ $\ alpha$ = 0 . 3 ’ , r ’ $\ alpha$ = 0 . 4 ’ , r ’ $\
alpha$ = 0 . 5 ’ , r ’ $\ alpha$ = 0 . 6 ’ ) , l o c =4)

p l t . t i t l e ( r ’ ’ )
p l t . p l o t ( ListaModelos [ i ] [ 0 ] [ 4 ] , np . z e r o s ( l en ( ListaModelos [ i ] [ 0 ] [ 4 ] ) ) ,

’− . ’ )
p l t . x l a b e l ( r ’ $\xi$ ’ )
p l t . y l a b e l ( r ’ $\bar {\mathcal{R}}$ ’ )
p l t . a x i s ( [ 0 . 0 1 , 3 . 5 5 , − 1 . 2 5 , 1 . 0 ] )
p l t . g r i d ( )
p l t . show ( )
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