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Resumen

TITULO: FRACTURAS EN ESFERAS AUTOGRAVITANTES ANISOTROPAS MO-
DELADAS POR ECUACIONES DE ESTADO NO BAROTROPAS EN RELATIVIDAD
GENERAL *

AUTOR: DANIEL FELIPE SUAREZ URANGO **

PALABRAS CLAVES: Fracturas, ecuaciones de estado no barétropas, esferas anisétro-
pas, perturbaciones locales no constantes.

Los efectos de las inestabilidades en objetos autogravitantes son clave en la Astrofisica
y han sido estudiados por décadas al analizar el comportamiento de las ecuaciones de
estado bajo perturbaciones de sus variables fisicas. La forma mas simple de una ecuacién
de estado que detalla el estado de la materia dentro de un objeto compacto es aquella
en donde la presién de la configuracién depende tnicamente de la densidad en un punto,
pues estas son suficientes para cerrar las ecuaciones de campo de Einstein estdticas con
simetria esférica. Sin embargo, en la naturaleza, las ecuaciones de estado que describen la
materia dependen, con seguridad, de mas de un parametro o variable fisica.

En este trabajo se analiza la estabilidad de esferas autogravitantes anisétropas bajo
perturbaciones locales no constantes de la densidad representadas por funciones de soporte
compacto, en Relatividad General, al extender concepto de fractura a ecuaciones de estado
no barétropas con el fin de modelar configuraciones materiales termodinamicamente més
consistentes. Este concepto consiste en analizar la distribucién de fuerzas a lo largo de la
configuracién material justo después de que esta abandone del equilibrio.

Dos modelos son estudiados. En el primer modelo analizado se dispuso de una presién
radial politropa bardtropa, y una presién tangencial politropa cuasilocal la cual es funcién
de la presién radial (por tanto de la densidad) y la compacidad (no barétropa). En el
segundo modelo se tomé una ecuacién de estado no local para la presién radial en la que
esta es funcién de la densidad y la compacidad; y la presién anisétropa A/r proporcial al
término (p 4+ P)r'/2 en la ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkoff.

“Trabajo de Grado.
"Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Luis Alberto Nifiez de Villavicencio Martinez.
Codirector: Justo Ospino Zuiiga.



Abstract

TITLE: CRACKING OF ANISOTROPIC SELF-GRAVITATING SPHERES MODE-
LED BY NON-BAROTROPIC EQUATIONS OF STATE IN GENERAL RELATIVITY
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AUTHOR: DANIEL FELIPE SUAREZ URANGO

KEYWORDS: Cracking, non-barotropic equations of state, anisotropic spheres, local
non-constant perturbations.

The effects of instabilities in self-gravitating objects are key in astrophysics and have
been studied for decades when analyzing the behavior of state equations under the pertur-
bations of their physical variables. The simplest form of an equation of state that details
the state of matter within a compact object is one in which the pressure of the confi-
guration depends only on the density at one point, since these are sufficient to close the
static Einstein field equations with spherical symmetry. However, in nature, the equations
of state that describe matter depend, for sure, on more than one physical parameter or
variable.

In this work, the stability of anisotropic self-gravitating spheres under local non-
constant density perturbations represented by compact support functions is analyzed in
General Relativity, by extending the cracking concept to non-barotropic equations of state
to model material configurations thermodynamically more consistent. This concept con-
sists in analyzing the distribution of forces along the material configuration just after it
leaves equilibrium.

Two models are studied. In the first model analyzed, a barotropic polytropic radial
pressure was applied, and a quasi-local tangential polytropic pressure which is a function
of radial pressure (therefore of density) and compactness (non-barotropic). In the second
model, a non-local equation of state was taken for the radial pressure in which this is a
function of density and compactness; and the anisotropic pressure A/r proportional to
the term (p + P)v//2 in the Tolman-Oppenheimer-Volkoff equation.

“*Degree Work.

“Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Luis Alberto Nufiez de Villavicencio Martinez.

Codirector: Justo Ospino Zuiiga.



Introduccion

Este trabajo

La temperatura (T), presién (P), y los potenciales electroquimicos (1;) son derivadas
parciales de una funcién de la entropia (S), el volumen (V), y el nimero de moles (Nj . .
. N;); y consecuentemente son también funcién de S, V, Ny . . . N,. Se tiene entonces un
conjunto de relaciones funcionales,

T =T(S,V,Ny...N,.), (1)
P = P(S,V,Ny...N,), (2)
Hi = Mj(S, V, NlNT) (3)

Tales relaciones, que expresan parametros intensivos en términos de los parametros
extensivos independientes, son llamadas ecuaciones de estado [!]. Entonces, el contenido
material de objetos autogravitantes son modelados macroscopicamente a través de ecua-
ciones de estado que relacionan sus variables fisicas e intentan describir los procesos fisicos
microscépicos mas importantes que ocurren en su interior; tanto asi, que estas son de vital
importancia a la hora de estudiar la estabilidad bajo cualquier tipo de perturbacién en
este tipo objetos.

Asi, en el mejor de los casos, la ecuacién de estado que describe el comportamiento
de la configuracién material dependera de la presién, la temperatura, los potenciales elec-
troquimicos y de las variables extensivas para que el sistema esté termodinamicamente
completo.

La forma mads simple de una ecuacién de estado, que detalla el estado de la materia
dentro de un objeto compacto, es aquella en donde la presiéon radial de la configuracién
depende unicamente de la densidad en un punto. A este tipo de ecuaciones se le llama
ecuacion de estado barétropa, y es la manera mas sencilla de modelar esferas autogravi-
tantes pues son suficientes para cerrar las ecuaciones de campo de Einstein estaticas con
simetria esférica. Sin embargo, en la naturaleza, las ecuaciones de estado que describen
la materia dependen, con seguridad, de més de un parametro o variable fisica; incluso la
ecuacion de estado que modela el comportamiento de un gas bajo condiciones ideales es
no barétropa pues en esta tenemos la presion en funcién de la temperatura, el nimero de
moles y el volumen del gas.

Lo anterior motiva a extender el esquema de perturbacién desarrollado por Gonzélez,
Navarro y Nufiez [?] a ecuaciones de estado no bardtropas con el fin de analizar la es-
tabilidad de configuraciones materiales termodindmicamente mas consistentes bajo per-
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turbaciones locales no constantes de la densidad representadas por funciones de soporte
compacto.

Antecedentes

L. Herrera y colaboradores [3-6] propusieron el enfoque de “fracturas” para estudiar
las inestabilidades en distribuciones de materiales relativistas, justo después que la confi-
guracién se aleja de su equilibrio. Ellos estudiaron la aceleracion de marea generada por
una perturbacién en elementos fluidos contiguos mostrando que es posible identificar una
distribucién de la fuerza radial total, que cambia de signo dentro del sistema. Para estu-
diar las fracturas suponen perturbaciones constantes y simultdaneas de la densidad y de la
anisotropia de las presiones, identificando fractura cada vez que la fuerza total cambia de
signo.

Otra contribucion al marco conceptual de las fracturas en Relatividad General ha sido
hecha por Abreu, Herndndez y Nunez [7], y més recientemente por Gonzélez, Navarro
y Nunez [8]. En ambos casos se consideran fluidos anisétropos con ecuaciones de estado
barétropas para los perfiles de presiones radiales y tangenciales, P = P(p) y P, = P (p).
Los primeros autores presentan un criterio para identificar posibles inestabilidades por
fractura, asociado al cambio de signo de la diferencia entre la velocidad del sonido tangen-
cial y radial; mientras que los ultimos asumen fluctuaciones no constantes en la densidad
(las cuales también afectan el gradiente de presién) determinando las fracturas cuando se
presenta un cambio de signo en la ecuacién de equilibrio perturbada.

En [9], D. Horvat y colaboradores, utilizan ecuaciones de estado politropas cuasilocales
para determinar la estabilidad de objetos compactos por medio del método estandar M (R).
Este método utiliza la densidad de energia central como parametro al encontrar familias de
soluciones a las ecuaciones de Einstein empleando la misma ecuacion de estado. Para cada
valor de la densidad de energia central, al ir incrementando este, corresponde un tinico valor
de M y R (masa total y radio total del objeto) respectivamente; asi, el primer méximo en
una curva R contra M indica la frontera entre configuraciones estables e inestables. De otra
parte, una ecuacién de estado no local es empleada en [10] para obtener configuraciones
materiales anisétropas admisibles, con simetria esférica, a partir de perfiles de densidad
conocidos.

Estructura del documento

La organizacién de este trabajo es la siguiente. En el capitulo 2 se exponen las ecua-
ciones de estructura de las configuraciones materiales a estudiar, estas son las ecuaciones
de campo de Einstein y las ecuaciones de estado que describen las interacciones en la ma-
teria entre las variables fisicas que la componen; ademads, se dan a conocer las condiciones
de aceptabilidad fisica que deben tener los modelos para ser considerados validos. En el
capitulo 3 se muestra el esquema de perturbacion a extender para estudiar la estabili-
dad de esferas autogravitantes modeladas por ecuaciones de estado no barétropas. En el
capitulo 4 se desarrolla la extensién del esquema planteado en el capitulo 3. Por tdltimo, en
el capitulo 5 y 6 se presentan los resultados obtenidos y las conclusiones, respectivamente.
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Capitulo 1

Modelado de fluidos anisétropos

1.1. Ecuaciones de campo para configuraciones anisétropas
hidrostaticas

A lo largo de este trabajo se consideran distribuciones de materia en equilibrio hi-
drostatico las cuales son esféricamente simétricas; ademas se utilizan unidades geometri-
zadas tales que ¢ = G = 1, siendo estas la velocidad de la luz y la constante gravitacional de
Newton respectivamente. Dicho esto, el elemento de linea en coordenadas de Schwarzschild
(t,r,60,¢) puede escribirse como

ds? = " dt? — A2 — 42 (d6? + sin® 6d¢?) (1.1)

donde todas las funciones dependen tunicamente de la coordenada radial. Esta métrica
debe satisfacer las ecuaciones de Einstein dadas por

R", — %g”uR = —8n1T",, (1.2)
las cuales relacionan la medida de la curvatura, por medio del tensor de Ricci (R",) y el
escalar de curvatura (R), con el tensor de energfa-momento de materia (77,).

El tensor de energia-momento mas general compatible con simetria esférica para una
configuracién de materia anisétropa con densidad de energia p, presién radial P, y presién
tangencial P| es

T’/u:dlag(pv _PTa_PJ_a_PJ_)' (13)

Entonces, las ecuaciones de campo de Einstein para esta geometria y distribucién de
materia son

1 e 1
t _ /
— 8T, =8mp = 2 + " </\ _r> , (1.4)
1 e 1
—8nT", =8P, = —— + ° <1/ + > y (1.5)
T r r
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- 2 — N
— 81T = 87P, = eT 2+ (V)2 =NV + (Vr) = —SWTZ, (1.6)

donde la prima denota derivacién respecto a la coordenada radial r.

1.2. Ecuacion de equilibrio hidrostatico

Aunque las ecuaciones de campo de Einstein contienen toda la informacién requerida
para describir la interaccion entre la gravedad y la materia, es 1til transformar estas de
tal forma que las propiedas hidrostaticas del sistema sean mas evidentes en una unica
ecuacion. Para esto, se reescribe la ecuacién (1.4) como

/
(re”‘) =1—8mpr?,
con el fin de integrarla y obtener

e =1 2”1(7”), (1.7)

en donde se ha definido la funcién masa m(r) como

m(r) = 4r /01“ e (1.8)

correspondiente a la masa encerrada en una esfera de radio r. Esta iltima ecuacién también
puede escribirse de forma diferencial como

d
d—T = 4mr?)p. (1.9)

Utilizando (1.7) en (1.5) se tiene

1 43P,
1y _mydmr (1.10)
2 r(r —2m)
Finalmente, la ecuacién de equilibrio hidrostético se obtiene al diferenciar la ecuacién
(1.5) respecto a r e introducirla en (1.6), quedando

/

1% 2
P;:—(p—i—PT)E—i—;(PL—PT). (1.11)

Esta ecuacién es conocida como ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) [11],
y también puede ser obtenida al derivar covariantemente las componentes del tensor
energia-momento dando como resultado las ecuaciones de conservacion.

Con el fin de resolver la ecuacién de equilibrio hidrostatico es necesario definir ecua-
ciones de estado que relacionen las presiones con las variables fisica del sistema; ademaés,
se deben cumplir ciertas condiciones de frontera y criterios de aceptabilidad fisica.
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1.3. Condiciones de frontera y solucion exterior

Como primera medida se requiere que la solucién sea regular en el origen, lo cual
impone que la funcién masa m(r) tienda a cero a medida que r tiende a cero; ademas, si
P, es finito en el origen entonces v/ también tiende a cero a medida que r tiende a cero.
Entonces el gradiente de P, serd finito en el origen siempre y cuando (P} — P,) sea cero
a medida que r tiende a cero, condicién que se cumple al tener en cuenta que en una
configuracién con simetria esférica P,(r =0) = P (r = 0).

El radio de la esfera es determinado por la condicién P.(R) = 0, siendo r = R el borde
de la distribucién. De aqui que la masa total de la configuracién sea M = m(R).

Para que los modelos sean fisicamente aceptables se requiere que las presiones y la
densidad sean positivas para todo r dentro de la distribucién, y ademads que sus gradientes
sean negativos
dp, dp
dr =0 dr =0

Adicionalmente las velocidades del sonido, radial y tangencial, deben ser menores que
la velocidad de la luz (c), esto es

P.>0; P >0; p>0;

UT:dp 1; ’Ui:—dp 1
El espacio-tiempo fuera de la distribucién de materia es descrito por medio de la
métrica de Schwarzschild exterior [12], definida como
2M dr? .
ds? = (1 —~ T> dt? — T r? (d6? + sin® 6d¢?) . (1.12)

T
Se hace necesario acoplar la solucién exterior con la interior en el borde de la configu-
racion con el fin de evitar discontinuidades en la superficie; para esto se debe cumplir con
la continuidad de la primera forma fundamental, es decir

VR — 1 _ 1.13

e 7 (1.13)
oM

AR 1.14

R Y ( )

Pr=0, (1.15)

donde el subindice R indica que la variable es evaluada en la superficie.

1.4. Extension cuasilocal de ecuacion de estado politropa

En [9] se estudiaron las propiedades de las soluciones con simetria esférica para un
fluido anisétropo descrito por las ecuaciones de estado

P, =Pi(p)=Kp'tn, y (1.16)
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A=P - P =Ap;p) =CP(p)p . (1.17)

La primera relacién es una ecuacién de estado politropa barétropa que vincula la
densidad de energia con la presién radial. La constante K y n son conocidas como constante
politropa e indice politropo respectivamente. Las propiedades de este tipo de ecuaciones
de estado han sido estudiadas en diversas ocasiones [13, 1], recientemente por [15, 10]
, v son utilizadas como una buena aproximacién a modelos estelares més realistas [17].
Tal ecuacién de estado, al introducirse en la ecuaciéon de TOV, tiene la ventaja de poder
expresar esta ultima en términos de variables adimensionales por medio de la ecuacion de
Lane-Emden [15].

La segunda ecuacién es una extension cuasilocal de la primera, en donde se relaciona
la presién anisétropa (A) con la densidad de energia y, ademés, con la compacidad de la
configuracién dada por

2m(r) '

w= (1.18)

Este tipo de ecuacién de estado politropa no local, que depende no solo de un punto
en el espacio sino de una vecindad de puntos alrededor de este, ha sido empleada para
encontrar soluciones a estrellas gravitacionales de vacio [13] que satisfacen las condiciones
esperadas para un objeto de este tipo [19]. La constante C' es una medida de la cantidad
de anisotropia presente en la configuracion.

El perfil de densidad para la configuracién material es obtenido al integrar numérica-
mente el sistema de ecuaciones que la describe, el cual es conformado por las ecuaciones
(1.20), (1.21), (1.22) y (1.23) para la condicién de frontera (1) = 0 , y valores iniciales
(€ =0)=1yn =0)=0, donde & define el borde de la configuracién (ver apéndice
B). Los perfiles de masa, densidad y presién son representados graficamente en las figuras
1.1, 1.2 y 1.3, respectivamente; ademas, se presenta la velocidad del sonido, tanto radial
como tangencial, para esta configuracién en la figura 1.4, donde se puede observar que todo
cumple con las condiciones fisicas requeridas. Las graficas son obtenidas para un valor de
C = 0,25 e indice politropo n = 2.

Ecuacion de Lane-Emden anisétropa

La ecuacién de Lane-Emden en principio es una forma adimensional de la ecuacién
de Poisson utilizada para modelar el campo gravitatorio de una configuracién material
con simetria esférica constituida por un fluido politropo; para esto, se utiliza el siguiente
cambio de variables [15]

n p mA? Ampon Py, £ o A
sz) (5) 00 ’ 77(5) 471',00 m A3 « 00 1, T A a(n+ 1) )
(1.19)

en las ecuaciones que componen el sistema politropo, es decir las ecuaciones (1.9), (1.11),
(1.16) y (1.17), quedando (ver apéndice A)
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dep (W?) (74 ey + <2A¢"> ({— 2(n + 1)a77> —0, (1.20)

d¢ 14+ oy nopg 14+ ayp
d n
=& (1.21)
1
P, = Kipo"t s Ky = Kpy (1.22)
¢n+117
A=Ky i Ka=2CKippa(n+1), (1.23)

3

siendo este el nuevo sistema a tener en cuenta que describe la configuracién material
anisotropa esfericamente simétrica, en donde el subindice 0 quiere decir que la variable ha
sido evaluada en el centro de la configuracion.

Como es de notar, la variable ¥ relaciona la densidad de energia con la presién, n es
proporcional a la funcién masa m(r), y £ es una variable radial adimensional.

1.5. Ecuacion de estado no local

Este tipo de ecuacién de estado proporciona la presion radial P, en funcién de la densi-
dad de energia p, en un punto, y ademads considera la distribucién de toda la configuracién
de materia encerrada hasta ese punto; permitiendo que cualquier variacion de la densidad
de energia dentro de un volumen se vea reflejado en la presién radial [10]. Dicha ecuacién
de estado, en el limite estatico, estd dada por

Po(r) = p(r) + T% /O " (P, (1.24)

la cual puede reescribirse como una ecuacién diferencial, asi

2 T
P.(r) = p(r) + T3/ p(P)P?dF &  p—3P +7(p —P)=0. (1.25)
0

Esto permite escribir las ecuaciones de campo de Einstein, para una ecuacién de estado
no local [10], de la siguiente manera

2m/

om’  4dm

8TP, = - —
T ’]"2 7"3 Y

(1.27)

de donde se puede obtener el gradiente de presién derivando la ecuacién (1.27) respecto a
r asi

8P = o - + : (1.28)
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Ademads se propone definir la presién anisétropa, A = P — P,, como multiplo del
primer término del lado derecho [20] en la ecuacién de TOV, es decir

m + 4xr3 P,

PL=50) (o4 P |

] r+ P, (1.29)

donde 3(r) mide la anisotropia del sistema y es una funcién de r.

Es claro que, si se proporciona un perfil de densidad p(r), todas las variables fisicas
(masa, presiones y gradiente de presién) pueden ser determinadas a partir de las ecuaciones
anteriores.

Perfil de densidad

El perfil de densidad escogido fue propuesto por B. W. Stewart [21] para describir una
configuracién anisétropa estatica conformemente plana, es decir, una configuracion en la
que cada punto dentro de esta tiene una vecindad la cual puede ser mapeada a un espacio
plano por medio de una transformacién.

El perfil proporcionado es

m’ 1 (eQKT _ 1) (8KT‘€2KT + e4K7" _ 1)
- - . , (1.30)
4drr?  8mr? (e2Kr 41)

p

si y solo si

2K _ 1 2
m = g (e> . (1.31)

e2Kr 1

Al reemplazar (1.30) y (1.31) en (1.27) se obtiene el perfil de presién radial para la
configuracién:

1 e2Kr_1 8KTeQKr_e4Kr+1
P, = ( ) ( : ). (1.32)
8mr2 (257 4 1)

K puede ser obtenido de la condicién de frontera M = m(r = R) como

IR EEAC 0k
BERRENG O
1 (3)°

K (1.33)

En las figuras 1.5, 1.6 y 1.7, se muestran los perfiles de masa, densidad y presion,
respectivamente, correspondientes a un objeto esférico compacto representativo con R =
10[km], M = 2,16[My] y densidad central py = 1,91 x 10'®[kg/m?], para K = 0,16, el
cual cumple con las condiciones fisicas deseadas [7].
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Figura 1.1: Perfil de masa a partir de la ecuacién de Lane-Emden anisétropa para ecuacion
de estado politropa cuasilocal.
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Figura 1.2: Perfil de densidad a partir de la ecuacién de Lane-Emden anisétropa para
ecuacién de estado politropa cuasilocal.
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Figura 1.3: Perfil de presién a partir de la ecuaciéon de Lane-Emden anisétropa para ecua-
cién de estado politropa cuasilocal.

Figura 1.4: Velocidades del sonido, radial y tangencial, a partir de la ecuaciéon de Lane-
Emden anisétropa para ecuacién de estado politropa cuasilocal.
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Figura 1.6: Perfil de densidad para modelo de B. W. Stewart, con K = 0,16
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Capitulo 2

Fracturas

El concepto de fracturas fue introducido por Herrera y colaboradores [3—0] para des-
cribir el comportamiento de configuraciones materiales autogravitantes anisétropas, justo
después de partir del equilibrio, cuando la fuerza radial cambia su signo en algin valor de
la coordenada radial dentro de la configuracién.

Asi, la ecuacién de equilibrio hidrostatico que describe esta configuracion material
anisotropa estd dada por

dp, m+4rr3P.  2(P. - P,)
R="L (4P _ — 0, 2.1
dr (p ) r(r—2m) r (2.1)

donde el término P; — P, = A surge de la anisotropia en la configuracién, y es conocido
como presion anisétropa. La ecuacién (2.1) también representa la distribucién de fuerzas
dentro del sistema.

El enfoque de fracturas desarrollado por Gonzélez, Navarro y Nunez [2] propone un
nuevo esquema para analizar la estabilidad de esferas autogravitantes al examinar las
influencias de las fluctuaciones locales de la densidad en la estabilidad de configuraciones
de materia.

Una perturbacion en la densidad, p — p 4 dp, induce una perturbacion de su gradiente,

/

d
p'(p+3p) = p'(p) +0p = p'(p) + d%cm (2.2)

donde las variables primadas expresan derivadas respecto a la coordenada radial, y esta
debe ser consistente con la expresién

d d
Tlo 001 = p'(p) + 60" = p'(r) + T-0p, (2.3)

de tal manera que se pueda intercambiar la prima y la § asi
0p' = —dbp = —dp. (2.4)
Para tener un esquema de perturbacion consistente, se debe considerar perturbaciones

locales de la densidad, las cuales pueden ser descritras apropiadamente por cualquier
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funcién de soporte compacto, dp = dp(r), definida en un intervalo cerrado A7 < R, siendo
R el radio total de la configuracién.

Estas perturbaciones locales generan fluctuaciones en la masa, la presién radial, la pre-
sién tangencial y el gradiente de presion, las cuales pueden ser representadas por términos
lineales en la fluctuacién de la densidad como

dpP;

Pr(p+dp) %PT(P)‘F(SPT’%PT(P)“‘TIO‘SP ) (2.5)

dP;

P (p+dp) = PL(p) + P~ Pi(p) + (TPM ; (2.6)
/ / / / dP’I’/‘

P(p+dp) = F.(p) + 6P, ~ F.(p) + O ép (2.7)
dm

m(p+ dp) = m(p) + om ~ m(p) + d—pép , (2.8)

donde la ultima parte en cada ecuacién representa la variable perturbada calculada por
medio de una expansién en series de Taylor a primer orden.
Para establecer el efecto de las perturbaciones en la fuerza total, se expande (2.1) como

R~ Ry (p,Pr,Pl,P;,m) + R, (2.9)
donde
OR OR OR OR OR
R =—96 —0 —0P, + —6P —— P! 2.1
R= 3,00 T gmom+ gp, 00 T gp 0Lt g0t (2.10)
y
Ro(p,Pr,PJ_,P;,m) =0 (2.11)

ya que inicialmente la configuracién estd en equilibrio.
Las fracturas seran identificadas cuando se presente un cambio de signo en la ecuacion
de equilibrio perturbada (2.10).
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Capitulo 3

Esquemas de perturbacién

3.1. Esquema de perturbacién para ecuacion de estado po-
litropa cuasilocal

El esquema de perturbacion para una configuracién material anisétropa esféricamente
simétrica modelada por las ecuaciones (1.9), (1.11), (1.16) y (1.17), en donde la presién
tangencial (y por tanto la presién anisétropa A) no depende tnicamente de la densidad
de energia p, se determina al perturbar la ecuacién de equilibrio hidrostético

dP, m+4rr3P,  2A
& p)y T A 22y, 3.1
dr o+ P) r(r —2m) r (3.1)

Entonces, siguiendo el esquema planteado en el capitulo anterior, se tiene que

R:

R~Rop+R = R=IR,
en donde

OR OR OR OR OR
=—dp+— — 0P, + —0A
R ap p+8m5m+8PT5 —l—aAé +8P7£
es la ecuacion de equilibrio perturbada.

Calculando las derivadas parciales de R respecto a cada variable fisica se obtiene

6P/ (3.2)

877?, _om+ 473 P,

dp r(r—2m) ’ (3:3)
OR  (p+P)(1+87r2P,) 3.4
om (r — 2m)?2 ’ ’
OR  m+4mrd(p+2P,) (3.5)
oP, r(r —2m) ’ '
OR 2
aA (36)
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R
o

Para completar el esquema de perturbacién se debe hallar la perturbaciéon de cada
variable, esto es

=1. (3.7)

dF,

6P, = —L6p =02 .
ap 0P = vror s (3.8)
0A 0A
6A = ==6p+ —0dpu
a0’
_0A OA dp dm
= op + By dm dp op (3.9)

([ O0AdP, N OA dp dm
~\OP, dp = Opdm dp

dP! d [dP; d [dP.d
5P = Srgp= & 5p= — P

dp dp | dr dp | dp dr (3.10)
_d 2/5_1d 2§50 = 2/ 2,0”5 .
= g P00 =S LomeToo = | (o) + 0775 6p

dm dm (dr m/ 47r?p
om = d—pép =3 (dp) op = ?5p = > op (3.11)
siendo dP = — 9?2 la velocidad radial del sonido al cuadrado.

Ahora al reemplazar las ecuaciones (3.3) - (3.7) y (3.8) - (3.11) en (3.2) se tiene

s + 4713 P, 5p+ (p+ P.)(1+ 872 P,) 4777‘2;)6 m + 4rr3(p + 2P,) w26
r(r—2m) (r —2m)? r(r —2m)
2 (OAdP.  OA dpdm 9 2P
— = — |0 —|dp.
r(aPr dp+8udmdp> ”[(“7")*% g
(3.12)
Entonces, si A = CP.(p)p
OA dP, O0A dp dm 9  8mCPrp
0A = ———— )dp=|C — )4 3.13
<8Prdp+audmdp>p <’““‘+ g ) BB
y la ecuacién de equilibrio perturbada es
7€=7€1+7€2+7€3+7€4+7€5, (3.14)

siendo
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B m + 4wr3 P,

1=

r(r—2m) ’
Ry — (p+ P.)(1+8mr2P,) 4nr?p
(r —2m)?2 o
Ry — _m+47rr3(p+2pr)} 2
r(r —2m) "

~ 2 8rCP,
Ry= -2 (Cuvg N 7Tp7"ﬂ> 7

/!
R = | () + sz’,] .
L p

Los términos R y R siempre sers positivos puesto que dependen de la masa, la presién
radial y la densidad. Por lo contrario, el término Ro siempre serd menor que cero pues
se sabe que el gradiente de la densidad es negativo ya que esta disminuye a medida que
r aumenta. Los términos R4 y R pueden ser tanto positivo como negativo, dependiendo
del valor de r dentro de la configuracién. Este esquema difiere del encontrado en [2] en el
término R4 donde es notoria la influencia de la ecuacién de estado politropa no barétropa
dada para la presién tangencial al ser esta funcién de una variable no local como lo es la
compacidad. Entonces, cualquier cambio de signo en la ecuacién de equilibrio perturbada
seré debido al dominio que tenga Ry sobre Ry y Rs, v el comportamiento de Ry y Rs a
lo largo de la distribucién dependiendo de la ecuacion de estado que se esté tratando.

Realizando el cambio de variables propuesto en (1.19) se puede adimensionalizar el
sistema de ecuaciones y la ecuacién de equilibrio perturbada.

Hallando (3.14) en término de las nuevas variables se tiene

Ri_am+1)n+EKym)

AT e 20m—20m)

Ry _ ¢"€a(n+ (1 + Ki) [1+268Kia(m+ Dy !] o
A ny! (€ — 2nan — 2na)? T
Ry _ ol + 12 Kig(n+ £9" + 26,80 _

A né (€ — 2amn — 2a1)) -

Ry 4Cna(n+1)2Kyp  4ACa(n + 1)Kypnt? 5
A né&?2 - na’ -

Rs  Ki(n+1) [n() +4p"] 7
A n’ B

ﬁ=7€1+ﬁ2+7€3+7€4+7€5, (3.15)
donde
r_ % "o__ LW
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3.2. Esquema de perturbacion para ecuacién de estado no
local

La configuraciéon de materia ahora es modelada por las ecuaciones

P =Pp;p) =p— T2 (3.16)
2 3
P’ = P/(P,p/,ﬂ) — p/ _ 7p + 47:;3 , (317)
m + 4xr3 P,
P =8(r)(p+P,) [T(T o) } r+ P (3.18)

donde (3.16) y (3.17) corresponden a las ecuaciones (1.27) y (1.28), respectivamente, es-
critas en funcién de p’, p y la compacidad p.
La ecuacién (3.18) puede ser escrita como

P, — P, m + 4nr3P,
—_— = P)|————| ,
r Blr)(p+ Fr) [ r(r —2m) ]
que en términos de p queda
P, — P p+ 872 P,
LT p) Ao A 3.19
N Rl (319)

Al reemplazar esta tltima expresion en la ecuacién de equilibrio hidrostatico, en térmi-
nos de p, p y la compacidad pu, se obtiene

p+ 8wrlPp, _ .
] 2o P |

Entonces la ecuacién de equilibrio hidrostatico es

8wr?P,
R:Pr/+(p+PT)|: ;H—Trrr}

2r(1 - p)

p+ 87r?Pp,
2r(1 — p)
Siendo consecuente con lo que se ha hecho en el apartado anterior, tenemos que la
ecuacién de equilibrio perturbada para la ecuacién de estado no local en cuestion es

R=H+@+Rﬂ MLJMﬂZR@mJ%H% (3.20)

B OR OR OR oR __,
R = an op + o op + 3PT6PT+ 8P/6P , (3.21)
donde
dp 2r(1 — p) ’ ‘
o 2r(1 — p)? ’ ’
872 2P| 1 -2
R _ [+ 872 (p + 2P,)] | B(r)] 7 (3.24)

0P, 2r(1 —p)
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OR

= 1 .
P , (3.25)
y, ademds
dp dp dm 8mrp
0 —0 ——0p = ) 2
h= 0= gm0 =y 0P (3.26)
0P, 6P 1 87rrp 2p
0P, = =9 —dp=(1——)0dp, 3.27
dp 8 P < rp’) ’ (3.27)
P! OP! OP! 3 8
5P = Zr5p+ S5 + T5,Lz——f5p+5p y 2 STe
op op' o drrs pf (3.28)
2 dp/ 6p dp/ 2 6p ’
=——0p+—90 op=20p|——— )
T‘p+dp p+r2p’p p(dp T+’I”2p/
Reemplazando (3.22) - (3.25) y (3.26) - (3.28) en (3.21) se obtiene
57 (0 BTER) L= 26(0] (o P+ 8mrP) 1~ 26(r) Smrp
2r(1 —p) 2r(1 — p)? (3.20)
L s 2P) 12800 (| 2p sps (Y2, B '
2r(1 — ) rp dp r r2p
Entonces, la ecuacién de equilibrio perturbada para este caso es
B 0R _(p+8mr®P) [1 —25(r)] N dp(p+ Pr)(1 + 8712 P,) [1 — 28(r)]
op 2r(1— p) p(1—p)? (3.30)
N [+ 8mr2(p+ 2P)] [1 = 28(r)] (| 2p (2 6o ’
2r(1 —p) rp! dp r  rp
Donde la funcién B(r), mostrada en la figura 3.1, es hallada por medio de
dp, r(1— p) 1
= — = 3.31
i) =g [(M+87rr2P)(P+P)]+ (3:31)

con el fin de asegurar que la ecuacién de equilibrio hidrostatico sin perturbar (3.20) sea
cero.
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Capitulo 4

Resultados

Los resultados obtenidos son mostrados en las figuras 4.1 y 4.2 para el esquema desa-
rrollado en la seccién 3.1 correspondiente a configuraciones materiales modeladas por
ecuaciones de estado politropas cuasilocales.

100

075 1
050
025
000 =
—0.25 A
—0.50 1
—0.75 A

—1.00 1

-1.25

Figura 4.1: Ecuacién de equilibrio perturbada para esquema con ecuacién de estado poli-
tropa cuasilocal. C' = 0,25

En la figura 4.1 se observa compresién (cambio de signo, de la distribucién de fuerza
en la configuracién, de positivo a negativo) en configuraciones con « > 0,3 y constante
anisétropa C' = 0,25. Mientras que en la figura 4.2, donde la constante anisétropa es el
doble que la anterior, la compresion es encontrada para todos los valores del parametro a.
Las configuraciones muestran compresién en el niicleo del objeto, en donde las presiones
y velocidades del sonido son altas para el modelo; mientras que cerca de la superficie la
distribucién de la fuerza llega a ser casi nula o cero.

El resultado obtenido, para el esquema desarrollado en la seccién 3.2, es mostrado en la
figura 4.3 correspondiente a configuraciones materiales modeladas por ecuaciones de estado
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Figura 4.2: Ecuacion de equilibrio perturbada para esquema con ecuaciéon de estado poli-
tropa cuasilocal. C' = 0,5

no local. En esta no se evidencia cambio de signo en la ecuacién de equilibrio perturbada,
lo que indica que no hay fractura ni compresién para esta configuracién material. La
distribucién de fuerza dentro de la configuracién se acerca al equilibrio a medida que se
aproxima a la superfice.
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Figura 4.3: Ecuacion de equilibrio perturbada para esquema con ecuacién de estado no
local.
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Capitulo 5

Conclusiones

Los efectos de las inestabilidades en objetos autogravitantes son clave en la Astrofisica
y han sido estudiados por décadas al analizar el comportamiento de las ecuaciones de
estado bajo perturbaciones de sus variables fisicas.

En este trabajo se determiné la estabilidad de configuraciones materiales anisétropas
esféricamente simétricas bajo perturbaciones locales no constantes en la densidad, descritas
apropiadamente por una funcién de soporte compacto, al evaluar la ecuaciéon de equilibrio
hidrostatico perturbada justo después de salir del equilibrio. Se mostré que este tipo de
perturbaciones conlleva a fluctuaciones de las variables fisicas y sus gradientes, dando como
resultado un esquema complementario a los desarrollados anteriormente bajo el concepto
de fracturas [3-7].

Las ecuaciones de estado, que detallan el estado de la materia dentro de un objeto
compacto, dependeran en el mejor de los casos de la presion, la temperatura, los potenciales
electroquimicos y de las variables extensivas que componen el sistema [I]. Con base en
esto, se extendié el esquema de perturbacién desarrollado en [2] a ecuaciones de estado no
bardtropas con el propdsito de obtener sistemas termodinamicamente mas consistentes.

En el primer modelo analizado se dispuso de una presién radial politropa bardtropa, y
una presion tangencial politropa cuasilocal [9] la cual es funcién de la presion radial (por
tanto de la densidad) y la compacidad (no bar6tropa). Para este caso, en el que no se cuenta
con un perfil de densidad dado, se integré el sistema de ecuaciones Lane-Emden dado por
las ecuaciones (1.20) - (1.23). El resultado obtenido para este modelo es que presenta
compresion para distintos valores de a (con indice politropo n = 2), siendo esta la relacién
entre la presién radial y la densidad de energia en el origen. Se encontré que a medida
que a aumenta es inestable el modelo, presentando compresién cerca del origen, donde la
densidad de energia, al ser muy alta, tiene un rol importante. También, al aumentar la
constante de anisotropia C se obtuvo que los modelos que eran estables se convirtieran
en inestables. Este resultado es complementario al obtenido en [9], en donde se estudié la
estabilidad de objetos compactos modelados por las mismas ecuaciones de estado utilizadas
en este trabajo, mostrando que este tipo de configuraciones presenta inestabilidad bajo
el método estandar M (R), modos normales de pulsaciones radiales y bajo fluctuaciones
locales no constantes en la densidad consideradas en este trabajo.

En el segundo modelo se tomé una ecuacién de estado no local para la presion radial
en la que esta es funcién de la densidad y la compacidad, ecuacién (3.16); y la presion
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anisétropa A/r proporcial al término (p + P)v//2 en la ecuacién de TOV. Ademds se
proporcioné un perfil de densidad [21] el cual modela un objeto compacto tipico con
R = 10[km], M = 2,16]M] y densidad central pg = 1,91 x 10*¥[kg/m?]. Es claro que, al
tener el perfil de densidad, todas las variables en la ecuacién de TOV pueden ser obtenidas
a través de las ecuaciones planteadas para el modelo. Para este caso se encontré que es
estable bajo perturbaciones no constantes y locales en la densidad al no presentar fractura
ni compresién dentro de la configuraciéon material.
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Apéndice A

Ecuacion de Lane-Emden
anisotropa

La ecuacién de Lane-Emden es una forma adimensional de la ecuacién de Poisson
utilizada para modelar el campo gravitatorio de una configuracién material con simetria
esférica constituida por un fluido politropo; para esto, se introduce la nueva variable

P'r':Kp1+% EP’r‘own+17 P:POT/)na
con condiciones de frontera, a partir de las condiciones para la presion radial, dadas por

P(0)=1, (R)=0.

Entonces, la ecuacién de equilibrio hidrostatico

/
2
Fl=—(p+P) 5+ (PL—P) (A.1)
puede ser escrita como
d v 2A
Pro(n+ 1)?#”(% = —po"(1+ )5 + = (A2)

. s . P,
siendo A la presién anisétropa y a = p:)o .

Despejando v/ de la ecuacién anterior se tiene

dv _ 2a(n+1)dy 4A (A.3)
dr  14ay dr = poryn(1 +aah) )
Se define una funcién auxiliar
_ m(r)
U(?") - M ’
donde la funcién m(r) puede ser despejada de (1.7) asi
— (11—
m(r) = (1 e ) 5 (A4)
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quedando

u(r) = ﬁ (1 - e_)‘) , (A.5)

siendo M la masa total de la configuracion, con condiciones de frontera

y que satisface

Mu' = 4mpr? (A.6)

acorde con la ecuacién (1.9).
Despejando e de la ecuacién (A.5) se tiene

-
=1—-"""u. A7
e ru (A.7)

La ecuacién de campo de Einstein (1.5) puede ser escrita como

e Mr e -1

+—5— - drr?P, = 0. (A.8)

Reemplazando (A.7) y (A.3) en la ecuacién anterior, y utilizando (A.6) se tiene

a(n+ 1)Y'r 2M 2A oM M ,
S l4ayp <1_7'u> +m <1_ru> +7u+Mawu =0. (A)9)

Realizando el cambio de variables dado por

Ta n:47rp0’ an+1)’

donde ¢ es una variable radial adimensional y 1 es proporcional a la funcién masa m(r),
se tiene que (A.9) puede ser escrita como

a(n+1)§ dy [1 ~ 2a(n+ 1)17] 209" [1 ~ 2a(n + 1)77}
Po

1 1
fob O ¢ T+ a9) : (A1)
+ % + Oﬂ/}n+1a(n+ 1)52 =0.
Multiplicando la ecuacién anterior por ﬁ se tiene la ecuacion de Lane-Emden

anisétropa

3 +n+a®yY"t =0, (A1)

o dy 1—204(714—1)77/5] 20 E [1—204(71—1—1)17/5
d¢ 1+ ayp P,(n+1) 1+ ay

junto con
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d77 2. n
=Y (A.12)

obtenida a partir de la ecuacién (A.6), siendo

dm _ d (477,()077)

dm _ 4 Ampodn  4mpy dn
dr _d(%> A3

A3 de A% der

Si se tiene que

A=CP.pu,
entonces
87 pon A Pty
— n+1 _
donde

K =2Cpa’(n+1)

A.1. Ecuacion de equilibrio perturbada adimensional

Ahora se halla la ecuacién de equilibrio perturbada (3.14) en término de las nuevas
variables:

s mAdrrdp TR A (K1 poyr ) - (47;52977 + 4”53K2g01/1”+1> A
S T R B (N
N & _ 4@01:;)(:“) + 4ﬂ§3§§rﬁg¢n+l _ a(n+1)n+ EKyp"ta(n +1)
¢ (5 - %) §[€ = 2a(n + 1)n]
L Ri_aln+1)(n+EKiypnt

A~ €€~ 2ann — 2am)
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= (p+ P)(1+87r?P) 4nr?p
Ro =

(r —2m)? 4
_ (pown + Klpown—f—l) (1 + 8W§2K2gown+l> 4W§Z/;0¢n
a (é _ SWROW)Q Aponapn=ty!
A A3
T 2 n+1a n - na(n
R 7€2 - A (pown +K1p0wn+1) (1 + 87¢ Klp(z)fﬁpo ( +1)> 4 529047ﬁ'rp0( +1)
A <£ . 87rponoc(n+1))2 Aponwn_llb’
dmpo
L Re 0"+ K [L+2EKia(n+ Dyt €9maln + 1)
A (€ — 2nan — 2na)? nyn—Ly
N @ " Ea(n + 1)1+ Kiy) [14 282 Kia(n + 1)y
A ny! (€ — 2nan — 2na)?
donde p' = Ad(p(;);b ) = Apgn@b”*lw’

3 = v

- [mdnd(p+2P)] , AT AT (poun 4 2K poynt) 1
R 1+ — | Kqy
r(r —2m) £ (% _ 2(411?077)

A

Rs e Offp(: ) 4 4”515?;’;“) (pot™ + 2K1po0™ ) [/ 41 X
A £(€ — 2amm — 2am) K ) “p]
Rs  na(n+1)+&aln+1)(" + 2K19"+) [(n+1 Ko

- (€ — 2amn — 2am) !
Ry a(n+1)(n+&¢" + 2K, ) [(n+1
T AT £(€ = 2am — 2am) [( n > K””}
L Ry _aln+ 1?Kig(n+ &9 + 26,84

- né(€ — 2ann — 2a1)

By — 2 <2Cmy2 . 87rCP7“p> _24 (20‘“{;’;" (2 Ky N 8WCip0wnK1pown+1>
r r 74 ¢ % Aponypn—1y!
Ry ACTEEE (M) Kip | 16mCEpys™ Ko™
A ¢ A2 porp =1y
L Ra _ ACna(n + 12Ky | 167Ca(n + 1) Kipoy™?
A ng? Am pony’
N Ry _ 4Cna(n + 1)Ky | ACa(n+ 1)K pm+2
A né? ny’
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[y 2" P"_ APKapo(n + 1)9" ! [n(y)? + 4y
B [(U) v p’] o Aponapn—Ly/

Ry Kiln+1) [n()? + vo']

A na’
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Apéndice B

Cdédigo en Python para ecuacion
de Lane-Emden

A continuacién se muestra el cédigo en Python utilizado para resolver numéricamente
el sistema de ecuaciones (1.20) - (1.23)

Y%matplotlib inline
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import math

def funciones(y,xi, alpha, n, C):
psi- , v_, psil_, vl_ =y
dydxi = [(v_. + alpha * xix*%x(3) % psi_xx(n+1))x(1 + alpha * psi_) /
xi / (2 % (n+1) % alpha x v_ — xi ) — (4 * C x alpha * (n+1) x
psi_ x v_ / n / xixx(2))
,xi*%(2) * psi_xx(n)
,((vl_ + 3 * alpha * xi**(2) % psi_**x(n+1) + alpha x xix*x(3)
* (n+1) % psi_xx(n) % psil_) % (alpha % psi_ + 1) / xi
/ (2 % (n+1) = alpha % v_ — xi)) + (alpha * psil_ * (v_
+ alpha x xi*%(3) % psi_*x(n+1)) / xi / (2 * (n+1) =
alpha % v_ — xi)) — ((1 + alpha % psi_-) *x (v_- + alpha x
xi**(3) * psi_*xx(n+1)) / xi**x(2) / (2 * (n+1) * alpha =
vo — xi) ) — ((1 + alpha * psi_-) * (v_ + alpha x xi*x(3)
x psi_xx(n+1)) * (2 x (n+1) % alpha * vl_. — 1) / xi /
((2 * (n+1) * alpha * v_ — xi)*%(2))) — (4 = C * alpha x
(n+1) % psil. % vo / n / xi*xx(2)) — (4 x C % alpha *x (n
+1) * psi- % vl. / n / xi*x(2)) + (8 * C % alpha x (n+1)
x psi_ x vo / n / xixx(3))
,2 % xi % psi_xx(n) + xi*%(2) % n % psi_*xx(n—1) % psil_]
return dydxi

=

|
oo
_ o
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xifinal = 1000
Numxi = math. floor (( xifinal —xi0)%100)

Alpha0 = 0.2

Alphafinal = 0.6

NumAlpha = 6

Lista_alpha = np.linspace (AlphaO, Alphafinal ,NumAlpha)
ListaModelos = []

for i in range(len(Lista_alpha))
ListaModelos .append ([])

for i in range(len(Lista_alpha))
alpha = Lista_alpha[i]

Psi0 = 1.0

Vv0 = 0.0

Psil0 = (Vv0 + alpha * xi0**(3) % PsiO*x(n+1))*(1 + alpha % Psi0) /
xi0 / (2 x (n+1) x alpha x VvO — xi0 ) — (4 % C % alpha * (n
+1) % Psi0 * VvO / n / xi0xx(2))

Vv10 = xi0*%(2) % Psi0**(n)

y0 = [Psi0,Vv0,Psil0,Vv10]

xi = np.linspace (xi0, xifinal , Numxi)

from scipy.integrate import odeint

soluciones = odeint (funciones, y0, xi, args=(alpha, n, C))

Psi = soluciones [:,0]
Vv = soluciones[:,1]

Psil = soluciones [:,2]
Vvl = soluciones [:,3]

DondePsiNeg = np.where (Psi <0)

if len(DondePsiNeg[0]) = 0
print (”insuficiente intervalo de integracion xi por favor
aumentelo”)
else
IndiceBorde = np.min(DondePsiNeg)—1
xi = xi[ :IndiceBorde]
Psi = Psi| :IndiceBorde]
Vv = Vv[ :IndiceBorde]
Psil = Psil[ :IndiceBorde]
Vvl = Vvl| :IndiceBorde]
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Psill = ((Vvl + 3 * alpha % xi*%x(2) % Psisx(n+1) + alpha * xi**(3)
* (n+1) *x Psixx(n) *x Psil) * (alpha % Psi + 1) / xi / (2 * (n
+1) * alpha % Vv — xi)) + (alpha % Psil x (Vv 4+ alpha * xi*x%(3)
x Psixx(n+1)) / xi / (2 % (n+1) = alpha *x Vv — xi)) — ((1 +
alpha % Psi) % (Vv + alpha * xi*%(3) * Psixx(n+1)) / xixx(2) /
(2 % (n+1) % alpha * Vv — xi) ) — ((1 + alpha x Psi) % (Vv +
alpha * xixx*(3) % Psis*x(n+1)) * (2 % (n+1) * alpha % Vvl — 1) /
xi / ((2 % (n+1) x alpha * Vv — xi)*%(2))) — (4 = C % alpha =x
(n+1) % Psil = Vv / n / xix%(2)) — (4 x C % alpha * (n+1) * Psi
* Vvl / n / xi*x%(2)) + (8 % C x alpha % (n+1) * Psi «x Vv / n /
xi*x*(3))

V2r = alphax*(1 + 1/n)*Psi

V2t = alpha*(1 + 1/n)*Psi + (2 % C % Vv * alpha * (n + 1)*%(2) x
alpha % Psi / n / xi) + (2 x C % alpha % (n + 1) * alpha % Psi
¥ (n + 2) % xi/ n / Psil)

DondeV2rl = np.where(V2r < 0)
DondeV2r2 = np.where(V2r > 1)

DondeV2tl = np.where(V2t < 0)

DondeV2t2 = np.where(V2t > 1)

if (len(DondeV2r1[0]) != 0) or (len(DondeV2r2[0]) != 0) or (len(
DondeV2t1[0]) != 0) or (len(DondeV2t2[0]) != 0) : #or (len(
DondeV2dif[0]) != 0) or (len(DondeV2dif[0]) != 0) :

print (” Velocidad del sonido invalida en el intervalo de
integracion V2r < 0 o V2r >= 17)
break
else
RadioMax = xi[IndiceBorde —1]*math.sqrt (alphax(n +1))

MasaMax = Vv[IndiceBorde —1]*(math.sqrt (alphax(n +1)))*%3

deltaR1 = (n+1) % alpha x (Vv 4+ xi*%(3) % alpha % Psixx(n+1)) / xi
/ (xi — 2 % alpha * n * Vv — 2 % alpha x Vv)

deltaR2 = Psi**(n+1) x xi**(2) % alpha % (n+1) * (1 + alpha x Psi)
x (1 + 2 % xi*xx(2) % alpha * alpha % (n+1) % Psix*(n+1)) / n /
Psil / ((xi — 2 % Vv % alpha * n — 2 % Vv % alpha)=*x(2))

deltaR3 = alpha % (n+1)*%(2) * alpha % Psi % (Vv 4+ xi**(3) * Psixx(

n) + 2 * alpha % xi**(3) % Psixx(n+1)) / n / xi / (xi — 2 %
alpha * n % Vv — 2 % alpha x Vv)

deltaR4 = (4 x C * Vv % alpha * (n+1)x%(2) % alpha % Psi / n / xi
x%x(2)) + (4 % C % alpha * (n+1) % alpha % Psixx(n+2) / n / Psil
)
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deltaR5 = alpha x (n+1) * (n * Psil*x(2) + Psi x Psill) / n / Psil
deltaAniPoliNoBar = deltaR1 + deltaR2 + deltaR3 + deltaR5 — deltaR4

if any(np.diff (np.sign(deltaAniPoliNoBar)) != 0)
ListaModelos[i].append ([n,alpha, RadioMax,MasaMax, xi, Psi,
deltaAniPoliNoBar, Vv, Psil, 1])
else
ListaModelos[i].append ([n,alpha, RadioMax,MasaMax, xi, Psi,
deltaAniPoliNoBar, Vv, Psil, 0])

plt.plot (ListaModelos [0][0][4] , ListaModelos [0][0][6] , ListaModelos
[1][0][4] ,ListaModelos [1][0][6] ,ListaModelos [2][0][4] , ListaModelos
[2][0][6] , ListaModelos [3][0][4] , ListaModelos [3][0][6] , ListaModelos
[4][0][4] , ListaModelos [4][0][6])

plt.legend ((r’$\alpha$ = 0.2’ ,r’$\alpha$ = 0.3’ ,r’$\alpha$ = 0.4’ 18§\
alpha$ = 0.57,r’8$\alpha$ = 0.6’) ,1loc=4)

plt.title(r> 7)

plt . plot (ListaModelos[1][0][4] ,np.zeros (len (ListaModelos[i][0][4])),
7_.7)

plt.xlabel (r’$\xi$ ")

plt.ylabel (r’$\bar{\mathcal{R}}$")

plt . axis ([0.01,3.55, —1.25,1.0])

plt.grid ()

plt .show ()
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