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RESUMEN

TiTULO
SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES NO-LINEALES MEDI ANTE LA TECNICA DE
OPTIMIZACION GLOBAL POR ANALISIS DE INTERVALOS ©

AUTOR

Luis Antonio Gémez Ardila™
PALABRAS CLAVES

SISTEMAS DE ECUACIONES NO-LINEALES, OPTIMIZACION GLOBAL, MINIMIZACION,
ANALISIS DE INTERVALOS, CAJA EN R™.

DESCRIPCION

Este articulo presenta un algoritmo para la solucion numérica de sistemas de ecuaciones no-
lineales usando un método de optimizaciéon global mediante andlisis de intervalos. Para este
propoésito el sistema de ecuaciones no-lineales se convierte en una funcion de valor real para luego
ser minimizada, en el sentido global, en un dominio inicial dado (una caja en R™) usando analisis
de intervalos. Las soluciones del sistema de ecuaciones, si existen dentro de la caja dada, son
expresadas mediante encerramientos por sub-cajas cuyo tamafio es menor que la exactitud
establecida. Es posible que dada una caja el sistema de ecuaciones no tenga solucion dentro de
ella, pero si exista solucién al sistema dentro de otra caja distinta; por tanto este algoritmo tiene la
capacidad de determinar la existencia o no de soluciones al sistema de ecuaciones en una caja
dada. No hay restriccion acerca de la relacién entre el nimero de ecuaciones y el nimero de
incAgnitas del sistema. Se presenta una descripcion detallada del funcionamiento del algoritmo, se
realiza ademas un analisis de la convergencia del algoritmo, se presentan algunas consideraciones
acerca de la velocidad de convergencia del algoritmo, y se muestran los resultados de su
aplicacion para algunos problemas de prueba.

“Trabajo de Grado.

U Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas. Escuela de Ingenierias Eléctrica, Electrénica y de
Telecomunicaciones. Director: Carlos Rodrigo Correa Cely. Codirector: Edilberto José Reyes
Gonzélez.



SUMMARY

TITLE
SOLUTION OF NON-LINEAR EQUATIONS SYSTEMS USING THE TECHNIQUE OF GLOBAL
OPTIMIZATION BY INTERVAL ANALYSIS [

AUTHOR

Luis Antonio Gémez Ardila™
KEYWORDS

NON-LINEAR EQUATIONS SYSTEMS, GLOBAL OPTIMIZATION, MINIMIZATION, INTERVAL
ANALYSIS, BOX IN R™.

DESCRIPTION

This article presents an algorithm for the numerical solution of systems of non-linear equations
using a method of global optimization by means of analysis of intervals. For this purpose the
system of non-linear equations becomes a function of real value which will be minimized, in the
global sense, in a given initial domain (a box in R™) using analysis of intervals. The solutions of the
system of equations, if they exist inside the given box, they are expressed by means of enclosures
by sub-boxes whose size is smaller than the established accuracy. It is possible that given a
box the system of equations has no solutionin it, butthere is solution to the system within
a separate box, so this algorithm has the ability to determine the existence or not of solutions
to a system of equations in a given box. There is no restriction on the relationship between the
number of equations and the number of unknowns of the system. A detailed description of the
operation of the algorithm is presented, it is also carried out an analysis of the convergence of the
algorithm, some considerations are presented about the speed of convergence of the algorithm,
and the results of their application are shown for some test problems.

“Degree Work.

T Faculty of Physic-Mechanical Engineering. School of Electric, Electronic and
Telecommunications Engineerings. Project Director: Carlos Rodrigo Correa Cely. Project Co-
director: Edilberto José Reyes Gonzalez.
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INTRODUCCION

El problema de obtener métodos para hallar todas las soluciones, dentro de un
dominio dado, de un sistema de ecuaciones no-lineales, ademas de ser un tema
de interés en matematica pura, es un tema de gran importancia en ingenieria. En
el analisis y/o sintesis de modelos matematicos de procesos, por lo general, se
requiere la resolucion de sistemas de ecuaciones no-lineales para la
determinacion de estados de las variables del sistema que permitan que el

proceso tenga un comportamiento deseado.

Se requiere, ademas, que la técnica usada en el proceso de resolucion de
sistemas de ecuaciones no-lineales suministre una alta exactitud® en los
resultados obtenidos. Lo anterior debido a que la no-linealidad en los sistemas
practicos, y por tanto en sus modelos, hace posible que el sistema se comporte de
una manera indeseada al no poder controlar la exactitud de las variables que

determinan el desempefio del proceso.

Un método para afrontar esta situacion es transformar el problema, de uno en el
cual se tienen que hallar todas las soluciones a un sistema de ecuaciones no-
lineales en un dominio dado, en otro equivalente en el cual se tienen que hallar
todos los puntos de éptimo global (en este caso minimo global) de una funcién
objetivo sobre el dominio dado [1] [2]. Una vez resuelto el problema de
optimizacion global asociado al sistema de ecuaciones no-lineales es posible
determinar si este Gltimo tiene o no solucidn; si es asi, la solucién al sistema de
ecuaciones sera la misma que la solucion al problema de optimizacion global

asociado [2].

Debido a que, en la préactica, la busqueda por métodos numéricos de soluciones a

sistemas de ecuaciones no-lineales (asi como la resolucion de problemas de

! Esto también depende de la exactitud del computador.
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optimizacion) esta restringida a una region acotada del espacio determinado por
las variables presentes en el sistema, y que las expresiones que determinan el
sistema de ecuaciones a resolver son, por lo general, funciones continuas (o, al
menos, acotadas), es posible emplear métodos basados en anélisis de intervalos?

para la resolucion de esta clase de problemas.

El Andlisis de Intervalos, la cual es una herramienta matematica de facil
comprension, ademas de tener la capacidad de suministrar una gran exactitud en
los resultados obtenidos al trabajar con sus métodos, tiene la ventaja de ya estar
implementado en algunos sistemas de computo simbélico como MATLAB® [7]. No
obstante, un problema siempre presente en calculos numéricos extensos es la
propagacion de errores debido a la representacion en maquina de los nimeros
reales. El redondeo hacia fuera es una herramienta que permite controlar este
problema. INTLAB, una toolbox para MATLAB desarrollada por Siegfried M.
Rump, tiene la capacidad de implementar aritmética de intervalos usando
redondeo hacia fuera, e implementar funciones elementales cuyos argumentos

son intervalos [3].

2 , P . s
Esta teoria fue originalmente propuesta, por R. E. Moore, como una solucidon al problema de la
acumulacion de errores por redondeo en computadoras digitales.
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1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sea R el conjunto de los nimeros reales, y sea X un subconjunto no-vacio de R™.

Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

f10) =0
Fr(x) =0

conx € R" (¥).

Donde, para i =1, ..,m, f; es una funcién cuyo dominio contiene a X, y con

recorrido en los nimeros reales.
El problema entonces se puede establecer como sigue: disefiar e implementar un
algoritmo que permita hallar todas las soluciones del sistema (*) en el conjunto X.
Es decir, hallar todas las a € X tales que f;(a) =0 parai=1,..,m.

2. FUNDAMENTOS MATEMATICOS
2.1  Minimizacion.

Definicion 1 . Sean X,Y conjuntos, A€ X y f:X - Y una funcion. Se define la

imagen directa de A bajo f como el conjunto f[A] = {f(x): x € A}.
Note que f[A] € Y paratodo A € X.

Teorema 13. Sean X, Y conjuntos y f: X — Y una funcién. Supéngase que {Xalaes

es una coleccién de subconjuntos de X. Entonces,

* Las demostraciones de los resultados basicos de la Teoria de Conjuntos y del Andlisis Clasico aqui
presentados pueden ser consultadas en [14] [16].
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f[UaE]Xa] = Uae]f[Xa]-

Definicion 2 . Sean X,Y conjuntos, a€e X y f:X - Y una funcién. Si Y es un
conjunto totalmente ordenado®, entonces se dice que f obtiene su minimo sobre X

en a si, y sélo si, f(a) < f(x) paratodo x € X.
2.2  Sistemas de Ecuaciones y Optimizacion.

Lo que sigue a continuacion fue tomado de [2], donde se propone una
demostracion del Teorema sobre la Relacién entre Sistemas de Ecuaciones en

Numeros Reales y El Problema de Optimizacion.

Considere el problema planteado en el numeral 2. Sea f:X— R la funcion

definida por:

fG) = Y [fi@I con x€X (1)
i=1

Note que f esté bien definida, y ademas que la imagen de f sobre X consiste solo

de ndmeros reales no-negativos.

Luego, dado que f(x) = 0 para todo x € X y que R es completamente ordenado
[14], existe el infimo de f[X] sobre R y ademas este infimo es no-negativo. Por
tanto, si existe el minimo de f sobre X este minimo debe ser no-negativo. Mas
aun, si el sistema (*) tiene solucion en la caja dada X, el minimo de f sobre X

existe y es cero; esto se muestra en el siguiente resultado:

* Para un estudio detallado de los conjuntos totalmente ordenados y completamente ordenados ver [15]
[16].
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Teorema 2. Suponga que el sistema (*) tiene solucion en X, y sea a € X.

Entonces:

a es una solucion para el sistema (*) si, y sélo si, a minimiza f.

Demostracion. Si a satisface el sistema (*) entonces f;(a) =0 para cada
i=1,..,m. Luego, f(a) =0y, como f(x) = 0 para todo x € X, entonces a es un

punto de minimo para f.

Ahora, si a minimiza a f pero no satisface el sistema (*) entonces f(a) debe ser
positivo, ya que f(x) = 0 para todo x € X. Como el sistema tiene solucion en X,
existe x* € X tal que f(x*) =0y x* # a. Luego, f(x*) < f(a) lo cual contradice

gue a sea un punto de minimo para f.

Note la importancia de la condicion general sobre la consistencia del sistema (x)
en X, ya que dado un sistema de ecuaciones siempre es posible construir f, y si a

la minimiza esto no implica en general que el sistema tenga solucion.

Por tanto, podemos convertir el problema de hallar soluciones a un sistema de
ecuaciones (no-lineales) en un conjunto X dado, en un problema de optimizacién
(en este caso minimizacion), para una funcion f (construida como se muestra mas

arriba) en el conjunto X.

Un algoritmo basico, fundamentado en el anterior teorema, para la basqueda de

las soluciones del sistema (*) en el conjunto X, es el siguiente:

Entrada: El sistema de ecuaciones dado (*) y el conjunto X.

Paso 1 : Construir f.

15



Paso 2 : Minimizar f sobre X.
Paso 3 :Sea a € X un punto de minimo para f. Si f(a) = 0 entonces a satisface

(%), en caso contrario el sistema (*) no tiene solucion en X.

Es necesario, al aplicar este algoritmo, asegurar la existencia del minimo de f
requerida en el paso 2; para este fin, mas adelante, se daran condiciones
suficientes sobre f, y por tanto sobre las funciones f;, para que este minimo se

obtenga.

2.3 Sucesiones.

Definicion 3 . Sea X un conjunto no-vacio. Una sucesion en X es una funcion
cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales y con recorrido en el

conjunto X.

Por lo general, si 8:N — X es una sucesion entonces se acostumbra identificar a 8
con el listado de sus imagenes. Por tanto, la sucesion s se representa con el

simbolo (8,)nen-

Definicion 4 . Una sucesion (X;);ey de subconjuntos en R"™ es llamada una

sucesion anidada si, y s6lo si, X;,1 € X; paratodo i € N.

Definicion 5 . Sea (8,),ey UNa sucesion de numeros reales. Se dice que (8,)nen
es una sucesion convergente si existe s € R tal que, dado cualquier § > 0 exista
n* €N tal que |s, —s| < § para todo n >n*. El nidmero real s se denomina el

limite de la sucesion

Sea (8,)neny Una sucesion de numeros reales convergente. Sis € R es el limite de
esta sucesion entonces se acostumbra a usar la notacion (8,)ney — S para

expresar que la sucesion converge a dicho namero.
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Uno de los principales resultados acerca de sucesiones de numeros reales es que

si (8p)nen €S UNa sucesion convergente entonces el limite de la sucesion es Unico.
2.4 Intervalos y Cajas en R™.

Definicion 6 . Sean a, b niumeros reales tales que a < b. El intervalo acotado
cerrado en R con extremos a y b, el cual se representa como [a, b], se define
como sigue:

[a,b] :={x € R:a < x < b}.

Es inmediato que todo intervalo acotado cerrado en R es un subconjunto no-vacio,
ya que al menos a y b pertenecen al intervalo. La coleccion de todos los

subconjuntos de R de esta forma se denota con I(R); esto es:
I(R) := {X € R: X es un intervalo acotado cerrado no — vacio}.

Luego, si X € I(R) existen a,b € R, con a < b, tales que X = [a,b]. En general,

por brevedad en la notacion, el extremo inferior a de X se denota como X y el
extremo superior b como X; asi, si X € I(R), entonces X = [X,X]. Si X € I(R) es

tal que X = X entonces se dice que el intervalo X es un intervalo degenerado o un
intervalo punto. Luego, si X es un intervalo degenerado, existe x € R tal que
X = [x,x]. Por tanto se puede identificar el conjunto de los nimeros reales con el
subconjunto de I(R) consistente de todos los intervalos degenerados; esto es
x = [x,x] para todo x € R. En general, si D € R es no-vacio, entonces I(D) se
define como la coleccion de todos los subconjuntos de D, los cuales son intervalos

acotados cerrados no-vacios.

Definicion 7 . Sea (X;)ney Una sucesion en I(R) y sea a € R. Se dice que la

sucesion (X, )nen CONverge a a si, y soélo si, las correspondientes sucesiones de

17



extremos inferiores y extremos superiores de los intervalos convergen a a. Esto
es,

(Xn)nEN - a Si! y Sé|0 Si1 (ﬁ)neN —ay (X_n)nEN - a.

Definicion 8 . Sean X,Y € I(R). Se dice que X <Y si,ysolosi, X <Y.

Definicion 9 . Sea X € I(R). EIl punto medio y el ancho de X, los cuales se

denotan respectivamente por m(X) y w(X), se definen por:
m(X) =3 (X +X),

wX)=X-X.

Definicion 10 . Si un subconjunto X de R™ es un paralelepipedo rectangular
cerrado acotado con lados paralelos a los ejes coordenados decimos que es una

caja o una celda en R™.

Note que toda caja en R™ es un subconjunto acotado cerrado en R™. Mas aun,
X € R" es una caja si, y sélo si, X =[]+, X; donde X; € I(R) parai=1,..,n. Es
decir, una caja de R™ es un producto cartesiano de n elementos de I(R). Por
tanto una caja en R™ puede ser representada por una n-upla ordenada de
intervalos en I(R); especificamente, la caja X = [[iL; X; puede ser representada
por (X4, ..,X,). El ancho de la caja X se define como w(X) := max{w(X;):i =

1, ...,n}, y su punto medio esta definido como m(X) = (m(X,), ..., m(X,,)).
Se denota por I(R™) al conjunto de todas las cajas en R™ y, en general, si D € R*

es un subconjunto no-vacio, I(D) denota el conjunto de todas las cajas contenidas

en D.
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Teorema 3. Sea (X;);ey Una sucesion anidada de cajas en R", entonces existe
a € R" tal que a € X; para todo i € N. Mas aun, si el ancho de la sucesion de
cajas anidadas converge a cero, esto es (w(X;));ey — 0, entonces tal elemento es

Unico.

2.5 Conjuntos Compactos y Funciones Continuas.

Definicion 11 . Un conjunto X € R™ se llama compacto si, y s6lo si, es un
conjunto acotado cerrado. En particular, toda caja en R"™ es un conjunto

compacto.

Teorema 4. Sea {X,}qg Una coleccion de subconjuntos compactos de R",

entonces:

i) Lainterseccion Nge X, €S un subconjunto compacto de R™.
ii) Si el conjunto de indices J es finito, entonces la union Uge X, €S UN

subconjunto compacto de R™.

Teorema 5. Sea (X;);ey Una sucesion anidada de subconjuntos compactos no-
vacios de R™. Entonces la interseccion N;ecy X; €S un subconjunto compacto no-

vacio de R™.
Definicion 12 . Sean XS R", a€ X y f:X - R una funcion. Se dice que f es
continua en a si, y solo si, para cualquier € > 0 existe § > 0 tal que para todo

x€X, ||x —al|l <§implica |f(x) — f(a)| < e.

Teorema 6. Sea X € R"™ un conjunto compacto no-vacio, y sea f:X - R una

funcion continua sobre X. Entonces, existen a, b € X tales que f(a) < f(x) < f(b)
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para todo x € X. Mas aun, si X es una caja en R™ entonces la imagen de f sobre

X es un intervalo acotado cerrado en R; esto es f[X] € I(R).

Luego, para la funcion f definida en (xx), si X es compacto y f es continua sobre
X, entonces existe el minimo de f sobre X. Ademés para que f sea continua

sobre X es suficiente que cada f; sea también continua sobre X.

Por tanto, para el desarrollo y subsecuente andlisis de la convergencia del
algoritmo, supondremos que el conjunto X es una caja en R", y que cada f; es
una funcion continua sobre X. Con esto se asegura la existencia del minimo para

f requerido en el paso 2 del algoritmo general.

2.6 Aritmética y Analisis de Intervalos.

Se define a continuacion la aritmética de subconjuntos de R en términos de la

aritmética de nimeros reales.

Definicion 13 . Sean A,B € R subconjuntos no-vacios, y supdngase que o
representa cualquiera de las operaciones aritméticas usuales de suma, resta,

multiplicacion o division (+,—,-,/). Entonces:

AoB:={acbeR:a€ADbceB}.

En el caso de la division, para que la operacion esté bien definida, se debe cumplir
que 0 ¢ B. La suma y la multiplicacién asi definidas cumplen las propiedades
asociativa y conmutativa, y ademdas existen identidades para estas dos
operaciones. Los siguientes dos teoremas se deducen inmediatamente de la

definicion de la aritmética de subconjuntos de R.
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Teorema 7. (Principio de Inclusion) Sean A, B,C,D < R, subconjuntos no-vacios,
tales que Cc Ay D < B. Entonces CoD < A- B; donde o es cualquiera de la
operaciones de suma, resta, multiplicacién o division (en el caso de la divisién
0¢DyO ¢ B).

Demostracion . Seau € € D entonces existena € Cy b € D talesque u =a- b.

ComoC<c AyD c Bentoncesac€ Ay b € B;luegou € A- B.

En lo que sigue, si A, B son subconjuntos no-vacios de R entonces el producto

A - B sera representado por AB.

Teorema 8. (Ley Sub-Distributiva) Sean A,B,C < R subconjuntos no-vacios,
entonces A(B + C) € AB + AC.

Demostracion . Sea u € A(B + C), entonces existen a€ A, be B y c € C tales
que u = a(b + c¢). Luego, dado que en la aritmética de nimeros reales se cumple
la ley distributiva del producto respecto a la suma, se tiene u = ab + ac. Por tanto
u € AB + AC.

Note que en general no se cumple la igualdad A(B + C) = AB + AC para
subconjuntos de R. Por ejemplo, tomando A =[1,4], B=[—-1,2]y C=[1,2] se
tiene que A(B+C)=[1,4][0,4] =[0,16] pero AB+ AC=[-4,8]+[1,8] =
[-3,16]. Luego, se verifica para este caso que A(B+C) < AB + AC pero
A(B+C) +# AB + AC.

Si las operaciones antes definidas se restringen a I(R) entonces estas

operaciones son cerradas en el sentido de que si A, B € I(R) entonces Ao B €
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I(R). Especificamente, si A = [a,b] y B = [c,d] son intervalos acotados cerrados,
entonces:
A+B=[a+cb+d]
A-B=[a—d,b—]
AB = [min(§,), max(51)]
A/B = [min(S,), max(S;)]

En el caso de la divisibn se debe asegurar que 0 ¢ B. Los conjuntos S; Yy S, se
definen como sigue:
S1 ={ac,ad, bc, bd},

S, ={a/c,a/d,b/c,b/d}.

Definicion 14 . Sean X una caja en R" y f: X — R una funcién continua sobre X.

Se define f: I(X) - I(R) por f(Y) := f[¥] para todo Y € I(X).

Segun el teorema 6, dado que f es continua, se tiene que f(¥) € I(R) para todo

Y € I(X); por tanto esta funcién esta bien definida. Ademas note que la funcién f

calcula para cada elemento en I(X) su imagen directa bajo la funcion f. Luego,
dado que X es una caja en R™ se tiene que X € I(X) y por tanto f(X) contiene el

valor minimo de la funcién f sobre X. Mas aln f(x) = f([x, x]) para todo x € X.

Definicion 15 . Sean X una cajaen R*y f:X — R una funcién continua sobre X.
Se dice que una funcion F:I(X) — I(R) es una funcion de inclusién para f si, y

s6lo si, para todo Y € I(X) se tiene que f(¥) S F(Y).
Definicion 16 . Sean X una caja en R", f: X — R una funcién continua sobre X y
F:I(X) - I(R) una funcién de inclusion para f. F se llama isétona si, y solo si,

paraY,Z € I(X),
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Y € Z implica que F(Y) € F(Z).

Es de resaltar que no toda funcién de inclusion es isétona; por ejemplo, sea
f:R - R la funcién definida por f(x) = 1 para todo x € R, y considere la funciéon
F:I(R) — I(R) definida para todo [a, b] € I(R) por:

[0,2]sia=>0
[1,2] sia< 0

F(la,b) =
La funcién F es una funcién de inclusion para f. No obstante esta funcién de
inclusion no es is6tona ya que si Y =[0,1] y Z = [—1,1] entonces Y € Z pero no
se cumple que F(Y) esté contenido en F(Z); mas aun F(Y) contiene estrictamente
aF(Z), estoes F(Y) = [0,2] o [1,2] = F(Z).

Si X es una caja en R (un intervalo acotado cerrado) y g: X — R es una funcion
continua para la cual el calculo de su imagen sobre sub-cajas contenidas en X no
representa dificultad alguna (como Sin, Exp, Log, etc.), se puede definir una
funcién de inclusion G para g a través de g; es decir, G(Y) := g(Y) para todo
Y € I(X). Mas aun, G definida de esta forma es is6tona. Por lo general funciones
de este tipo estan pre-declaradas en los sistemas de computo simbdlico, y nos

referiremos a ellas con este término.

Las funciones de inclusion para funciones pre-declaradas, definidas como se
muestra en el parrafo anterior, se denominan funciones de inclusién pre-

declaradas .

Definicion 17 . (Extension Natural de Intervalo) Sea X una caja en R", y sea
f:X — R una funcién continua sobre X tal que la expresion que la determina no
contiene conectivos légicos. Supdngase que F:I(X) - I(R) es una funcién de

inclusion para f. Si F se obtiene al reemplazar, en la expresion que determina la
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funcion f, cada ocurrencia de la variable x (la cual toma valores en X) por la
variable Y (la cual toma valores en I(X)) y cada ocurrencia de una funcién pre-
declarada g en f por su funcién de inclusién pre-declarada G, y si las operaciones
aritméticas usuales en f son reemplazadas por las correspondientes operaciones
de la aritmética de intervalos, entonces F se llama una extension natural de

intervalo de f.

Por ejemplo, si f:R? - R esta definida por f(x,y) = x* + sin(x + y) para todo
x,y € R, entonces la funcion de inclusién tipo extensién natural de intervalo
F:I(R?) - I(R) queda determinada por F(X,Y)=X?+sin(X+Y) para todo
X,Y € I(R).

Las funciones de inclusion tipo extension natural de intervalo, ademas de ser

isétonas, son de sumo interés ya que f([x, x]) = F([x,x]) para todo x € X; esto es

f(x) = F([x,x]) paratodo x € X. Mas aun, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 9. Sea X una caja en R", y sea f: X — R una funcién continua sobre X.
Supongase que F:I(X) - I(R) es una extensién de intervalo natural para f.

Entonces, para todo Y € I(X),

w(F(Y)) > 0siw(Y) - 0.
Algunos paquetes de computo simbdlico que implementa aritmética de intervalos,
como INTLAB, automaticamente crea extensiones naturales de intervalo para

funciones continuas en varias variables, lo cual facilita la construccion de

funciones de inclusion isétonas para una gran variedad de funciones.
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3. ALGORITMO

Dada una caja X en R" y el sistema de ecuaciones no-lineales (*), se construye
para cada f; su respectiva funcién de inclusion F; (una extension natural de
intervalo). La funcion de inclusién tipo extension natural de intervalo para la

funcion f definida por (x*) queda determinada, para todo Y € I(X), por

F(Y) = X4 [Fi(D]>.

Note que de esta forma, F(Y) = 0 para todo Y € I(X).

El siguiente algoritmo permite desarrollar los pasos 2 y 3 del algoritmo bésico

propuesto en el numeral 2.2.

Entradas: NUumero n de dimensiones a trabajar. Caja inicial X. Exactitud deseada
en la determinacion de las soluciones (8). Margen de error (&) para el valor

minimo.

Establecer Y = X.
Calcular F(Y). Establecer [u,v] := F(Y).

Siu> 006w <0, entonces ir al paso 18.

P 0D PRF

Si w([u,v]) < e y w(Y) < &, entonces la caja inicial X es un encerramiento de

una posible solucion para el sistema (*). Fin.

5. Hacer (Yq,[uq,vil,wy,r) =, [u,v], oY), w(Ju,v])). Se inicializa la lista
L ={(Yq, [uy, v1], wy,7m1)}.

6. Sea (Y,[u,v],w,r) el primer elemento de la lista L; donde Y = [[iL,I;, y cada
I; € I(R).

7. Seak =min{i:w = w(l;)}.

8. Se bisecta Y en la direccion k obteniéndose las sub-cajas V4 y V,.
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9. Parai € {1,2}, secalcula [u;,v;] = F(Vy), w; = o(V;) y r; = o([u;, v;]).
10.Si para algun i, u; > 0 6 v; < 0, entonces se elimina V;. En caso contrario se
agrega (V;, [u;, v;],w;, r;) al final de la lista L.
11.Se elimina (Y, [u, v],w,r) de lalista L.
12.Si L = @ (el conjunto vacio), entonces ir al paso 18.
13.Si L # @ se reenumeran los elementos, teniendo en cuenta el orden en que se
agregaron y que los w; sean decrecientes.
14.Si w4 = 68, entonces ir al paso 6.
15.Si para todo j, r; <& entonces cada sub-caja ¥; en la lista L es un
encerramiento de una posible solucion para el sistema (*). Fin.
16.Si para algun j, r; = € entonces se reenumera la lista L en orden decreciente
de los r;.
17.Se procesa la lista como sigue:
a) Sea (Y,[u,v],w,r) el primer elemento de la lista L; donde Y =[[i,I;, Y
cada I; € I(R).
b) Sea k :=min{i:w = w(l;)}.
c) Se bisecta Y en la direccion k obteniéndose las sub-cajas V4 y V,.
d) Parai € {1,2}, secalcula [u;,v;] = F(V,), w; = (V) y r; = o([u;, v;]).
e) Sipara algun i, u; > 0 6 v; < 0, entonces se elimina V;. En caso contrario
se agrega (V;, [u;, v;],w;, r;) alalista L.
f) Seelimina (Y, [u,v],w,r) de lalista L.
g) SiL = 9 (el conjunto vacio), entonces ir al paso 18.
h) Si L # @ se reenumeran los elementos, teniendo en cuenta que los r;
gueden en orden decreciente. Ir al paso 15.

18. El sistema (*) no tiene solucion en X. Fin.
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4. ANALISIS DEL ALGORITMO

4.1  Funcionamiento del Algoritmo.

El funcionamiento del algoritmo se basa, fundamentalmente, en suprimir
iterativamente sub-cajas donde es seguro no se encuentran soluciones al sistema
de ecuaciones (*) debido a que para todo elemento en esas sub-cajas se tiene

gue la funcion objetivo f definida en (xx) tiene imagen estrictamente positiva.

En cada iteracion del algoritmo se evalta la funcion de inclusion F en la primer
sub-caja Y de mayor ancho presente en la lista L. Si la imagen de F sobre esta
sub-caja consta solo de valores positivos la sub-caja es eliminada de la lista, de lo
contrario se procede a bisectar Y a lo largo del lado de mayor longitud de la sub-
caja, creandose asi las nuevas sub-cajas V, y V,; se elimina ¥ de la lista. Si F(V;)
consta so6lo de valores positivos, para algun i € {1, 2}, se elimina V;, de lo contrario
se agrega a la lista. Si en alguna iteracion la lista L esta vacia, entonces el

sistema no tiene solucién en la caja dada; de lo contrario se repite el proceso.

Si en alguna iteracion todas las sub-cajas Y presentes en la lista L satisfacen
w(Y) < &, entonces se procede a determinar w(F(Y)) para cada una de ellas. Si
se satisface w(F(Y)) < ¢ para todas las sub-cajas de la lista entonces el algoritmo
termina y cada una de estas sub-cajas es un encerramiento de una posible
solucion para el sistema de ecuaciones. En caso contrario, si para alguna sub-
caja Y se tiene que w(F(Y)) = & entonces esta sub-caja se procesa de forma
analoga a como se explica en el parrafo anterior. El proceso continua hasta que la
lista quede vacia, en cuyo caso el sistema no tendria solucién, o hasta que todo
elemento de la lista satisfaga w(F(Y)) < &, en cuyo caso cada sub-caja de la lista

seria un posible encerramiento de una solucién para el sistema de ecuaciones.
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Por tanto, si después de aplicar el algoritmo a un sistema de ecuaciones, la lista L
es no-vacia, entonces cada sub-caja de la lista es un encerramiento para una
posible solucién del sistema, cuyo ancho es menor que la exactitud & establecida.
Ademas, para todo elemento x de cada sub-caja, se cumple |f(x)| < ey, por

tanto, |f;(x)| < Ve paracadai=1,..,m.

Luego, si el sistema de ecuaciones (*) tiene solucidn en X, es posible que,
ademas de las sub-cajas que encierran dichas soluciones, existan otras sub-cajas
en la lista L que no contienen soluciones al sistema (*) pero sobre las cuales la
funcion f determinada por (xx) satisfaga |f(x)| < ¢ para todo elemento x de estas
sub-cajas; esto se debe a la propiedad de continuidad que adquiere la funcion f al
ser construida a partir de las funciones f; las cuales son continuas. Estos puntos
son llamados pseudo-soluciones generadas por el algoritmo para el sistema ().
Por tanto el conjunto obtenido al aplicar este algoritmo es un superconjunto del

conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones (*) en X.

Note ademas que no se impone restriccion acerca de la relacion entre el nUmero
de ecuaciones y la cantidad de incégnitas del sistema, lo que permite considerar
problemas mas generales; tampoco se impone restriccibn alguna acerca del
posible nimero de soluciones del sistema de ecuaciones (*); ya que el algoritmo
puede determinar todas las sub-cajas necesarias para encerrar dichas soluciones
incluso si la cantidad es infinita, esto debido a que todo subconjunto acotado de

R™ puede ser encerrado por una union de cajas.

4.2  Convergencia del Algoritmo.

Considere, nuevamente, el problema planteado en el numeral 2. Sea X* € X el

conjunto solucion al sistema () en X, y sea L, la coleccibn de sub-cajas
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generadas en la n-ésima iteracion del algoritmo. Note que L, consta a lo maximo

de n elementos.

Supongase, para el andlisis de la convergencia del algoritmo, que se establece la
exactitud deseada en la determinacion de las soluciones como cero, esto es § =
0, y que durante el proceso no se satisfacen los criterios de terminacion del
algoritmo. Luego, L, # @ para todo n € N y, ademas, esto implica que 0 € F(X).
Mas aun, para todo n € N y para todo Y € L,, se tiene que 0 € F(Y) (p1), de lo
contrario si para algun n > 1 existiera un Y en L,, tal que F(Y) > 0 entonces esta

sub-caja hubiera sido eliminada en la iteracibn n — 1.
El proceso de biseccion, tal como se define en el algoritmo, implica que la
sucesion de los maximos de los anchos de las sub-cajas presentes en la listas
converge a cero; esto es,

(max{w(Y):Y € Ly})nen > 0 (p2).
Ademas, como f es continua y F es isétona, se tiene,

(max{w(F(Y)):Y € Ly})nen = 0 (p3).

Ahora, para cada n € N se define U,, := Uy, Y. Es inmediato que U, # @ para
todo n € N debido a que la lista L,, es no-vacia. Ademas, como cada elemento de
lista L,, es un subconjunto compacto, entonces cada ‘U,, también lo es. Mas aun,
debido al proceso de biseccion, la sucesion (U,).ey €S UNa sucesion anidada de

subconjuntos compactos de R™.

Se define U := N,ey U,. Note que U es un subconjunto no-vacio y compacto en
R™,
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Proposicion 1 . Si L, # @ paratodo n € N, entonces X* es no-vacio.

Prueba. Supongase que X* es vacio. Como X es compacto no-vacio en R* y f
es continua sobre X, existe a € X tal que f(a) < f(x) para todo x € X. Ademas se
tiene que f(a) > 0. Dado que se cumple (p3) existe n* € N tal que, para todo
n=>n,

max{w(F(Y)):Y € L,} < f(a)/10.

Sea Y € L,-. Entonces se cumple que F(Y) < f(a)/10 y, dado que f[Y] € F(Y),
se tiene que f(x) < f(a)/10 para todo x €Y; lo cual contradice que a sea un

punto de minimo para f en X m.

El nimero 10, usado en la prueba de la proposicion anterior, se eligié teniendo en

cuenta el redondeo hacia fuera.

Proposicion 2 . Si L, # @ paratodo n € N, entonces X* € U.

Prueba. Sea xeX*. Como f(x) =0 se tiene que cualquier sub-caja que
contenga a x no sera eliminada en el proceso. Luego, paratodo n € N existe Y en
L, tal que x €Y, y por tanto x € ‘U,, para todo n € N. Asi, por consiguiente x € U

Luego, las proposiciones 1 y 2 demuestran que el conjunto solucién que se
obtiene al aplicar el algoritmo converge a un superconjunto del conjunto solucidn

del sistema de ecuaciones (*) como se habia mencionado.

4.3 Consideraciones Acerca de la Velocidad del Algoritmo.

La velocidad del algoritmo esta determinada por el ancho de la caja inicial w(X), el

ndamero de ecuaciones m, el numero de dimensiones del dominio n (esto es, el
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namero de incognitas), la exactitud deseada en las soluciones &, el margen de
error establecido para el proceso de optimizacion € y, especialmente, el nimero de

soluciones al sistema dentro del dominio dado, entre otras cosas.

Ademas, en la aritmética real puede existir mas de una forma de representar la
expresion que determina una funcion dada. Por ejemplo, las expresiones x + x - x
y x- (1 + x) determinan el mismo valor para todo x € R y por tanto representan
una misma funciéon de valor real; sin embargo, la expresion X+X-X y la
expresion X - (1 + X) determinan intervalos diferentes para algunos elementos X
en I(R); por ejemplo, tome X =[-1,0]. Mas aun, X-(1+X)<S X+ X X para
todo X € I(R). Luego, la velocidad de convergencia del algoritmo también
depende de la forma en que se escriben las expresiones para cada una de las
funciones que determinan el sistema de ecuaciones. Por tanto, para aumentar la
velocidad de convergencia del algoritmo es necesario reescribir la expresiéon que
determina cada funcion de tal forma que, en lo posible, cada variable s6lo ocurra

una vez.
5. IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO, PRUEBAS Y ANALISIS DE
RESULTADOS
La implementacion del algoritmo fue realizada en MATLAB, usando la toolbox
INTLAB. La implementacién consta de dos programas tipo script donde el

segundo de ellos se utiliza para definir las funciones que determinan el sistema.

Como primer ejemplo considere el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas:
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Al aplicar el programa a este sistema en la caja determinada por [—1,1] X [—1,1]

el resultado obtenido fue:

El sistema de ecuaciones no tiene solucién en la caja dada.

Por tanto en esta caja no existe solucion al sistema dado. No obstante, en la caja
[—1,5] x [—1, 5] el resultado obtenido fue:

Cada una de las siguientes cajas son un encerramiento de una posible solucién
para el sistema de ecuaciones:

Tabla 1. Resultados de prueba primer ejemplo.

Caja Extremo Inferior ~ Extremo Superior

1 x = | 0.72624576091766 | 0.72624611854554
y = | 2.06730556488037 | 2.06730628013611
2 x = | 0.72624611854553 | 0.72624683380127
y = | 2.06730556488037 | 2.06730628013611

Fuente: Elaboracion propia.

La exactitud en las soluciones es menor que:
ancho =
7.152557373046875e-007
Para cada x en las sub-cajas, y cada funcion que determina el sistema de
ecuaciones, abs(fi(x)) es menor que:
ans =
2.582377455379701e-006

Lo cual muestra que en esta nueva caja si hay solucion. Para el computo se uso

§=1x10"%ye=1x10"% Luego una solucién, a seis cifras decimales, para el
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sistema es x = 0.726246,y = 2.067306, y se observa que cada caja satisface el
requerimiento establecido para la exactitud, y ademds para cada punto en las sub-
cajas presentadas se tiene que al evaluar las expresiones que determinan el
sistema, la distancia a cero es menor que 2.6 x 107° lo cual es mucho menor que
Ve = 0.001 la cual es una cota superior para el margen de error esperado segun

se explicé antes.

Luego, aunque el sistema de ecuaciones no tenia solucion en la primer caja dada,
si la tenia en la segunda, lo que muestra la importancia en la seleccion de la caja
inicial. Lo anterior también demuestra la capacidad del algoritmo para determinar
si dentro de una caja dada existen soluciones al sistema de ecuaciones, y en caso

afirmativo las computa.

A continuacion presentamos una serie de pruebas que tienen como dominio cajas

cuyos lados son el intervalo [—20,20]. Se establece § =1x108ye=1x107°.

Considere el siguiente sistema de cuatro ecuaciones con tres incognitas:

(22 — y + Sin(mx) = 0
y:-2x+z=0

e l1-2y+z=0

xe V- U_z2 =0

Al aplicar el programa a este sistema se obtuvo el siguiente resultado:

Cada una de las siguientes cajas son un encerramiento de una posible solucién

para el sistema de ecuaciones:
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Tabla 2. Resultados de prueba segundo ejempilo.

Caja

Extremo Inferior

Extremo Superior

1

0.99999998230487

0.99999998696149

0.99999998696148

0.99999999627471

0.99999997764825

0.99999998696149

=
I

0.99999999627470

1.00000000558794

<
Il

0.99999998696148

0.99999999627471

N
I

0.99999999627470

1.00000000558794

=
I

0.99999998696148

0.99999999627471

<
Il

0.99999999627470

1.00000000558794

N
I

0.99999998696148

0.99999999627471

=
I

0.99999999627470

1.00000000558794

<
Il

0.99999999627470

1.00000000558794

N
I

0.99999998696148

0.99999999627471

=
Il

0.99999998696148

0.99999999627471

<
Il

0.99999999627470

1.00000000558794

N
I

0.99999999627470

1.00000000558794

=
Il

0.99999999627470

1.00000000558794

<
Il

0.99999999627470

1.00000000558794

N
I

0.99999999627470

1.00000000558794

=
Il

0.99999998696148

0.99999999627471

<
Il

0.99999998696148

0.99999999627471

0.99999997764825

0.99999998696149

=
I

1.00000000558793

1.00000001490117

<
Il

0.99999999627470

1.00000000558794

N
I

1.00000000558793

1.00000001490117

=
I

0.99999999627470

1.00000000558794

<
Il

1.00000000558793

1.00000001490117
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z = | 0.99999999627470 | 1.00000000558794
10 x = | 0.99999998696148 | 0.99999999627471
y = | 0.99999998696148 | 0.99999999627471
z = | 0.99999998696148 | 0.99999999627471

Fuente: Elaboracion propia.

La exactitud en las soluciones es menor que:
ancho =
9.313225746154785e-009

Para cada x en las sub-cajas, y cada funcion que determina el sistema de
ecuaciones, abs(fi(x)) es menor que:
ans =

8.139288356488952e-008

Segun los resultados obtenidos, cada sub-caja presentada por el programa
satisface la condicion de exactitud impuesta, y ademas para cada punto en las
sub-cajas presentadas se tiene que al evaluar las expresiones que determinan el

sistema, la distancia a cero es menor que 8.14 x 1078,

Al analizar los resultados se puede observar que una posible solucion para este
sistema es x=1,y=1,z=1 y de hecho lo es. Las demés sub-cajas que no
contienen esta solucion sugieren que podria haber la posibilidad de que existan
soluciones muy cercanas a la ya encontrada. No obstante, la presencia de estas
regiones se explica mejor por la continuidad de la funcion objetivo, como se

explicé antes.

Considere ahora el siguiente sistema de ecuaciones:
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{—x(x+1)+2y—18=0
x+(y—6)?2-26=0

Al aplicar el programa se obtuvo:

Cada una de las siguientes cajas son un encerramiento de una posible solucién

para el sistema de ecuaciones:

Tabla 3. Resultados de prueba tercer ejemplo.

Caja Extremo Inferior Extremo Superior
1 x = | 1.53528000693768 | 1.53528001159430
= | 10.94618235714733 | 10.94618236646057
2 x = |2.72933876141906 | -2.72933875210583
= | 11.35997562669217 | 11.35997563600541
3 x = | 1.53528001159429 | 1.53528002090753
= | 10.94618235714733 | 10.94618236646057
4 = | -2.72933875210584 | -2.72933874279260
y = | 11.35997562669217 | 11.35997563600541

Fuente: Elaboracion propia.

La exactitud en las soluciones es menor que:

ancho =

9.313225746154785e-009

Para cada x en las sub-cajas, y cada funcibn que determina el sistema de

ecuaciones, abs(fi(x)) es menor que:

ans =

9.243792935043797e-008.
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Se observa que x=1.5352800,y =10.9461823 y x = —2.729338,y =
11.3599756 son dos posibles soluciones al sistema. Cada sub-caja tiene un
ancho menor al establecido, y la distancia a cero de cada expresion que determina

el sistema para puntos en las sub-cajas obtenidas es menor a 9.25 x 10738,

En adelante, para cada sistema de prueba, sbélo se presentaran las posibles
soluciones, la exactitud con que se hallaron & y la distancia a cero de las
imagenes de las funciones que determinan el sistema sobre las cajas producidas
&.

Para el sistema,

3x2—y*=0
3xy? —x3-1=0

Al aplicar el programa al sistema de ecuaciones y analizar sus resultados se

obtuvo las siguientes posibles soluciones:

x=0.5y=0.86602540
x=0.5y=-0.86602540

Con &5 menor al establecido y &, menor a 5.72 x 1078,
Para el sistema,

(x1 — 5x3)% + 40Sin(10x3)?2 = 0
(x2 — 2x3)% + 40Sin(10x,)?> = 0
(3x1 + x3)% + 40Sin(10x,)?2 =0

37



Se obtuvo que la solucién es x; = 0,x, = 0,x3 = 0, con §; menor al establecido y
& menor a 6.04 x 10713,

Considere ahora el siguiente sistema de cinco ecuaciones con cinco incognitas,

(2.3x1 4+ x>+ +2x,+0.01x5 — 1.45 =0
—x,+1.3x5+9=0
X2X3—X52—5=0
x13 —2x4x3+x52-0.8=0
—5x3 — X5 — 3x5x4x3+3.6 =0

Se obtuvo que la solucidn, satisfaciendo la exactitud requerida y con un & menor
al.6x107° es:

x; = —2.56756527
x, = 2.6133588
x; = 11.1487223
x, = 0.2874417
x5 = —4.9128008
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6. OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES

a) El algoritmo desarrollado, el cual esta basado en la aritmética de intervalos, al
no imponer condiciones sobre la relacion entre la cantidad de ecuaciones y la
cantidad de incognitas brinda un método general para la resolucion numérica de
sistemas de ecuaciones no-lineales, el cual proporciona una alta exactitud en las
soluciones halladas, no obstante un posible alto tiempo de computo, segun los
parametros del problema.

b) Algunos meétodos para acelerar la busqueda de soluciones a sistemas de
ecuaciones en un dominio dado son: i) dividir la caja inicial en sub-cajas para
aplicar el algoritmo a cada una de ellas por separado, ii) aplicar el algoritmo con
una exactitud baja, por ejemplo 0.001, y luego aplicar otros métodos que, aunque
no suministren gran exactitud al aplicarlos solos, si proporcionan més velocidad de
computo.

¢) Es importante la seleccién de la caja inicial, y del tamafio de la misma, tanto

para acelerar el computo como para tener seguridad de encerrar soluciones del

sistema si estas existiesen.
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