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RESUMEN

TITULO: SELECION DE SUBSUCESIONES DE FUNCIONES USANDO IDEA-
LES.”

AUTOR: JORGE ARMANDO MARTINEZ QUINTERO.”

PALABRAS CLAVES: EQUICONTINUO, IDEALES, SUBMEDIDA, CONVERGEN-
CIA.

DESCRIPCION:

Un teorema fundamental de la recta es el Teorema de Bolzano Weierstrass que dice que
toda sucesién acotada de numeros reales posee una subsucesion convergente. En este
trabajo se mostraran unas generalizaciones a espacios de funciones de este teorema.

Més precisamente, se estudiaron los siguientes resultados:

(Teorema de Arzela-Ascoli). Si (f,), . €8 una sucesion de funciones de valores reales,
definidas sobre [0, 1], es uniformemente acotada y equicontinua, entonces existe una

subsucesion (fy, ),y Uniformemente convergente.

(Teorema de Helly). Si (fy),cn €S una sucesion de funciones monotonas de R en R
uniformemente acotada, entonces existe una subsucesion (f;, ),y Puntualmente con-

vergente.

Un ideal Z sobre N es un subconjunto de P(N) que es cerrado bajo subconjuntos y
uniones finitas, y N ¢ P(N). En este trabajo se analizé la siguiente cuestion. Dada una
sucesion (fy), <y, como en el Teorema de Helly, considere la coleccion de subconjuntos

de N dada por:
H={ACN:(fn),ca €S puntualmente convergente}.

Para cudles ideales Z se cumple lo siguiente: Paratodo A C N con A € Z, existe B C
Atalque B ¢ Ty B € H. Esta cuestidon dio lugar a estudiar la propiedad BW*; se

dice que el par (X, Z) tiene dicha propiedad, con X un espacio topolégico Hausdorff, si

"Trabajo de grado.
“Escuela de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Industrial de Santander. Director:
Carlos Enrique Uzcategui Aylwin.



dada (z,),c4 Una sucesionen X y A ¢ 7, existe B C Atalque B ¢ Ty (zn),cp €S

convergente.



ABSTRACT

TITLE: SELECTION OF SUBSEQUENCES OF FUNCTIONS USING IDEALS. ™
AUTOR: JORGE ARMANDO MARTINEZ QUINTERO. ™"

KEY WORDS: EQUICONTINUOUS, IDEALS, SUBMEASURE, CONVERGEN-
CE.

DESCRIPTION:

A fundamental theorem of the real straight is the Bolzano Weierstrass Theorem which
says that every bounded sequence of real numbers has a convergent subsequence. In
this project some generalizations to spaces of functions of this theorem are shown. More

precisely, the following results was studied:

(Arzela-Ascoli's Theorem). If (f,), oy iS @ uniformly bounded sequence and equiconti-
nuous of functions on [0, 1] then there is a subsequence (fy, ),y Which is uniformly con-

vergent;

(Helly’s Theorem). If (f,.), o is @ uniformly bounded sequence of monotone real-valued
functions defined on R then there is a subsequence (f, ),y Which is pointwise conver-

gent.

An ideal Z on N is a subset of P(N) which is closed under subsets and finite sum, and
N ¢ P(N). In this paper the following question was analyzed. Given a sequence (f,), ¢y

as in the statement of Helly’s Theorem, consider the collection of subsets of N given by:

M ={ACN:(fn),ca iSpointwise convergent}.

For what ideals Z the following is true: For all A C N with A ¢ 7 there is B C A such that
B ¢ Ty B € H. This question let to study the property BW*. The pair (X,Z) has this
property, with X a Hausdorff topological space, if every (z,),., a sequence on X and

A ¢ 1T, thereis B C Asuchthat B ¢ 7 and (z,), 5 is convergent.

" Grade work.
““Mathematics School. Sciences Faculty. Universidad Industrial de Santander. Director: Carlos
Enrique Uzcategui Aylwin.
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INTRODUCCION

Un teorema fundamental de la topologia de la recta es el Teorema de Bolzano
Weierstrass el cual dice que toda sucesion acotada posee una subsucesién con-
vergente. Este teorema ha sido generalizado a espacios de funciones. En este
trabajo se estudiaron algunas generalizaciones de dicho teorema.

Teorema 0.0.1. (Arzela-Ascoli). Si una sucesion (f,),.y de funciones de valores
reales, definidas sobre |0, 1], es uniformemente acotada y equicontinua, entonces
existe una subsucesion (f,,) ..y uniformemente convergente.

La necesidad de agregar a la hipotesis la equicontinuidad de la sucesion radica
en que cuando se consideran sucesiones de funciones en lugar sucesiones de
reales el resultado no es cierto. Mas precisamente, existe una sucesion de funcio-
nes continuas de R en R uniformemente acotada que no posee una subsucesién
uniformemente convergente.

Por otra parte, si no suponemos que las funciones son continuas tenemos el
siguiente teorema clasico.

Teorema 0.0.2. (Helly). Si (f..),.n €S una sucesion de funciones mondtonas de
R en R uniformemente acotada, entonces existe una subsucesion (f,, )., Pun-
tualmente convergente.

En este trabajo estamos interesados en estudiar los teorema anteriores modifi-
cando el tipo de subsucesion permitida. La referencia principal que hemos usado
es el articulo de Filipéw, R., Mrozek, N., Rectaw, I. & Szuca, P. [3].

Un ideal Z sobre N es una familia no vacia en P(N) que es cerrada bajo uniones
finitas y subconjuntos. Se estudi6é bajo qué condiciones sobre Z se cumplen las
siguientes versiones de los teoremas anteriores:

(1) Para cada sucesion (f,),, .y de funciones uniformemente acotada y equicon-
tinua en C([0,1]) = {f € R®Y : f es continua}, existe A ¢ T tal que (f,), .. €S
uniformemente convergente.

(2) Para cada sucesion (f,),.y de funciones monétonas a valores reales uni-
formemente acotada sobre R, existe A ¢ 7 tal que (f,),.4 €s puntualmente
convergente.

11



La idea detras de estos resultados es la siguiente. Dada una sucesion (f,), cx»
como en el enunciado del Teorema de Helly, consideremos la siguiente coleccién
de subconjuntos de N:

H={ACN:(fn),cs €S puntualmente convergente}.

El Teorema de Helly se puede enunciar de la siguiente manera: Paratodo A C N
infinito, existe B C A infinito tal que B € H. Un problema que se estudi6é de
manera parcial fue, para cudles ideales Z se cumple lo siguiente: Paratodo A C N
con A ¢ 7,existe BC Atalque B ¢ Ty B € H. El Teorema de Arzela-Ascoli
dice que el ideal de los subconjuntos finitos de N tiene esa propiedad.

La interaccion entre las propiedades de los ideales y diferentes nociones de con-
vergencia en espacios topoldgicos ha recibido bastante atencién en los ultimos
anos (ver por ejemplo [5] y [2]).

La tesis esta dividida en 4 capitulos. En el segundo presentamos algunos preli-
minares que seran usados como herramientas basicas para demostrar algunos
de los teoremas que se desarrollaran en el trabajo. En el Capitulo 3 presentamos
la demostracién del Teorema de Arzela-Ascoli (como se presenta en el libro de
Munkres [6]) y también la demostracion de que el espacio de las funciones cre-
cientes de [0, 1] en [0, 1] es compacto, primero numerable y no metrizable (como
se presenta en el libro [7] pero completando muchos de los detalles que el texto
omite).

El Capitulo 4 es donde presentamos los resultados que le dan sentido al titulo
de la tesis. El Teorema 3.3.7 es quiza el mas representativo de las ideas trata-
das en este trabajo. La versién que presentamos generaliza el resultado analogo
demostrado en [3].

12



Capitulo

PRELIMINARES

La topologia que usaremos en {0, 1}V es la topologia producto, es decir, conside-
raremos la topologia generada por los abiertos sub-basicos {z € {0, 1} : z(j) =
0}y {x € {0,1}" : z(j) = 1} para algun j € N. En consecuencia los abiertos
bésicos seran intersecciones finitas de éstos.

Definicion 1.0.1. Sea X un espacio topolédgico. Un subconjunto A C X es F,, si
A=~ C, concada C, cerrado en X.

Definicion 1.0.2. Sea {X; : ¢ € I} una familia de espacios topoldgicos. Defina-
mos
Bp = {ﬂ 7 '(U;) - U; es abierto de X; y J es subconjunto finito de I} '
JjE€J

Donde, para cada j € I, w; : [[,., X; — X, denota la proyeccion sobre X;. La
topologia generada por la base B se conoce como la topologia producto sobre

Hie[ X

Teorema 1.0.3. (Teorema de Tychonoff [6]). El producto arbitrario de espacios
compactos es compacto en la topologia producto.

Definicion 1.0.4. Sean X un conjunto y A C P(X). Diremos que A tiene la
propiedad de interseccion finita (P.I.F.) si dados A;, A,,..., A, en A, se tiene
que

ﬁ&¢g
=1



Teorema 1.0.5. [8]. Sea X un espacio topologico. X es compacto si y solo si
toda familia de cerrados con la (PI.F.) tiene interseccion no vacia.

Teorema 1.0.6. [6]. Sea (X, d) un espacio métrico. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
1. X es separable.

2. X es segundo numerable.

Teorema 1.0.7. [6]. Sea X un espacio topolégico compacto. Si'Y es un subes-
pacio cerrado de X, entonces Y es compacto.

Definicion 1.0.8. Sean X CRy f: X — R

(1) f es creciente, cuando dados =,y € X, si z < y, entonces f(z) < f(y).

(2) f es decreciente, cuando dados =,y € X, siz < y, entonces f(z) > f(y).

Si f es creciente o decreciente, se dice que f es monétona.

Teorema 1.0.9. [1]. Sean I C R unintervalo y f : I — R una funcion creciente.
Entonces el conjunto de puntos D C I en los que f es discontinua, es un conjunto
contable.

Definicion 1.0.10. Sea X C R. Paracadan € N, sea f,, : X — R una funcién.
(1) (fn),eny cONverge puntualmente a f : X — R siy solo sidados v € X y
e > 0, existe ny € N tal que si n > ng, entonces |f,(z) — f(z)| < e.
(2) (f.), converge uniformemente a f : X — R siy solo si para todo ¢ > 0,
existe ny € N tal que sin > ng, entonces |f,(z) — f(z)| < e Vz € X.
La topologia que se usara en P(N) es la inducida por {0, 1}1.
Lema 1.0.11. Sean ¢ : P(N) x P(N) — P(N) y ¢ : P(N) x P(N) — P(N) dadas

porp(A,B) = AN B y((A,B) =AU B. Entonces ¢ y ( son continuas.

Demostracion.

¢ es continua:



Sea ¢ : P(N) x P(N) — P(N) dada por ¢(A, B) = AN B. Observemos que

0 sin¢ (ANB),

Wnogb(A,B){ _
1 sine(ANB).

Entonces,

(7 0 ¢(A, B))~(0)

{(A,B) e P(N) x P(N):n ¢ (AN B)}
{(A,B) e PIN) xP(N):n¢ Abn ¢ B)}

= {AeP(N):n¢ A} x P(N)]U[P(N) x {A € P(N):n ¢ B}|.
Como {A € P(N) : n ¢ A} x P(N)y P(N) x {A € P(N) : n ¢ B} son abier-
tos sub-basicos concluimos que (, o ¢(A, B))~'(0) es abierto. Andlogamente se
demuestra que (m, o ¢(A, B))~1(1) es abierto. Por lo tanto ¢ es continua.

¢ es continua:

Se demuestra analogamente como se hizo para la funcién ¢. O de forma alter-
nativa, observamos que la funcién A — N\ A es un homeomorfismoy AU B =
(A° N Be)e.



Capitulo

ESPACIOS DE FUNCIONES

En este capitulo se demostraran los dos teoremas mas importantes de este tra-
bajo, Helly y Arzela-Ascoli. Como se dijo en la introduccidn, el interés de estudiar
estos teoremas esta motivada por ejemplos como el siguiente’:

Para cada n € N definimos f,, : [0,27] — R como f,(z) = sen(nz). Observemos
que M = 1 es una cota uniforme para la sucesion (f,), .y, €s decir, |f,(z)| <
M para todo n € Ny todo = € [0,2x]. Afirmamos que (f,),y NO tiene una
subsucesién uniformemente convergente.

Supongamos que existe dicha subsucesion (f.,, ),y que converge uniformemen-
te. Entonces

(sen(ngpx) — sen(ngyiz))?
converge uniformemente a cero. Por tanto,

27
lim (sen(npz) — sen(ny12))*dr = 0.

k—o00 0
Pero es facil ver que

2m
/ (sen(nyx) — sen(ngy17))*dr = 2r para todo k € N.
0

Lo cual es una contradiccion. Este ejemplo muestra que hace falta algo mas

'Ortega, J., Material did4ctico - Sucesiones de Funciones, [En linea]. Mé-
xico. CIMAT, p. 172. (Recuperado el 13 de Junio 2018). Disponible en:
http://www.cimat.mx/~jortega/MaterialDidactico/Analisis/Cap9v4.pdf
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para garantizar la existencia de una subsucesion uniformemente convergente.
Esa condicién adicional es la equicontinuidad como lo establece el Teorema de
Arzela-Ascoli.

2.1 Topologia en espacios de funciones.
En esta seccidn presentaremos los conceptos basicos de las topologias en es-
pacios de funciones que usaremos en este trabajo.

Definicién 2.1.1. Sean X e Y espacios topoldgicos. Para un punto x € X y un
conjunto abierto U del espacio Y, sea

S(x,U)={feY™: f(x) € U}.

Los conjuntos S(z, U) determinan una subbase para una topologia sobre Y* la
cual se conoce como topologia de la convergencia puntual. Observemos que
esta topologia es la topologia producto en YX.

Sean X un espacio topoldgico e (Y, d) un espacio métrico. El espacio de funcio-
nes continuas de X en Y se denota por C'(X,Y).

Definicion 2.1.2. Sean (Y, d) un espacio métrico y X un espacio métrico com-
pacto. Se define la métrica del supremo o métrica uniforme sobre C(X,Y’) de
la siguiente manera:

p(f,g9) =sup{d(f(z),g(z)) : x € X} para f,g € C(X,Y).

Definicion 2.1.3. Sean (Y, d) un espacio métrico y X un espacio métrico com-
pacto. Dados un elemento f en C(X,Y) y un nimero ¢ > 0, sea

B(f,e) ={g € C(X,Y): p(f,g) <e}.

Los conjuntos B(f,e) con f € C(X,Y)y e > 0, conforman una base para una
topologia sobre C'(X,Y') llamada topologia de la convergencia uniforme.

Definicién 2.1.4. Si (Y, d) es un espacio métrico, un subconjunto F de C(X,Y)
se dice que es puntualmente acotado respecto a d, si para cada a € X, el
subconjunto

Fo=A{fla): feF}

5



de Y, esta acotado respecto a la distancia d.

Definicion 2.1.5. Un espacio métrico (X, d) se dice que esta totalmente aco-
tado si, para todo ¢ > 0 existe un cubrimiento finito de X por bolas de radio

€.

Definicion 2.1.6. Sean (X,d') y (Y, d) espacios métricos. Un conjunto H de fun-
ciones de X en Y se dice equicontinuo en z, si y solamente si

(Vr > 0)(30 > 0)(Vf € H)(xz € By(xo,6) = f(x) € Ba(f(x0),7)).

Se dice que H es equicontinuo si lo es para todo z, € X. Observemos que esta
definicién implica que todas las funciones en H son continuas en x, y ademas
un sélo § sirve para todas.

2.2 Teorema de Arzela.

Definicion 2.2.1. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es secuencial-
mente compacto si cada sucesion en X contiene una subsucesion convergente.

Teorema 2.2.2. Sea X un espacio métrico. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
1. X es compacto.

2. X es secuencialmente compacto.

El siguiente resultado es bien conocido (ver [6]).

Teorema 2.2.3. Un espacio métrico (X, d) es compacto si y solo si es completo
y esta totalmente acotado.

Lema 2.2.4. Sean X un espacio topoldgico compacto e (Y,d) un espacio me-
trico. Si un subconjunto F de C(X,Y’) esta totalmente acotado, entonces F es
equicontinuo.

Demostracion.

Supongamos que F esta totalmente acotado. Sean 0 < e < 1y x5 € X. Tomemos
0 = €/3 y recubramos a F con una cantidad finita de §-bolas abiertas

By(f1,0)s -+, By(fn,9)
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en C(X,Y). Cada aplicacion f; es continua; por tanto, podemos escoger un en-
torno U de xz tal que, parai =1,...,n,

d(fi(z), fi(zo)) <9

siempre que = € U.
Sea f € F arbitrario. Entonces f pertenece al menos a una de las j-bolas ante-
riores, supongamos que es B,(f;,d). Luego, para z € U, tenemos

d(f(z), fi(x)) <,

d((fi(), fi(wo)) <0,
d(fi(zo), f(xo)) < 0.

La primera y la tercera desigualdad se deben a que p(f, f;) < d, y la segunda se
tiene porque = € U. Entonces,

d(f(x), f(xo)) < d(f(x), fi(z)) + d(fi(x), fi(xo)) + d(fi(x0), f(x0)) <,

para todo = € U, como desedbamos probar.
[

Lema 2.2.5. Sean X un espacio topoldgico compacto e (Y, d) un espacio métrico
compacto. Si un subconjunto F de C(X,Y) es equicontinuo, entonces F esta
totalmente acotado.

Demostracion.

Supongamos que F es equicontinuo. Dado ¢ > 0, mostremos que F se puede
cubrir por una cantidad finita de bolas de radio «.

Tomemos § = ¢/3. Dado a € X, existe un entorno U, de a tal que d(f(z), f(a)) <
0, para todo = € U, y toda f € F. Por la compacidad de X podemos cubrir a
X con una cantidad finita de tales entornos U,, para a = ay, ..., a;; denotemos
U,, por U;. Por la compacidad de Y, podemos cubrir también Y con una cantidad
finita de conjuntos abiertos Vi, ..., V,, de diametro menor que §.

Sea J la coleccion de todas las aplicaciones o : {1,...,k} — {1,...,m} tal que
existe una aplicacion f de F tal que f(a;) € Vo), paracadai = 1,..., k. Fijemos,
para cada o € J, una funcién f, € F con esa propiedad. Afirmamos que las

7



bolas abiertas B,(f.,¢), para « € J, recubren a F.

Sea f € F.Paracadai = 1,...,k, escojamos un entero «(i) tal que f(a;) €
Va@)- Entonces la aplicacion o esta en J. Afirmamos que [ pertenece a la bola

Bp(faag)'

Sea r € X, entonces existe i € {1,...,k} tal que = € U,. Entonces
d(f(:L’), f(CLz)) < 57

d(f(a;), fala;)) <0,
d(fa(as), falz)) < 0.

La primera y la tercera desigualdad se verifican porque x € U;, y la segunda
desigualdad es cierta porque f(a;) y fa(a;) estan en V,;. Por lo tanto,

d(f(x), fa(x)) < d(f(x), f(ai)) + d(f(ai), falai)) + d(falai), fa(2)) <e.

Como esta desigualdad es cierta para todo = € X,

p(f, fa) <e.

Por lo tanto, f € B,(f.,¢), como desedbamos probar.

El siguiente resultado es clasico (ver [6]).

Teorema 2.2.6. Sea f,, : X — Y una sucesion de funciones continuas del espa-
cio topologico X al espacio metrico Y. Si (f.),.y converge uniformemente a f,
entonces f es continua.

El teorema que sigue da una caracterizacion de la compacidad en la topologia
uniforme.

Teorema 2.2.7. (Teorema de Arzela-Ascoli). Sea F una familia de funciones en
el espacio C(X,R), donde el espacio métrico (X,d) es compacto. Dotemos a
C(X,R) con la topologia de la convergencia uniforme. Entonces F tiene clausura
compacta si y solo si F es equicontinuo y puntualmente acotado.

Demostracion. Denotemos a la clausura de F por G.

8



1. Mostremos que si G es compacto, entonces es equicontinuo y puntualmente
acotado.

Como G es compacto, por el Teorema 2.2.3 es totalmente acotado respecto
a p, luego por el Lema 2.2.4 G es equicontinuo respecto a | - |.

Como G esté totalmente acotado, sea M > 0 tal que p(f,g9) < M para
todo fy g en G. En particular, para x € X, |f(z) — g(z)| < M, es decir,
G. = {g(x) : g € G} esté acotado. Por tanto, G es puntualmente acotado.

2. Si F es equicontinuo y puntualmente acotado, entonces G es equicontinuo
y puntualmente acotado.

Sean xy € X y £ > 0. Mostraremos que G es equicontinuo en z,. Como F
es equicontinuo en z,, existe 6 > 0, tal que |f(z) — f(zo)| < €/3 para todo
x € By(xg,0) ytodo f € F.

Sea g € G, elijamos f € F tal que p(f, g) < ¢/3. Luego:

lg(2)=g(xo)| < [g(@)—f ()| +]f (@)= f(zo)[+]f (x0) —g(20)| < &/3+¢/3+e/3 = ¢

para todo = € By(xg,0). Por lo tanto G es equicontinuo en x,. Como z, fue
arbitrario, se concluye que G es equicontinuo.

Ahora veamos que G es puntualmente acotado.

Sea zy € X. Como F es puntualmente acotado, sea M > 0 tal que:
|f (o) — h(zo)| < M

paratodo f,h € F.Sean g,¢' € G, elijamos f, f' € Ftalque p(f,g) <1y
p(f',g") < 1. Entonces,

|9(z0) = g'(x0)| < |g(w0) — fzo)|+ | f(w0) = f'(20)| + [ (20) — g (w0)| < M +2.
Por tanto, G es puntualmente acotado.

3. Probemos que si G es equicontinuo y puntualmente acotado, entonces exis-
te un subespacio compacto ) de R que contiene a la unién de los conjuntos
g(X) parag € g.

Como G es equicontinuo, para cada a € X existe d,, tal que |g(z) —g(a)| < 1



para x € By(a,d,) Yy g € G. Por tanto, tenemos que:

X = | J Bala,6.).

acX
Y como X es compacto, existen aj, as, ..., ar en X tal que:

k
X = JBa(ai, ba,)-

=1
Como los conjuntos G,, estan acotados parai = 1,2,...,k, entonces G,, U
---Ug,, también esté acotada y podemos suponer que esta contenida en el
intervalo (—N, N) para algun N > 0. Entonces para toda ¢ € G, el conjunto
g(X) esta contenido en (—N —1,N + 1). Yaque,dadoz € X yg € G,
existe i € {1,...,k} tal que = € By(a;,dq,), luego |g(a;) — g(z)| < 1, y como
lg(a;)| < N, se tiene que:

9(2)] = l9(x) — g(a:) + g(a:)| < |g(x) — g(ai)| + [g(a;)] < N +1.
Sea Y = [-N — 1, N + 1]. Esto concluye lo que queriamos mostrar.

. Mostremos que si F es equicontinuo y puntualmente acotado, entonces G
es completo y totalmente acotado.

Veamos que G es completo. Sea (f,), .y Una sucesion de Cauchy. Entonces
dado ¢ > 0, existe N € N tal que si n,m > N, entonces p(f,,, fm) < £/2. Por
tanto, para cada » € X se tiene que |f.(z) — f(z)| < p(fn, fm), para todo
m,n, esto se traduce en que la sucesién fi(x), fo(z),... €s una sucesion
de Cauchy en (R, |-|). Por tanto la sucesion (f,(z)), .y converge a un punto
yz- Sea f : X — R la funcion definida por f(xz) = y,. Afirmamos que la
sucesion (f,),cy Cconverge a f con la distancia p. En efecto, se tiene que si
n,m > N, entonces |f,(z) — fm(z)| < €/2 con x € X. Manteniendo n y =
fijos y haciendo tender m a infinito, obtenemos que

() = f2)] < /2.

Lo cual es cierto para todo x € X, siempre que n > N. Por consiguiente,

P(fmf)§€/2<5

para n > N, como deseabamos probar.
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Para mostrar que G esta totalmente acotado partimos del hecho de que
F es equicontinuo y puntualmente acotado, entonces G es equicontinuo y
puntualmente acotado por el item 2. En consecuencia, por el item 3 existe
un subespacio Y de R compacto que contiene a todas las imagenes de las
funciones que estan en G y por el Lema 2.2.5 G esta totalmente acotado
respecto a p.

]

Como corolario tenemos el siguiente resultado (que en algunos textos lo llaman
el Teorema de Arzela-Ascoli):

Teorema 2.2.8. Si una sucesion ( f,), .y de funciones continuas a valores reales,
definidas sobre [0, 1], es uniformemente acotada y equicontinua, entonces existe
una subsucesion (f,, ).y uniformemente convergente.

Demostracion.

Sea (f.),y Una sucesion de funciones de valor real definidas en [0, 1] que es
uniformemente acotada y equicontinua.

Sea G = {f,:neN}. Como {f, : n € N} es uniformemente acotado y equi-
continuo, por el Teorema 2.2.7, G es compacto. Ya que C([0, 1]) es un espacio
métrico con la distancia p, e G C C([0,1]), entonces G es un subespacio mé-
trico de C(]0,1]) y como G es compacto, entonces por el Teorema 2.2.2 G es
secuencialmente compacto y por tanto, (f,),.y tiene una subsucesion (f,, ), .
convergente. Asi, la subsucesion (f,, ), €s uniformemente convergente con la
distancia del supremo p.

[
Ahora precisaremos una observacion sobre el Teorema de Arzela-Ascoli que se
menciono en la introduccion. Sea (f,.), .y una sucesion de funciones de valor

real definidas sobre [0, 1], uniformemente acotada y equicontinua. Consideremos
la coleccidon de subconjuntos de N dada por:

S ={ACN:(fa),ca €s uniformemente convergente}.

Afirmamos que dado cualquier conjunto infinito A C N existe B C A tal que
(fn)nep €8 uniformemente convergente. Sea A C N infinito. Por tanto existe
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h : N — A biyectiva y estrictamente creciente. Por el Teorema 2.2.8 ( fum)),
tiene una subsucesion uniformemente convergente, <fh(”k)>keN' Basta tomar B =
{h(ng) : k € N}.

2.3 Teorema de Helly.

Definicion 2.3.1. El espacio de Helly es el subespacio H de [0, 1] con la topo-
logia producto que consiste de todas las funciones crecientes.

El siguiente resultado es bien conocido. Hemos seguido la presentaciéon hecha
en el libro [7] completando los detalles que ellos omitieron.

Teorema 2.3.2. E/ espacio de Helly satisface las siguientes propiedades:

(1) Es compacto.
(2) Es 1°"-numerable.

(3) No es metrizable.
Demostracion.

1. Para mostrar que H es compacto, demostraremos que [0, 1]\ H es abier-
to, en consecuencia tendremos que H es cerrado y por el Teorema 1.0.7 H
es compacto.

Sea f € [0,1]%Y\ H, entonces existen =,y € [0,1] tales que = < y y f(z) >
f(y). Tomemos ¢ > 0 tal que:

e <5l ~ 1)
y sean U, = B(f(x),e) y U, = B(f(y), ). Afirmamos que:

U=m(U,)N"m, " (U,)

T

es una vecindad de f disyuntade H.YaquesiUNH # @,seagc UNH,
como g € U, g(z) € B(f(x),2)y g(y) € B(f(y),¢), por tanto, g(z) > ¢(y),
ademas, también g € H, es decir, g(z) < ¢g(y), lo cual no es posible. Esto
concluye que H es cerrado y como es subespacio de un espacio compacto,
se concluye que H es compacto.
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2. Sea f € H, como f es creciente y su dominio es un subconjunto de R, en-
tonces f tiene a lo mas un numero contable de discontinuidades. Sea A; el
conjunto de puntos de discontinuidades de f junto con los numeros racio-
nales en el intervalo [0, 1]; entonces Ay es un conjunto contable. Afirmamos
que el conjunto de todas las intersecciones finitas de las 7, *(B(f(a),1/7))
paraa € Ay y j € N es una base local contable para f. Para verificar esto
debemos ver que cada vecindad 7, ' (B(f(y),¢)), de la subbase de f, con-
tiene un elemento de nuestra familia contable. Sean ¢ > 0 e y € [0,1]. Para
probar lo anterior, debemos dividir esto en dos casos:

(@)

f es discontinua en y. Es decir, y € A;. Seleccionamos j € N tal que
1/j < e,y observemos que

m, (B(f(y),1/5)) € 7, (B(f(y),€))-

f es continua en y. Entonces existe § > 0 tal que si |z — y| < 4, f(x) €
B(f(y),e). Sean a un numero racional en el intervalo (y,y +6)y j € N
tal que B(f(a),1/j) C B(f(y),e);y similarmente, sean b un numero ra-
cional en elintervalo (y—4,y) y k € Ntalque B(f(b),1/k) C B(f(y),¢).
Afirmamos que

[m. ' (B(f(a), 1/5)) N, (B(f(b),1/k))] € 7, (B(f(y),¢)).

Para mostrar esto, sea g € w, (B(f(a),1/5)) N m, '(B(f(b),1/k)), en-
tonces g(a) € B(f(a),1/4) y g(b) € B(f(b),1/k), por tanto, g(a) y
g(b) estédn en B(f(y),e). Como g es creciente y b < y < a, entonces
g(b) < g(y) < g(a); en consecuencia, g(y) € B(f(y),e).

Con esto termina la demostracion de que H es primero numerable.

3. Para ver que H no es metrizable, usaremos el Teorema 1.0.6. Mas especi-
ficamente veamos que H es separable, pero no es segundo numerable.

(a) Consideremos los conjuntos de los numeros diadicos cuyo denomi-

nador es una potencia de dos:

Di:{g:keN,kST}

donde i € N. Sean i € Ny Y; el conjunto de funciones que cumplen que:
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1. Son crecientes y continuas.

2. Lineales a trozos, donde los trozos van a estar definidos por los ele-
mentos de D;; es decir, dados dos numeros diadicos consecutivos en
D; se tiene que la funcién definida entre esos dos numeros es lineal.

3. Si f €Y, entonces f(m) € Q para todo m € D,.

Con estas condiciones, se tiene que cada Y; es numerable y en consecuen-

cia:
Y=V
1€EN

es numerable. Faltaria ver que:

Un:H
€N

Sean f € H y Uy un abierto basico que contiene a f, entonces:
Up = (! (B(f(xi),¢))
=1

cone > 0Y zy,29,...,2, puntos en [0,1]. Vamos a suponer, sin pérdida
de generalidad, que z1, xs, . .., z,, estan ordenados de forma creciente. De-
bemos ver que existe h € Y NUy. Sea 6 = min{|x; — ;| 1 i # jAi,j €
{1,2,...,n}}, entonces por la propiedad arquimediana de la recta, existe

s € N tal que:
1

> < 0.
Sea m = 3s. Llamaremos al cardinal de D,, como N (notemos que N =
2™ + 1). Sean ay,as,...,ay los elementos de D,, en orden estrictamen-

te creciente. Observemos que para cada z; existe & € {1,..., N} tal que
ax—1 < z; < ai y por la escogencia del m no puede ocurrir que z;,z; €
l[ax_1,a;] Si i # j. Ademds, paracadai € {1,...,n — 1}, existe k tal que

Ty < Ap—1 < A < Tiy1

donde a;_; Y ax Son numeros consecutivos de D,,. Construimos h de la
siguiente manera:

Definamos por induccion las imagenes de los elementos de D,,.
1. Definimos h(a,) tal que h(a;) € B(f(z1),¢).
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2. Sia; <azy,conie{2,...,N — 1}, definimos h(a;) = h(ay).

3. Sea a;, el menor numero diadico tal que z; < a;, entonces definimos
h(ar) = h(a1) y @ h(ars1) € B(f(xq),e) con h(ag) < h(aps1).

4. Analogamente que en el item (3.), sia; < x5, parai € {k+2,..., N—1},
definimos h(a;) = h(axs1). De esta manera seguimos escogiendo los
valores de h(a) con a € D,,.

5. Supongamos que tenemos elegido el valor h(a;) para N > j > k+1. Si
a; < x,, veamos como definimos h(a;i1). Sea =, = min{z; : z; > a;},
Si a; = min{b € D,, : b € (z,_1, .|}, entonces definimos h(a,,) de tal
manera que h(a;+1) € B(f(x,),e) con h(a;) < h(aj+1), de lo contrario,
sea h(aji11) = h(a;). Ahora si a; > x,, definimos h(a;.1) = h(a;).

Con estas condiciones podemos definir la funcién continua, creciente vy li-
neal donde los extremos de cada trozo van a estar definidos por cada par
de elementos consecutivos en D,,. Observemos que para cada z;, escoje-
mos ay_1 Y ai en D,, de tal modo que z; € [ax_1,ax] Yy h(ax_1), h(ax) estdn en
B(f(x;),¢), por tanto como h es creciente, se tiene que h(z;) € B(f(x;),¢).
En consecuencia, h € Y N Uy.

(b) Para ver que H no es segundo numerable, consideremos el subes-
pacio D de H que consiste en todas las funciones f, con = € [0, 1] definidas
de la siguiente manera:

0 sit<u,
fx(t): % SitZZL’,
1 sit>ax.

Dotemos a D con la topologia inducida de subespacio. Afirmamos que D es
discreto. Para ver esto, sean z € [0,1] y f, € D, tomemos ¢ = 1/4, entonces

7o (B(fo(2),1/4)) N D = 71 (B(1/2),1/4) N D = {f..}.

Ya que si z; € [0,1] y =y # z, entonces |1/2 — f,, ()] = 1/2 > 1/4; con
esto se concluye que f,, ¢ B(1/2,1/4), es decir, D es discreto. Ademas, se
puede observar que D no es contable y como es discreto, no es segundo
numerable y en consecuencia H tampoco lo es.
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La idea de considerar el conjunto D en la demostracion del teorema anterior
para ver que H no es segundo numerable, es de suma importancia. En particular
al definir para cada funcién = € [0,1], f.(x) = 1/2 en lugar de usar funciones
caracteristicas. Esto se debe a que el conjunto de funciones caracteristicas A
en el espacio de Helly no es discreto. Para ver esto, sea g, = xp.1 para = €
[0, 1]. Fijemos x y sea € > 0, sin pérdida de generalidad podemos considerar el
siguiente abierto U,, que contiene a g,, como sigue:

n

Uy = 7. (Blg:(t),2))
i=1
Parat € [0,1]. Sean a = max{x; : z; < x, i € {1,...,n}}y 8 = min{z; : x; >
z,i€{l,...,n}}.Seany = (B +«a)/2y

0 sit<~,
g(t) = .
1 sit>n.

Entonces, g,(z;) € B(f.(z;),e) paratodoi € {1,...,n}. De lo anterior concluimos
que A no es discreto como subespacio de H.

La importancia de que el espacio de Helly H con la topologia producto sea com-
pacto y primero numerable la da el siguiente Teorema.

Teorema 2.3.3. Si (f,),.y €S Una sucesion de funciones moncdtonas de [0,1] en
[0, 1], entonces existe una subsucesion ( f,, ). que converge puntualmente.

Demostracion.

(1) Sea (f.),cn Una sucesion de funciones crecientes de [0, 1] en [0, 1]. Supon-
gamos que no existe np € Ntalque A = {n € N : f, = f,.,} es infinito,
porque de lo contrario ya terminamos.

Por el Teorema 2.3.2 H es compacto y primero numerable con la topologia
producto. Por tanto, por el Teorema 1.0.7 se tiene que {/, : n € N} es com-
pacto. Sea f € {f, :n € N} \ {f, : n € N}, como H es primero numerable,
existe una subsucesion de (f,),, .y Que converge puntualmente a f.

(2) Sea (fn),cy Una sucesion de funciones decrecientes de [0, 1] en [0, 1]. En-
tonces (— f.),cy €S Una sucesion de funciones crecientes y usamos (1).
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El siguiente teorema permite dar una version mas general del Teorema 2.3.2

Teorema 2.3.4. Seana,bc Ry H' = {g € [a,b]® : g es creciente }. Entonces H'
con la topologia producto es compacto y primero numerable.

Demostracion.

(1) Para demostrar que H' es compacto se sigue un argumento analogo al
que se hizo en el Teorema 2.3.2 para mostrar que el espacio de Helly es
compacto: H’ es cerrado en el compacto [a, b|%.

(2) Para ver que H' es primero numerable, sea f € H’, como f es creciente y
su dominio es R, entonces f tiene a lo mas un numero contable de disconti-
nuidades. Sea Ay el conjunto de puntos de discontinuidades de f junto con
los niUmeros racionales; entonces A, es un conjunto contable. Afirmamos
que el conjunto de todas las intersecciones finitas de las 7, ' (B(f(a),1/5))
paraa € Ay j € N es una base local contable para f. Esto se tiene si-
guiendo un argumento similar al que se us6 para mostrar que el espacio de
Helly H es primero numerable (ver Teorema 2.3.2).

]

El otro teorema clasico que mencionamos en la introduccién es el siguiente el
cual es tomado de [3].

Teorema 2.3.5. (Helly). Si (f,),x €S Una sucesion de funciones moncdtonas de R
en R uniformemente acotada, entonces existe una subsucesion (f., ), la cual
converge puntualmente.

keN

Demostracion.

(1) Sea (fn),cy Una sucesion de funciones crecientes de R en R uniforme-
mente acotada. Entonces, existe M > 0 tal que |f.(z)] < M para to-
don € Nytodo z € R. Supongamos que no existe ny, € N tal que
A={neN: f, = f,} esinfinito, porque de lo contrario ya terminamos.

Por el Teorema 2.3.4 H' = {g € [-M, M]® : g es creciente } es compacto
y primero numerable con la topologia producto. Por tanto, por el Teorema
1.0.7 se tiene que {f, : n € N} es compacto. Sea f € {f, :n e N} \ {f, :
n € N}, como H' es primero numerable, existe una subsucesion de (f,,)
que converge puntualmente a f.

neN
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(2) Sea (fn),cy Una sucesion de funciones decrecientes de R en R uniforme-
mente acotada. Entonces (—f,),,.y €S Una sucesion de funciones crecien-
tes y usamos (1).

O]

Ahora precisaremos una observacion sobre el Teorema de Helly que se mencio-
né en la introduccion. Sea (f,), .y Una sucesion de funciones crecientes, defini-
das de R en R, uniformemente acotada. Consideremos la coleccion de subcon-
juntos de N dada por:

H={ACN:(fn),cs €S puntualmente convergente}.

Afirmamos que dado cualquier conjunto infinito A C N existe B C A tal que
(fn)nep €8 puntualmente convergente. Sea A C N infinito. Por tanto existe A :
N — A biyectiva y estrictamente creciente. Por el Teorema 2.3.5 <fh(n)> tie-

neN
ne una subsucesién puntualmente convergente, <fh( Basta tomar B =
{h(ng) : k € N}.

"k)>keN'
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Capitulo

SELECCION DE SUBSUCESIONES
USANDO IDEALES

En este capitulo los ideales y la propiedad de Bolzano-Weierstrass (BW) jue-
gan un papel importante. El estudio de estos ideales y la propiedad BW permite
saber bajo qué condiciones se puede garantizar que dada una sucesion de fun-
ciones (f,),cy con las hipétesis del Teorema de Arzela-Ascoli o del Teorema de
Helly (respectivamente), se puede garantizar que existe A que no esté en el ideal
tal que (f,.),.4 €S uniformemente convergente o puntualmente convergente (res-
pectivamente).

3.1 Ideales.
Definicion 3.1.1. Un ideal sobre X es una familia Z c P(X) tal que

(1) Ac By BeZ,entonces A 7.

(2) A,B €Z,entonces AUB € T.

B) X¢Zyoel.
Sea 7 es un ideal sobre N. Notacion, Zt = P(N)\ZeZ* ={N\A: A€ Z}.I*
es llamado coideal e 7* es llamado el filtro dual.

Ejemplo 3.1.2. FIN ={A CN: A esfinito } es un ideal sobre N.
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Definicion 3.1.3. Un conjunto A C P(N) se dice que es hereditario, si es cerra-
do bajo subconjuntos.

Ejemplo 3.1.4. Todo ideal Z sobre N es hereditario, por la definicion de ideal.

Definicion 3.1.5. Una funcién ¢ : P(N) — [0, o] es una submedida sobre N si:

(1) (@) = 0.
(2) (A) <p(AUB) < ¢(A)+ ¢(B) paratodo A, B C N.
(3) ¢(N) = oo.
Se dice que una submedida ¢ es semicontinua inferiormente si para todo A C

N se tiene que
©(A) = lim p(AN{0,1,...,n—1}).

Definimos Fin(y) = {A C N: ¢(A) < oo}. Observemos que Fin(y) es un ideal.

Ejemplo 3.1.6. Sea ¢ : P(N) — [0, oc] dada por:

0 SiA=g,
p(A) = L
Yoneaia SIA# Q.

Veamos que ¢ es una submedida y ademas que es semicontinua inferiormente.

© s una submedida:

(1) Por la definicién de ¢ tenemos que ¢(2) = 0.

(2) Sean A, B € P(N). Observemos que si (AU B) < oo, entonces:

e(AUB) = Z

ne(AUB)

1 _ ZnEAnL—l—l si (B\A):@,
n+l DAt D one(B\A) 5 Si(B\A)#92.

De lo anterior se tiene que p(A) < ¢(A U B). Ademas,

A SPAUB) S GAUB)+ 3 — = pl(4) +9(B)
ne(ANB)

De lo cual se concluye que ¢(A) < p(AU B) < p(A) + ¢(B).
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Ahora, si ¢(A U B) = oo, entonces p(A) = oo 0 ¢(B) = oo. Por tanto,
p(A) < p(AU B) < p(A) + ¢(B).

(3) Como la serie

> L diverge,
n+1

neN

tenemos que ¢(N) = co.

Esto muestra que ¢ es una submedida.
© es semicontinua inferiormente:

Sea A C N, es claro que
©(A) = lim ¢({0,...,m—1}NA)
m—o0
por la definicién de serie convergente.

Los ideales sobre N se veran como subconjuntos de {0, 1} identificando cada
subconjunto de N con su funcién caracteristica. Esto nos permite asignar una
complejidad topoldgica a los ideales, precisamente, la complejidad que tienen
como subconjunto de {0, 1}".

Diremos que un conjunto X es unideal F,, si X esunideal y es F,.

Teorema 3.1.7. Dado G un ideal F,, existe una familia { B,, : n € N} de conjuntos

cerrados hereditarios tal que G = |J,,cy Bn ¥ B € Bny1 paratodon € Ny

(Vn e N) (VA,B € B,) (AU B) € By11).

Demostracion.

Sea ¢ : P(N) x P(N) — P(N) dada por ¢(A, B) = ANB. Sea G = | J,,.,y D, donde
D,, es cerrado para cada n € N. Para cada m € N, definimos

Fn=o( < U Dk) x P(N)).
k<m
Como ¢ es continua, por el Lema 1.0.11, entonces F,, es cerrado. Notemos que

F,, es hereditario para cada m. Como G es hereditario, entonces F,, C G para to-

21



do m € N, es decir, |,y Fin € G. Observemos que por la definicion de F,,,, para
cada m € N se tiene que D,, C F),,. De lo cual concluimos que G C |J,,c Fin-

Veamos que paracadan € N, F,, C F,, ;. Esto se tiene porque:

Fosi = 6((Ukznsr Dr) X P(N)) = ¢((Ug<n Di) X P(N)) U ¢(Dnsr x P(N))
= F, U ¢<Dn+1 X P(N>>

Ahora definamos inductivamente By = Fy,..., By = ((Bn, X By) U Fouq,. ..,
donde ¢ : P(N) x P(N) — P(N) esta dada por ((A,B) = AUB. Seann € Ny
A, B € B,,como ((B, x B,) C B,.1,entonces AU B € B,;. ]

Todos los ideales F,, son caracterizados por el siguiente Teorema de Mazur [4].

Teorema 3.1.8. (Mazur [4]) Las siguientes condiciones son equivalentes para un
ideal T sobre N:

(1) T es un ideal F,;

(2) T = Fin(p) para alguna submedida semicontinua inferiormente ¢ sobre N.

Demostracion.

(1) — (2) Como Z es un ideal F,, entonces existe una familia {B,, : n € N} como en

el Teorema 3.1.7. Por tanto, para cada A € Z definimos ¢ : P(N) — [0, 0]

como
0 SiA=0,
p(A)=qmin{n+1: A€ B,} siAcT\{o}
00 SiA¢T.

Veamos que ¢ es una submedida.

(@) ¢(2) =0, por definicion de .
(b) Sean A, B € P(N) no vacios. Sean

p(A) =min{n+1: A€ B,} =a,

¢(B)=min{n+1: B € B,} = ay,

Y(AUB) =min{n+1: (AUB) € B,} = as.
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Como los B, son hereditarios, se tiene que A, B € B,,. Por tanto,
a; < azy ay < az. Supongamos que a; + a; < agz. Sea l = max{ay,as}.
Entonces, A, B € By, lo cual implica que (AU B) € B;,;. Observemos
que [ + 1 < ag, lo cual es una contradiccion.

(c) Como 7 es un ideal, se tiene que N ¢ Z, luego ¢(N) = oco.

Claramente ¢ es semicontinua inferiormente.

(2) = (1)
Sea ¢ : P(N) — [0, oc] una submedida semicontinua inferiormente sobre N
tal que Z = Fin(y). Entonces, para cada n € N definimos

F,={ACN:Vk [p(AN{0,1,....k—1}) < n]}.

Observemos que para k fijo, el conjunto {A C N : (AN {0,1,...,k—1}) <
n} es una unidn finita de conjuntos abiertos-cerrados basicos, por tanto F,
escerradoe Z = J, oy I

Ejemplo 3.1.9. Los siguientes son ejemplos de ideales F,:

(1) FIN es F,, por ser un conjunto numerable.
(2) Zijns1y = {ACSN: Y 47 < oo} es F,, por el Teorema 3.1.8.

Lema 3.1.10. Sea ¢ : P(N) — [0, oo| una submedida semicontinua inferiormente,
entonces para cada U ¢ Fin(y) se tiene que dado k € N existe A, C U finito, tal
que

p(Ax) = k.

Demostracion. Sea ¢ : P(N) — [0,00] una submedida semicontinua inferior-
mente. Por definicién ¢(N) = co. Supongamos que existen U ¢ Fin(p)y k € N
tal que para todo A C U finito

w(A) < k.

Entonces tenemos que

o(U) = lim ¢({0,1,...,n—=1}NU) <k

n—o0

23



lo cual es una contradicion.

Sean Ay B conjuntos, diremos que A C* B si A\ B es finito.

Definicion 3.1.11. Sea Z un ideal sobre X. Diremos que Z es p™, si dada una
secuencia (U,),.y decreciente, con U, € Z*, n € N, existe U € Z" tal que
U C* U, paratodo n € N.

La demostracién que presentamos en este resultado es la dada en [3].

Teorema 3.1.12. Sea T un ideal F,, sobre N, entonces T es p™*.

Demostracion. Sean T unideal F;, sobre Ny (U,), .y Una secuencia decreciente
con U, € 7" para todo n € N. Como Z es F,, por el Teorema 3.1.8 existe una
submedida ¢ semicontinua inferiormente, tal que Z = F'in(y). Por el Lema 3.1.10,
para cada k sea A, C Uy finito, tal que p(Ax) > k. Sea

U:UAk.

keN

Observemos que U ¢ Z, ya que ¢(U) = co. Notemos que U\ U,, C AgU---UA,_;
y por lo tanto U C* U,, para todo n.

]

Definicion 3.1.13. Diremos que un ideal Z se puede extender a un ideal F,, si
existe J ideal F, talque Z C 7.

Un ejemplo de un ideal que no se puede extender a un ideal F, se mostrara
a continuacion. Para este fin, diremos que un subconjunto A contenido en Q
es una sucesion convergente si A es el rango de una sucesion convergente.
Consideremos la familia

C={ACQnJ0,1] : Aes una sucesion convergente o A es finito }.

Diremos que B € conv < B C A;U---UA,,donde A; € Cparatodoi € {1,...,n}.
Observemos que conv es un ideal, con lo cual se sigue el siguiente teorema.

Teorema 3.1.14. conv no se puede extender a un ideal F,.
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Demostracion.

Supongamos que conv se puede extender a un ideal F, y sea J el ideal F,, tal
que conv C J. Entonces existe una submedida ¢ semicontinua inferiormente, tal
que J = Fin(p) (ver Teorema 3.1.8). Por definicién de submedida, ¢(QNI[0,1]) =
oo. Por tanto, p(QN[0,1/2]) = 00 6 QN [1/2,1]) = oo, ya que si no fuese asi, se
tiene que Q N [0,1] € J, lo cual es absurdo. Llamaremos I; a uno de los dos
intervalos que satisface la condicién anterior, es decir, que (Q N I;) = oo. De
la misma manera a como se hizo con Q N [0, 1], dividimos a I; en dos intervalos
cerrados, con interseccidn sélo un punto, con la misma longitud y definimos I, al
intervalo que satisface que p(QN1,) = oco. Supongamos que ya tenemos definido
I,,, entonces lo dividimos en dos intervalos cerrados del mismo tamano, s6lo con
un punto en comuan, y definimos I,,,; a uno de los intervalos que cumple que

QN I41) = oo

Se ha definido una sucesion de intervalos encajados donde cada uno intersecta-
do con Q tiene submedida infinita, por el Lema 3.1.10, para cada n € N elegimos
A, finito tales que A, C QN I,y ¢(A,) > n. Sea

A:UAn.

neN

Claramente ¢(A) = oo, pero A € conv, ya que A es el rango de una sucesion que
converge a x, donde

{z} = ﬂ I,.

neN

3.2 La propiedad de Bolzano-Weierstrass.

La propiedad mas importante que se estudio en este trabajo es la siguiente.

Definicion 3.2.1. [3] Se dice que el par (X, Z) tiene |la propiedad BTV (propiedad
de Bolzano-Weierstrass) si toda sucesion (z,,), .y €n X tiene una subsucesion
convergente (), ., con A€ .

Diremos que Z tiene la propiedad BW, si el par ([0, 1],Z) tiene la propiedad BWV'.
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Si sucede esto, escribiremos que Z es un ideal BW. '

Ejemplo 3.2.2. F'IN es unideal BIV.

Un ejemplo de un ideal Z que no tiene la propiedad BWW se muestra a continua-

cion.

Sea ND(Q) el ideal sobre Q N [0, 1] de los conjuntos nunca densos, definido por
Ae NDQ) & Int(A) = .

Sea h: N — QN [0, 1] biyectiva. Afirmamos que el ideal sobre N dado por

BeZ < h(B)e ND(Q),

no tiene la propiedad BW. Sea (z,), .y Una sucesion en [0,1]. Si (z,), . tie-
ne una subsucesion convergente (z,),., con A C N, entonces A € 7. Ya que
Int({z, :n e A}) = @.

Teorema 3.2.3. E/ espacio 2" con la topologia producto es homeomorfo a un
subconjunto cerrado de [0, 1].

El siguiente teorema serd usado y se enunciara sin demostracién (ver [8]).

Teorema 3.2.4. Todo espacio métrico compacto X es imagen continua del espa-
cio 2N,

El siguiente resultado nos hace falta mas adelante y no lo ha visto en la literatura
consultada.

Teorema 3.2.5. Sean B un subespacio cerrado de un espacio topoldgico com-
pacto X e T un ideal sobre N tal que (X,Z) tiene la propiedad BW . Entonces,
(B,T) tiene la propiedad BW .

Demostracion. Sean B un subespacio cerrado de un espacio topolégico X e Z
un ideal sobre N, tal que (X, 7) tiene la propiedad BW. Sea (), Una sucesion
en B. Como (X,T) tiene la propiedad BW, existe A € I tal que (z,),., €s

'En el trabajo [3] estudian varias propiedades similares a BW. La que nosotros estudiamos
ellos la denominan FinBW (y dejan BW para denotar una propiedad mas débil que la nuestra).
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convergente. Como B C X es cerrado, entonces (z,), ., converge en 5. De esto
concluimos que (B, Z) tiene la propiedad BW'.

El siguiente teorema es presentado en [3] sin demostracion.
Teorema 3.2.6. Sean X e Y espacios topologicos, tal que Y es imagen continua

de X. Si (X,T) tiene la propiedad BW , entonces (Y,T) tiene la propiedad BW .

Demostracion. Sean X e Y espacios topolédgicos e Z un ideal sobre N, tal que
Y es imagen continua de X y que (X, Z) tiene la propiedad BWW. Por tanto, existe
[+ X — Y continua, tal que f(X) =Y. Sea (y»),y Una sucesion en Y. Como f
es sobreyectiva, para cada n € N sea z,, € f~!(x,). Observemos que (z,),, . €S
una sucesion en X. Luego existe A € Z* tal que (z,),., €s convergente, y por
la continuidad de f tenemos que (y,),., €S convergente. Lo cual muestra que
(Y,Z) tiene la propiedad BWV.

O
Teorema 3.2.7. [3]. Sea Z un ideal sobre N. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
(1) T tiene la propiedad BW .

(2) (2V,7) tiene la propiedad BW .

Demostracion.

(1) — (2) Por el Teorema 3.2.3 tenemos que 2 es homeomorfo a un subconjunto ce-
rrado de [0, 1] y por el Teorema 3.2.6 se tiene que (2", Z) tiene la propiedad
BW.

(2) — (1) Por el Teorema 3.2.4 [0, 1] es imagen continua de 2" y aplicando el Teorema

3.2.6 concluimos que Z tiene la propiedad BV .

]

Teorema 3.2.8. [3]. SiZ es un ideal BW, entonces (X,Z) tiene la propiedad BW
para todo espacio métrico compacto X .
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Demostracion.

Sean X un espacio métrico compacto e 7 tiene la propiedad BW. Por el Teorema
3.2.4 X es imagen continua de 2. Ademas, por el Teorema 3.2.7 (2%, Z) tiene
la propiedad BW, y aplicando el Teorema 3.2.6, tenemos que (X,Z) tiene la
propiedad BW.

3.3 Teorema de Arzela-Ascoli y Teorema de Helly usando
ideales.

Ahora enunciaremos los resultados mas importantes que se estudiaron en este
trabajo.

Teorema 3.3.1. (Teorema de Arzela-Ascoli con ideales [3]). SeaZ un ideal sobre
N. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Z es un ideal BW.

(2) Para cada sucesion de funciones (f,),.y uniformemente acotada y equi-
continua en C([0,1]), existe A € Z+ tal que (f,), ., es uniformemente con-
vergente.

Demostracion.

(1) = (2). Sea (fa),y Una sucesion de funciones uniformemente acotada y equicon-
tinua en C([0,1]) con la métrica p. Sea G = {f, : n € N}. Como {f, : n € N}
es equicontinuo y uniformemente acotado, entonces por el Teorema 2.2.7
G es compacto. Por hipétesis 7 tiene la propiedad BW, luego por el Teo-
rema 3.2.8, (G,Z) tiene la propiedad BW. Es decir, existe A € Z* tal que
(fn)nea €S cOnvergente. Asi, la subsucesion (f,), ., €s uniformemente con-
vergente.

(2) = (1). Sea (xn),oy Una sucesion de numeros reales en [0,1]. Definamos f, :
[0,1] — R dada por f.(z) = x,. Observemos (f,), .y €s uniformemente
acotada y equicontinua. Por (2) existe A € Z" tal que (f,),.4 €S unifor-
memente convergente. Con lo cual concluimos que (z,), ., converge; por
tanto, Z es un ideal BWV.
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]

Observemos que cuando Z es F'IN, el teorema anterior se convierte en el Teo-
rema de Arzela-Ascoli (ver Teorema 2.2.7).

Un espacio topolégico Hausdorff X satisface la siguiente condicién (x), si

La clausura de todo conjunto numerable en X es compacto y primero nume-
rable.

El siguiente resultado lo enuncian en [3] sin demostracion.

Teorema 3.3.2. Un espacio X es compacto si y solo si para todo T ideal sobre
X existe x € X tal que toda vecindad de x estaenZ™.

Demostracion.

(=) Sean X un espacio compacto e Z un ideal sobre X. Denotemos al conjunto
de todas las vecindades de z por V,, para algun = € X. Entonces

F=T"={X\A:AecT1},
tiene la propiedad de interseccion finita (P.I.F). Entonces

A= (E+#@

EeF

Sea z € A. Por tanto,
(VW eV,)(VE e F)(VNE # @)
Lo cual es equivalente a decir que,
WV € V) (VA € I)(V N (X \ A) # 2)

Con lo cual concluimos que paratodo V € V,, V ¢ 7.

(<) Sea A = {E, : @« € A} una coleccion de conjuntos cerrados con la P.I.F.
donde A es una enumeracion. SeaZ = ({X \ E, : a« € A}) el ideal genera-
do por los complementos de los conjuntos en .4, mas precisamente

BeT & BC(X\E.)U-U(X\E,),
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donde «ay,...,«, estan en A. Afirmamos que X ¢ Z. Observemos que Si
X el

n

X = U(X \ Ei>7

donde F, ..., E, pertenecen a A. Entonces,

Lo cual no es posible, porque A tiene la P.I.F.

Por hipétesis, existe x € X tal que toda vecindad de = esta en Z*. Afirma-
mos que
T € ﬂ E,.

Porque si no es asi, existe a € A, tal que = ¢ E,, entonces z € X \ E,.
Como X \ E, es un abierto que contiene a z, X \ E, € Z*, lo cual es una
contradicién. Luego, por el Teorema 1.0.5 X es compacto.

]

Definicion 3.3.3. Diremos que (X,Z) tiene la propiedad BW* si dada (z,),, 4
una sucesion en X con A € 77, existe B C Atalque B € IV y (x,),.5 €S
convergente.

Ejemplo 3.3.4. ([0, 1], FIN) tiene la propiedad BIV*.

El siguiente teorema se podria considerar una version general del Teorema 2.3.5
y a su vez es mas general que el resultado analogo presentado en [3].

Teorema 3.3.5. Suponga que X un espacio topolégico Hausdorff satisface la
condicion (x). Sea Z un ideal sobre N que contiene a todos los conjuntos finitos.
SiZ puede ser extendido a un ideal F,, entonces (X,ZI) tiene la propiedad BW*.

Demostracion. Sean Z un ideal sobre N que se puede extender a un ideal F,
Yy (zn),c4 UNa sucesion en X con A € Z*. Por tanto, existe 7 ideal F,, tal que
T C J. Por el Teorema 3.1.12, 7 es p*. Sea D = {z, : n € A}. Definamos un
ideal S sobre D como

BeS< {n:x,eB}eJ.
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Por el Teorema 3.3.2 existe x € D con la propiedad que toda vecindad (en D)
de x estd en S*. Por tener X la propiedad (%), D es primero numerable. Fijemos

una base de vecindades decreciente (U,), . de x. Para cada k definimos

A, ={ne Az, € U}

Como U, ¢ S entonces A, ¢ J. Por ser J un ideal p*, existe B € J7 tal que
B C* A, para cada n. Por tanto, (z,),.; €s convergente a x. Observemos que
BCAyBeZIt yaqueJt CZ". Con estoconcluimos la prueba.

]

Ejemplo 3.3.6. Como el ideal Z; ., +1) €s un ideal F, y contiene a todos los con-
juntos finitos de N y el intervalo [0,1] cumple la condicién *, entonces el par
([0,1},Zy y(n+1)) tiene la propiedad BW* por el Teorema 3.3.5.

Sea 7 un ideal como en el Teorema 3.3.5, se puede ver que BW* implica BW.
Por tanto, el siguiente teorema, el cual es presentado en [3], se puede ver como
un corolario del anterior cuando FIN C 7.

Teorema 3.3.7. Suponga que X un espacio topolégico Hausdorff satisface la
condicion (x). Si Z puede ser extendido a un ideal F,, entonces (X,Z) tiene la
propiedad BW .

Ahora demostraremos una versién del Teorema de Helly usando ideales.

Teorema 3.3.8. [3]. SeaZ un ideal sobre N. Suponga que I puede ser extendido
a un ideal F,,. Entonces, para cada sucesion (f,), .y de funciones mondtonas a
valores reales uniformemente acotada sobre R, existe A € I+ tal que la subsu-
cesion (f,),... €S puntualmente convergente.

Demostracion.

Sea 7 un ideal sobre N. Supongamos que Z se puede extender a un ideal F,,.

(1) Sea (fn.),on Una sucesion de funciones crecientes a valores reales unifor-
memente acotada sobre R, entonces existe M > 0tal que |f,.(z)| < M para
todo x € Ry todo n € N. Por tanto, cada f,, esta definida de R a [—M, M].
Como el espacio de funciones H = {g € [-M, M|¥ : g es creciente} con la
topologia producto es primero numerable y compacto, entonces cumple la
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condicion (x) y por el Teorema 3.3.7 (H, Z) tiene la propiedad BW, es decir,
existe A € Z* tal que la subsucesion (f,),. 4, puntualmente convergente.

(2) Sea (fn),on Una sucesion de funciones decrecientes a valores reales uni-
formemente acotada sobre R. Entonces, (—f,,), .y €S una sucesion de fun-
ciones crecientes, por lo tanto aplicamos (1).
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