PROPUESTA METODOLOGICA PARA EL ESTUDIO DE LAS
RELACIONES TRIGONOMETRICAS, LA LEY DEL SENO Y LA LEY DE
COSENO EN EL TRIANGULO

MYRIAM JOHANNA CORTES VERA

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICAS
BUCARAMANGA
2004



PROPUESTA METODOLOGICA PARA EL ESTUDIO DE LAS
RELACIONES TRIGONOMETRICAS, LA LEY DEL SENO Y LA LEY DE
COSENO EN EL TRIANGULO

MYRIAM JOHANNA CORTES VERA

Proyecto de Grado presentado como requisito para optar al titulo de
Licenciada en Matematicas

Director:
JORGE ENRIQUE FIALLO LEAL
MsC, EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICAS
BUCARAMANGA
2004



AGRADECIMIENTOS

A mis padres, por su amor, su apoyo constante y su motivacién para el
estudio de esta carrera. Al profesor JUAN DE DIOS URBINA, por su
asesoria, su dedicacién y su entrega incondicional al desarrollo de esta
monografia. Al profesor JORGE ENRIQUE FIALLO LEAL, por sus aportes y

su contribucién significativa al desarrollo de este tema.



CONTENIDO

INTRODUCCION

1. JUSTIFICACION

2. ANTECEDENTES HISTORICOS

2.1 HIPARCO DE NICEA

2.2 MENELAO DE ALEJANDRIA

2.3 EL ALMAGESTO DE PTOLOMEO

2.4 TRIGONOMETRIA EN OTRAS PARTES DEL MUNDO
3. FUNDAMENTACION TEORICA

3.1 PRELIMINARES

3.2 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

3.2.1 Funciones trigonométricas en un triangulo rectangulo
3.2.2 Funciones trigonométricas en triAngulos oblicuangulos
3.3LALEY DEL SENO

3.4LALEY DEL COSENO

4. FUNDAMENTACION PEDAGOGICA

4.1 RESOLUCION DE PROBLEMAS

4.1.1 Eltrabajo de Polya

4.2 USO DE LAS NUEVAS TECNOLOGIAS EN EL AULA DE

MATEMATICAS
4.2.1 Cabri Geometry

5. METODOLOGIA

pag.
13
14
15
16
16
17
17
19
19
29
38
39
39
41
43
44

47

49
50

53



6. DESARROLLO DE LA PROPUESTA

7. TALLERES DE APLICACION
7.1 PRUEBA DIAGNOSTICO
7.1.1 Disefioy elaboracion
7.1.2 Protocolo de la situacion
7.1.3 Analisis de resultados
7.1.4 Conclusiones

7.2 TALLER No 1

7.2.1 Disefioy elaboracion
7.2.2 Protocolo de la situacion
7.2.3 Analisis de resultados
7.2.4 Conclusiones

7.3 TALLER No 2

7.3.1 Disefioy elaboracion
7.3.2 Protocolo de la situacion
7.3.3 Analisis de resultados
7.3.4 Conclusiones

7.4 TALLER No 3

7.4.1 Disefioy elaboracion
7.4.2 Protocolo de la situacion
7.4.3 Analisis de resultados

7.4.4 Conclusiones

54

55

55

58

58

58

60

60

63

64

66

67

70

71

74

74

75

77

78

80

81

81



7.5 TALLER No 4

7.5.1

7.5.2

7.5.3

754

Disefio y elaboracién
Protocolo de la situacion
Analisis de resultados

Conclusiones

7.6 TALLER No 5

7.6.1

7.6.2

7.6.3

7.6.4

Disefio y elaboracién
Protocolo de la situacion
Andlisis de resultados

Conclusiones

7.7 TALLER No 6

7.7.1

1.7.2

7.7.3

1.7.4

Disefio y elaboracién
Protocolo de la situacion
Analisis de resultados

Conclusiones

7.8 TALLER No 7

7.8.1

7.8.2

7.8.3

7.8.4

Disefio y elaboracién
Protocolo de la situacion
Analisis de resultados

Conclusiones

7.9 TALLER No 8

791

Disefio y elaboracién

82

85

87

90

91

91

96

97

99

100

100

103

105

106

107

107

110

112

114

115

115

119



7.9.2 Protocolo de la situacion
7.9.3 Analisis de resultados
7.9.4 Conclusiones

7.10 TALLER No 9

7.10.1 Disefo y elaboracién
7.10.2 Protocolo de la situacion
7.10.3 Analisis de resultados
7.10.4 Conclusiones
CONCLUSIONES
RECOMENDACIONES
BIBLIOGRAFIA

ANEXOS

119

121

122

122

125

126

127

128

129

130

131

134



Figura 1.
Figura 2.
Figura 3.
Figura 4.
Figura 5.
Figura 6.
Figura 7.
Figura 8.
Figura 9.

Figura 10.
Figura 11.
Figura 12.
Figura 13.
Figura 14.
Figura 15.
Figura 16.
Figura 17.

LISTA DE FIGURAS

Teorema de Pitagoras.

Distancia entre dos puntos en el plano.
Angulo.

Elementos de un angulo.

Angulos positivos y negativos.
Angulo central.

Medida de un angulo en grados.

Medida en radianes de un angulo.

Punto trigonomeétrico.

Funciones trigonométricas.

Funciones trigopnométricas.

Suma de los angulos interiores de un triangulo.
Suma de los angulos exteriores de un triangulo.

Medida de un angulo exterior en un triangulo.

Funciones trigonométricas en un triangulo rectangulo.

La ley del seno.

La ley coseno.

pag.

20
22
23
24
25
25
27
28
30
31
32
35
36
37
38
39
41



Anexo A.
Anexo B.
Anexo C.
Anexo D.
Anexo E.
Anexo F.
Anexo G.
Anexo H.

Anexo |.

LISTA DE ANEXOS

Desarrollo taller No.
Desarrollo taller No.
Desarrollo taller No.
Desarrollo taller No.

Desarrollo taller No.

Fotos taller No 1.
Fotos taller No 2.
Fotos taller No 3.

Fotos taller No 4.

Anexo J. Fotos taller No 5.

Anexo K.
Anexo L.
Anexo M.

Anexo N.

Fotos taller No 6.
Fotos taller No 7.
Fotos taller No 8.

Fotos taller No 9.

g M w b FE

10

pag.

135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148



RESUMEN
TITULO: PROPUESTA METODOLOQICA PARA EL ESTUDIO DE LAS
RELACIONES TRIGONOMETRICAS, LA LEY DEL SENO Y LA LEY DEL
COSENO EN EL TRIANGULO.*
AUTOR: MYRIAM JOHANNA CORTES VERA **

PALABRAS CLAVES:

? Propuesta Metodoldgica
? Relaciones trigonométricas
? La ley del seno y la ley del coseno

El estudio de la trigonometria puede convertirse en un proceso rutinario y sin ningln sentido
para los estudiantes, si no se brindan las condiciones adecuadas para ello. En este sentido,
este proyecto es la elaboracién, aplicacién y analisis de una propuesta metodoldgica que
pretende aportar una alternativa de enseflanza de este tema, para los estudiantes de décimo
grado.

La propuesta esta orientada por las ideas que aparecen en los Estandares Internacionales
para la educacion matematica, el enfoque de resolucién de problemas y el uso de las nuevas
tecnologias con el programa Cabri Geometry. La propuesta se desarrolla a través de
diversos talleres donde se presenta la fundamentacion teérica y diferentes actividades que
involucran al estudiante en forma activa, haciéndolo participe de su propio aprendizaje. La
propuesta fue aplicada en el colegio las Américas, institucion oficial de Bucaramanga, a
estudiantes de grado décimo, donde se desarrolla actualmente el proyecto de incorporacion
de nuevas tecnologias al curriculo de matematicas, lo que facilitdé el desarrollo de la
propuesta, gracias al excelente manejo que tenian los estudiantes del programa Cabri
Geometry y la calculadora Tl 92 plus.

Se presenta un andlisis descriptivo de los procesos de disefio y elaboracién, protocolo de la
situacién, Analisis de resultados y conclusiones de cada uno de los talleres, con lo cual se
evalla los alcances de la propuesta.

* Trabajo de grado
** Facultad de Ciencias
Escuela de Mateméticas
Director de Proyecto: MsC. Jorge Enrique Fiallo Leal
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SUMMARY
TITLE: METHODOLOGICAL PROPOSAL FOR THE ESTUDY OF
TRIGONOMETRICAL RELATIONSHIPS, THE LAW OF SINUS AND THE
LAW OF COSINE IN THE TRIANGLE. *

AUTHORS: MYRIAM JOHANNA CORTES VERA **

KEYWORDS:

? Methodological proposal

? Trigonometrical relationships

? The law of sinus and the law of cosine

DESCRIPTION OR CONTENT

The study of the trigonometry, it can become a routine process and without any sense, if the
appropriate conditions are not offered for it. In this sense, this project is the elaboration,
application and analysis of a methodological proposal that it seeks to contribute an alternative
of teaching of this topic, for the students of tenth grade.

The proposal is guided by the ideas that appear in the International Standards for the
Mathematical Education, the focus of resolution of problems and the use of the new
technologies with the program Cabri Geometry. The proposal is developed through diverse
shops where the foundation theoretical is presented and different activities that involve the
student in active form, making it participant of its own learning. The proposal was applied in
the school “Las Américas”, official institution of Bucaramanga, to grade students tenth, where
it is developed the project of incorporation of new technologies to the curriculum of
mathematics, what facilitated the development of the proposal, thanks to the excellent
handling that had the students of the program Cabri Geometry and the calculator TI 92 Plus.

It is presented a descriptive analysis of the design processes and elaboration, protocol of the
situation, analysis of results and conclusions of each one of the shops, with that which is
evaluated the reaches of the proposal.

* Degree Work
** Sciences Faculty
Mathematics School
Project Manager: MsC. Jorge Enrique Fiallo Leal
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INTRODUCCION

La responsabilidad que tenemos como docentes nos exige nuestra presencia
activa y la capacidad de utilizar cada una de las estrategias y recursos

existentes de forma adecuada para desempefiar mejor nuestra labor.

Realmente nadie puede decirnos como ensefar, pero afortunadamente
contamos con diferentes alternativas, sugerencias y herramientas para
elaborar nuestras propias estrategias de ensefianza y de esta forma
contribuir con el mejoramiento de la educacion matematica, teniendo en

cuenta que no solo importa qué se ensefia, sino cOmo se ensefa.

Con este trabajo pretendo contribuir al mejoramiento del proceso de
ensefianza de las matematicas ofreciendo una alternativa de aprendizaje de
las relaciones trigonométricas, la ley del seno y la ley del coseno en el
triangulo; a través de diversas actividades y el uso de la calculadora Tl —92
Plus y el programa Cabri Geometry, orientadas por el enfoque de resolucion
de problemas, tratando de involucrar de forma significativa a los estudiantes

con el estudio de esta parte de la trigopnometria.

13



1. JUSTIFICACION

La formacién habitual contempla, tanto en colegios, universidades o
empresas, la figura de un profesor experto que imparte una leccién magistral
y unos alumnos que se limitan a memorizar datos, hechos, conceptos,
teorias e informacién que posiblemente muchas veces no utilizaran para
nada; realmente este modelo no logra motivar a los estudiantes y se
convierte en un entorno frustrante para el docente que se limita a repetir y
recitar sesion tras sesion los mismos contenidos teéricos a alumnos que se
limitan a escuchar horas y horas materias que tal vez no les interesan o

tengan poco que ver con lo que los motiva realmente.

Desde un punto de vista mas realista el aprendizaje debe ser significativo, es

decir con sentido, basado en el concepto de aprender haciendo.

Es imprescindible que el alumno juegue un papel fundamental, que sea el
protagonista de su proceso de aprendizaje en forma activa, dandole
aplicacion y sentido a cada uno de sus conocimientos y no en forma pasiva
simplemente recibiendo y archivando dichos conocimientos. En este sentido,
es importante involucrar al alumno en experiencias que le generen un
impacto emocional, que provoque que todo lo que suceda tenga sentido; jese

es el secreto!.

El estudio de la trigopnometria puede convertirse en un proceso rutinario y
mecanico, sin ningun sentido y relacion; si no se brindan las condiciones
suficientes para ello. Por esta razon, es importante brindarle al alumno no
sélo una serie de conceptos, si no las herramientas y estrategias necesarias
para que el alumno analice, relacione, argumente y proponga nuevas

soluciones construyendo asi un aprendizaje significativo.

14



2. ANTECEDENTES HISTORICOS

Histéricamente trigonometria significa “medida del triAngulo”. Puede decirse
en este sentido, que la trigonometria nace desde que las primeras

mediciones daban lugar a triangulos.

La trigonometria se desarrolld en la Grecia Antigua como ayuda a la
astronomia, siendo obra esencialmente de tres matematicos del periodo
alejandrino: HIPARCO DE NICEA, MENELAO DE ALEJANDRIA 'y
CLAUDIO PTOLOMEDO.

La trigonometria como otras ramas de las matematicas, no fue el trabajo de
algan hombre o nacion. Los teoremas sobre razones de los lados de
triangulos semejantes se conocian y habian sido usados por los antiguos
Egipcios y Babilonios. En vista de la ausencia prehelénica de un concepto
para la medida de triAngulos, tal estudio debi6 ser llamado “trilaterometria”,

medida de las partes de un triangulo.

En el trabajo de Euclides no hay trigopnometria en el sentido estricto de la
palabra, pero existen teoremas equivalentes para especificar las leyes
trigonométricas. Astronomos de la época de Alejandria notablemente
Eratéstenes de Cirene y Aristarco de Samos, manejaron problemas que
apuntaban la necesidad de relaciones mas sistematicas entre angulos y
cuerdas. La astronomia exigio a los cientificos de la época medidas de arcos
y angulos mas exactas, de esta forma todo el progreso de la trigonometria

durante la civilizacién griega se produjo al lado de la astronomia.*

! BOYER, Carl B. A History of Mathematics. USA: John Wiley & sons 1968. p. 176.
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2.1 HIPARCO DE NICEA

Aproximadamente 180 — 125 a.C. Por cerca de dos y medio siglo, desde
Hipdcrates hasta Eratdstenes, los matematicos griegos habian estudiado las
relaciones entre lineas y circulos y las habian aplicado en una variedad de
problemas de astronomia, pero no tenian una trigonometria sistematica.

Entonces presumiblemente durante la segunda mitad del segundo siglo a.C.,
la primera tabla trigpnométrica fue compilada por el astronomo Hiparco de
Nicea, quien por ello se gano el derecho a ser conocido como “el padre de la
trigonometria”. Hiparco de Nicea compil6 una tabla trigonométrica que daba
la longitud de la cuerda delimitada por los lados del angulo central dado que
corta a una circunferencia de radio r. Esta tabla es similar a la moderna tabla
del seno. No se sabe con exactitud el valor de r utilizado por Hiparco, pero si
se sabe que 300 afios mas tarde Ptolomeo utilizé r = 60, pues los griegos

adoptaron el sistema numérico sexagesimal (base 60) de los Babilonios.?

2.2 MENELAO DE ALEJANDRIA

Aproximadamente 100 d.C. Los trabajos matematicos y astronémicos de
Menelao son mencionados por comentaristas Griegos y Arabigos posteriores,
incluyendo Elementos de geometria, pero el Unico que ha sobrevivido y sélo
a través de los arabes es su Esférica. En el libro | de este tratado Menelao
establecié una base para los triangulos esféricos analoga a la del libro | de
Euclides para triAngulos planos. El libro Il contiene el bien conocido
“Teorema de Menelao” como parte de lo que es esencialmente la
trigonometria esférica en la tipica forma Griega: una geometria o

trigonometria de cuerdas en un circulo.?

% Ibid., p. 178.
® Ibid., p. 180.
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2.3 EL ALMAGESTO DE PTOLOMEO

Claudio Ptolomeo vivié y trabajé en Alejandria alrededor de 150 d.C. El
curioso nombre con el que es conocida la obra maxima de Ptolomeo viene
probablemente de una corrupcion arabe de la palabra griega “Ne Megiste”,
que significa “la mayor”; el titulo dado por Ptolomeo a su obra fue La
coleccion matematica. Ptolomeo desarrolla en este libro no solamente sus
modelos astronémicos sino también otras herramientas mateméaticas que
ademas de la geometria elemental se necesitan para los estudios de
astronomia, por ejemplo, la trigonometria. EI AlImagesto es una obra maestra
de exposicion; jamas presenta Ptolomeo wna tabla sin que haya explicado
previamente como calcularla, y los parametros de sus modelos se deducen a

la luz de observaciones anotadas cuidadosamente.*

2.4 TRIGONOMETRIA EN OTRAS PARTES DEL MUNDO

Por otro lado, al mismo tiempo que Ptolomeo, los astronomos de la India
habian desarrollado también un sistema trigonométrico basado en la funcion
seno en vez de cuerdas como los griegos. Esta funcion seno, al contrario que
el seno utilizado en la actualidad, no era una proporcion, sino la longitud del
lado opuesto a un angulo en un triangulo rectangulo de hipotenusa dada. Los

matematicos indios utilizaron diversos valores para ésta en sus tablas.

A finales del siglo VII los astronomos arabes prefirieron trabajar con la
funcion seno y mas adelante habian completado las otras cinco funciones y

habian demostrado varios teoremas fundamentales de la trigonometria.

* AABOE, Asger. Mateméticas. Episodios historicos. Editorial Norma. Cali, 1964. p. 134.
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El primer trabajo importante de trigonometria que aparecié en Europa fue
escrito por el matematico y astrénomo aleman JOHANN MULLER, llamado
regiomontano. El matematico francés Francois Viéte incorporé el triangulo
polar en la trigopnometria esférica. Los calculos trigonométricos recibieron una
gran ayuda gracias al mateméatico escocés JOHN NAPIER, quien inventé los
logaritmos a principios del siglo XVII. ISAAC NEWTON invento el calculo
diferencial e integral, encontrando la serie para la funcion seno y series
similares para el coseno y la tangente. Con esto las funciones
trigonométricas fueron incorporadas al analisis, donde desempefian un papel

fundamental y extraordinario.

Por altimo en el siglo XVIII, el matematico suizo LEONHARD EULER definio
las funciones trigopnométricas utilizando expresiones de nameros complejos,
convirtiendo la trigonometria en sé6lo una de las muchas aplicaciones de los
nameros complejos, demostrando que las propiedades basicas de la
trigonometria eran simplemente producto de la aritmética de los numeros

complejos.®

® BOYER, Carl B. Opcit. p.182.
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3. FUNDAMENTACION TEORICA

3.1 PRELIMINARES

La trigonometria es el estudio de las relaciones entre los lados y los &ngulos
de un tridngulo, basado en las propiedades y aplicaciones de las funciones
trigonométricas. Etimolégicamente significa “medida de triangulos”. Las dos
ramas fundamentales de la trigonometria son la trigonometria plana y la

trigonometria esférica.

La trigonometria plana se limita a figuras contenidas en el plano en un
sistema de coordenadas rectangulares y la trigonometria esférica se limita a
triangulos contenidos en la superficie de una esfera. Las primeras
aplicaciones de la trigopnometria se hicieron en los campos de la astronomia
en las que el principal problema era determinar una distancia inaccesible, es
decir una distancia que no podia ser medida directamente, como la distancia

entre la tierra 'y la luna.

Las funciones trigonométricas desempefian un papel muy importante en toda
clase de fenbmenos vibratorios (sonido, luz, electricidad). En consecuencia
una gran parte de la trigonometria se dedica al estudio de las propiedades de

las funciones trigonométricas y las relaciones entre ellas.

Dejaremos de un lado la trigonometria esférica para dedicarnos
especificamente a la trigonometria plana, es decir; a triAngulos planos o
triangulos en el plano. Por esta razén es muy importante familiarizarse con

los conceptos que se presentan a continuacion.
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TEOREMA 1. Teorema de Pitagoras. En un triangulo rectangulo el
cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los

catetos.

Existen diversas demostraciones del teorema de Pitdgoras. En esta ocasion

presentaremos una demostracion enfocada a nuestro objeto de estudio.

Figura 1. Teorema de Pitagoras

Demostracion. Sea el cuadrado ABCD de lado a + b, donde AP =BQ =CR
=DS=a.

El area del cuadrado ABCD es:

Al =L?=(a+h)?>=a?+2ab +b?

y el &rea de cada tridngulo es:

20



AL =bh = ab
2 2

supongamos que el lado del cuadrado PQRS es c, entonces el area del
cuadrado PQRS es:

AOQ =L%=¢?

Como el area del cuadrado ABCD es igual a la suma de las areas de los 4

triAngulos mas el &rea del cuadrado PQRS, tenemos,

A =aaAA +A0

a’+2ab+b? = 4ab+c?
2

a®+b%=c?

Quedando demostrado asi el teorema de PitAgoras para un tridngulo

rectdngulo de hipotenusa c y catetos a y b.

DEFINICION 1. Distancia entre dos puntos. Sean los puntos P(x, y) y
Q(x1,y1) en el plano. P(x,y), Q(x,Yy1) Yy el punto R(x,y) son los vértices de un
triangulo rectangulo. Aplicando el teorema de Pitagoras, obtenemos la

siguiente expresion para calcular la distancia s entre los puntos P y Q:

d(P,Q) = ? (x — X%+ (y1 - ¥)°

21



Figura 2. Distancia entre dos puntos en el plano

v+

DEFINICION 2. Producto Cartesiano. Dados dos conjuntos no vacios A y
B, el producto cartesiano A X B de A Y B es el conjunto de todos los pares

ordenados (a,b)cona? Ayb? B.

Esdecir, AXB=7Ax,y) x? A?y? B?

Por tanto, si A = ?1,2,3?y B = 74,57, entonces el producto cartesiano entre A

y B es:

AXB=71,4),(15), (2,4), (2,5), (3,4), (3,57

DEFINICION 3. Una relacién R entre Ay B es subconjunto de A X B. Es
decir, R ? A x B.

Si R es una relacion, el conjunto de todos los elementos x que aparecen

como primeros elementos de los pares ordenados (x,y) de R, se llama

22



conjunto de salida de S. El conjunto de los segundos elementos se llama

conjunto de llegadade S.
DEFINICION 4. Una funcion f de A en B, es una relacién en la cual a cada
elemento del conjunto de partida, le corresponde uno y solo una imagen en el

conjunto de llegada; es decir: si(a,b)? fy (a, c)? f, entonces b =c.

La notacion
f: A B

indica que f es una funcién de A en B. Si (a,b) es un elemento de f, se

acostumbra a escribir f(a) = b, en lugar que (a,b) ? f.

Por lo tanto: f(a) =b? (a,b) ? f.

Antes de abordar los conceptos relacionados con funciones trigonométricas,

debemos tener claros los conceptos que se presentan a continuacion:
DEFINICION 7. Angulo. Un angulo es la unién de dos semirrectas que
tienen el mismo origen. A las dos semirrectas se les denomina lados el

angulo y a su origen comun, vértice.

Figura 3. Angulo.

23



La notacion para angulos puede hacerse en dos formas: utilizando letras
griegas minusculas o letras mayusculas de nuestro alfabeto. Por ejemplo, el
angulo de la figura 3, podria llamarse: angulo ?, denotado: ??, 6 angulo
AOB, denotado: ? AOB 6 ? BOA, es decir, ? AOB =? BOA.

DEFINICION 8. Podemos considerar un angulo generado mediante la

rotacion de una semirrecta sobre su origen. La posicion inicial y la posicion
final de la semirrecta se denominan respectivamente lado inicial y lado final

del angulo. El punto de rotacién es el vértice del &ngulo.

Figura 4. Elementos de un angulo.

En la figura 4, el lado inicial del angulo AOB, es OB, el lado final es OA y su

vértice es el punto O.

DEFINICION 9. Un angulo es positivo si el sentido del giro es contrario al

movimiento de las manecillas del reloj y negativo si es en el mismo sentido.

En la figura 5, ? AOB es positivo y el angulo ? CPD es negativo.

24



Figura 5. Angulos positivos y negativos.

’\ P

O A

DEFINICION 10. Un angulo cuyo vértice es el centro de una circunferencia

se denomina angulo central.

Figura 6. Angulo Central

La medicién de angulos es un tema esencial en trigonometria, por esta razén
deben estudiarse y comprenderse los conceptos que se encuentran

estrechamente relacionados con el concepto de medicion de angulos.
Sabemos que magnitud es todo aquello que podemos comparar y cantidad

es el estado de la magnitud; de esta forma la longitud, el peso, la velocidad

son magnitudes y la longitud de una regla, el peso de una persona y la
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velocidad de un auto son cantidades. Podemos hacer comparaciones entre
cantidades de la misma magnitud, por ejemplo: podemos comparar la

longitud de una recta con la longitud de un libro.

DEFINICION 11. Medir una cantidad es compararla con la unidad de medida

elegida, para saber cuantas veces la cantidad contiene a la unidad.

Dado que un angulo es una magnitud podemos medirlo. Para ello
necesitamos unidades de medidas adecuadas que vamos a definir en dos

sistemas diferentes:

Sistema sexagesimal. La unidad de medida para el sistema sexagesimal es

el grado. En este sistema un angulo se mide calculando la longitud del arco
de circunferencia s, formada cuando los lados de un angulo central cortan la

circunferencia.

DEFINICION 12. Grado. Un grado (1°) es un angulo central que subtiende

un arcode _1 de lacircunferencia.
360

De esta forma para medir un angulo en grados debemos comparar el angulo

unidad con el angulo a medir.

Ejemplo. Para medir el &ngulo AOB de la figura 7, dividimos la longitud de la
circunferencia en 360 partes iguales y ubicamos el angulo unidad. Luego
calculamos la cantidad de angulos unidad que caben dentro del angulo a

medir y obtenemos el valor deseado.

En este caso el angulo AOB mide 90°.
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Figura 7. Medida de un angulo en grados.

Sistema circular. En este sistema utilizamos el radian como unidad de

medicién de angulos.

En el estudio de problemas que incluyen angulos de triangulos, la medida de
angulos suele darse en grados. Sin embargo para el estudio de las funciones
trigonométricas de numeros reales, se usa la medida en radianes de un

angulo para definir estas funciones.

DEFINICION 13. Radian. Sea AOB un angulo en posicion normal y el lado
inicial OA = 1. Si s unidades es la longitud del arco de circunferencia
recorrido hasta la posicion final OB del angulo, la medida en radianes t, del

angulo AOB esta dada por:

t = s, si el &ngulo es positivo

t =-s, si el angulo es negativo.
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Ejemplo. Usando el hecho de que la medida de la longitud de la
circunferencia es 2? , vamos a determinar la medida de los angulos de la

figura 8.

Figura 8. Medida en radianes de angulos.

N DN x

N /

(@) (b) (©

La medida para los angulos (a), (b) y (c) de la figura8,son1?, 3? y-3 ?,
2 2 4

respectivamente.
Un &ngulo formado por una rotacién completa de tal forma que el lado inicial

coincida con el lado final, tiene una medida de 360° y una medida en

radianes de 2? . Por lo tanto hay una importante relacion entre las medidas

en grados y las medidas en radianes:

360° = 2? radianes

de donde:
1 radian = 180 grados
I)
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lgrado = _? radianes

180
DEFINICION 14. Una circunferencia es el conjunto de puntos que estan a
una distancia fija (el radio) de un punto fijjo (el centro), es decir, una
circunferencia con centro (h,k) y radio r, es el conjunto:

2A%,y) ? IR X IR 2d((x,y), (h,k) =r?

Utilizando la formula de la distancia, tenemos:

d((xy),(hKk) = 2 (x=h?+(y-Kk? =r

elevando ambos miembros al cuadrado obtenemos la ecuacion general de la

circunferencia con centro en (h,k) y radio r:

(x=h?+(@y -k =r

3.2 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sea C, la circunferencia cuya ecuacion es X + y* = 1, con centro en el origen
y radio 1. Designemos con A el punto (1,0) y sea t cualquier nimero positivo.
Entonces habra exactamente un punto P(x,y) sobre C, llamado punto
trigonométrico, tal que la longitud del arco AP, medido en direccion contraria

a las manecillas del reloj desde Ay sobre el circulo unitario, sea t.
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Figura 9. Punto trigopnométrico.

<

A (1,0)

La longitud de la circunferencia C es 2?7, de modo que sit ? 2? se recorrera

mas de una vuelta completa al trazar el arco AP. Sit=0, P = A.

En forma similar sit ? 0, habra exactamente un punto P(x,y) en el circulo
unitario tal que la longitud del arco AP, medido en el sentido de las
manecillas del reloj sobre C, sea ?t?. Con esto, asociamos a cualquier
ndmero t un unico punto P(x,y). Esto nos permite definir finalmente las

funciones trigonométricas seno y coseno, asi:
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DEFINICION 15. Supongamos que t es un namero real y tomemos un
angulo en posicion normal ?, cuya medida en radianes es t, y sea P(x,y) el

punto de la interseccion del lado terminal del angulo, con la circunferencia
unitaria con centro en el origen. Definimos la funcion Seno de tal manera

que la imagen del angulo ? es X, lo cual se denota sen(?) = x, lo cual

equivale a decir que (?,x) ? sen. Por lo tanto, podemos afirmar que:

Sen = ?(?,x) ?? es un angulo en posicion normal ? x ? IR?

Asi mismo, definimos la funcion Coseno de manera que la imagen del

angulo ? esy, lo cual se denota sen(?) =y, es decir, (?,y) ? cos.

Figura 10. Funciones trigonométricas

<

A (1,0)
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Consideremos un angulo ? en posicion normal y tomando tres puntos

P1(x1,V1), P2a(X2,Y¥2) Y P3(xs,ys) diferentes de (0,0), como en la figura 11.°

Figura 11. Funciones trigonométricas

y

P2
— b,
]
O Qi Q Qs

Como los triangulos OP1Q1, OP,Q, Y OP3Qs; son semejantes, podemos

establecer las siguientes proporciones:

PiQ1 = PxQ = P3Q3 = yi = _V¥ = V3

OP1 OP> OP3 OP1 OP; OP3
% = % = % = X = Xo = X3
OP1 OP» OP3 OP1 OP» OP3

® SANCHEZ, Darioy MUNOZ, José. Algebra y Trigonometria. Universidad Nacional.

Bogota, D.C. p. 109.
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Por el teorema de Pitagoras tenemos que:

opP, = ? X12 + y12 = n
opP, = ? X22 + y22 = I
OP; = ?2x° +Vy® = r3

donderi, r2 y r3 son las distancias del origen a los puntos P, P, y Ps.

Las proporciones que hemos establecido, significan que para un angulo ?
dado, sea cual fuere el punto P(x,y), que se tome sobre su lado terminal, las
razones y/r y x/r tienen siempre un mismo valor, es decir son constantes.
Dichas razones son por definicion las imagenes de f en las funciones sen y

COs respectivamente, es decir,

Sen? = yir Cos? = xIr

Por tanto, en las funciones trigopnométricas, a cada angulo en posiciéon normal

se le hace corresponder uno y so6lo un nimero real.

Ejemplo:

Sen: A— R

?__ sen? =yl
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Cos: A— R

? cos ? =x/r

Cuando sen ? y cos ? son distintos de 0 se pueden definir las funciones:

Tangente? = tan? = sen?
cos ?
Cotangente? = cot? = cos?
sen?
Secante? = sec? = _1
cos ?
Cosecante? = c¢sc? = _1
sen ?

Las seis funciones asi definidas se llaman funciones trigonométricas.

Familiarizados con estos conceptos, podemos ahora centrarnos en nuestro

objeto de estudio; el triangulo.
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TEOREMA 2. La suma de los tres angulos interiores de un triangulo equivale

a 180°.

Figura 12. Suma de los angulos interiores en un triangulo.

M C N

Demostracion. Sea ABC un triangulo cualquiera, tracemos por el vértice ¢

un segmento MN paralelo a AB, entonces:

X +y+C= 180° (1)

por ser angulos consecutivos en una recta.

El angulo x es igual al angulo A y el angulo y es igual al angulo B, por ser

alternos internos entre paralelas, entonces, sustituyendo en (1) tenemos:

A+B+C=180°

Corolario. La suma de los angulos agudos de un triangulo rectangulo

equivale a 90°.

TEOREMA 3. La suma de los angulos exteriores de un triAngulo equivale a
360°.
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Figura 13. Suma de los angulos exteriores en un triangulo.

Demostracion. La suma entre los angulos A y x es 180°, por ser angulos
adyacentes, analogamente la suma entre B e y, y la suma entre C y z.,

entonces:

A+B+C+x+y+z =540° (1)

y sabemos del teorema anterior que:

A+B+C = 180°

entonces sustituyendo en (1):

180°+x +y+z = 540°

X+y+z = 540° - 180°

X+y+z = 360°
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TEOREMA 4. Todo angulo exterior de un tridngulo es igual a la suma de los

dos angulos interiores no adyacentes.

Figura 14. Medida de un angulo exterior en un triangulo.

C

A B

Demostracion. La suma entre los angulos x y B es 180°, por ser angulos

adyace ntes, entonces:

X + B = 180°

x = 180° - B (1)

por el teorema 2 tenemos que:

A

+

B + C = 180°

A+ C =180°-B (2

comparando (1) y (2) tenemos que:

x=A+C
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3.2.1 Funciones Trigonométricas en un tridngulo rectangulo. Si
colocamos un triangulo rectangulo en un sistema de coordenadas
rectangulares (figura 15), y el &ngulo A en posicion normal, las coordenadas
del punto B, en el lado terminal del angulo A, son (b,a) y su distancia es:

c=7?a’+ b?

Figura 15. Funciones trigonométricas en un triangulo rectangulo.

En estas condiciones, las funciones trigopnométricas del angulo A, pueden

definirse en términos de los lados del triangulo rectangulo, como sigue:

sen A = cateto opuesto cot A = cateto adyacente
hipotenusa cateto opuesto

cos A = cateto adyacente sec A = __ hipotenusa
hipotenusa cateto adyacente
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tan A = cateto opuesto CSCA = hipotenusa
cateto adyacente cateto opuesto

3.2.2 Funciones trigonométricas en tridngulos oblicuangulos. La
trigonometria es de gran aplicacion en la vida practica, debido a que resuelve
triangulos facilmente, es decir, dados ciertos elementos de un triangulo nos
permite encontrar los restantes. En algunos problemas es necesario resolver
triangulos que no son rectangulos como los oblicuangulos, por esta razén la
trigonometria nos brinda otra alternativa de soluciéon llamada ley de los senos

y ley de los cosenos.

3.3 LA LEY DEL SENO’

TEOREMA 5. La ley del seno. En un triangulo rectangulo cualquiera las
longitudes de los lados son proporcionales a los senos de sus angulos

opuestos.

Figura 16. Ley del seno

Para el triangulo ABC de la figura 16, la ley del seno establece que:

" Ibid., p. 146.
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a = b = c
sen A sen B sen C.

Demostracion. Tomemos un triangulo cualquiera ABC; la altura h, sobre el

lado c, determina dos triAngulos rectangulos.

En el triangulo ACD tenemos que:

senA = h_
b
y en el triangulo BCD tenemos que:
senB = h_
a

igualando h en las dos expresiones tenemos:

bsenA = asenB
a = b
sen A sen B

analogamente trazando la altura j, se deduce que:

b C
sen B sen C

El teorema del seno no es aplicable para resolver un triangulo del cual se
conocen dos lados y el angulo comprendido entre ellos, por esta razon, se
hace necesaria la introduccién de una nueva relacion entre los elementos del

triangulo. Esta se conoce con el nombre de la ley del coseno.
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3.4 LA LEY DEL COSENC?

TEOREMA 6. La ley del coseno. El cuadrado de la longitud de un lado de
un triangulo, es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los
otros dos, menos el doble producto de ellas por el coseno del angulo

comprendido entre éstos dos lados.

Figura 17. Ley del coseno

Demostracion. Dado un triangulo ABC (Figura 11), en el triangulo CDB:

2> = W+
es decir,

a2=h+(Cc=x?= W +x-2xc +c2=(h +) +c?-2xc

pero en el triangulo ADC:

® Ibid., p. 148.
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h* + x* = b?

COSA = X_
b
luego,
X = bcosA
por tanto,

a?=b?+ c®-2cbcosA
Los ejercicios y problemas que incluyen triangulos rectangulos pueden

resolverse directamente en el triangulo, sin necesidad de referirse a un

sistema de coordenadas rectangulares.
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4. FUNDAMENTACION PEDAGOGICA

Esta propuesta metodoldgica ha sido elaborada motivada y orientada por las
interesantes ideas que hacen parte de los estandares internacionales para la
educacién mateméatica, que nacieron como respuesta a la peticién de la
comunidad educativa matematica para reformar la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas; con el fin de asegurar la calidad, explicitar

objetivos y propiciar cambios significativos.

Los estandares internacionales plantean 5 objetivos muy claros para los
estudiantes: 1. Aprender a valorar la matematica. 2. Estar seguros de su
capacidad para hacer matematica. 3. Resolver problemas matematicos. 4.
Aprender a comunicarse matematicamente. 5. Aprender a razonar
matematicamente. Estos objetivos nos invitan a presentar a nuestros
estudiantes diferentes experiencias para que ellos mismos puedan darle
solucién a diversas situaciones probleméticas dentro de las cuales puedan
entender y apreciar la importancia de las matematicas en el mundo que los
rodea; a desarrollar la capacidad para resolver problemas brindandoles todas
las estrategias, recursos y herramientas que existan; a aprender a
comunicarse matematicamente a través de signos, simbolos, figuras y
terminologia matematica por medio de lka resolucion de un problema donde
tienen la oportunidad de escribir, dibujar, discutir, plantear soluciones,
haciendo uso del lenguaje matematico; y ademas a formular hipoétesis,
validar por medio de argumentos las soluciones que planteen a dicho

problema aprendiendo de esta forma a razonar matematicamente.

Por otro lado, el uso de las nuevas tecnologias en el aula constituye una
excelente ayuda para el proceso de ensefianza — aprendizaje, no solo por el

hecho de facilitar los célculos y ampliar los conocimientos a través del
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andlisis de gréficas, sino porque han hecho cambiar la naturaleza misma de
los problemas que presentamos a nuestros estudiantes y los métodos que

utilizamos para darle solucién.®

Uniendo el uso adecuado de las nuevas tecnologias, con el enfoque de
resolucion de problemas, podemos crear una herramienta excelente para
enfrentarnos al estudio de la trigonometria, donde lo interesante y realmente
importante se gana resolviendo diversos problemas y no simplemente
reemplazando formulas; reconociendo que es importante que los alumnos
aprendan y dominen los algoritmos que surgen en las situaciones
problematicas y que a través del dominio de éstos se convierten en procesos
rutinarios que facilmente podrian hacerlo una calculadora o un computador;
lo que es realmente interesante es que el estudiante entienda como lo hacen

para que tenga sentido y no dependan necesariamente de éstos.

4.1 RESOLUCION DE PROBLEMAS

“Un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero en la
solucion de un problema, hay un cierto descubrimiento, el problema
gue se plantea puede ser modesto; pero si se pone a prueba la
curiosidad que induce a poner en juego las facultades inventivas, si se
resuelve por propios medios, se puede experimentar el encanto del

descubrimiento y el goce del triunfo” 1°

Diversos problemas del mundo real, como en topografia, requieren la
resolucion de triangulos, objeto de estudio de la trigonometria,

desafortunadamente la ensefianza de la trigonometria puede convertirse

? Estandares Internacionales para la Educacion Matemética. p. 8.
% POLYA, George. Como plantear y resolver problemas. Editorial Trillos. México 1989. p. 2.
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facilmente en un proceso mecénico y rutinario donde el estudiante se limita a
conocer una serie de formulas y a utilizarlas reemplazando ciertos datos para
de esta forma obtener respuestas a ejercicios en los que no se pone en juego
la creatividad, el ingenio, los conocimientos; donde no hay ningun tipo de
analisis, de interpretacion; causando en los estudiantes desinterés vy
desmotivacion, desaprovechando por completo todo su potencial

matematico.

Si por el contrario se pone a prueba la imaginacion, planteando problemas
adecuados donde no sélo dependan de férmulas y datos ya conocidos, si no
gue a partir de todos sus conocimientos en geometria, algebra y aritmética,
puedan poner en juego todas sus habilidades, despertando el gusto por la
forma en que piensan matematicamente, podremos maravillarnos con los
sorprendentes resultados. Un estudiante que logra solucionar problemas por
sus propios medios, estard mejor preparado para enfrentarse a la vida y

podra sobrellevarla con seguridad.

Creo que todos estamos de acuerdo en que d proceso de ensefianza -
aprendizaje debe posibilitar a los alumnos de experiencias donde adquieran
la habilidad de interpretar y manejar datos, disefiar caminos de solucion,
utilizar adecuadamente las estrategias de solucion, argumentar cada paso,

cada idea y finalmente revisar y reexaminar la solucion para darle validez.

En matematicas se puede aprender conceptos acerca de numeros, resolver
ecuaciones, graficar funciones etc..., pero eso no es desarrollar matematicas.
Hacer o desarrollar matematicas incluye el resolver problemas, abstraer,
inventar, probar y encontrar el sentido de las ideas matematicas, es

exactamente esto lo que plantea el enfoque de resolucién de problemas.
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La propuesta de aprender mateméticas que identifica a la resoluciéon de
problemas, reconoce a las matematicas como un cuerpo de conocimientos
no terminado. El estudiante en el aprendizaje de esta materia, discute
estrategias, emplea ejemplos y contraejemplos, critica y valoriza los
resultados, y comparte que la busqueda de argumentos solidos es esencial

en la resolucién de problemas.*

No se aprende a resolver problemas por el hecho de haber aprendido
algunos conceptos y algunos algoritmos de calculo, se aprende a resolver un
problema cuando se esta en la capacidad de utilizar adecuadamente cada
herramienta y cada técnica que se proporciona a los estudiantes para que
puedan enfrentarse sin miedo y con calidad a cada problema, teniendo en

cuenta que no es un problema todo lo que parece.

Pero, cuando hablamos de un problema, ¢a que nos estamos refiriendo
exactamente? Para hablar de resolucion de problemas, es importante que
entendamos muy bien la diferencia que existe entre un problema y un
ejercicio, porque existen ciertas caracteristicas que le dan el reconocimiento

de problema a algunos ejercicios.

Un problema mateméatico se caracteriza como un problema que requiere
conocimientos matematicos para resolverlo y que no existe un camino
inmediato y directo para encontrar su solucion. A diferencia del ejercicio
donde conociendo el tipo de algoritmo que se utiliza, encontramos
respuestas mecanicamente. En realidad resolver un problema es

simplemente lo que hacemos cuando no sabemos que hacer.

' SANTOS TRIGO, Luz Manuel. Principios y métodos de la resolucion de problemas en el
aprendizaje de las matematicas. 2° edicion Editorial Iberoamericana. México, 1997. p.12.
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Es importante destacar que los problemas que se planteen deben estar
perfectamente estructurados para facilitar la comprension del problema por
parte del estudiante, no tan faciles que no se despierte ningln interés en el
estudiante y que no le aporte nuevos conocimientos o destrezas; ni tan
dificiles que se convierta en una situacién frustrante para el alumno
causando una participacion pasiva y desilusiébn en su propio proceso de
aprendizaje. Una vez planteado el problema, debe presentarse en forma
sencilla y atractiva, despertando el interés por resolverlo, aspecto

indispensable en la resolucién de problemas.

El desarrollo de esta monografia se realizara bajo el enfoque de resolucion
de problemas, para lo cual consideramos que el trabajo de Polya que se

presenta a continuacion es muy influyente:

4.1.1 El trabajo de Polya.'®> En el proceso de esolver problemas Polya
identifica las siguientes etapas fundamentales en las que el uso de métodos

heuristicos juega un papel importante:

1. Comprender el problema. El alumno debe entender exactamente que
es lo que pide el problema; es decir, hacer una correcta interpretacion
del enunciado, familiarizarse con el problema, clasificar las partes del
problema: datos, incognitas, condiciones; utilizar estrategias como
dibujar una grafica o hacer un diagrama e introducir la notaciéon
adecuada. Para esto el profesor debe escoger y plantear el problema
adecuadamente y tomarse un tiempo para exponerlo de forma natural

e interesante.

2 POLYA, George. Opcit. p.28.
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2. Concebir un plan. Cémo lo vamos a hacer. El alumno debe desarrollar
la capacidad de relacionar los datos con la incégnita, encontrando un
camino para la solucion, utilizando todos sus conocimientos previos;
pensando en problemas analogos mas sencillos que puedan
ayudarnos a encontrar la solucién; o simplificando el problema a

casos especiales.

3. Ejecutar el plan. En esta etapa el alumno desarrolla su plan de
solucion, asegurandose de argumentar y verificar cada paso ya sea

por intuicion o por demostracién, para no cometer errores.

4. Vision retrospectiva. En esta etapa el alumno examina y reconsidera la

solucion propuesta y el camino que le condujo a dicha solucion.

Si la resolucién de un problema es una aventura, los recuerdos de esa
aventura, es lo que nos ira quedando como habilidad de resolucion. Para
resolver un problema no sélo contamos con conocimientos especificos y
generales, con diversas estrategias y herramientas de solucién, también es
importante resaltar el papel de nuestro pensamiento y como podemos
someterlo a un entrenamiento para que realice su funcién de una manera

mas eficaz.

¢,Podemos mejorar nuestra forma de pensar?. Es obvio que en este aspecto
mejoramos continuamente desde nuestra infancia hasta nuestra edad adulta.
Somos capaces de enfrentarnos con éxito a problemas mas profundos.
Nuestros procesos de pensamiento van mejorando espontdneamente,
colocados en el ambiente familiar y escolar, comunicandonos unos con otros,
nifios y adultos, enfrentados a diversas tareas que estimulan nuestra

actividad, nuestra creatividad, nuestra curiosidad y nuestro afan de
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exploracion, vamos adquiriendo destrezas como por 6smosis destrezas de

todas clases, entre ellas la de pensar correctamente ante ciertas tareas.

4.2 USO DE LA NUEVAS TECNOLOGIAS EN EL AULA DE
MATEMATICAS

El mundo ha evolucionado tecnolégicamente a través del tiempo de forma
significativa, tanto asi que la educacion actual tiene diversas posibilidades de
aprovechar cada una de estas herramientas con el fin de brindar una
excelente educacion a los alumnos que esté acorde con lo que se vive

actualmente.

El uso de un computador 6 de una calculadora cientifica se convierte en un
medio efectivo para incentivar la motivacion para el estudio de las
matematicas; sin olvidar que el trabajo que se realiza con lapiz y papel es
muy importante y de éste depende todo lo que podamos conseguir a través

de otros medios.

Conscientes de la necesidad de estudiar éste fenébmeno en pro de la calidad
de la enseflanza de las matematicas y de generar estrategias didacticas para
incorporar los recursos que la tecnologia pone al alcance de las instituciones
educativas, la Direccion de Calidad de la Educacion Preescolar, Basica y
Media del Ministerio de Educacion Nacional, inici6 en Marzo de 2000, el
desarrollo de la fase piloto Proyecto Incorporacion de Nuevas Tecnologias al

Curriculo de Matematicas de la Educaciobn Media de Colombia en 60

¥ GUZMAN, Miguel de. Para pensar mejor. Editorial Labor S.A. 1991. p.1.
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instituciones educativas de 17 departamentos y 3 distritos capitales de

Colombia.**

Incorporar el uso de las nuevas tecnologias en el aula no es tarea facil, no
basta conocer y aprender a manejar un programa de computador 6 el manejo
de una calculadora, lo realmente interesante es que el docente aprenda a
construir situaciones problematicas, donde la tecnologia se convierta en una
herramienta fundamental para el trabajo. Es precisamente lo que busca dicho
proyecto: formar docentes con esta capacidad, a través de la cual se esperan
cambios en las practicas educativas usuales y pueda modificar

sustancialmente el curriculo.

Por otra parte, la incorporacion generalizada de nuevas tecnologias en la
realidad social y productiva introduce nuevos instrumentos y recursos en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las Mateméticas y, al mismo tiempo,
crea la necesidad de desarrollar en el alumnado una actitud abierta hacia su
utilizacibn como herramientas imprescindibles en sus futuras actividades
profesionales. Este hecho hace totalmente necesario la utilizacion de estos
medios a lo largo del Bachillerato, creando en cada estudiante una actitud
critica hacia los mismos y potenciando su capacidad para utilizarlos, de

manera correcta, cuando la situacién estudiada lo haga necesario.

Asumir el reto de incorporar la tecnologia en el aula, nos conduce a
profundizar en nuestros conocimientos matematicos y a cuestionar nuestra

practica educativa.

4.2.1 Cabri Geometry. EI estudio de la geometria plana y espacial

constituye un bloque de contenidos muy importantes en la ensefanza

4 Seminario Nacional de Formacion de Docentes: Uso de las Nuevas Tecnologias en el Aula
de Matematicas. MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL. Bogota, D.C., Colombia.
Diciembre 2001 — Enero 2002. p. XVII.

50



matematica. Gran parte de estos contenidos pueden ser introducidos con la
ayuda del software Cabri Geometry que permite crear un ambiente de
exploracion en el que el estudiante puede asumir un rol activo en el
descubrimiento del conocimiento matematico dibujando figuras 'y

manipulando las construcciones dinAmicamente.

CABRI GEOMETRY es un programa que permite explorar la geometria de
forma interactiva y es la posibilidad de construir geometria dindmica. Es
propiedad de la casa americana TEXAS INSTRUMENTS, la palabra CABRI
es un anagrama de CAhier de BRouillon Interactive, es decir “cuaderno
interactivo”. Construye figuras geométricas facilmente como si se hiciera con
un lapiz, regla y compas sobre una hoja de papel. La caracteristica principal
de este programa es su dinamismo; manteniendo las propiedades basicas de
una figura cuando se desplazan sobre la pantalla los objetos iniciales sobre
los cuales ha sido construida la figura. Asi es posible recorrer de manera
instantanea una infinidad de posiciones y configuraciones diferentes de una
figura geométrica, logrando una visién dinamica de esa figura mucho mas
rica, interesante y atractiva que la obtenida en el contexto tradicional de la

pizarra o el papel.

Cabri Geometry es un programa que permite "hacer geometria" tanto al estilo
sintético como al estilo euclideo. Permite experimentar, analizar situaciones
geométricas de muy diverso tipo, permite comprobar resultados, inferir,
refutar y también, aunque parezca mentira, permite demostrar. El manejo del
software es sencillo ya que desde los primeros pasos es posible diseiar
elementos bésicos: puntos, lineas, circunferencias, poligonos, etc. La
dificultad de las situaciones proviene en la mayoria de los casos de la
complejidad de la situacion o de la traduccion de nuestra ideas a la

calculadora.
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En lo que se refiere a contenidos geométricos escolares, el trabajo se inicia
con el manejo de conceptos elementales para la construccién de figuras
geométricas como si se hicieran con lapiz y compas. Estos se realizan sobre
la pantalla del software y conforme avanza el trabajo se introduce la medida,
los movimientos en el plano y algunas herramientas avanzadas como es la
facilidad para construir lugares geométricos, la posibilidad de producir

animaciones o la facilidad para la presentacion de resultados.

Entender que debemos capacitar a los estudiantes para la vida, es uno de los
objetivos de esta monografia; por esta razén la resolucion de problemas y el
uso de la nuevas tecnologias constituiran el medio para lograr un aprendizaje
con sentido acerca de nuestro objeto de estudio: “LAS RELACIONES
TRIGONOMETRICAS, LA LEY DEL SENO Y LA LEY DEL COSENO EN EL
TRIANGULO"
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5. METODOLOGIA

Para el desarrollo de esta monografia se contara con la participacion de los
estudiantes de décimo grado del colegio las Américas, institucion oficial de
Bucaramanga. En esta institucion se esta desarrollando actualmente el
Proyecto de Incorporacion de Nuevas Tecnologias al Curriculo de
Matematicas de la Educacion Media de Colombia, el cual ha permitido que
los estudiantes conozcan y manejen el programa Cabri Geometry y la
calculadora TI-92 plus, proporcionando una gran ventaja para el desarrollo de

esta monografia.

Esta propuesta pretende por medio de diversas actividades cumplir con los

objetivos propuestos, de esta manera:

En primer lugar se realizara la revision bibliografica correspondiente, con el

fin de fundamentar tedrica y metodolégicamente esta propuesta.

En segundo lugar, se disefiard y se aplicara una prueba diagnéstica con el fin
de conocer las posibles dificultades y los errores mas comunes que

presentan los estudiantes, trabajando con triAngulos.

Se disefiaran y se aplicaran diferentes talleres, basados en el enfoque de
resolucion de problemas y el uso de las nuevas tecnologias empleando el

programa Cabri Geometry.
Se realizara el analisis correspondiente a cada taller, a partir de la

observacion directa y registro en el cuaderno de notas, de aspectos

significativos.
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6. DESARROLLO DE LA PROPUESTA

Esta propuesta metodolégica se desarrollard a través de 3 actividades

principales:

1.

Prueba diagnostico. Para determinar las necesidades y expectativas

de los estudiantes con relacion al tema a desarrollar.

. Talleres de aplicacion. Para presentar a los estudiantes actividades

dinamicas que le permitan el aprendizaje de las relaciones
trigonométricas, la ley del seno y la ley del coseno en el triangulo,

mediante la reflexién y el andlisis de caracteristicas.

En cada una de estas actividades se tendrdn en cuenta las siguientes

etapas:

?

?

Disefio y elaboracion: Descripcion del proceso de elaboracion de

cada taller.

Protocolo: Anadlisis de la situacion observada en cada taller, teniendo
en cuenta el registro en el cuaderno de notas de aspectos

significativos.

Andlisis de Resultados: Andlisis de los logros y las dificultades
presentadas por los estudiantes en el desarrollo de cada actividad.

Para evaluar los alcances de la propuesta.

Conclusiones: Resultados y aspectos significativos del desarrollo de

las actividades.
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7. TALLERES DE APLICACION

7.1 PRUEBA DIAGNOSTICO

PRUEBA DIAGNOSTICO

GRADO 10 ,
COLEGIO LAS AMERICAS

NOMBRE:

Para el desarrollo de la siguiente prueba usted necesita: lapiz, borrador, escuadras,
transportador, todas sus habilidades y creatividad para poner a prueba sus conocimientos
matematicos relacionados con el interesante estudio de la trigonometria.

l. Responda Falso o Verdadero a cada una de las siguientes proposiciones y
justifique todas sus respuestas.

? Todo triangulo equilatero es isésceles.
? En todo triangulo equilatero la suma de sus angulos agudos es 180°.

? La mediana en un triangulo rectangulo es el segmento de recta
que va de uno de los vértices al lado opuesto y es perpendicular a él.

? En todo tridngulo la altura divide al triangulo en 2 tridngulos
rectangulos congruentes.

? Todo tridngulo isGsceles tiene exactamente 2 angulos congruentes.
? Sidos angulos son adyacentes entonces son congruentes.

?  Siun triangulo tiene 2 lados congruentes entonces todos sus angulos
seran también congruentes.

? Cuando dos rectas se cortan los angulos que se forman a partir
del vértice son adyacentes.

Il. Utilice el transportador y encuentre la medida de los angulos de los siguientes
triangulos y complete utilizando su intuicion la proposicion: “ La suma de la
medidas de los angulos interiores de un triangulo es §
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AR

M. Dibuje las alturas de los siguientes triangulos. ¢cuantos triangulos rectangulos
diferentes puede encontrar en cada uno de ellos?.

V. Por medio de su intuicién calcule el valor de los angulos A y B en las siguientes
figuras.
8 cm
40°
9cm 9cm
8cm
A B A \ B
V. En un triangulo rectangulo se cumple que:
Seno A = Cateto opuesto Coseno A = Cateto adyacente
hipotenusa hipotenusa

A partir de la definicion anterior calcule el valor de los angulos A y D en las siguientes
figuras; teniendo en cuenta que el segmento BC es perpendicular al segmento AC y el
segmento EG es perpendicular al segmento DF.
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115 cm 120 cm
B D B F
A -
150 cm 300 cm
VI. Compruebe a partir de la definicion anterior que Sen A = 1/ 22 enla siguiente
figura.
L
L
A
VII.  ¢En el cuadrado ABDE de la figura, el triangulo ACB es un triangulo equilatero?
¢Por qué?
E D
15 C 15°
75°
A B
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7.1.1 Disefio y elaboracion. La siguiente prueba diagnostico ha sido
disefiada con el fin de recolectar informacion suficiente para identificar las
causas de las posibles dificultades que presentan los estudiantes de décimo
grado del colegio las Américas, cuando se enfrentan a ejercicios y problemas
relacionados con el estudio de funciones trigonométricas en el triangulo.
Esta prueba se convertirAd en la base principal para el desarrollo de esta
monografia, ya que a partir de los resultados obtenidos, se plantearan
alternativas de solucién a cada una de estas dificultades logrando asi un
verdadero aprendizaje. La prueba diagnostico ha sido elaborada
dependiendo de los conceptos e ideas matematicas que vamos a utilizar,
utilizando ejercicios interesantes donde la buena utilizacion de algunos pre-
conceptos es indispensable. Esta prueba se elabor6é con especial cuidado
tratando de no convertirla en un proceso frustrante para los estudiantes que

inician el proceso.

7.1.2 Protocolo de la situaciéon. La aplicacion de la prueba diagnostico se
realiz6é dentro del aula de clase a 15 estudiantes de décimo grado del colegio
las Américas, después de una breve introduccién acerca del trabajo a
realizar. Se realizé en forma individual , sin ningun tipo de ayuda por parte
del profesor y sin la posibilidad de hacer preguntas, utilizando recursos como:
transportador, escuadras, lapiz y borrador. Los estudiantes estuvieron
concentrados y trataron de resolver cada una de las preguntas, se veian un
poco nerviosos, algunos un poco desinteresados y desconectados del tema;
otros trabajaron con empeiio.

7.1.3 Andlisis de resultados. A partir de una detallada calificacion de las
pruebas diagnéstico aplicadas a los estudiantes pudo observarse facilmente,
la carencia de conceptos bésicos y fundamentales sobre triangulos y la
deficiente aplicacion de cada uno de éstos. Mas especificamente pudo

observarse lo siguiente:
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Los estudiantes conocen 3 tipos de triangulos diferentes: isdsceles,
escaleno y equiladtero, pero no hay claridad en cada concepto, no
conocen las propiedades de cada uno de ellos y no pueden establecer

relaciones entre ellos.

Conocen la propiedad que cumplen todos los triangulos respecto a la
medida de sus angulos interiores, pero no pueden demostrarlo, es
s6lo una frase agregada a sus preconceptos, pero no reconocen la

importancia de este teorema.

No identifican las alturas de un triangulo y menos cuando se trata de
un triAngulo donde la base no ha sido definida. No reconocen la
importancia del concepto de perpendicularidad y por esta razén no

pueden asociarlo con ningun ejercicio.

No utilizan las propiedades de los angulos, ni de los triangulos para
llegar a la solucion de algunos ejercicios, es decir tratan de
resolverlos sin tener en cuenta propiedades, preconceptos,

teoremas, definiciones, etc.

Conocen el teorema de Pitagoras, pero no pueden darle una buena
aplicacion, no hay facilidad para relacionar el teorema con un

determinado ejercicio.
Son excelentes reemplazando datos en férmulas, pero si en el

ejercicio se rompe la rutina y se presenta de otra forma, surgen

dificultades para identificar los elementos que intervienen.
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? Los estudiantes carecen de la capacidad para justificar y argumentar

Sus respuestas.

? Los alumnos no saben leer. Por esta razén no entienden lo que se les

pregunta.

7.1.4 Conclusiones. Hay deficiencia tanto en conceptos, como en la
aplicacion de dichos conceptos, no pueden establecer relaciones entre ellos
y se les dificulta asociarlos con un determinado problema, debido a esto no

hay ningun tipo de argumentacion para justificar sus procedimientos.

Teniendo en cuenta cada una de las necesidades de los estudiantes, se
realizar4 a continuacion un estudio detallado para encontrar la forma mas
adecuada de brindarle a los estudiantes la posibilidad de llenar todas sus
expectativas. Es importante desarrollar en el estudiante estas capacidades y
ayudarles a superar todas sus dificultades con el fin de formar individuos
integrales que en una situacion determinada puedan aplicar de forma

adecuada sus saberes para darle solucion.

7.2 TALLER No. 1

TALLER No. 1

CABRI GEOMETRY

“Cabri Geometry es un software educativo que permite crear un ambiente de
exploracion en el que se puede asumir un papel activo en el descubrimiento
del conocimiento matematico, dibujando figuras y manipulando las
construcciones dinamicamente”
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Apreciado estudiante:

El estudio de la trigonometria constituye un bloque de contenidos muy importantes en el
aprendizaje de las matematicas. Gran parte de estos contenidos pueden ser introducidos
con la ayuda del software Cabri Geometry, un programa que permite explorar la geometria
de forma interactiva. Los contenidos a desarrollar en los préximos talleres han sido
seleccionados teniendo en cuenta las necesidades y expectativas observadas en la
evaluacion diagndstica que se le practico en dias anteriores.

El objetivo de la propuesta a desarrollar es programar actividades dinamicas que le permitan
aprender trigonometria mediante la reflexién y el andlisis de caracteristicas de los objetos
geomeétricos involucrados y las relaciones entre sus elementos.

Veamos como funciona el programa que ahora tiene en sus manos. Este cuenta con 8
menus llamados funciones (F1 a F8) como se puede observar en la calculadora. Cada una
de estas funciones contiene diferentes herramientas de las cuales se deben tener en cuenta:

F1 Puntero: Selecciona, mueve y manipula objetos.

F2 Punto sobre objeto: Construye un punto sobre un objeto definido.
Punto de interseccion: Construye un punto sobre la interseccion de dos objetos
seleccionados.
Recta: Construye una recta a través de un punto y dandole direccion con el cursor.
Segmento: Construye un segmento definido por dos puntos.

F3 Circunferencia: Construye una circunferencia definida por un punto, un centro y un
radio.
Arco: Construye un arco definido por un punto inicial, un punto de radio y un punto
final.

Triangulo: Construye un triangulo definido por tres puntos (vértices).
Poligono: Construye un poligono de n lados, el punto inicial debe coincidir con el
punto final. (Cerrando el poligono).
Poligono regular: Construye una circunferencia definida por un centro y un radio
especificado, y con el cursor se determina el nimero de lados.

F4 Recta perpendicular: Construye una recta perpendicular a una recta o segmento a
través de un punto.
Recta paralela: Construye una recta paralela a una recta o segmento a través de
un punto.
Punto medio: Construye un punto medio de dos puntos, un segmento o un lado de
un poligono.
Compas: Construye una circunferencia desde un centro con un radio definido por
un segmento a la distancia entre dos puntos seleccionados.
Transferencia de medidas: Crea puntos en objetos especificos basados en valores
numericos.

F6 Distancia y longitud: Muestra la distancia entre los dos puntos o la longitud de un
segmento, perimetro, circunferencia o radio.
Area: Muestra el area de un poligono.
Angulo: Muestra la medida de un angulo definido por tres puntos.
Calcular: Abre la calculadora para efectuar operaciones.

F7 Ocultar / mostrar: Oculta 0 muestra objetos seleccionados.

F8 Abrir: Abre un archivo ya existente.
Guardar como: Guarda archivos de construcciones.
Nuevo: Crea un archivo nuevo.
Borrar: Borra un objeto seleccionado.
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Actividad No. 1. UTILICE SU CREATIVIDAD.

Construya utilizando las herramientas de Cabri Geometry un disefio para la siguiente
situacion:

Pedro y Pablo viven en 2 casas separadas. Cada dia se citan en el punto medio del camino
recto que une sus casas y pasean por un camino que se encuentra siempre a la misma
distancia de las 2 casas. Elabore el disefio. Desplace los puntos que representan las
casas y observe como se modifica la construccién. Guarde la construccién en un archivo
llamado: Actl. ¢(Qué comandos fueron empleados para esta construccién? ¢Como se
verifica que las distancias siempre son iguales?

Actividad No. 2. CONSTRUYA UN TRIANGULO.

Construya un tridngulo ABC. Cada vez que oprimimos la tecla ENTER aparecerd un punto
que indicard cada vértice del tridngulo, inmediatamente podemos dar nombre a cada
vértice tecleando la letra correspondiente y nuevamente ENTER. Continde desplazando
el cursor para seguir marcando los otros dos vértices del tridngulo en la misma forma y
realice lo siguiente:

1. Desplace los vértices, el tridngulo y las etiquetas (nombre de los vértices) (Qué
sucede en cada desplazamiento?

2. Mida cada uno de los dngulos. Cada dngulo se mide marcando tres puntos en el
siguiente orden: sobre el lado inicial del dngulo, sobre el vértice y sobre el lado
final del dngulo.

3. Halle la distancia de cada uno de los lados del tridngulo, halle el perimetro y el
drea del tridngulo.

Actividad No. 3. SORPRENDASE.

1. Represente una circunferencia, mida su longitud.

2. Trace una recta que pase por el centro de la circunferencia, marque los puntos
de interseccién entre la circunferencia y la recta.

3. Trace un segmento sobre la recta construida para representar el didmetro de la
circunferencia. Midalo y oculte la recta.

4. Con la opcion calcular halle el resultado del cociente entre la longitud de la
circunferencia vy la longitud del didmetro. ¢Porqué obtenemos el nimero ? ?

Actividad No. 4. CONSTRUYA UN CUADRADO.

1. Trace un segmento AB y una recta perpendicular a éste que pase por A.
2. Trace una circunferencia con centro en A y radio AB. Encuentre el punto de
interseccién D entre la circunferencia y la recta perpendicular.
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3. Trace una paralela al segmento AB que pase por este punto D.

4. Trace una perpendicular al segmento AB que pase por B, halle el punto de
interseccién C de las dos dltimas rectas trazadas.

5. Construya un poligono que pase por los puntos A, B, C y D. (No olvide cerrar el
poligono).

6. Utilice las herramientas que le ofrece la calculadora para comprobar que se ha
construido un realmente un cuadrado.

7. En F4 se encuentra la opcién macro construccién para construir un modelo que
me genere cualquier cuadrado a partir de los objetos iniciales.
Objetos iniciales: A y B. (sefidlelos), objetos finales: el poligono ABCD
(sefidlelo). Definir macro: Lldmela como quiera y pulse Enter. En variable digite
cuadrado y pulse Enter.

Actividad No. 5. CONSTRUYA UN TRIANGULO EQUILATERO.

1. Construya un segmento AB.

Construya dos circunferencias una con centro en A y radio AB, y otra con centro
en By radio AB.

Marque el punto de interseccion C de las dos circunferencias.

Construya un tridngulo con vértices en A, By el punto C.

Oculte las dos circunferencias.

Utilice las herramientas que le ofrece la calculadora para comprobar que se ha
construido realmente un tridngulo equildtero.

Mida cada uno de los dngulos del tridngulo equildtero. ¢Qué ocurre?

8. ¢Sucede esto con otros tridngulos?. Verifiquelo.

9. Construya la macro del tridngulo equildtero colocando como objetos iniciales a los

puntos A y B y como objetos finales el fridngulo. Gudrdelo con el nombre
"TRIAN".

N

S

N

7.2.1 Disefio y elaboracion. El estudio de la trigopnometria constituye un
blogue de contenidos muy importantes en el aprendizaje de las mateméticas.
Gran parte de estos contenidos pueden ser introducidos con la ayuda del
software Cabri Geometry, un programa que permite representar figuras

planas y manipular construcciones dinamicamente.

Este taller pretende aportar una breve introduccion al manejo del programa,

enfocado a aplicaciones relacionadas con nuestro objeto de estudio,
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motivando a los estudiantes por medio de la utilizacion de la tecnologia, al

estudio de esta parte de la trigonometria.

El taller se inicia con una breve explicacion sobre cada una de las

herramientas que ofrece el programa y su respectivas funciones.

Los estudiantes deben desarrollar 5 actividades con el fin de utilizar
diferentes herramientas a partir de la informacion de cada situacion.
También se incluye actividades con triangulos para desarrollar habilidad en
su construccion, medida de sus angulos y sus lados y célculo de perimetro y

area necesarios para el desarrollo de esta propuesta metodologica.

La tercera actividad involucra la obtencién del niumero ? a partir de la
longitud de la circunferencia y el diametro de la misma, con el fin de motivar a
los estudiantes por medio de actividades como ésta, donde todo lo que

aprenden tiene sentido y relacion.

Al finalizar se incluyen 2 actividades relacionadas con la construccion de un
cuadrado y un triangulo equilatero, con el fin de que los estudiantes puedan
comprobar que se originan realmente dichas figuras, descubriendo
geométricamente el porqué de dichas construcciones.

El taller ha sido disefiado para motivar, ensefiar y sorprender de alguna
manera a los estudiantes. (Ver anexo B).

7.2.2 Protocolo de la situacion. Los alumnos recibieron el material de
trabajo y se prepararon para desarrollar el taller, después de realizar la
lectura correspondiente a la introduccion del taller. A medida que se iba
solucionando cada punto se hacia la socializacion correspondiente, para no

dejar escapar aspectos significativos de cada situacion.
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El taller se convirtid6 en un trabajo agradable para los estudiantes, pudieron
trabajar con la mayoria de las herramientas de Cabri y descubrir en que

forma se convierte en un programa interactivo.

En la actividad 1, tuvieron la oportunidad de interpretar la informacion y
construir un disefio que representara una situacion especifica, la mayoria lo
lograron, y pudieron verificar por medio de las herramientas de Cabri, que su
disefio era correcto y que la igualdad entre las distancias se conservaba,
pese a cambiar las condiciones iniciales del problema. Algunos alumnos
tuvieron dificultad en la interpretacion de la informacién, y no pudieron hacer
una construccion adecuada; después de releer detenidamente el problema,

y con ayuda de algunas ideas expuestas por los compafieros, lo lograron.

En la actividad 2, trabajaron con un triangulo identificando sus elementos
principales y hallaron sus medidas. Descubrieron que a partir de diferentes
desplazamientos de los vértices, el triangulo se deforma generando nuevos

triangulos y asi mismo nuevas medidas y mayores opciones de reflexion.

En las actividades 3, 4 y 5 realizaron construcciones de tres figuras
diferentes con su respectiva macro construccion, comprobando su
perfeccion a partir de las herramientas de la calculadora; tuvieron la
oportunidad de explorar dichas figuras, establecer relaciones, sacar
diferentes conclusiones y verificar algunas propiedades a partir de la

interactividad en las construcciones.

Notablemente la motivacién en los estudiantes estuvo presente, hacian
preguntas, sacaban conclusiones, se veian alegres y con entusiasmo, sus
informes no fueron muy ordenados pero en la socializacion realizada
después de cada actividad y en las construcciones que realizaron

demostraron el esfuerzo con el que trabajaron.
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7.2.3 Andlisis de resultados. En el desarrollo de este taller se obtuvieron

los siguientes resultados:

? Los estudiantes conocieron el funcionamiento del programa a partir de

la exploracion de cada una de las herramientas.

? Descubrieron como a partir de una situacion particular se puede llegar
a una general por medio de desplazamientos para generar mayores
opciones de reflexion. Ademas pudieron relacionar conceptos de un
triangulo a partir de una aplicacién practica, donde la buena

interpretacion de la informacion era indispensable.

? Aprendieron a utilizar correctamente cada comando, para que la
construccion se conservara pese a los desplazamientos o

modificaciones realizadas.

? El nimero ? era simplemente un valor: 3,14. Por medio de esta

actividad pudieron observar con que elementos esta relacionado, y

gue es un valor aproximado, el valor real es mucho mas complejo.

? Observaron por medio de modificaciones que el valor de ? es el

mismo a pesar de cambiar el radio de la circunferencia. Estudiaron el

concepto de longitud de una circunferencia.

? Verificaron las propiedades de un cuadrado a partir de su construccion
en Cabri y descubrieron porque esta construccion origina exactamente
un cuadrado. Observaron como a partir de esta construccion el
cuadrado conserva sus caracteristicas, a pesar de cambiar las

condiciones iniciales.
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? Verificaron las propiedades del triangulo equilatero, descubriendo que
la medida de cada uno de sus angulos es 60° para cualquier triangulo
equilatero y que ademas es una propiedad exclusiva de los triangulos
equilateros. Descubrieron geométricamente porque esta construccion

origina un tridngulo equilatero.

7.2.4 Conclusiones. El desarrollo de este taller generdé motivacion en los
estudiantes, constantes cuestionamientos, curiosidad y entusiasmo en cada
una de las actividades; objetivos principales del taller, por esta razén la

aplicacion del taller fue todo un éxito.

Se logré capacitar a los estudiantes con respecto al funcionamiento del
programa y dar una vision amplia de las ventajas de introducirlo en la
ensefanza de la trigonometria. Se logro de alguna manera crear un ambiente
de exploraciéon a través de manipulacién de figuras y construcciones,

mostrando el caracter interactivo y dinamico de este programa.
7.3 TALLER No. 2

TALLER No. 2

EL TRIANGULO

La trigonometria tiene su origen en el estudio de las medidas del triangulo,
diversos problemas del mundo real incluyendo problemas de navegacion y
topografia requieren la resoluciéon de triangulos, por esta razon la relacion
gue existe entre la geometria y la trigopnometria se hace intensamente
necesaria.
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Actividad No. 1

En el programa Cabri Geometry realice lo siguiente:

Construya un fridngulo isésceles. Describa el procedimiento empleado para la
construccién. ¢Qué propiedades se cumplen en un tridngulo isésceles. Utilice la
calculadora para explorar.

Construye un tridngulo escaleno. ¢Es posible construir un tridngulo escaleno con
2 dngulos congruentes? Inténtelo.

¢Qué sucede con los dngulos en un tridngulo escaleno?

Actividad No. 2

1. Construya un tridngulo cualquiera ABC. Marque y mida los dngulos interiores A, B
y C del tridngulo. Con la opcidn calcular sume la medida de dichos dngulos. ¢Qué
ocurre? (Sucede esto con otros tridangulos? Verifiquelo.

2. Si el tridngulo es rectdngulo, ¢qué sucede con la suma de las medidas de los
dngulos que no son rectos?.

3. Construya una recta, sobre uno de los segmentos del tridngulo. Mida cada uno de
los dngulos que se forman con la recta y los lados del tridngulo. Lldmelos Dy E
respectivamente.

4. Arrastre uno de los vértices, tome los datos de 4 ftridngulos diferentes
(incluyendo un tridngulo rectdngulo isésceles y un tridngulo equildtero) vy
complete la siguiente tabla:

Triangulo ? A ? B ? C ? D ? E
No
1
2
3
4
5. ¢Qué relaciones se pueden encontrar en los dngulos de un tridngulo?

Actividad No. 3

Construya un tridngulo cualquiera ABC, marque un punto H en el interior del
tridngulo.

Una cada uno de los vértices del tridngulo con el punto H.

Construya los 3 tridngulos que se han formado. Calcule el drea de cada
tridngulo. Teniendo en cuenta que Cabri guarda cada elemento de la construccion
en el orden en que se hizo la construccion.
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4. Desplace el punto H hasta que dos de los tridngulos sean iguales.

5. ¢Qué se necesita para que los tridngulos sean iguales? Utilice las herramientas
de la calculadora para comprobar que son iguales.

6. Establezca una proposicion relacionada con la congruencia de tridngulos.

Actividad No. 4
Construya dos tridngulos de manera que dos lados y el dngulo comprendido entre ellos
sean respectivamente congruentes. ¢Qué relacion existe entre los otros dngulos y el

otro lado al compararlas entre si?

Observe las siguientes figuras y responda:

Figura 1 Figura 2

1. Enla figura 1. Si BD es congruente con BE y BC es congruente con BA, ¢El
dngulo E es congruente con el dngulo D? ¢Por qué?

2. Enla figura 2. Si SP es congruente con TQ y el dngulo W es congruente con el
dngulo R, ¢Cudles tridngulos son congruentes? ¢Por qué?

Actividad No. 5

Construya un tridngulo ABC y llame F al punto medio del lado BC. Construya dos
tridngulos mds que sean rectdngulos e isésceles y cuyas bases sean AB y AC
respectivamente. Lldmelos ABD y ACE. Mida los lados y los dngulos del tridngulo DEF y
clasifique dicho tridngulo.
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Actividad No. 6

Construya dos rectas que se corten en un solo punto. Trace una recta paralela a una de
las dos rectas. Mida todos los dngulos que se forman. Lldmelos A, B, C, D, E, F, Gy H
respectivamente. Cada pareja de tridngulos recibe un nombre especial, a partir de la
figura diga que dngulos son:

a) Opuestos por el vértice
b) Alternos internos

c) Alternos externos

d) Correspondientes

¢Qué sucede con cada pareja de dngulos?

Observa la siguiente figura. ¢Cémo podrias demostrar que la recta AB es paralela a la
recta CD?

7.3.1 Disefio y elaboracion. La trigonometria tiene su origen en el estudio
del triangulo, diversos problemas del mundo real incluyendo problemas de
navegacion y topografia requieren la resolucion de triangulos. Por esta razon
la relaciobn que existe entre la geometria y la trigonometria se hace

intensamente necesaria. Esta introduccién fue elaborada para exponer a los



estudiantes la importancia de este taller y las causas que motivaron su

realizacion.

Este taller se disefié con el propdsito de estudiar y repasar propiedades,
teoremas y conceptos relacionados con los elementos de un tridngulo. Para
lograr un buen desempefio en el campo de la trigopnometria es importante
contar con una completa base de conocimientos sobre triAngulos y poder
establecer relaciones entre éstos, ya que de esto depende basicamente el
éxito de la resolucion de un problema en trigonometria. Cada actividad
propuesta en el taller, trae consigo alguna propiedad, concepto o teorema
relacionado con el triangulo, que se pretende que el estudiante construya a

partir de la situacion observada y de las conclusiones que pueda sacar.

Se presentan 5 actividades relacionadas con la construccién de triAngulos
donde a través de la exploraciéon se llega a conclusiones muy importantes.
Se presenta también una actividad relacionada con parejas de angulos
congruentes, que permite que el estudiante explore, compruebe y demuestre
algunas proposiciones relacionadas con la congruencia de angulos y el
concepto de paralelismo.

El taller ha sido disefiado en forma clara, con actividades suficientemente
orientadas, para que el estudiante comprenda cada paso; ademas gracias al
dinamismo de Cabri, se logra crear un ambiente de exploracién agradable al
estudiante y con muy buenos resultados. (Ver anexo C).

7.3.2 Protocolo de la situacion. Los estudiantes recibieron el material de
trabajo, gracias a la introduccion del taller adquirieron una idea del trabajo a

realizar y de la importancia del buen desarrollo del taller para las préximas
actividades.
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En la actividad 1, algunos estudiantes construyeron un triangulo isésceles a
partir de una circunferencia, tomando como los lados congruentes, 2 radios
de la misma. Otros utilizaron transferencia de medidas para construir dos
segmentos de igual longitud, por medio de desplazamientos construyeron el
triangulo isdsceles, pero en este caso la construccion no podia ser
modificada a partir de desplazamientos. Otros prefirieron el camino facil y lo
hicieron con la opcién triangulo, luego calcularon la medida de dos de sus
lados, y desplazaron los vértices hasta obtener un triangulo isésceles, pero
desafortunadamente su construccion fracasé. Luego a partir de la
exploracién descubrieron las propiedades de los triangulos y las relaciones

existentes.

En la actividad 2, a partir de la informacion obtenida y registrada en una
tabla de datos, pudieron descubrir todas las propiedades de los &ngulos en
las diferentes clases de triangulos, y cémo calcular a partir de algunos
angulos conocidos, el valor de los otros. Algunos alumnos tuvieron dificultad
para establecer estas relaciones, pero al final llegaron a conclusiones muy

importantes.

En las actividades 3 Y 4, trabajaron con el concepto de congruencia de
triangulos, entendiendo por medio de una aplicacién préactica los criterios de
congruencia LLL, LAL y ALA. Los alumnos relacionaron el concepto de
congruencia con el de igualdad de areas, lo que se esperaba debido al
disefio de la actividad, a través de una pequefia exploracion pudieron
observar que dos triangulos no necesitan ser congruentes para tener igual

area, pero cuando son congruentes si tienen areas iguales.

En la actividad 4 se pedia construir dos triAngulos de manera que dos lados
y el angulo comprendido entre ellos fueran respectivamente congruentes, la

mayoria de los alumnos intentaron diferentes procedimientos con segmentos,

72



pero no se conservaban las caracteristicas, otros fueron muy recursivos
utilizando el rectangulo para garantizar que cada pareja de lados eran
respectivamente congruentes y al angulo comprendido entre ellos se trataba
de un angulo recto, para terminar de cumplir las condiciones del enunciado.
Algunos simplemente no pudieron hacerlo, pero al escuchar las soluciones
de sus compafieros pudieron observar lo facil que era y ademas que se
generaban dos angulos congruentes, descubriendo asi otro criterio de
congruencia de triangulos. La segunda parte se convirti6 en un ejercicio
practico para aplicar los conceptos de congruencia, lo cual se realizo sin
problema y la mayoria de los estudiantes acertaron en sus respuestas;
algunos presentaron dificultad en relacionar los teoremas con la figura,

debido a que no interpretaron correctamente las figuras.

La actividad 5, fue una actividad mas divertida donde los estudiantes por
medio de las herramientas que ofrece la calculadora, clasificaron un

triangulo generado a partir de cierta construccion.

En la actividad 6 , los estudiantes pudieron establecer relaciones de
congruencia entre parejas de triangulos y relacionarlos a partir de su
ubicacién, con su respectivo nombre. Ademas descubrieron la relaciéon que
existe entre los conceptos de paralelismo y congruencia de angulos. Fue una
actividad facil, donde todos estuvieron en capacidad de desarrollarla, la
dificultad se presentdé en el momento de demostrar que dos rectas son
paralelas a partir de la congruencia de triangulos. A raiz de esto se hizo una

explicacion geométrica en el tablero, donde pudieron despejar sus dudas.

El taller se desarroll6 en forma rapida y tratando de despejar con especial

cuidado las dudas de los estudiantes.
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7.3.3 Anédlisis de resultados. Los estudiantes en el desarrollo de este taller

alcanzaron los siguientes logros:

? Trabajaron los conceptos de triangulo isGsceles, escaleno y equilatero,
asi como de triangulo rectangulo y oblicuangulo. Descubrieron las
propiedades en cada uno de estos triangulos y establecieron

relaciones entre ellos.

? A partir de la exploracion en cada uno de los diferentes tipos de
triAngulos, encontraron las relaciones existentes entre la medida de

sus angulos, ya sean interiores o exteriores.

? Estudiaron y aplicaron los teoremas de congruencia de triangulos LLL,
LAL, ALA. Y entendieron la diferencia que existe entre ser

congruentes y tener igual area.

? Estudiaron los conceptos de angulos opuestos por el vértice,
adyacentes, correspondientes, alternos internos y alternos externos y

su relacion con rectas paralelas.

7.3.4 Conclusiones. Este taller se convirtio en una forma significativa de
estudiar y repasar algunos conceptos relacionados con triangulos y sus
elementos. A partir de este momento los estudiantes estan en capacidad de
trabajar con diferentes tipos de triangulos, establecer relaciones entre sus
elementos, calcular ciertos valores por medio de las propiedades y teoremas

gue analizamos y estudiamos con atencion.
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7.4 TALLER No. 3

TALLER No. 3

EL TEOREMA DE PITAGORAS

Desde nuestra educacién primaria nos han mencionado y hemos utilizado el
teorema de Pitdgoras, pero realmente conocemos su importancia en las
matematicas? ¢ Podemos utilizarlo para solucionar diversos problemas?

¢ Podemos hacer una demostracion de este teorema? En este taller
encontraremos el sentido del teorema de Pitagoras y conoceremos otras
curiosidades que se derivan de este famoso teorema.

TEOREMA 1. Teorema de Pitdgoras. En un tridngulo rectdngulo el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

A

b C c’> = a% + b?

c ! B
a

? Sia=6cmyc=8cm. Encuentre el valor de b.

Actividad No. 1

A
c b=4cm
B C
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? En el tridngulo isdsceles ABC de la figura 1, encuentre el valor de c y el valor de
a.

? Enel tridngulo equildtero ABC de la figura 2, encuentre el valor de la altura.

Actividad No. 2

Utilice la calculadora TI-92 Plus y el programa Cabri Geometry para comprobar el
teorema de Pitdgoras, de la siguiente manera:

1. Construya un tridangulo rectdngulo AOB, siendo O el dngulo recto.

2. Construya ahora los cuadrados ABCD, AOJR y BOKJ exteriores al tridngulo
AOB. Calcule el drea de cada uno de los cuadrados.
Con la opcion calcular sume las dreas de los cuadrados AOJR y BOKJ.
En la pantalla aparecerd la respuesta.
Verifique el teorema de Pitdgoras.
Desplace los vértices del tridngulo, sin perder la forma de tridngulo rectdngulo.
Observe y responda: <(¢Se conserva la igualdad entre el cuadrado de la
hipotenusa y la suma de los cuadrados de los catetos?

oo r®

GENERALIZACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS. Si en vez de construir un
cuadrado sobre cada lado del ftridngulo, construimos ofra figura, por ejemplo un
tridngulo equildtero, <el drea de la figura construida sobre la hipotenusa es igual a la
suma de las dreas de la figuras construidas sobre los catetos?. Realice esta
construccién. ¢Qué sucede? (Porqué se cumple esta generalizacidn?

Actividad No. 3

Veamos ahora una demostracién mds formal. Construya un cuadrado ABCD. Siendo P,
Q. Ry S puntos sobre los lados del cuadrado de tal forma que: AS=BP=CQ=DR=ay
SB=PC=QD=RA=bh.

Una los puntos P, Q, Ry Sy suponga que el lado del cuadrado PQRS es c.

¢Cudl es el drea del cuadrado ABCD?

¢Cudl es el drea de cada uno de los tridngulos?

Calcule el drea de los 4 tridngulos.

Como el drea del cuadrado ABCD es igual a la suma de las dreas de los 4
tridngulos mds el drea del cuadrado PQRS, establezca esta relacién y observe
que sucede.

6. (Realmente es esta una demostracion para este teorema? ¢Por qué?

SR
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Actividad No. 4

Analice ahora el siguiente problema y observe como se puede aplicar el teorema de
Pitdgoras.

Dados dos tridngulos equildteros ABC Y DEF, construya un tridngulo equildtero PQR cuya
drea sea igual a la suma de las dreas de ABC y DEF.
1. Suponga que los lados del triangulo ABC mide cada uno x y los lados del tridngulo
DEF mide cada uno y.
2. Suponga también que los lados del tridngulo PQR a construir mide cada uno z.

3. El drea de cada tridngulo es: 23 x?, 23 y* y 23 z°. Compruébelo.
4 4

4. Como el drea del tridngulo PQR debe ser igual a la suma de las dreas de los
tridngulos ABD y DEF, establezca esta relacidn.

5. Simplifique. ¢Qué ocurre?

6. Bastard ahora con construir un tridngulo equilatero sobre la hipotenusa de un
tridngulo rectdngulo de catetos x e y. Constriyalo utilizando Cabri Geometry.

Actividad No. 5.

Ahora intente resolver este problema que también involucra al teorema de Pitdgoras.
(Sin utilizar su calculadora)

Dibuje un rectdngulo ABCD.

Dibuje un punto P en su interior.
Trace los segmentos AP, BP, CP y DP.
Demuestre que: AP? + CP? = BP? + DP?

Awp e

El hecho de que aparezca en el enunciado una suma de cuadrados nos hace sospechar que
debemos utilizar el feorema de Pitdgoras.

7.4.1 Disefo y elaboracion. Desde la educacion primaria los estudiantes
han utilizado el teorema de PitAgoras, pero realmente no conocen su
importancia en las matematicas, no pueden aplicarlo para solucionar
diversos problemas y no estan en la capacidad de realizar una demostracion

del mismo. Este taller es una sencilla demostraciébn del sentido y la
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importancia del teorema de Pitdgoras y otras curiosidades que se derivan del

mismo.

El taller ha sido disefiado con el propdésito de presentar una serie de
actividades donde se involucra el teorema de Pitagoras, para enriquecer el
entendimiento del mismo y lograr en los estudiantes la capacidad de

relacionarlo con diversos problemas que requieren de él para su solucion.

Inicialmente se presenta la parte mecanica y rutinaria del teorema, es decir,
ejercicios basicos de encontrar el valor de la hipotenusa o el valor de los
catetos en algunos triangulos; también se incluyen ejercicios donde las
propiedades de cierto tipo de triAngulos son indispensables para su solucion;
adquiriendo asi habilidad y recursividad en cada problema. Luego se
presenta una verificacion en forma clara y secuencial del teorema de
Pitagoras utilizando el programa Cabri Geometry. También se incluye un a
actividad para generalizar el teorema de Pitagoras y una demostracion un

poco mas formal para realizar en lapiz y papel.

Las dos actividades finales estan relacionadas con aplicaciones del teorema,
es decir; se presenta otra alternativa de presentacion de problemas que lo

involucran.

El taller ha sido disefiado para motivar a los estudiantes con actividades
diferentes que tengan sentido y relacion; ademas exponer los grandes

poderes de este famoso teorema. (Ver anexo D).

7.4.2 Protocolo de la situacién. En la actividad 1, los estudiantes aplicaron

el teorema de Pitdgoras para calcular la medida de todos los lados de tres
triangulos rectangulos diferentes, entre los cuales se incluy6é un triangulo

rectangulo isésceles y un triangulo equildtero, para que a partir de las

78



propiedades de éstos pudieran aplicar el teorema y solucionarlos; dichos

problemas se solucionaron con facilidad.

En la actividad 2 se realiz6 una verificacion geométrica del teorema de
Pitagoras, algunos alumnos siguieron detenidamente cada paso teniendo
especial cuidado en las construcciones, es decir en el momento de construir
un cuadrado lo hicieron con el procedimiento adecuado ya aprendido o
utilizando la macro construccién ya elaborada. Otros por el contrario
construyeron cuadrados sin ningun tipo de procedimiento pese a haberlo
visto en el taller No 1, y sus construcciones fracasaron en el momento de
cambiar las condiciones iniciales del triangulo. Los alumnos descubrieron la
relacion que existe entre los cuadrados de los catetos de un tridngulo y el
cuadrado de la hipotenusa, ademas por medio de una pequefia exploracion
pudieron darse cuenta que ésta relacidbn se cumple en cualquier triangulo

rectangulo y que es propiedad exclusiva de éstos.

Gracias al conocimiento de la construccién de un triangulo equilatero, los
estudiantes pudieron hacer la prueba en una forma diferente; es decir, en
lugar de construir un cuadrado sobre cada lado del triangulo construyeron
triangulos equilateros y pudieron observar como la relacion entre los catetos
y la hipotenusa se conserva. El problema se presenté cuando intentaron
descubrir el porqué de esta situacion, para ello se realiz6 una explicacion en
el tablero, descubriendo otra hermosa demostracion del teorema de
Pitdgoras.

En la actividad No 3, los estudiantes demostraron de una manera formal, es
decir un poco mas argumentativa el teorema de Pitdgoras. Pero se les
dificultd responder porque ésta era una demostracion real del teorema de

Pitagoras, la mayoria de los estudiantes no respondieron, debido a que no
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observaron que cada triangulo formado correspondia a un triangulo

rectangulo y de ahi la demostracion.

La actividad 4 se convirti6 en una situacién un poco dificil de entender para
los estudiantes, debido a que se cambié la forma en que se presentan los
problemas que involucran el teorema de Pitagoras, es decir no podian
relacionar este teorema con el problema. Se sospechaba por el enunciado
que habia que utilizarse pero no era muy claro el porqué de dicha aplicacion.
Después de realizar paso a paso se fue aclarando un poco mas la situacion y
la actividad logré sorprender a los estudiantes quienes a pesar de la
completa explicacion de los pasos, afortunadamente hacian preguntas
relacionadas con el porqué de la solucion del problema. Resultd muy

interesante y muy agradable para cada uno de ellos.

En la actividad 5, la mayoria de los estudiantes construyeron triangulos
rectangulos sobre los rectangulos y pudieron establecer relaciones por medio
del teorema de Pitdgoras para demostrar la igualdad presentada. Otros (muy
pocos) no utilizaron éste recurso y hacian preguntas como : ¢Qué tiene que
ver el teorema de Pitagoras con éste problema, si se trata de rectangulos?,
esto es precisamente lo que se pretende superar con estos talleres, que los
alumnos se olviden que los teoremas y las proposiciones en matematicas
estan dadas soélo para ciertas figuras y ciertos problemas y que no pueden

ser aplicables a ningun otro tipo.

7.4.3 Analisis de resultados. En el desarrollo de este taller se observaron

los siguientes resultados:

? Los estudiantes entendieron el teorema de Pitdgoras y mecanizaron

su aplicacion en triangulos rectangulos.
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? Verificaron en diversas formas el teorema de Pitdgoras:
geomeétricamente, algebraicamente y graficamente. Y realizaron una

demostracion del mismo.

? Descubrieron otras aplicaciones del teorema de Pitdgoras, diferentes

al calculo de medidas de los lados de un triangulo.

? Descubrieron la importancia de las propiedades de los triangulos, para
solucionar problemas.

? Realizaron diferentes construcciones que dependian exclusivamente
de construcciones ya realizadas, Yy entendieron porque deben

realizarse adecuadamente las construcciones.

7.4.4 Conclusiones. El taller se convirtié en una actividad interesante, llena
de curiosidades y cuestionamientos cuyas respuestas enriquecian mas el
conocimiento. Los estudiantes ademas de dominar la mecéanica del teorema,
pudieron darle aplicacion al teorema en diversas formas, donde todo lo que
hacian tenia sentido.

Pudieron comprender la importancia de este fantastico teorema que ha
enriquecido por siglos la ciencia de las matematicas y que lo seguird
haciendo en la medida que los estudiantes lo entiendan, lo analicen y lo

puedan aplicar en el momento indicado y en la situacion adecuada.

7.5 TALLER No 4
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TALLER No. 4

RESOLUGION BE PROBLEMAS

Enfrentarnos a un problema matematico, nos exige una actitud adecuada,
estrategias de pensamiento, estrategias de solucién, organizaciony
estructuracion de los conocimientos, inspiracion, capacidad de observacion y
otros aspectos que si utilizamos adecuadamente, tendremos éxito en nuestra
labor.

El objetivo de este taller es proporcionar una guia prdctica para la adquisicién de una
serie de actitudes y estrategias con el fin de mejorar la forma de enfrentar un problema
a través de diversas sugerencias y recomendaciones que se dardn a continuacién. La
intencion fundamental de este taller no es divertir, sino iluminar, motivar, orientar, y
ayudar a ejercitar.

RECOMENDACIONES PRINCIPALES

Un verdadero problema es un auténtico reto. Por esta razén se debe enfrentar con
confianza, tranquilidad, disposicién de aprender, curiosidad y gusto por el reto. Algunas
veces cuando nos enfrentamos a un problema, no sabemos que hacer, por donde empezar,
que conceptos utilizar, es decir nos sentimos inhabilitados para resolver el problema.
Existen diferentes tipos de bloqueos que entorpecen frecuentemente nuestra actividad
mental y nos llevan a esta situacion, entre ellos: pereza, miedo, apatia, desinterés,
dificultad en la percepcion del problema, incapacidad para desglosar el problema,
desorganizacion de la informacion. Por esta razén debemos adquirir ciertos hdbitos y
ciertos procedimientos frente a los posibles bloqueos que amenazan nuestra actividad
mental como por ejemplo:

?  Utilizar la pregunta como anzuelo para extraer las ideas principales.

? Elaborar una lista de ideas entorno al problema, que nos ayude a definirlo méas
claramente y a hacer una revisién util de los elementos concretos que nos pueden
conducir a su solucion.

? Entender el problema: interpretar el enunciado; clasificar las partes principales del
problema: datos, condiciones; familiarizarse con el problema.

? Plantearse preguntas como: ¢Qué nos piden? ¢Cuales son los datos? ¢Me
recuerda algun otro problema parecido? ¢Puedo enunciar el problema de otra
forma? ¢Qué hago? ¢Coémo lo hago? ¢Con qué cuento? ¢ Cuales son las
condiciones? ¢Por qué hago esto? ¢Es logica la solucion? ¢Pueden existir otras?

? Utilizar diferentes estrategias de solucidon que expondremos mas adelante en este
taller.
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Actividad No. 1 UN MODELO PARA LA SOLUCION DE UN PROBLEMA.

1. FAMILIARICESE CON EL PROBLEMA. Entienda a fondo el problema, organice la
informacion, clasificdndola en datos, incégnitas, condiciones. ¢Qué piden? (Cudles son los datos?
represente el problema, haga un dibujo con los datos del problema, explique y escriba este
problema con sus propias palabras.

2. BUSQUE ESTRATEGIAS, PARA DISENAR UN PLAN DE SOLUCION. Identifique a donde
debe llegar, que conceptos y que estrategias puede utilizar, ¢Qué relacidn hay entre los datos?
¢Qué relacion hay entre los datos y las incdgnitas? ¢En que sentido afectan la condiciones al
problema? ¢Cémo va a solucionarlo? ¢Por qué de esta forma?

3. EJECUTE EL PLAN DE SOLUCION. Ejecute organizadamente paso por paso. Argumente y
verifique cada paso. ¢Podria decir por que hace cada cosa? Si la estrategia le da algin problema
insiste, si la estrategia falla claramente, cambia de estrategia.

4. REVISE EL PROCESO Y SAQUE CONCLUSIONES. Todo problema debe aportarnos nuevos
conocimientos o reforzar los antiguos, por eso es importante revisar el procedimiento y sacar
conclusiones. Cuando crea que ha terminado el problema repase el proceso paso a paso. ¢Es légica
la solucién? ¢Puede existir otra solucién?

Siga cada uno de estos pasos para resolver el siguiente problema, organizando la
informacion, disefiando un plan de solucién, utilizando su creatividad y todos los
conocimientos adquiridos a través de los talleres anteriores.

N M

En un cuadrado MNPQ, se traza el punto A como indica la figura. El tridngulo APQ tiene
toda la pinta de ser equildtero. ¢Lo es realmente? realice esta construccion en el
programa Cabri Geometry y verifique su solucion.
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Actividad No. 2

Las siguientes estrategias son Utiles a la hora de resolver un problema.

-~

Empiece por lo facil.

Empiece por el final. Consiste en partir de la situacion a llegar y , extrayendo de ella toda la
informacion posible e ir retrocediendo hasta el principio.

Experimente.

Descomponga el problema en partes mas pequefias. Consiste en dividir el problema en
partes pequenfas e ir resolviéndolas sin perder de vista cuél es el objetivo final.

Resolver un problema mas sencillo. Consiste en tratar de resolver el mismo problema con
nameros mas sencillos, con menos elementos, etc... de esta forma serd mas facil comprender
el problema y poder sacar conclusiones aplicables al problema que realmente se nos plantea.
Saque partido de la simetria. Consiste en aprovechar la simetria de ciertas situaciones,
figuras o expresiones para descomponer el problema en otros mas sencillos o para descubrir
alguna irregularidad.

Generalice. Pasar del estudio de una situacién concreta a una general extrayendo una idea
valida para cualquier caso a partir de la comprobacion regularidades observadas en
situaciones u objetos analizados.

Particulice. Consiste en trabajar con ejemplos concretos cuando se desea comprobar alguna
cuestion o situacion general.

Utilice la técnica de ensayo y error. Consiste en elegir un resultado y comprobar si puede ser
la soluciéon del problema. Si la comprobacion es satisfactoria habremos resuelto el problema.
Si no se logra, se repite el proceso con un segunda solucion supuesta. Y asi sucesivamente,
hasta encontrar la solucién o demostrar que el problema no tiene solucion.

Sistematice el trabajo. Consiste en utilizar un método o sistema que nos permita explorar las
diferentes posibilidades de forma ordenada, para evitar que se nos olvide alguna cosa.

Simule la situacion. Se trata de simular o reproducir la accion o la situacion que describe el
problema.

Estudie todos los casos posibles. Consiste en analizar todos los casos posibles que se
puedan dar en una situacion determinada o todas las posibles soluciones.

Haga un esquema, una figura, un diagrama. Consiste en representar, dibujar, esquematizar
la situacion descrita por el problema. La contemplacion del aspecto grafico del problema
contribuye a la mejor comprensién del mismo.

Escoja un lenguaje adecuado y una notacion apropiada.

Utilice todos los recursos disponibles.

Revise todos los conceptos relacionados con el problema.

Solucione los siguientes problemas, elaborando para cada uno un modelo de solucién:

?

El profesor de matemdticas de un curso de 10° grado le dice a los alumnos que ha
construido un tridngulo y que, después de medir cuidadosamente sus dngulos y
sus lados resulta que tienen 42°, 96°, 42°y 4, 5y 7 cm respectivamente. Los
alumnos creen que el profesor les estd fomando el pelo. ¢Como podrian tener la
certeza de que asi es?

Dos postes de teléfono de 10 my 25 m de altura respectivamente se colocardn a
una distancia de 40 m uno del otro. Los postes deben ser sujetados a un punto
de apoyo situado entre ambos. ¢Donde debe situarse el punto de apoyo para que
la suma de las longitudes del cable de cada poste al punto de apoyo sea minima?

84



7.5.1 Disefio y elaboraciéon. El proceso de ensefianza - aprendizaje de las
matematicas debe posibilitar al alumno la adquisicion de unos conocimientos
lo mas completos posible acerca de las cuestiones relacionadas con los
contenidos. No sélo serd necesario que el alumno pase largas y tediosas
horas dedicado al uso y por qué no, abuso, de algoritmos y teorizaciones,
sino que resultara igualmente interesante que adquiera experiencia y soltura
en el manejo de datos, de interpretacién de la informacién y manejo de
estrategias de resolucion de problemas. Con toda seguridad, la interpretacion
de resultados contribuird mejor a la formacion de un espiritu critico que la
“perfeccion” en los mecanismos de calculo, si éstos no se acompafian de un

“porqué”, un “para qué” y un “cuando” usarlos.

Cuando un problema incita al alumno a plantearse diferentes
cuestionamientos sobre el mismo, por ejemplo, si es posible generalizar el
resultado obtenido a otro tipo de numeros o figuras, 0 que pasaria si se
modificaran las condiciones iniciales del problema; en este momento
podemos decir que se ha generado una verdadera investigacion que
seguramente ensefiard mas sobre el contenido tratado que exclusivamente la
reiteracién de ejercicios. Esto sumado a las grandes ventajas que ofrece el
programa Cabri Geometry de exploraciéon y de reflexion nos dara como
resultado un verdadero aprendizage.

Pero no se aprende a resolver problemas por el simple hecho de haber
aprendido determinados conceptos y algunos algoritmos de calculo, se
necesita mas que eso. Por esta razén debemos proporcionar a nuestros
estudiantes herramientas, técnicas especificas y pautas generales de
resolucion de problemas que les permitan enfrentarse a ellos sin miedo y con

cierta garantia.
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En este sentido, este taller ha sido disefiado con el fin de brindar una
orientacion sobre las técnicas, las herramientas, los posibles procedimientos
a seqguir en un determinado ejercicio. Esto no se hace de la noche a la
mafana, pero el taller presenta una breve guia para que el alumno organice
sus ideas y llegue a ser consciente de qué estrategia utilizar4 en un momento
dado, sin que esta reflexion llegue a convertirse en un tratamiento

sistematico de las distintas estrategias.

El objetivo principal de este taller es proporcionar una guia practica para la
adquisicion de una serie de actitudes y estrategias con el fin de mejorar la
forma de enfrentar un problema a través de diversas sugerencias y
recomendaciones. La intencién fundamental de este taller no es divertir, sino

iluminar, motivar, orientar y ayudar a ejercitar.

En la actividad No 1 se presenta una serie de recomendaciones especiales
dedicadas a entender el problema y saber que hacer clasificando ideas,
conceptos y familiarizdndose con el problema. Se presenta también un
modelo para la solucion de un problema que se compone de 4 fases:
familiarizacion, busqueda de estrategias y disefio de un plan de solucion,
ejecucion del plan y revision del proceso, con el fin de que el estudiante
conozca esta alternativa de solucion para que pueda ponerla en practica o

pueda a partir de ella disefiar su propio plan de solucion.

Se debe a continuacién resolver un problema organizando la informacion,
disefiando un plan de solucion, utilizando la creatividad y todos los

conocimientos adquiridos a través de los talleres anteriores.

La actividad No 2 presenta una lista de herramientas generales adecuadas
para solucionar problemas, las cuales los estudiantes deben analizar y hacer

una buena socializacion para entender las funciones respectivas de cada una
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de ellas. Se presentan a continuacién 2 problemas con el fin de aplicar
dichas herramientas, disefiar planes de soluciébn y observar que los
procedimientos no siempre son los mismos, pero si hay unos mas
sofisticados que otros, y que gracias a la revision del proceso podemos
observar cual nos brinda mayores oportunidades de reflexion, analisis y

adquisicion de conocimientos. (Ver anexo E).

7.5.2 Protocolo de la situacién. Este taller se caracterizd por ser en un
gran porcentaje, tedrico y de reflexion. Después de realizar detenidamente
cada lectura, se iba haciendo la socializacion correspondiente, se planteaban
preguntas, se analizaba paso a paso cada idea, cada estrategia y se
intentaban plantear ejemplos sencillos o simplemente se exponia lo que se

entendia a cerca de cada estrategia.

Se generd una discusion acerca de lo que es realmente un problema, porque
todos sabemos que no es problema todo lo que parece, ya que se presenta
una confusion muy generalizada entre los términos “problema” y “ejercicio”.
Se llegd a la conclusién que un problema es una situacion que un estudiante
no puede resolver usando los conocimientos que tienen inmediatamente
disponibles. En un ejercicio, el estudiante conoce el algoritmo que una vez
aplicado lo llevar4d a la solucion. En realidad resolver un problema es

simplemente lo que hacemos cuando no sabemos que hacer.

Entre las cosas que afectan el proceso de solucion en los estudiantes se
destaco la falta de una buena interpretacién de la informacioén, por que es alli
donde inicia todo el fracaso de la solucion. Todos estuvieron de acuerdo en
afirmar que esto se debe a que no se hace una buena lectura de ésta y una

buena organizacion de las ideas, datos e incégnitas.
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Los estudiantes mencionaron los conocidos bloqueos asegurando que dichos
bloqueos se presentan cuando se intenta resolver un problema. Por esta
razén s hizo una breve discusion acerca de las posibles causas de estos
blogueos y se mencionaron estrategias e ideas para combatirlos. En este
sentido se mencionaron las grandes fuentes de la mayoria de los bloqueos:
La percepcion del problema. Los estudiantes se ven afectados por una
fijacion que hace ver lo que no hay. Esto lo vimos cuando intentamos
resolver otra figura que involucra triangulos pero que no los presenta
directamente como ocurrid en uno de los ejercicios anteriores. El entorno
cultural y la carga emocional. Estos bloqueos nacen del medio donde se
mueve el estudiante. Por lo tanto tienen que ver con el lugar, el momento y
con quien se esté trabajando, pudimos mencionar mas especificamente:
circunstancias fisicas, prisas, agobios, falta de confianza, de concentracion,
miedo al riesgo, el horror a equivocarse, la incapacidad de relajamiento y la
falta de motivacion. El blogueo intelectual y expresivo. Este blogueo afecta
principalmente a los procesos intelectivos y de aprendizaje del estudiante,
por ejemplo la eleccién incorrecta del lenguaje para abordar el problema, el
uso inadecuado de las estrategias y la falta de conceptos, de analisis de la

informacién y de una buena organizacion de las ideas.

Después de analizar cada uno de estos bloqueos, todos estuvieron de
acuerdo en afirmar que cualquiera que sea el caso del origen del bloqueo
debemos estar atentos a que aparezcan y debemos ser conscientes de que
apareceran. De esta forma los recibiremos como algo natural y trataremos

de atacarlos de la mejor forma.

En la actividad 1, se presenté un modelo para la solucién de un problema, el
cual fue analizado, estudiado, recomendado y del cual se esperan excelentes
resultados. Los estudiantes tuvieron la oportunidad de solucionar un

problema geométrico, a partir de éste modelo de solucion y pudieron darse
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cuenta de la ayuda enorme que puede brindar una buena organizacion. En
este problema se pedia demostrar que un triangulo era realmente equilatero
y se presentd una situacion muy significativa, ya que algunos estudiantes por
medio de una asignacion de valores al azar a los angulos de la figura
lograron que todos los angulos del triangulo midieran 60°, otro alumno por el
contrario, utilizando la misma estrategia logré hacerlo no equilatero, pero en
las dos soluciones habian procedimientos sin justificar que se observaron al
revisar el proceso. Los estudiantes observaron como un problema se presta
para diferentes interpretaciones pero que deben ser conscientes de que no
todo lo que brilla es oro y es en este momento cuando la argumentacion
constituye un papel primordial en la resolucion de un problema.
Inmediatamente se realiz6 la construccion en Cabri explicando el
procedimiento para generar angulos de un valor determinado y angulos
negativos, para obtener la construccion adecuada. Gracias a la interactividad
de Cabri los estudiantes pudieron ver después de cambiar el valor del angulo
en la construccion y utilizando las herramientas de la calculadora que el
triangulo es equilatero si los dos angulos dados son 15° cada uno y no 30°.
La solucién geométrica para esto se realizd en el tablero, resultd un poco

compleja para los estudiantes pero realmente logré impresionarlos.

En la actividad 2, los estudiantes analizaron diversas estrategias,
entendiendo la funcion de cada una, para estar en capacidad de aplicarla en
el momento indicado, se dieron ejemplos, hubo suficiente participacion

logrando generar un ambiente de motivacion e interés.

Se solucionaron dos problemas para los cuales se pretendia utilizar planes
de solucion, estrategias y ademas el uso del programa Cabri Geometry;
discutiendo la posibilidad de que fueran ejercicios y no problemas. En el
problema 1, hicieron uso de los conceptos sobre triangulos y llegaron

rapidamente a la solucion, argumentaron muy bien. En el problema 2, los
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estudiantes manejaron diferentes estrategias como la de hacer un diagrama,
estudiar todos los casos posibles, ademas utilizaron el teorema de Pitadgoras
pese a que algunos estudiantes no pudieron relacionarlo debido a la falta de
entendimiento del problema, no describieron sus planes de solucién, pero a
juzgar por lo que se observé si fueron utilizados. Algunos alumnos fueron
muy recursivos utilizando el programa Cabri Geometry haciendo una
construccion perfecta de la situacion, observando todos los casos posibles, y
pudieron darse cuenta de la grandiosa herramienta de trabajo con la que
cuentan haciendo un mejor analisis de la situacion. Otros por el contrario no
entendieron el problema, no utilizaron la calculadora y no relacionaron el
teorema de Pitagoras, pero gracias a las explicaciones realizadas por los
estudiantes en la discusién de la solucién pudieron darse cuenta que era algo
muy facil y que la solucion si estaba en sus manos, falt6 motivaciéon para

hacerlo.

7.5.3 Analisis de resultados. En el desarrollo de este taller se observaron

los siguientes resultados:

? Los estudiantes lograron entender que un problema es un auténtico
reto que se debe enfrentar con confianza, tranquilidad, disposicion de
aprender, curiosidad y gusto; y que la mejor forma de abordar un
problema es construir un modelo de solucién donde cada una de las
etapas es igualmente importante: Familiarizacion, disefio, ejecucion y

revision.

? Reconocieron que la comprension del problema es el paso principal
para obtener éxito en el proceso de solucion. y que en revisar el
problema se encuentra la mayor fuente de aprendizaje, ya que a partir

de ésta se obtienen conclusiones muy importantes.
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? Conocieron y analizaron diversas estrategias de solucion adecuadas

para enfrentarse a problemas de trigopnometria.

? Aceptaron que resolver un problema es algo mas significante y grato

que la simple repeticidn de ejercicios rutinarios y mecanicos.

? Conocieron diferentes bloqueos y sus posibles causas y determinaron

cual son las mejores armas para combatirlos.

? Entendieron la importancia de contar con un modelo mental de las
fases del proceso de resolucion de un problema, puesto que facilitara
el acercamiento al mismo.

7.5.4 Conclusiones. Los estudiantes estuvieron motivados e interesados
con todo lo relacionado en el taller, ya que mas que ser una guia practica, se
convirtié en respuestas a cuestionamientos propios de la labor del estudiante
y ademas a partir de esta informacion lo estudiantes estaran en la capacidad
de disefiar sus propios modelos de solucidon y ser conscientes de qué
estrategia aplicar y en el momento adecuado.

7.6 TALLER No.5

TALLER No 5

ANGILO, S0 MDA 1 SEEIANZA D2 FIANBULS

La trigonometria es la rama de las mateméticas que estudia las relaciones
entre los lados y los angulo de los triangulos. El grado y el radian son
unidades de medidas de los angulos. El concepto de angulo es fundamental
en el estudio de la trigonometria, por esta razon dedicaremos este taller a
repasar todos los conceptos relacionados con angulos y sus medidas.
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Se puede definir un dngulo como la regién del plano comprendida entre dos semirrectas
que tienen su origen comin. A las semirrectas se les llama lados y al origen comdn
vértice. Si fomamos uno de los lados como inicial (inmadvil) y consideramos que el dngulo
se forma cuando, el lado final rota sobre su origen en sentido contrario al movimiento de
las manecillas del reloj, el dngulo es positivo, si el desplazamiento en sentido contrario el
dngulo es negativo.

Actividad No. 1

Dado que un dngulo es una magnitud, podemos medirlo. Pero para ello necesitamos
unidades de medidas adecuadas que vamos a definir en dos sistemas diferentes.:

Sistema Sexagesimal. Dadas dos rectas perpendiculares se llama dngulo recto a cada
uno de los 4 dngulos iguales que forman al cortarse.

? En el programa Cabri Geometry construya dos rectas perpendiculares. Mida uno
de los dngulos que se forman. ¢En grados cada region del sistema de coordenadas
rectangulares a cudnto equivale?

Si dividimos este dngulo recto en 90 partes iguales, a cada parte se le llama grado
sexagesimal (°). Cada grado se subdivide en 60 minutos (') y cada minuto en 60
segundos ("). Calcule el valor en grados de los dngulos que se presentan en la siguiente
figura:

X

N

? Represente estos dngulos en la construccién realizada en la calculadora y
verifique sus respuestas.
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Sistema circular. Otra unidad de medicién es el radidn. Para medir un dngulo en
radianes, utilizamos un sistema de coordenadas en el cual el lado inicial del dngulo
coincide con el eje positivo X y el lado final se encuentra en el plano como en la figura.

?

Los lados del dngulo intersecan al circulo de radio

/’ r, en los puntos oy , donde t es un valor entre oy
2? dado que una circunferencia completa tiene
\/ 360° y su longitud total es 2?r, en la

circunferencia caben 2?r / r = 2? radianes. Este
ndmero t es la medida en radianes del dngulo.

A partir de este procedimiento calcule la medida en radianes para los dngulos:
90°, 180°, 270°, 360°.

Actividad No. 2

En Cabri realice lo siguiente:

?

Represente una circunferencia. Marque dos radios y encuentre los puntos de
interseccion entre los radios y la circunferencia, lldmelos A y B respectivamente.
Mida el dngulo que se forma entre los radios.

Construya un arco desde A hasta B en sentido contrario a las manecillas del reloj
y calcule su longitud. Calcule la longitud del radio.

Desplaza el punto B hasta que la longitud del radio y la longitud del arco sean
iguales. ¢Cudl es la medida del dngulo?

Modifique la circunferencia cambiando la medida, ¢Qué sucede con la longitud
del arco? ¢Qué ocurre con la medida del dngulo?

Este dngulo que se ha construido mide exactamente un radidn. A partir de esta
situacién construya una definicién para un radidn.

Si 360° equivale a 2? radianes, ¢A cudnto equivale 1 radidn en grados?
Comprueba este valor en la construccién realizada.

Encuentre una regla general para convertir grados en radianes y radianes en
grados y transforme 5? / 6 en grados y 120° en radianes.

Actividad No. 3

Un dngulo central es un dngulo cuyo vértice es el centro de una circunferencia. Un arco
es el segmento de circunferencia formado cuando los lados del dngulo central cortan la
circunferencia.
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Represente una circunferencia, calcule su longitud y calcule la longitud del radio.
Represente un dngulo central y marque los puntos de interseccion que forman los
lados del dngulo y la circunferencia.

Construya un arco entre los dos puntos en sentido contrario a las manecillas del
reloj y calcule su longitud.

Sabemos que una circunferencia corresponde a 360°.

Establezca una regla de tres con los datos obtenidos, relacionando la longitud de
la circunferencia con su medida en grados, para encontrar el valor del dngulo
central.

Calcule el valor del dngulo central con las herramientas de la calculadora.
¢Coinciden?

A partir de este procedimiento. <¢Como se calcula la medida de un dngulo
central? Generalice esta situacién.

Actividad No. 4.

Un dngulo inscrito APB es un dngulo cuyo vértice es un punto cualquiera P del circulo y
sus lados son dos cuerdas APy PB del circulo que determinan un arco AB.

1. Realice la construccion de un dngulo inscrito en el programa Cabri .

2. Calcule la medida del dangulo central del arco intersecado.

3. Calcule el valor del dngulo P con la opcién dngulo.

4. Establezca una relacién entre los dos valores y complete la siguiente proposicion.
La medida de un dngulo inscrito es la de la medida de su arco central

intersecado.

Generalice esta proposicidn, realizando diferentes desplazamientos, para obtener
diversas formas de exploracion.

Actividad No. 5

Asi como existen criterios para la congruencia de tridngulos, también existen criterios
para la semejanza de tridngulos:

Recuerde: Dos tridngulos son semejantes si tienen la misma forma.

En Cabri realice lo siguiente:

Construya un tridngulo en el cual uno de sus dngulos interiores mida 35°.
Construya otro tridngulo mds grande en el cual uno de sus dngulos interiores mida
también 35°.

¢Son semejantes?
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4. Mida todos los dngulos interiores de cada uno de los tridngulos.

5. Transforme el tridngulo hasta que obtenga la misma forma del primero, de tal
forma que los tridngulos no sean iguales.

6. ¢Qué ocurre con los dngulos?

7. Establezca el primer criterio de semejanza a partir de lo que se observa en este
caso.

8. Aparentemente los lados correspondientes de los tridngulos son paralelos,
utilice las herramientas que le ofrece la calculadora en la opcién “verificar
propiedad” y compruebe ésta suposicién.

Actividad No. 6

Recuerde: Una proporcién es una igualdad entre dos razones.
Por ejemplo las razones a / by ¢ / d son proporcionales sia/ b = ¢ / d, siempre y cuando
by d sean diferentes de cero.

En Cabri realice lo siguiente:

1. Construya un tridngulo cualquiera de base AB.

2. Trace una recta paralela al segmento AB que corte los otros lados del tridngulo,
marque los puntos de interseccién entre la paralela y los lados del tridngulo y
lldmelos D y E.

Mida los segmentos AC, DC, BC, CE, AB y DE.

Segln la definicién se puede establecer una proporcién entre estos segmentos.
¢Cudntos tridngulos puede observar en esta figura?

¢Son semejantes?

Establezca el segundo criterio de semejanza a partir de la construccion.

NoObsw

Existe otro criterio de semejanza llamado LAL (LADO - ANGULO - LADO): Si un dngulo
de un tridngulo es congruente con un dngulo de otro tridngulo, y si los dos lados que
comprenden al dngulo son proporcionales, entonces los tridngulos son semejantes.

¢Los tridngulos ABC, DCE son semejantes? ¢Por qué?
¢Los tridngulos ACD y BCE también son semejantes?

A B
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7.6.1 Disefio y elaboracién. La trigonometria es la rama de las
matematicas que estudia las relaciones entre los lados y los angulos de los
triangulos. Un angulo lo forman dos semirrectas, llamadas lado inicial y lado
final respectivamente, con un origen llamado vértice. Los estudiantes solo
conocen una forma de calcular las medidas de los angulos: “Utilizando el
transportador”; desde su educacion primaria les ha enseflado que los
angulos se miden en grados pero la definicion de grado siempre esta ausente
y es imposible entender su significado. Este taller propone una nueva forma
de abordar el estudio de la medida de los angulos, por medio de la reflexion y
la observacion de regularidades en distintas situaciones, para llegar a leyes
generales y de esta forma construir el conocimiento entendiendo cada

concepto y relacionandolo con lo que corresponda.

El taller presenta en la actividad 1 la forma de medir angulos en grados con
el objetivo de que los estudiantes aprendan a ubicar angulos en posicion
normal en un sistema de coordenadas rectangulares a partir del valor del
angulo en grados y de esta forma puedan calcular el valor en radianes de
dicho angulo, utilizando los puntos de corte entre la circunferencia y los lados
del angulo. De esta forma los estudiantes conocerdn los dos sistemas
utilizados para medir angulos: sistema sexagesimal (grados) y sistema

circular (radianes).

Resulta muy facil dar una definicién de radian como la siguiente: “Se llama
radian al angulo que teniendo su vértice en el centro de un circulo corta en
su circunferencia un arco de longitud igual al radio” Tal vez los estudiantes
se aprendan esto memoristicamente, pero nunca llegaran a entender lo que
significa realmente. La actividad 2 tiene el propdsito de dar esta definicion a
partir de una construccion en el programa Cabri Geometry, donde a través
de cada paso utilizado el estudiante va creando su propia definicién para asi

poder entender lo que dicen los libros acerca de lo que significa un radian.
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También el estudiante por medio de la reflexibn debe averiguar a cuanto
equivale un radian en grados y verificar su respuesta en la construccion
hecha en la calculadora y establecer una regla general para la conversion de
grados en radianes y viceversa. También se brinda la oportunidad de que los
estudiantes observen que objetos se involucran en la medicion de angulos en

radianes.

La actividad 3 pretende mostrar como se calcula la medida de un angulo
central a partir de la longitud de su arco intersecado. En la actividad 4
relaciona la medida de un &ngulo inscrito, con la medida de su angulo central
intersecado y en la actividad 5y 6, el estudiante debe descubrir los criterios
de semejanza de triangulos. Es muy normal que en la ensefianza de este
tema, se reciten los criterios y se intente resolver ejercicios, resulta ser una
tarea muy comprometedora, para quienes no logren entender las condiciones
de cada criterio. En este sentido, esta actividad propone una nueva forma
de entender los criterios, basada en la reflexion y en los analisis hechos por

el estudiante.

Finalmente se presenta un ejercicio practico sobre semejanza de triangulos

para afianzar los conceptos.

Este taller ha sido elaborado con el fin de brindar seguridad y capacidad de
argumentacion a los estudiantes en lo relacionado con medicion de angulos,

tema fundamental en el estudio de la trigonometria. (Ver anexo F).

7.6.2 Protocolo de la situacién. Después de entender el concepto de
angulo se graficaron diferentes angulos positivos y negativos; luego en la
actividad 1 los estudiantes tuvieron la oportunidad de medir angulos

principales: 90°, 180°, 270° y 360° en grados y radianes de una forma facil
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comprendiendo graficamente porque 90° ? ?/2, 180° ? ?, 270° ? 3? /2y

360°7 27 .

En la actividad 2, los estudiantes pudieron construir y observar cuando un
angulo mide un radian relacionando su medida en grados algebraicamente y
verificando su respuesta con los datos suministrados por la calculadora;.
también pudieron establecer una regla general para hacer conversiones entre
grados y radianes y los ejercicios los realizaron facilmente entendiendo su

procedimiento que es lo mas importante que pudo sacarse de esta actividad.

Las actividades 3 y 4 se convirtieron en una sencilla forma de exploracion de
las relaciones existentes entre angulos y sus arcos intersecados. Los
estudiantes a patrtir de las reflexiones y observaciones realizadas a partir de
las construcciones establecieron reglas generales para la medida de angulos
centrales e inscritos. Aqui se propuso como actividad para trabajar en casa,
encontrar las relaciones que existen entre los angulos y los arcos
intersecados entre dos cuerdas que se cortan en una circunferencia. Estas
actividades se caracterizaron porque cada paso del procedimiento tenia
sentido para los estudiantes, quienes trabajaron con empefio y lograron
excelentes resultados, presentado informes ordenados y lo mas importante

acertando en las conclusiones.

En la actividad 5, descubrieron que dos triangulos son semejantes si tienen
dos angulos respectivamente congruentes estableciendo el primer criterio de
semejanza, relacionando el concepto de paralelismo y verificando por medio
de las herramientas de la calculadora que realmente los lados
correspondientes de los triangulos semejantes son paralelos. Los estudiantes

aprendieron a manejar la opcion de rotacion cuando se quiere construir una
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figura con un &ngulo determinado. Asi las construcciones se hacen mas

perfectas y no tenemos que aproximar, otro de los grandes poderes de Cabri.

En la actividad 6, los estudiantes repasaron los conceptos de proporciéon y
los otros dos criterios de semejanza de triangulos a partir de diferentes
construcciones y reflexiones de las situaciones presentadas. A la hora de
desarrollar los ejercicios de aplicacion se not6 un gran avance en la
realizacion, gracias a esto se pudo comprobar que entendieron los criterios
de semejanza y que por medio de actividades como ésta y utilizando el

programa Cabri Geometry se pueden obtener excelentes resultados.

7.6.3 Anédlisis de resultados. En el desarrollo de este taller se alcanzaron

los siguientes resultados:

? Los estudiantes entendieron el concepto de medicion de angulos en
grados y radianes y el porqué de cada valor. Algo que casi siempre se
omite dando por hecho que los estudiantes deben aceptar que 360° =
2?.

? Representaron los angulos principales hallaron su valor en grados y
en radianes y por medio de las herramientas de la calculadora

pudieron verificar sus respuestas.

? Entendieron y construyeron el concepto de radidn estableciendo una

regla general para la conversion de medidas de los angulos.
? Establecieron reglas generales para calcular medidas de angulos

centrales, inscritos, formados por la interseccibn de dos cuerdas;

utilizando la medida de sus arcos intersecados.
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? Estudiaron y manejaron criterios de semejanza de triangulos,
entendiendo que dos triangulos son semejantes si tienen la misma
forma y no igual area y no es necesario que sean iguales, es decir;
dos triangulos iguales son semejantes, pero dos triangulos semejantes

no siempre son iguales.

? Observaron como se involucra el concepto de paralelismo y el de

proporcion en la semejanza de triangulos.

7.6.4 Conclusiones. Este taller antes de presentar ejercicios mecanicos se
dedicé con especial cuidado a construir a partir de diferentes situaciones
donde el estudiante reflexiond, analizd, observé y sacd conclusiones, pudo
construir conocimientos relacionados con angulos, indispensables para el

estudio de la trigopnometria.

En el taller se observaron grandes avances y mayor motivacion para abordar
el tema, gracias a la presentacion de las actividades y los constantes
cuestionamientos por parte de los estudiantes. La educacion seria mas
agradable y mas significativa si el estudiante pudiera asegurar que todo lo

gue aprende tiene sentido y relacion.

7.7 TALLER No. 6

TALLER No. 6

FUNGIONES TRIGONOMETRICAS

Resolver un triangulo es hallar el valor de sus lados y sus angulos cuando se
conocen algunos de ellos. Para esto contamos con las funciones
trigonométricas de angulos del triangulo en funcion de sus lados.
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En el triangulo rectdngulo adoptaremos, el siguiente convenio de nomenclatura para
sus 6 elementos (3 lados, 3 angulos). Al angulo recto lo llamaremos B y los otros
dos Ay C respectivamente. A cada lado se le nombrara igual que al angulo opuesto
pero con letra mindscula. Dado un tridngulo rectangulo, y fijandonos en uno de sus
angulos agudos, llamaremos cateto opuesto a €l que tiene enfrente y cateto
adyacente al que forma uno de sus lados. La hipotenusa es por definicién el lado
mayor del triangulo.

Actividad No. 1

Vamos a definir las funciones trigonométricas. Para ello necesitamos un conjunto de
salida que serdn todos los dngulos centrales de la circunferencia de radio r y un
conjunto de llegada que serdn todas las parejas ordenadas (x , y) que satisfacen la
ecuacién ¥ + y° = r. A cada dngulo central le asignamos el punto (x , y) correspondiente
al extremo del lado final del dngulo, de la siguiente forma:

En Cabri realice lo siguiente:

? Represente una circunferencia de radio 1. Construya un dngulo central AOB y
encuentre su medida.
Trace por el punto B, una perpendicular al lado inicial del dngulo.
Marque el tridngulo que se forma al realizar esta construccién. Calcule la longitud
de los catetos del tridngulo.

? Calcule el valor del seno de el dngulo central y el valor del coseno del dngulo
central. Compare estos datos con las longitudes de los catetos, ¢qué sucede?

? Segln esta construccién, a que corresponden respectivamente Seno de ?vy
Coseno de 2.
Amplie la circunferencia, que sucede con esta relacion.
Calcule el cociente entre los catetos del tridngulo y la longitud del radio. (Qué
ocurre?

? Segln esto, (A que corresponden respectivamente Seno ? y Cos ? cuando el
radio es diferente de 12.

Ademds de las funciones Seno y Coseno, existe otra funcion trigonométrica
fundamental: la funcién Tangente. Esta funcién hace corresponder cada dngulo con el

cociente y / x de las coordenadas del extremo de lado final del dngulo.

? Compruebe con la construccién anterior esta definicién.
Actividad No. 2

? Construya dos circunferencias concéntricas de radios 1y 4 respectivamente.
Trace un dngulo central que interseque las dos circunferencias. Encuentre los
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puntos de interseccion P(x ,y)y Q(x1 , y1) entre las circunferencias y el dangulo
trazado.

? Trace por los puntos A y B respectivamente dos perpendiculares al lado inicial
del dngulo.

? Marque los puntos de interseccion entre el lado inicial del dngulo y las rectas
perpendiculares y lldmelos A y B respectivamente.

? Trace los dos tridngulos OAP Y OBQ que se forman. Los tridngulos que se han
formado son semejantes. ¢Por qué?

? Si dos tridngulos son semejantes los lados homélogos son proporcionales.
Establezca esta proporcién.

Ahora bien, sabemos que OA = x, OB = x;, AP =y, BQ= y;, OP=1,0Q = R.
Reemplace estos datos en la proporcion anterior.

? Tome parejas de estas tres razones y defina la funciones trigonométricas seno,
coseno y tangente. ¢A que equivale Sen ?, Cos ? y Tan ?, en la circunferencia de
radio 1?

? Reemplace estos datos en la proporcién y defina las funciones trigonométricas en
una circunferencia de radio diferente de 1.

Actividad No. 3

Las razones trigonométricas de un dngulo en un tridngulo rectdngulo se definen en
funcidn de sus lados.

? Construya un tridngulo rectdngulo ABC, donde B es el dngulo recto, b es la
hipotenusay ay c son los catetos del tridngulo.
Calcule la longitud de cada uno de los lados del tridngulo.
Calcule la medida del dngulo C.
Calcule la medida del Seno del dngulo C y del coseno del dngulo C, con la
calculadora de Cabri.

? Establezca una relacién entre los lados del tridngulo y la medida del seno y el
coseno del dngulo C.

Actividad No. 4

Sin utilizar la calculadora. Halle los valores de las funciones seno, coseno y tangente de
los dngulos agudos en:

? Un tridngulo rectdngulo isésceles.

? En un tridngulo rectdngulo cuyos dngulos agudos miden 30° y 60°
respectivamente.
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Existen 6 funciones trigonométricas de las cuales hemos estudiado seno, coseno y
tangente. Las otras tres son: cosecante, secante y cotangente, las cuales definiremos
como los inversos multiplicativos del seno, coseno y tangente respectivamente.

? (Segln esta informacién a que equivale cada una de estas nuevas funciones?

Las razones trigonométricas son la base fundamental de numerosas
aplicaciones matemadticas y fisicas. Su comprension significa un avance
importante en el estudio de las matemadticas.

7.7.1 Diseiio y elaboracién. Nuestro objeto de estudio son las relaciones
trigonométricas, la ley del seno y la ley de coseno en el triAngulo. Por esta
razon los talleres anteriores fueron dedicados al estudio de conceptos
relacionados con este tema y gracias a ello se realizarda un estudio mas

significativo para alcanzar nuestros objetivos.

La mayoria de los estudiantes de trigonometria han aprendido una serie de
formulas acerca de las funciones trigonométricas es decir conocen de
memoria que el seno de un angulo es igual al cateto opuesto sobre la
hipotenusa, y asi las otras 5 funciones restantes. Seria muy interesante
poder mostrar al estudiante la validez de estas relaciones, todo lo que ellas
significan y los elementos que involucran. En este sentido este taller pretende
realizar esto y mucho mas, para que éste estudio se convierta en algo
interesante y con sentido para los estudiantes, lejos del aprendizaje de

férmulas y algoritmos para resolver ejercicios rutinarios.
En la actividad No 1 se definen las funciones trigonométricas para un angulo

de un tridangulo construido sobre una circunferencia de radio 1, mostrando en

gue forma afecta la longitud del radio a las funciones trigonométricas, gracias
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al caracter interactivo de Cabri, definiendo asi las funciones trigopnométricas

para un triangulo rectangulo a partir de un sistema de coordenadas.

En la actividad 2, los estudiantes deben definir nuevamente las funciones
trigonométricas para un angulo trazado en diferentes circunferencias
concéntricas para descubrir que el valor de las funciones no depende de la
longitud de los catetos sino exclusivamente de la amplitud del angulo.
Ademas a partir de las proporciones realizadas en esta situacién debido a la
semejanza de triangulos se estableceran las relaciones trigonométricas del

angulo.

En la actividad 3, se definiran las funciones trigonométricas para un triangulo
rectangulo en funcién de sus catetos y su hipotenusa y servira de ejemplo
para asignar a cada elemento del tridngulo la nomenclatura adecuada y en la
actividad 4, el estudiante debe encontrar el valor de las funciones
trigonométricas para angulos de 45° 30° y 60° utilizando todas las
propiedades de los triangulos. Por esta razon el taller pide encontrar las
funciones trigonométricas de los angulos agudos en un triangulo rectangulo
isésceles. El estudiante debe estar en la capacidad de construir en un
triangulo equilatero, 2 triangulos rectangulos, para encontrar el valor de las

funciones para un angulo de 60°y 30°.

Finalmente se definen las otras 3 funciones restantes secante, cotangente y
cosecante.

Las razones trigonométricas son la base fundamental de numerosas
aplicaciones matematicas y fisicas. Su comprensién significa un avance muy
importante en el estudio de las matematicas. Por esta razén este taller
pretende exponerlas de forma diferente utilizando el programa Cabri

Geometry y tratando de darle sentido a cada definicion procurando verificar
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gracias a la interactividad de Cabri, las relaciones existentes y los elementos

sobre los cuales se encuentran definidas. (Ver anexo G).

7.7.2 Protocolo de la situacion. Afortunadamente los estudiantes ya
conocian las férmulas de las funciones trigonométricas para un triangulo
rectdngulo, el taller les sirvi6 para comprobar valores, para encontrar

relaciones y para entender el sentido geométrico de dichas funciones.

Todos los estudiantes conocian estas férmulas para un triangulo rectangulo
pero en el momento en que se llevO a un sistema de coordenadas
rectangulares, se presentaron dificultades para relacionar el cateto opuesto
con la coordenada vy, y el cateto adyacente con la coordenada x. Después de
una breve explicacion entendieron la relacion que existe y porque se debe
trabajar sobre un sistema de coordenadas.. Por medio de las herramientas
de Cabri descubrieron en que forma las funciones trigpnométricas se ven

afectadas por el radio con el que se esté trabajando.

En la actividad 2, descubrieron que las funciones trigonométricas no
dependen de la longitud de los lados del tridngulo sino de la amplitud del
angulo gracias a la interactividad de Cabri. Ademas calcularon las funciones
en diferentes angulos observando como se mantiene esta situacion para

condiciones iniciales diferentes.

La actividad 3, fue una simple retroalimentacion de lo aprendido en un
triAngulo rectangulo y utilizando la nomenclatura adecuada y definiendo las
funciones trigonométricas en funcion de los catetos del tridngulo y la

hipotenusa. No hubo ninguna dificultad para establecer dichas relaciones.

En la actividad 4, se definieron en b misma forma las funciones secante,

cotangente y cosecante y se descubrieron las relaciones que existen entre
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éstas y las funciones seno, coseno y tangente y luego se trabajaron 2
ejercicios, que rompieron la monotonia en que se trabajan los problemas
sobre este tema, es decir, no se pidid al estudiante hallar las funciones en un
triAngulo rectdngulo conocidos los valores de sus lados. Los estudiantes
debieron utilizar las propiedades de los triangulos para encontrar el valor de
las funciones trigopnométricas de los angulos basicos y el proceso resultd
todo un éxito, aunque se brindd un poco de asesoria para lograrlo, el
segundo punto no pudo ser desarrollado por los estudiantes ya que les faltd
un poco de creatividad para descubrir que un triangulo cuyas medidas de sus
angulos son 30°, 60° y 90° se encuentra facilmente cuando se divide un
triangulo equilatero en dos trazando su altura.

El taller se convirtio en una actividad facil, de exploracién, de analisis y de
astucia para alcanzar todos los objetivos.

7.7.3 Analisis de resultados. En el desarrollo de este taller se alcanzaron

los siguientes resultados:

? Se logr6 motivar a los estudiantes para el estudio de las relaciones
trigonométricas presentandose dicho tema en forma diferente,

logrando que todo lo que aprendieran tuviera sentido y relacion.

? Los estudiantes observaron que las funciones trigonométricas no
dependen de los lados del tridngulo sino exclusivamente de la

amplitud del angulo.

? Se trabajo el concepto de semejanza de triAngulos y se relacion6 con

el estudio de las funciones trigopnométricas.
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? Se utilizaron las propiedades de los tridngulos y otros conceptos
aprendidos anteriormente para encontrar el valor de las funciones

trigonométricas de diferentes angulos.

7.7.4 Conclusiones. El estudio de las funciones trigonométricas paso de
ser una simple memorizacién de formulas y aplicacion, a una explicacion
significativa de su definicion y las relaciones con los elementos involucrados
convirtiéendose en una alternativa diferente de presentar las relaciones
trigonométricas en el triAngulo rectangulo, el cual logr6 motivar a los
estudiantes quienes estuvieron atentos, concentrados y trabajaron con

empefio logrando excelentes resultados.

7.8 TALLER No 7

TALLER No. 7

RESOLDEION TRIANGULOS RECTANCLES

Concentraremos ahora toda nuestra atencion en resolver triangulos, donde el
teorema de Pitagoras, las funciones trigopnométricas y todas las propiedades
de los tridngulos seran nuestras herramientas de trabajo.

El programa Cabri Geometry permite plantear, resolver y comprobar el resultado de
cualquier problema de resolucién de tridngulos, la representacion grdfica y la
manipulacién de los objetos nos ayuda a comprender el proceso.

Actividad No. 1. RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS.

Resolver un tridngulo es hallar el valor de sus lados y sus dngulos cuando se conocen
algunos de ellos.
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Construya un tridngulo cuyos lados AB = 4cm, AC = 2.83cm el dngulo
comprendido entre los dos, es decir, A = 60°. ¢Cudl es el valor de los otros
elementos? Utilice la calculadora para explorar.

Si se conoce el lado AB = 5cm los dngulos A = 30°y B = 120° ¢Se podria dibujar
un tridngulo de lados AC = 6, CB = 5 y el dngulo A = 45°? Utilice la construccién
anterior para explorar.

¢Conociendo dos dngulos de un tridngulo cualquiera podemos conocer el tercer
dngulo? ¢ Por qué? Trate de demostrarlo.

¢Es suficiente conocer el valor de un dngulo de un tridngulo rectdngulo para
conocer todos sus dngulos? ¢Qué ocurre en los tridngulos isésceles y escaleno?
¢Se puede construir un tridngulo rectdngulo equildtero?

Elabore una lista de las propiedades, teoremas, herramientas, que hemos
estudiado y que nos ayudardn en esta parte de la trigonometria.

Un tridngulo ABC tiene un dngulo recto B y dos dngulos agudos A y C. Los lados
del tridngulo AB y AC miden 3 y 4 cm respectivamente. Encuentre el valor del
tercer lado y utilice las funciones Seno y Coseno para encontrar la medida de los
dngulos A y B. Aseglrese de que su calculadora este en modo DEGREE.

Resuelva el tridngulo ABC, en el cual c = 36 m y el dngulo A = 56°.

Construya estos tridngulos en el programa Cabri Geometry y verifique sus
respuestas.

Actividad No. 2. CONSTRUCCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS.

Resolver un tridngulo es un proceso mecdnico, donde a través de la prdctica se logra la
perfeccién. Tal vez resulte aburrido repetir este proceso que fdcilmente podria hacerlo
una calculadora si la programamos para ello. Lo importante es conocer el proceso y saber
el porqué de dicho proceso. En este sentido esto ya lo conocemos, ahora vamos a
simplificar el trabajo:

Vamos a elaborar un disefio en Cabri para construir tridngulos rectdngulos, conocidos
algunos de sus elementos. De esta forma podemos conocer todos los valores restantes.

?

Vamos a construir un tridngulo rectdngulo en el que la hipotenusa mide 1.5 cm y
un cateto mide 1 cm y vamos a calcular todos sus elementos.

Edite los valoresa=15cmy c=1cm. En una semirrecta de origen B, transfiera
las medidas anteriores.

Construya una circunferencia con centro en B y radio 1.5.

Trace una recta perpendicular a la semirrecta y que pase por el punto C.
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Encuentre el punto de interseccion entre la circunferencia y la recta
perpendicular.

Construya el tridngulo formado por los puntos B, C, y A en el punto de
interseccién.

Calcule la medida de todos los lados y todos los dngulos.

Se ha construido un modelo para resolver cualquier tridngulo rectdngulo conocido
dos de sus lados.

Teclee doble Enter en cada uno de los valores asignados y cambie los datos.
Observe lo que sucede.

De esta misma forma construya un modelo para construir tridngulos rectdngulos
conocidos el valor de un lado y un dngulo.

¢Se puede construir un modelo similar para tridngulos rectdngulos conociendo los
tres dngulos?

¢Qué conclusién se puede sacar de todo esto?

Actividad No. 3 Medir la altura de una montafia.

En la llanura desde un punto cualquiera se mide el dngulo B de elevacion a una montafia y
se obtiene 43°, nos acercamos a la montafia 80 m y se vuelve a medir el dngulo C de
elevacion obteniéndose 52°. Halle la altura de la montafia. Resuelva este problema sin
utilizar su calculadora, elaborando un plan de solucién y utilizando todo su ingenio para
llegar a la respuesta.

?

1.

Ahora realice el siguiente procedimiento en Cabri:

Edite los valores 0.8, 43 y 52. Recuerde que en Cabri debemos dividir entre 100
las cantidades grandes, para que las figuras puedan representarse fdcilmente, al
final debemos multiplicar la respuesta por 100.

Construya una semirrecta que empiece en B. Transfiera 0.8 sobre la semirrecta.
Girela 43° respecto del punto B y girela 52° respecto del punto C. Etiquete el
punto como D en la interseccion de la dos semirrectas. Trace una perpendicular
que pase por D y llame A al punto de interseccién de las semirrectas
perpendiculares. Construya los tridngulos, oculte lo que no sea necesario.

Mida los dngulos.

Mida la altura. ¢La altura de la montafia es 275 m? Compare esta respuesta con
la de su ejercicio.

Construya la montafia con la opcién poligono tecleando Enter en los distintos
vértices, el dltimo tiene que coincidir con el primero.

Actividad 4.
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Solucione el problema que se presenta a continuacion Unicamente utilizando la
calculadora, construya un disefio para la situacion y encuentre la respuesta con las
herramientas de la calculadora.

Se necesita construir una rampa para llegar a una puerta. La distancia entre el suelo y el
nivel de la puerta es de 1.5 pies. No quiere que el dngulo de inclinacion sea mayor de
15.24° grados. La distancia desde la calle a la puerta es de 6 pies. ¢Hay suficiente
espacio para construir la rampa?

Como ocurre en el problema que se planted es habitual que se presente la necesidad de
efectuar algunas mediciones que de no ser por la trigonometria, supondrian un trabajo
arduo. En la mayoria de los casos basta con recolectar algunos datos y relacionar las
férmulas trigonométricas con los elementos apropiados en un tridngulo rectdngulo. De
este modo pueden llevarse a cabo mediciones que tal vez logren asombrarte.

7.8.1 Disefio y elaboracién. La trigonometria tiene su origen en el estudio
de las medidas del triangulo. Muchos problemas del mundo real requieren
resolucion de triangulos. Ademéas en muchos temas de matematicas de
importancia, tales como a representacion matricial de giros, los angulos de
direccién de vectores, las coordenadas polares y la expresion en forma
trigonométrica de nimeros complejos, se necesitan razones trigonométricas,
subrayando mas intensamente la conexion que existe entre la geometria y el

algebra.

Las calculadoras cientificas deben facilitar la ensefianza de la trigonometria
al proporcionar mas tiempo lectivo y mas potencia en los célculos. Las
utilidades gréficas proporcionan herramientas dinamicas que permiten que el
alumno realice el modelo de muchas situaciones de problemas realistas por
medio de ecuaciones trigonométricas. Las situaciones graficas deben jugar
también un papel importante en la adquisicion de estructuras conceptuales

de las propiedades de las funciones trigonométricas.
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Los estudiantes deben estar en la capacidad de resolver triangulos aplicando
meétodos trigonomeétricos. En este sentido este taller busca presentar de
forma diferente el proceso de resolucién de tridngulos, utilizando la
tecnologia como herramienta fundamental para ahorrar calculos vy
procedimientos innecesarios y para que por medio de las reflexiones
realizadas a partir de la utilizacién del programa Cabri Geometry, se puedan

sacar diversas conclusiones y construir el conocimiento.

En la actividad 1, se presenta por medio de preguntas y analisis de
situaciones, las pautas generales para la resolucién de tridngulos, el
estudiante en este nivel de la propuesta debe estar en capacidad de resolver
dichas preguntas y saber que conceptos debe utilizar, cuando utilizarlos y

porqué utilizarlos.

Para esta propuesta metodoldgica adquirir una habilidad en la busqueda de
valores de los elementos del triangulo, es un proceso necesario pero que en
cierta forma se convierte en un ejercicio aburrido para el estudiante que
domina la mecanica de solucion, por esta razén, este taller proporciona al
estudiante procedimientos para construir en el programa Cabri Geometry un
modelo de solucion de triangulos, para que a partir de una asignacion de
valores determinados se solucionen diferentes tipos de triAngulos
rectangulos. Lo importante es que el estudiante conozca y entienda el

proceso, pero el programa es quien hace la tarea larga.

Se presentan problemas que involucran la resolucion de triangulos
rectangulos, donde el estudiante ademas de realizar todo el proceso de
solucién, utilizando las relaciones trigopnométricas tiene la oportunidad de
verificar su solucion construyendo un disefio para la misma situacion en
Cabri, para realizar mas adelante los problemas de este tipo de una forma

mas sistematica y rapida.
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Es importante explicar, que los procedimientos que realiza la calculadora son
procesos mecanicos, que el estudiante conoce y domina y que en cualquier
situacion donde no cuente con éste tipo de ayuda, podra resolverla sin
problema. Esto sélo constituye una forma mas practica, mas amena y mas

rapida de solucion.

7.8.2 Protocolo de la situacion. Los estudiantes conocian el proceso de
solucién de triangulos rectangulos pero el taller se convirti6 en un proceso
mas significativo, donde a partir del analisis hecho por los estudiantes se
sacaron diversas conclusiones y el proceso de ensefianza — aprendizaje se

hizo mas enriquecedor en diferentes aspectos.

Los estudiantes resolvieron diferentes tipos de triangulos, de diversas
formas, adquiriendo facilmente la mecanica de resolucion, utilizaron las
herramientas y los conocimientos adquiridos en los talleres anteriores, para
interpretar, analizar y afianzar todos sus conocimientos acerca de solucion de

triAngulos rectangulos.

En la actividad 1, cada punto propuesto se desarroll6 haciendo la respectiva
socializacion y entendiendo mas a fondo el proceso. En los primeros puntos
de la actividad 1, se presenta una situacion muy interesante ya que se pide al
estudiante que construya por medio de Cabri un triangulo con datos pre
determinados, el cual no puede ser construido, los estudiantes intentaron
construir dicho triangulo, usando el método de ensayo y error, pero no lo
lograron, luego después de sugerir que utilizaran la opcion de rotacion para
generar los angulos conocidos, se verifico graficamente que dicho triangulo
no podia ser construido, es decir; los estudiantes conocieron de dados
algunos datos en un tridngulo, en algunos casos dichos datos no originan
ningun triangulo. Se presentan también ejercicios practicos donde el

estudiante adquiere la mecanica de la resolucion de triangulos. Algunos
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estudiantes fueron muy ordenados y no tuvieron problema para resolver los
ejercicios, otros por el contrario presentaron dificultades, pero gracias a la
socializacion realizada se adquirié la mecanica de solucién de triangulos de

forma clara, convirtiéndose en un proceso facil para los estudiantes.

Los estudiantes utilizaron adecuadamente las herramientas de transferencia
de medidas, rotacion y edicibn numérica necesarias para construir un disefio
perfecto verificando con éxito sus respuestas. Algunos intentaban hacerlo al

azar pero siempre aproximaban.

En la actividad 2 después de construir un modelo propuesto para la solucién
de triangulos rectangulos en Cabri, exploraron diversos triangulos cambiando
las condiciones iniciales, trataron de disefiar su propio modelo utilizando
otras condiciones iniciales, pero la mayoria de modelos no funcionaban como
el anterior, ¢Por qué? Tal vez el hecho de que en la anterior apareciera una
circunferencia podria darnos una idea para construir el otro. La verdad no
hubo ningun estudiante tan inspirado, pero se intentd, se utilizaron rotaciones
y perpendiculares para construir el tridngulo rectangulo con estas
condiciones y los estudiantes pudieron construir el modelo de solucién para
éste caso, seguidos de las instrucciones impartidas. Para construir el modelo
correspondiente a 3 angulos como condiciones iniciales, se utilizaron
rotaciones, teniendo en cuenta el sentido en que se originan los angulos. El
taller fue placentero para los estudiantes y se salié de la monotonia sobre la
cual constantemente se trabaja este tema.

En la actividad 3, se llewd a la préactica lo aprendido y los alumnos se
beneficiaron de las propiedades de la calculadora para explorar y verificar
sus respuestas. Gracias a la interactividad de Cabri, con un solo tridngulo

se obtienen registros de diferentes triangulos para que el estudiante saque
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por si solo conclusiones importantes y establezca reglas generales para

engrandecer mas su conocimiento.

El dltimo problema lo trabajaron directamente en la calculadora, haciendo
disefios muy creativos y con respuestas acertadas. Se escogio el mejor
disefio realizado por un estudiante para anexar en este proyecto. Algunos
estudiantes no pudieron realizar la construccion por si solos, pero con un

poco de orientacion lo lograron.

7.8.3 Anaélisis de resultados. En el desarrollo de este tller, los alumnos

alcanzaron los siguientes resultados:

? Conocieron y manejaron el proceso de soluciébn de triangulos

rectangulos.

? Establecieron relaciones entre los conceptos adquiridos anteriormente

y el proceso de solucién de triangulos rectangulos.

? Determinaron a partir de las diferentes reflexiones hechas a partir de
las construcciones cudales elementos minimos se requieren para

solucionar un triangulo completamente.

? Pudieron darse cuenta en que forma la tecnologia se convierte en una
gran herramienta de trabajo.

? Construyeron y manejaron disefios para solucionar tridngulos en el
programa Cabri Geometry para ahorrar tiempo y célculos

innecesarios.
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? Pudieron relacionar el proceso de solucién con actividades practicas
donde se ponia en juego la buena interpretacion de la informacion y la
excelente relacion del problema con los conocimientos adquiridos

hasta este momento.

? Realizaron los ejercicios sobre triangulos rectangulos en el programa
Cabri Geometry sin necesidad de utilizar lapiz y papel, logrando mayor
habilidad en la interpretacion de la informacion y la construccién de

graficas que representaran exactamente la situacion.

7.8.4 Conclusiones. EIl proceso de resolucion de triangulos es un tema
agradable, facil muy importante en el estudio de la trigonometria de él
depende basicamente el éxito de ella. En este sentido, este taller se convirtié
en una forma enriquecedora de presentar dicho proceso, dejando de un lado

la monotonia y la repeticion de ejercicios sin ningun sentido.

Se traté de llegar a los estudiantes en forma clara, precisa y concisa sobre
todo lo relacionado con el tema, se utilizd la tecnologia como fuente
fundamental del desarrollo del pensamiento y se logré motivacion gracias a la
interactividad de Cabri. Es muy interesante poder ensefiar con sentido y
relacion y utilizando favorablemente los recursos que nos proporciona el

entorno Y la vida actual.

7.9 TALLER No. 8

TALLER No. 8

LA LY D6z 200 I L L2l DEL GOSN
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RESOLUCION DE TRIANGULOS NO RECTANGULOS

Hasta el momento hemos trabajo con triangulos rectangulos, ahora
centremos toda nuestra atencion en el proceso de solucién para tridngulos no
rectangulos, por esta razén incluiremos dos teoremas fundamentales: La ley

del seno vy la ley del coseno en el triangulo.

En este tipo de tridngulos (ya que no hay ningln dngulo recto), necesitamos saber al
menos tres de los 6 elementos, y de ellos, al menos uno ha de ser un lado. Veamos.

Para resolver tridngulos oblicudngulos (no rectdngulos) contamos con dos teoremas o
leyes fundamentales: LA LEY DEL SENO Y LA LEY DEL COSENO.

Recordemos que las definiciones seno, coseno y tangente sélo son aplicables a tridngulos
rectdngulos, pues sélo en estos tridngulos es posible hablar de cateto opuesto, cateto
adyacente e hipotenusa.

Actividad 1. LEY DEL SENO.

1. Construya un tridngulo ABC.

2. Mida cada uno de sus lados.

3. Marque y mida sus dngulos. Para marcar los dngulos existe en Cabri en F7 -7
dicha opcidn. Inténtelo. Ahora para medir los dngulos sélo debe dar Enter sobre
la marca del dngulo, es mds fdcil. Compruébelo.

4. Elija construir mediatriz, teclee Enter en cada uno de los lados y marque el
circuncentro O en el punto de interseccién de las mediatrices. Oculte las
mediatrices.

5. Construya la circunferencia circunscrita.

6. Construya y mida su didmetro.

7. (Qué relacién hay entre el cociente que se obtiene al dividir cada lado por el
seno del dngulo opuesto y el valor del didmetro?

8. Arrastre uno cualquiera de los vértices para modificar el tridngulo. (Qué le
sigue sucediendo al cociente que se obtiene al dividir cada lado por el seno del
dngulo opuesto y el valor del didmetro?

9. ¢Qué puede concluir de esto? Establezca esta relacion.

10. Esta es la ley del seno para tridngulos oblicudngulos.

11. Cuando un dngulo es recto, ¢Qué particularidad tiene el lado opuesto?

12. Guarde la construccion como Seno.

13. Trace una de las alturas del tridngulo y utilice el teorema de Pitdgoras para
demostrar la ley del seno para cada uno de los lados del tridngulo.
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Actividad 2

Resuelva un tridngulo sin utilizar la calculadora en el que se conoce: a=2.2 cm,b = 3.4
cmy A = 48° (Qué ocurre?

Ahora realice el siguiente procedimiento en Cabri
1. Edite los valores a, b anteriores y A = 24°,

Construya una semirrecta de origen A.

Transfiera 3.4 sobre la semirrecta y etiquete el punto como C.

Gire la semirrecta por el punto A, 24°.

Transfiera 2.2 sobre el punto C, en cualquier parte.

Construya una circunferencia de centro Cy que pase por el punto transferido.

Halle las intersecciones de la semirrecta girada con la circunferencia, etiquete

los puntos como Bly B2.

Construya los dos tridngulos AB1C y AB2C.

Oculte lo que no necesite.

10. Marque y mida los dngulos A, B1, B2, C1, C2. Observe muy bien los dos tridngulos
para hacer las marcas correctas.

11. Mida los lados de los dos tridngulos.cQué se observa?

NoarwmN

o ©

Responda: ¢Cudntas soluciones encontramos para las condiciones anteriores?
Edite los valores del dngulo A = 48°, 12°, 90°. (Qué ocurre?

? ¢Qué podriamos decir de las soluciones de un tridngulo cuando se conocen 2 lados
y un dngulo opuesto a uno de ellos?

Actividad 3 LA LEY DEL COSENO

Vamos a trabajar con otro teorema importante para la solucion de tridngulos no
rectdngulos que no pueden resolverse por la ley del seno.

Construya un fridngulo en que: a =28 cm, b =13 cmy C = 57° Calcule el lado ¢
midiendo y utilizando la calculadora, compruebe que se obtiene: ¢ =2.36 cm.

Compruebe la siguiente igualdad a partir de los valores obtenidos:
c® = a® + b? - 2ab cosC
Cambie los valores iniciales y observe que sucede?
? ¢Qué ocurre si es un fridngulo rectdngulo?

? Estaes laley del coseno.

La ley del coseno podria formularse verbalmente diciendo que en un tridngulo el cuadrado
de cada lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos menos el doble del
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producto de ambos por el coseno del dngulo que forman, esto es, para cada uno de los
lados tendriamos:

a®=b%2+c?-2bccosA 6 b?=a®+c®-2accosB 6 c® = & + b® - 2ab cosA

Vamos a demostrar la primera, pues en las otras el razonamiento seria el andlogo, sin
utilizar la calculadora.

1. Dibuje un tridngulo ABC cualquiera y trace la altura h correspondiente al vértice
B.

2. Aplique el teorema de Pitdgoras al tridngulo BDC.

3. yenel tridngulo ADB.

4. Realice la sustitucién adecuada hasta relacionar los elementos involucrados en la
primera férmula de la ley del coseno.

5. Demuestre a partir de ésta relacién y de la grdfica construida, la primera
formula de la ley del coseno.

6. Compruebe este resultado para todos los elementos del tridngulo utilizando las
herramientas de la calculadora y la construccion de la actividad No 3.

? Realice los despejes correspondientes y exprese en forma escrita las formulas
adecuadas para calcular el valor de los dngulos en un tridngulo cualquiera.

Actividad 4 (Sin utilizar la calculadora)

? Resuelva un tridngulo en el que se conoce A = 36°; b=13 cmyc=6cm.
? Resuelva un tridngulo en el que se conoce A = 45°, B = 75°y c = 10 cm.

Actividad 5

1. Construya un tridngulo en el que se conoce: a = 3,4 cm , B = 55° y C = 28°. Cambie los
valores, explore y responda:

? ¢Cudntas soluciones tiene un tridngulo cuando se conocen dos dngulos y un lado?

2. Construye un tridngulo en el que se conoce: a= 2,6 cm, b =17 cmy C = 39°. Cambien
los valores, explore y responda:

? ¢Cudntas soluciones tiene un tridngulo cuando se conocen dos lados y el dngulo
comprendido entre ellos?
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7.9.1 Disefio y elaboracion. Hasta el momento hemos trabajado con
triangulos rectangulos, ahora concentraremos toda nuestra atencion en el
proceso de solucién para triAngulos oblicuangulos. Este taller tiene como
proposito exponer el proceso de solucién para triangulos de este tipo y de
esta forma completar el proceso de solucién de cualquier tipo de tridngulos,
utilizando el teorema de Pitdgoras, las propiedades geométricas necesarias,
las funciones trigopnométricas, la ley del seno y la ley del coseno y todas las

relaciones que hemos podido establecer a lo largo del desarrollo de esta
propuesta metodologica.

El taller ha sido disefiado de manera tal que el estudiante a partir de sus
observaciones y el andlisis hecho a las diferentes situaciones pueda deducir,

interpretar y demostrar la ley del seno y la ley del coseno.

También se presentan dentro de las actividades ejercicios de mecanizacién
para desarrollar la habilidad en la solucion de triangulos. Se incluyen
problemas donde la buena interpretacion de la informacién garantiza el éxito

de la solucion.

Por medio de la interactividad del programa Cabri Geometry, en la actividad 5
el estudiante debe deducir ciertas caracteristicas importantes en la resolucion

de triangulos.

Este taller ha sido disefiado para exponer de forma creativa y significativa el

estudio de la ley del seno y la ley del coseno en el triangulo. (Ver anexo ).
7.9.2 Protocolo de la situacién. Inicialmente los estudiantes entendieron el

porqué del estudio de este nuevo tema dentro de la trigonometria, lo cual

resulté muy importante para la motivacion de ellos hacia el taller.

119



En la actividad 1, los estudiantes descubrieron la famosa relacion llamada ley

del seno y los elementos que en ella se encuentran relacionados.

Didacticamente resulta mas interesante y significativo que el estudiante
descubra por si mismo las leyes generales de la matematica y
afortunadamente el programa Cabri Geometry brinda dichas posibilidades de
deduccién y descubrimiento. En este sentido, los estudiantes a tavés del
desarrollo de esta actividad encontraron las igualdades que relaciona el valor
de los lados con el valor del seno de los angulos opuestos a dichos lados.
También tuvieron la oportunidad de realizar un demostracion geométrica de
la ley del seno, para darle sentido y relacion a esta nueva definicion, en este
punto no resulté tan facil para ellos hacer dicha demostracion, pero al
explicarles su procedimiento entendieron que sélo se necesitaba un poco de
analisis y utilizar todo lo aprendido anteriormente, se esperaba que ellos
pudieran hacerlo, pero desafortunadamente no fue asi, aunque algunos

alumnos tuvieron ideas buenas y utilizaron los conceptos apropiados.

Los estudiantes pudieron observar las maravillosas herramientas de Cabri y
las grandes ventajas de su utilizacion. También pudieron observar por medio
de la exploracion que cuando se conocen de un triangulo 2 lados y el angulo
opuesto a uno de ellos, el problema puede tener soluciéon u(nica, dos
soluciones o ninguna solucion. Inmediatamente se les preguntd cuantas
soluciones podria tener un triangulo donde se conocen sus 3 lados, después
de pensarlo un instante, respondieron con seguridad que sélo una, haciendo

una pequena ilustracion en el tablero.

En la actividad 3, la ley del coseno fue presentada en la forma tradicional,
aunque afortunadamente gracias a la interactividad de Cabri se pudo
observar la veracidad de la igualdad llamada ley del coseno. También se

pidi6 demostrar geométricamente la ley del coseno y los estudiantes
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pudieron establecer las formulas para obtener el valor de un &ngulo
cualquiera en un triangulo oblicuangulo. Se presentaron también ejercicios

basicos para adquirir la mecanica del teorema, en la actividad 4.

En la actividad 5, los estudiantes presentaron dificultad para responder las
preguntas debido a la falta de interpretacion en las construcciones, pero a
través de orientaciones adecuadas pudieron observar lo que se esperaba y

concluir lo que se debia.

El taller resulté agradable y lleno de aspectos significativos que contribuyeron
a la construccion de los conceptos relacionados con el proceso de solucién

en triAngulos oblicuangulos.

7.9.3 Andlisis de resultados. En el desarrollo de este taller se obtuvieron

los siguientes resultados:

)

Los estudiantes analizaron la ley del seno y los elementos

relacionados en ella para resolver triangulos oblicuangulos.

? Los estudiantes demostraron la ley del seno mediante la

descomposicion de un triangulo cualquiera en triangulos rectangulos.

? Estudiaron y analizaron la ley del coseno y los elementos relacionados

en ella para resolver triangulos oblicuangulos.

? Demostraron la ley del coseno en condiciones similares a las de la ley

del seno.
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? Discutieron las posibles soluciones de triAngulos oblicuangulos en

diferentes casos.

? Resolvieron problemas de célculo de lados y angulos de triangulos

oblicuangulos mediante las relaciones estudiadas.

7.9.4 Conclusiones. En el desarrollo de este taller el estudiante se capacitd
en el proceso de solucion de triangulos de cualquier tipo mediante la ley del
seno y la ley del coseno, entendiendo dicho proceso de solucién dandole

sentido y relacion para lograr una excelente aplicacion.

Las metodologias de ensefianza propuestas en este taller fueron elaboradas
con el proposito de desarrollar en el estudiante su capacidad de
interpretacion, de deduccion y de analisis de las diferentes situaciones
presentadas, complementando dicho proceso con la ayuda de las nuevas
tecnologias para la ensefianza de las mateméticas, mas especificamente el

programa Cabri Geometry.

7.10 TALLER No.9

TALLER NO. 9

Uil POCO D2 HISTORIA

La teoria que conduce a las soluciones numéricas de los problemas
geométricos relacionados con tridngulos, es la trigonometria, cuyo significado
literal es medicion de triAngulos. Esta teoria fue desarrollada por Ptolomeo
alrededor de 150 d.C, en su obra principal EL ALMAGESTO”
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Hallar el valor del seno o el coseno de un dngulo en nuestros tiempos es sélo cuestion de
introducir unos datos en la calculadora e inmediatamente obtenemos el valor. Seria muy
interesante estudiar en que forma lo hicieron los matemdticos de la antigliedad a quienes
les debemos este hermoso frabajo. Ptolomeo no compuso tablas de los valores seno y
coseno para un dngulo, él cred la funcién cuerda referida a un arco ?. Definida como la
longitud de la cuerda que corresponde al arco de un dngulo de ? grados en una
circunferencia de radio 60, nosotros frabajaremos con radio r.

Encontraremos ahora, la relacion que existe entre esta funcién cuerday la funcién seno,
a partir de la siguiente actividad:

Actividad 1

1. Construya una circunferencia de radio ry un dngulo central 2.

2. Marque los dos puntos de interseccién entre la circunferencia y el dngulo central

3. Construya la cuerda de circunferencia que se forma uniendo los puntos de
interseccién. Mida la longitud de la cuerda. Este es el valor de cuerda de ?, para
un dngulo ? en una circunferencia de radio r.

4. Trace ahora una bisectriz por el dngulo ?. ¢Cudl es el valor de los dngulos que se
forman?

5. Se han formado 2 tridngulos rectdngulos. Encuentre el valor del cateto opuesto
en términos de la funcion seno.

6. ¢Cudl es la relacién que existe entre la funcion cuerda de Ptolomeo y la funcion
seno? Compruebe esta relacidn con los datos obtenidos en la calculadora.

La mayor parte de los problemas geométricos pueden reducirse a formas que contienen
Unicamente lados y dngulos de fridngulos y éstas pueden resolverse con una tabla de
cuerdas de Ptolomeo.

Probaremos ahora que dados 3 de estos valores, de los cuales uno al menos ha de ser un
lado, son calculables los 3 valores restantes. Si se cuenta con una tabla de cuerdas, pero
como no contamos con ellas, podemos relacionarlas con la funcion seno y encontrar su
valor.

Actividad 2

1. Construya el tridngulo ABC de hipotenusa c y catetos a, b y dngulos ?, ?y 2.

2. Trace cada una de las mediatrices del tridngulo y marque el punto de
interseccion entre éstas.

3. ¢Dénde se encuentra ubicado exactamente el punto de interseccién de las
mediatrices en un tridngulo rectdngulo?

4. (Sucede esto con otros tridngulos?

5. Oculta las mediatrices.
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6. Construye una circunferencia con centro en el punto de interseccion y didmetro
igual a la hipotenusa del tridngulo rectdngulo. ¢Qué ocurre?

7. Trace un segmento desde el centro de la circunferencia hasta el vértice C del
tridngulo rectdngulo.

8. Sieldngulo A= ?, ¢Cudl es la medida del arco CB?

9. Calcule la media del dngulo ? y la medida del arco CB.

10. El lado a corresponde a la cuerda del dngulo central formado. Establezca esta
relacién.

11. Entonces, si conocemos de ?, a 'y ¢ dos valores podemos conocer el tercero. ¢Por
qué?

12. Encuentre el valor de Cuerda de ? (utilizando la relacion con la funcién seno) y
compruebe los valores.

Actividad 3

1. Enun tridngulo rectdngulo ABC inscrito en una circunferencia de didmetro igual a
la hipotenusa b del tridngulo, encuentre el valor de cuerda BC y cuerda AB en
términos de las funciones seno y coseno.

2. Encuentre el valor de la hipotenusa b en términos de éstas cuerdas.

3. Geométricamente la hipotenusa en ésta circunferencia es igual a 2r. Reemplace
este valor en la ecuacion y observe el resultado que se obtiene.

4. Seguramente todos conociamos este resultado, y ahora hemos conocido su
demostracién.

Actividad 4.

Compruebe ahora que, dados en un tridngulo cualquiera un dngulo ? y sus lados
adyacentes b y c, podemos encontrar el tercer lado y los dos dngulos restantes.
Sugerencia: Trace la altura h, para dividir el tridngulo en dos tridngulos rectdngulos.

Siempre que ? sea dado se debe duplicar el valor y buscar en la tabla de cuerdas el valor
de cuerda de 2? y dividir por el didmetro el valor hallado. Esta dltima operacion es muy
sencilla pues dividir entre el didmetro equivale a dividir por 2 y después por el radio.

En resumen todo lo que necesitaban era simplemente calcular la mitad de la cuerda del
arco duplo. Hubiese sido mds fdcil preparar tablas de cuerdas para la funcién mitad del
arco duplo, en vez de tablas de la funcion cuerda. Asi lo hicieron los hinddes. La cuerda
mitad fue llamada jiva en sdnscrito.

Ahora bien la palabra jiva tiene las mismas consonantes de la palabra drabe jaib, que
significa entrada. No es extrafio que, cuando se tradujeron al latin las obras drabes de
astronomia, los traductores, que sabian drabe pero no sdnscrito, tomaron por jaib el
titulo de la tabla y lo identificaron con la palabra latina sinus es decir, entrada.
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Fue asi como nuestra funcion seno recibié su curioso nombre; y efectivamente como ya
hemos visto, la cuerda mitad del arco duplo corresponde a lo que hoy llamamos seno de un
arco.

7.10.1 Diseiio y elaboracién. Es importante reconocer el trabajo de
nuestros antepasados y mas aun cuando se trata de temas tan importantes e
influyentes en el estudio de las matematicas. En este sentido la teoria que
conduce a la soluciones numéricas de los problemas geométricos
relacionados con tridngulos, es la trigonometria, cuyo significado literal es
medicion de triangulos. Esta teoria fue desarrollada por Claudio Ptolomeo
alrededor de 150 d.C, en su obra el ALMAGESTO. Hallar el valor del seno o
el coseno en nuestros dias es solo cuestion de introducir unos datos en la
calculadora e inmediatamente obtendremos el valor. Seria muy interesante
gue los estudiantes conocieran en que forma lo hacian los matematicos de la
antigiedad a quienes les debemos este hermoso trabajo. Ptolomeo no
compuso tablas de los valores seno y coseno para un angulo. El creo la
funcion cuerda referida a un arco ?. Definida como la longitud de la cuerda

gue corresponde al arco de un angulo de ? grados en una circunferencia de

radio 60.

Este taller tiene como proposito mostrar a los estudiantes las grandes teorias
gue descubrieron los antiguos matematicos con respecto a nuestro objeto de

estudio y la relacidn existente entre éstas y las formulas actuales.

En la actividad 1, se presenta una explicacion de la relacion existente entre la
funcién cuerda de Ptolomeo y la funcion seno de nuestros tiempos. El taller
guiere mostrar a partir de la segunda actividad, cémo la mayor parte de los

problemas geométricos pueden reducirse a formas que contienen
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Unicamente lados y angulos de triangulos y éstas pueden resolverse con una
tabla de cuerdas de Ptolomeo. En este sentido, probaremos que dados 3 de
estos valores, de los cuales uno al menos ha de ser un lado, son calculables
los 3 valores restantes. En la actividad 3, se demuestra a partir de la funcion
cuerda de Ptolomeo un resultado muy conocido y trabajado por los

estudiantes: sen?A + cos?A=1.

En la actividad 4 se invita al estudiante a comprobar que dados en un
triangulo cualquiera un angulo y sus lados adyacentes, se puede encontrar el
tercer lado y los dos &ngulos restantes trazando la altura para dividir el

triangulo en dos triangulos rectangulos.

Finalmente se da una explicacion de como nuestra funcién seno recibio su

curioso nombre y como se relacioné con la funcion cuerda de Ptolomeo. (Ver

anexo J).

7.10.2 Protocolo de la situacion. Inicialmente el taller se torné un poco
monaotono debido a la extension de la introduccion, pero era estrictamente
necesario hacer dicha introduccion para que los estudiantes entendieran el

porqué de del taller y de la importancia de su desarrollo.

En la actividad 1, los estudiantes manejaron los conceptos de cuerda de un
circulo y pudieron a través de la actividad establecer relaciones entre la
funcion cuerda de Ptolomeo, la cual entendieron y conocieron y la funcién

seno con la que habian venido trabajando anteriormente.

En la actividad 2, los estudiantes a partir de ciertos conocimientos
geométricos pudieron demostrar que dados 3 valores en un triangulo se
pueden conocer los otros si se cuenta con una tabla de cuerdas como la de

Ptolomeo. Descubrieron ademas otras propiedades relacionadas con las
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mediatrices de un tridngulo rectangulo y su punto de interseccion.
Trabajaron con medidas de arcos, de angulos y para encontrar relaciones
gque les permitieran entender el procedimiento de nuestros antiguos
matematicos.

La actividad 3, logré sorprender a los estudiantes quienes descubrieron que
las leyes generales de la trigopnometria tienen sus bases en los trabajos
realizados por nuestros antepasados, de quienes debemos valorar que no

contaban con la tecnologia con la cual contamos hoy nosotros.

La actividad 4, fue de caracter exclusivamente demostrativo y argumentativo,
donde los estudiantes encontraron relaciones entre los triangulos rectangulos
y los triangulos no rectangulos. Es importante mencionar que los estudiantes
en este momento cuentan con una completa base de conocimientos
adquiridos en el desarrollo de esta propuesta metodoldgica, que les permite
argumentar, interpretar, proponer y lo mas importante entender el

conocimiento y sus respectivas aplicaciones.

7.10.3 Anaélisis de resultados. En el desarrollo de este taller se obtuvieron

los siguientes resultados:

? Los estudiantes conocieron los procedimientos elaborados por los

matematicos de la antigliedad en trigonometria.
? Establecieron relaciones entre los procedimientos adoptados por los

antiguos matematicos y nuestros procedimientos actuales, en cuanto a

trigonometria se refiere.
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? Verificaron otras curiosidades importantes en el é&rea de la
trigonometria por medio de los procedimientos utilizados en la

antigiiedad.

? Descubrieron el proceder de la palabra Seno de nuestra funcién y su

relacion con la funcién cuerda utilizada por Ptolomeo.

7.10.4 Conclusiones. El taller se convirti6 en un proceso muy significativo
para los estudiantes, y para lograr uno de los mayores objetivos de esta
propuesta metodoldgica: ensefiar con sentido y relacion. No cabe duda,
gue conocimientos como éstos hacen que el estudiante valore y se interese
mas por el estudio de las matematicas y por descubrir las maravillosas
curiosidades que se encierran en las matematicas hechas por nuestros

antepasados.

Aunque se vuelve a caer en el tradicionalismo de ensefiar la historia de las
matematicas, se cuenta con un arma poderosa: Cabri Geometry, que hace a
través de su dinamismo y sus magnificas herramientas que todo lo que se

ensefie tenga sentido y relacion en el aspecto geométrico de cada concepto.
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CONCLUSIONES

La propuesta metodologica anteriormente desarrollada constituye una
herramienta de trabajo excelente para quienes deseen ensefar en forma
diferente y significativa las relaciones trigonométricas, la ley del seno y la ley

del coseno en el triangulo.

La garantia de que esta propuesta realmente funciona esta reflejada en los
resultados obtenidos a partir de los andlisis realizados a cada situacion

observada en las diferentes etapas de su desarrollo.
Tal vez ofreciendo alternativas de ensefianza como ésta logremos alcanzar

el objetivo fundamental que nos propusimos alcanzar cuando escogimos esta

profesion: Ensefar con sentido.
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RECOMENDACIONES

Crear una propuesta metodolégica que complemente ésta propuesta
trabajando las aplicaciones de los temas vistos bajo el enfoque de resolucion
de problemas, que debido a la extension de este tema, no pudo incluirse

dentro de esta propuesta, seria un proyecto muy interesante.

130



BIBLIOGRAFIA

BARTLE, Robert G y SHERBERT, Donald R. Introduccion al Analisis
matematico de una variable. Editorial Limusa, segunda Edicion. México,
2000.

BALDOR, J.A. Geometria plana y del espacio. Editorial Vasco Americana,
S.A. Espaia, 1967.

BOYER, Carl B. A History of Mathematics. John Wiley & sons. New York,
1968.

CLEMENS, Stanley R, O DAFFER, Phares G y COONEY, Thomas J.
Geometria con aplicaciones y solucion de problemas. Addison- Wesley

Iberoamericana. México, 1998.

FRANS AYRES, JR. Teoria y problemas de trigopnometria plana y esférica.
Editorial Mc Graw-Hill. México, 1970.

GUZMAN, Miguel De. Para pensar mejor. Editorial Labor S.A, 1991.

MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL. Seminario Nacional de
Formacion de Docentes: Uso de las Nuevas Tecnologias en el Aula de
Matematicas. Enlace Editores Ltda. Bogota, D.C., Diciembre 2001 — Enero

2002.

MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL. Nuevas Tecnologias y Curriculo
de Matematicas. Punto EXE Editores. Bogota, D.C., 1999.

131



PEREZ, Jorge, CARO, Victor E. y OBONAGA, Edgar. Matematica 5
Trigonometria y Geometria Analitica. PIME Ltda. Editores. Cali, Colombia,
1985.

PERSIS, Redgrave y JAMES Roberge. Practica Programada de Geometria
Moderna Estructura y Método. México, 1969.

POLYA, George. Como plantear y resolver problemas. Editorial Trillos.
México, 1989.

PURCELL, Edwin. Célculo con Geometria Analitica. Cuarta Edicion.

Prantice— Hall Hispanoamericana, S.A. México, 1987.

SANCHEZ Dario y MUNOZ José. Algebra y trigonometria. Universidad
Nacional. Bogota, D.C., 1981.

SANTOS TRIGO, Luz Manuel. Principios y métodos de la resolucién de
problemas en el aprendizaje de las matematicas. Editorial Iberoamericana.

México, 1997.

TOM M, Apostol. Analisis Matematico. Editorial Reverté, S.A. Segunda
edicion. Espafia, 1981.

URIBE CALAD, Julio. Matematica una propuesta curricular. Bedout Editores
S.A. Medellin, Colombia, 1990.

Estandares Internacionales para la Educacion Matematica.

132






ANEXO A
DESARROLLO TALLER No.1
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ANEXO B
DESARROLLO TALLER No 2
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ANEXO C
DESARROLLO TALLER No 3

TALLER No. 3
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ANEXO D
DESARROLLO TALLER No 4
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ANEXO E

DESARROLLO TALLER No 5
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ANEXO F
FOTOSTALLERNo1
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ANEXO G
FOTOS TALLER No 2
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ANEXOH
FOTOSTALLER No3
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ANEXO |
FOTOSTALLER No 4
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ANEXOJ
FOTOSTALLER No5
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ANEXO K
FOTOSTALLER No6
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ANEXO L
FOTOSTALLER No7
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