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RESUMEN

TITULO: Dos puntos cuanticos lenticulares acoplados verticalmente*

AUTOR: Fernando Corzo Alvarez**

PALABRAS CLAVE: Puntos cuanticos acoplados verticalmente, Aproximacion

adiabatica, Confinamiento parabolico, Correlacion electronica.

CONTENIDO: Se analiza el espectro energético de una heteroestructura formada por dos puntos
cuanticos lenticulares de In-As, acoplados verticalmente, con un electrén confinado en cada uno de
ellos e inmersos en una matriz de Ga-As. Se demuestra que en el limite adiabatico, cuando el
grosor de cada punto cuantico es mucho menor que su radio, el problema se reduce al andlisis de
dos particulas en un campo central bidimensional con potencial de confinamiento parabdlico y la
ecuacion de Schrodinger que describe esta estructura es completamente separable. Se calcularon
las energias de diferentes estados tanto singletes como tripletes en funcion de un campo
magnético aplicado en la direccién axial para puntos cuanticos de distintos tamafos ubicados a
diferentes distancias de separacién. El analisis de los resultados muestra que un conjunto de
estados se mantienen como singletes o tripletes ante la variacion de los parametros anteriormente
sefialados, mientras que otro grupo presenta mudltiples oscilaciones de espin de diferente
naturaleza. De estas observaciones se encontré ademas que la heterojuntura considerada puede
servir como una celda de memoria con al menos dos “qubits”, ya que dentro del conjunto de sus
estados evaluados, existe uno en el que se presenta una transicion triplete-singlete controlable a
bajos valores de energia y campo magnético. De otra parte, se presentan los graficos de la
envolvente para la densidad de estados donde el efecto Zeeman es observado debido al
desdoblamiento en las bandas de energia provocado por un aumento en el valor del campo
magnético. Finalmente, un andlisis comparativo entre los resultados obtenidos revela que tanto el
grado de entrecruzamiento que da origen a la transicion de estados, como el nivel de
desdoblamiento en la densidad de los mismos, dependen fuertemente de una variacién en el
potencial de confinamiento, en comparaciébn a una variacién en el potencial de interaccién
coulombiana.

* Proyecto de Grado

**Facultad: Ciencias Escuela: Fisica Director: llid Mikhailov



ABSTRACT

TITLE: Two lens-shaped quantum dots vertically coupled*

AUTOR: Fernando Corzo Alvarez**

KEYWORDS: vertically coupled QDs, adiabatic approximation, parabolic

confinement, electronic correlation.

CONTENT: We analyze the energy spectrum of a heterostructure formed by two lens-shaped
vertically coupled In-As quantum dots with a single electron confined in each of them and immersed
in a Ga-As matrix. We show that in the adiabatic limit when the thickness of each quantum dot is
much smaller than their radius, the problem is reduced to a two-particles central-force problem with
two-dimensional parabolic potential and therefore the Schrddinger equation that describes this
structure is completely separable. We calculated the energies of differents states both singlet as
triplet in function of a magnetic field applied in axial direction for quantum dots of distinct sizes
located to different separation distances. The analysis of the results shows that a set of states
remain as singlet or triplet states regardless of variation of the parameters aforementioned; while
another group has multiple spin oscillations of different nature. From these observations we found
that the heterojunction considered can serve as a memory cell with at least two qubits, inasmuch as
within the set of states evaluated, exist one which has a triplet-singlet transition controllable to low
values of energy and magnetic field. Moreover, we present graphics of the enveloping for the
density of states where the Zeeman effect is observed due to splitting in the energy bands caused
by an increase in the value of the magnetic field. Finally, a comparative analysis between the
results obtained reveals that both the degree of cross linking which gives rise to the states’
transition, and the level of split in the density thereof, strongly depend on a change in the
confinement potential, compared to a variation in the potential of Coulomb interaction.

* Proyecto de Grado
**Facultad: Ciencias Escuela: Fisica Director: llia Mikhailov
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INTRODUCCION

La nanotecnologia es una ciencia que estudia, disefia, crea, sintetiza y manipula
sistemas funcionales a través del control de la materia a escala nanométrica. El
origen de esta disciplina, estd basado en la exhibicibn de nuevas propiedades
tanto fisicas como quimicas altamente sensibles al tamafio de las particulas
incorporadas en estructuras de dimensiones inferiores a los 100 nm; asi por
ejemplo, se ha observado que el espectro energético, la conductividad, la
reactividad, la temperatura de fusién y las propiedades mecénicas, varian cuando
estas nanoestructuras (las cuales corresponden a las regiones de no
homogeneidad en el material sobre el cual se encuentran inmersas), alcanzan
tamafnos inferiores a cierto valor critico [1]. Este conocimiento, ha permitido
fabricar estructuras artificiales o heteroestructuras en donde los atomos se
estructuran lateralmente siguiendo arquitecturas predisefiadas en las que se
puede hacer que los portadores de carga de un material se encuentren
restringidos a moverse en una region muy pequefia de dimensiones comparables
a la longitud de onda de De Broglie asociada a dicho portador (A esto se le conoce
como confinamiento cuantico). De esta manera es posible observar, dependiendo
del tipo de heteroestructura, un confinamiento cuéntico en dos, una y cero
dimensiones (2D, 1D y 0D respectivamente).Tipicos ejemplos de nanoestructuras
2D son los pozos cuanticos, 1D los alambres o hilos cuanticos y 0D los puntos

cuanticos [2].

La fabricacion de estos materiales heteroestructurados se realiza mediante una
variedad de técnicas de crecimiento de cristales, tales como la Litografia con base
en rayos electrénicos e inter-difusion a través de impurezas en la estructura [3],
Deposicion quimica de metales organicos en vapor (MOCVD) [4], Epitaxia por fase
liguida [5] y Epitaxia de haces Moleculares (MBE) [6]; siendo esta Ultima, la
técnica de interés para los propdésitos del presente trabajo, ya que a través de ella

se fabrican los puntos cuanticos autoensamblados (SAQDs, por sus siglas en
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inglés de “SelfAssembled Quantum Dots”). En este orden de ideas, los SAQD's
son nanoestructuras semiconductoras cero-dimensionales que poseen
propiedades inusuales e interesantes que ofrecen la posibilidad de desarrollar
aplicaciones en dispositivos optoelectronicos y en laseres debido a su baja
densidad de corriente umbral y a su alta estabilidad de operacion a temperaturas
altas [7].

El proceso de fabricacibn de los SAQDs por epitaxia de haces moleculares
conocido con el nombre de Stranski-Krastanow, consiste en lo siguiente [8, 9]:
Sobre una capa de mojado con un espesor de aproximadamente una monocapa
(MC) de InAs previamente depositada sobre el substrato GaAs, se van
depositando monocapas adicionales de InAs de forma tal que en la interfase de
estas dos aleaciones, los esfuerzos debidos a un desacople de = 7% en los
parametros de red del material correspondiente’, provocan la deformacion elstica
del InAs acumulando energia elastica mientras que avanza el crecimiento. Con el
aumento de la cantidad de InAs depositado, la energia elastica se va acumulando
hasta alcanzar un espesor de = 1,5 MC, denominado espesor critico. Al llegar a
este espesor la energia acumulada se libera mediante la formacion espontanea (o
autoensamble) de nanoislas tridimensionales coherentes; es decir, islas de InAs
libres de defectos cristalinos hasta el punto en el que en = 2 — 2.5 MC la formacién
de estas nanoestructuras se detiene por completo. Este mecanismo de
autoensamble de nanoestructuras cero-dimensionales permite la sintesis de miles
de millones de SADQ's por centimetro cuadrado con un alto grado de uniformidad
en un Unico paso de crecimiento y con diametros en sus bases que oscilan entre
los 15 y 20 nm y una altura de entre 2 y 3 nm con una distancia de separacién
entre ellos de entre 50 y 100 nm. Los puntos pueden ser inmediatamente cubiertos
por una segunda capa del material sustrato, configurando de esta manera un

nano-material con altas calidades tanto 6pticas como eléctricas.

! Los pardmetros de red son 6,05 A en InAs y 5,65 A en GaAs
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Un interés especial presenta el estudio de un sistema de dos electrones
confinados en SAQD's que puede considerarse como un candidato natural para
ser utilizado como una celda de memoria en los dispositivos microelectronica para
la computacion cuantica [9, 10]. Esta es una de las razones por las cuales en los
altimos afios se ha publicado una gran cantidad de trabajos dedicado al estudio de
este sistema. Particularmente, se han propuesto modelos y técnicas matematicas
en el marco de la aproximacion de masa efectiva para sistemas constituidos por
algunos portadores de carga (dos o tres a lo mas), confinados en pozos cuanticos
cuadrados de potencial infinito, o en puntos cuanticos esféricos, discoidales,
circulares y/o elipticos; en su mayoria, con un potencial de confinamiento
parabdlico [11-22]. Aunque estos trabajos conceden una informacion muy
importante para analizar el espectro energético de un sistema de pocas particulas,
no tienen en cuenta para el SADQ una morfologia mas acorde con la evidencia
experimental constituyéndose esto en un problema a resolver, puesto que se ha
observado en investigaciones previas que el espectro energético de un portador
de carga confinado en un punto cuantico, cambia con la morfologia de este [23,
24]. Esta es la principal razon por la que con el presente trabajo se pretende
obtener el espectro energético acorde a una morfologia distinta, analizando
ademas los posibles efectos electromagnéticos sobre el sistema y determinando a
su vez la influencia de ellos sobre la estructura de su respectivo espectro
energético. Este estudio se puede realizar al someter dos electrones en dos
diferentes SAQDs muy cercanos acoplados verticalmente e interactuantes con un
campo magnético externo en direccion axial a dichos puntos; de esta manera,
variando la separacion entre SAQD's en este modelo se puede fortalecer o

debilitar los efectos de correlacion.
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1. MARCO TEORICO

Es casi imposible analizar completamente el movimiento de una red cristalina con
sus electrones, debido a que el Hamiltoniano de dicho sistema incluye dentro de
sus variables la posicién y el momentum del gran nimero de electrones y nucleos
qgue conforman el cristal. Para poder obtener resultados utiles con un esfuerzo
razonable, es necesario valerse de una serie de aproximaciones que permitan
obtener la formulacion del Hamiltoniano que se va a utilizar en el desarrollo del

problema planteado.

1.1. Aproximacion de Masa Efectiva (A.M.E.)

En este trabajo, se utiliza la Aproximacion de Masa Efectiva (AME) como punto de
partida para el calculo de los niveles energéticos del sistema mencionado en la
introduccion de este escrito. Esta aproximacion ha sido ampliamente utilizada en
el andlisis de sistemas de baja dimensionalidad y fue empleada por primera vez en
el trabajo realizado por Bastard [25] con el fin de analizar el espectro energético de
sistemas electronicos y de donadoras hidrogenoides confinadas dentro de pozos

cuanticos. Segun [26], cuando un campo eléctrico exterior uniforme ¢ que actla
sobre un electrén en un cristal debe tenerse en cuenta ademas de la fuerza —€f,

fuerzas internas considerables creadas por el campo periédico de la red; es por

esto que el movimiento de este electron es mas complejo que el del electron libre.

El movimiento del electron en el cristal puede describirse mediante un tren de

ondas compuesto por funciones de Bloch dadas por:
@ (C)=u  (F)eT (1.1)

Donde kes el momentum del cristal y unE(r”) es una funcion que depende en

general del vector de onda ky es periddica en F con el periodo del potencial de la
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red; El indice n aparece en el teorema de Bloch porque para un kdado hay

muchas soluciones de la ecuacién de Schrodinger. Pero dado que cualquier k
puede ser trasladado a la primera zona de Brillouin, el problema se puede
restringir al analisis de la ecuacion de Schrodinger para una Unica celda del cristal.
Esto hace que el subindice nse pueda suprimir en la ecuacion (1.1). La velocidad
media del movimiento del electron es igual a la velocidad de grupo del tren de

ondas; por tanto:

dw
v=——
dk

teniendo en cuenta que w=E/#, para la velocidad de grupo se tiene:
V=——=— 1.2
> (1.2)

donde P =17k es el cuasiimpulso. Se aprecia de la ecuacion (1.2) que la velocidad
media del electrén en el sélido viene determinada por la ley de dispersion E(K).

De la ecuacién que define la aceleracion como la derivada de la velocidad

respecto del tiempo, se obtiene:

dE) _ 1d°E dk
—|== = 1.3
(dkj hodk? (13)

De otra parte, durante el tiempo Jt el campo eléctrico ¢ realiza el trabajo JA, que

se invierte en incrementar la energia del electrén:

OE = A= —efvdt (1.4)
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tomando en consideraciéon que

dE

OE :&&:hvdk (1.5)
de (1.4) y (1.5) se obtiene
K :—%Jt (1.6)
0 bien
h% =-ef=F (1.7)

Esta uUltima expresion es la ecuacion de movimiento del electrén en el cristal. En
este caso el producto 7(dk/dt) es igual a la fuerza F que actta sobre el electrén

por parte del campo eléctrico exterior. Ahora poniendo el valor de dk/dt, hallado

por (1.7), en la expresion (1.3) para la aceleraciéon

d’Eef __ef d’E L.8)

1
a=-— —
hdk® & K% dk?

La ecuacion (1.8) relaciona la aceleracion a del electrén con la fuerza exterior —€£.
Si se supone que la magnitud #*(d’E/dk?)* tiene sentido de masa, la ecuacién

(1.3) adquiere la forma de la segunda ley de Newton:

a=-ef/m=F/m (1.9)

Donde
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d2e)”
M = 72 1.10
(dkzj (1.10)

La magnitud m* recibe el nombre de masa efectiva del electrén. La masa efectiva
refleja la influencia del potencial periédico de la red sobre el movimiento del
electrén en el cristal bajo la accion de la fuerza exterior. De (1.10) se sigue que en
el campo periddico de la red cristalina, bajo la accion de la fuerza exterior F, el
electron se mueve en promedio como se moveria un electrén libre bajo la acciéon
de esta misma fuerza si su masa fuera m*. Por lo tanto, si al electrén en el cristal,
en vez de la masa m, se le atribuyera la masa efectiva m*, puede considerarse
como libre y su movimiento describirse como se define para un electron libre
situado en un campo exterior. La diferencia entre m* y m se debe a la interaccion
del electrén con el campo periodico de la red y al atribuir al electron la masa
efectiva se tiene en cuenta esta interaccion. Aplicando el concepto de masa
efectiva, el problema del movimiento del electron en el campo periddico de la red

V(r) se puede reducir al problema del movimiento de un electrén libre de masa

m* . Esto quiere decir que, en vez de la ecuacion de Schrddinger con potencial

periddico
[——; A+V(r)j¢/(r) =Ey(r) (1.11)
m

hay que resolver la ecuacion

o By(r) = EY(r) (1.12)
m

En el caso general la masa efectiva es una magnitud anisétropa y para diferentes

direcciones del vector de onda k es distinta.
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Es por esto que la masa efectiva resulta ser un tensor de segundo rango:

°E 0°E  9°E
ok 0k, ok,ok, 0kodk,
1| 9 9E 9E
ok,ok,  okZ  ok,ok,

0°E  9°E  0°E
ok,0k, okok, ok’

m*,j =

St
N

La masa efectiva, a diferencia de la masa ordinaria, no determina las propiedades
inerciales ni gravitacionales de la particula. Es sélo un coeficiente en la ecuacion
del movimiento (1.3) y refleja la medida de la interaccion del electrén con la red
cristalina. Como el sistema a analizar esta constituido por puntos cuanticos con
forma de lentes delgadas de In-As que se encuentran inmersas en una matriz de
Ga-As y dado que estos materiales presentan la misma estructura cristalina (zinc

blenda segun [29]), se permite catalogar al sistema como isotropico; esto es:
M, =m . En vista de que la dependencia de E(k) en la primera zona de Brillouin

es de la forma que se muestra en la figura 1.1a, se pueden representar en las

figuras 1.1b y 1.1c V(k) =—@/#)(dE/dK) y m" (k) = #* (d*E / dk?) respectivamente.

Figura 1.1 Dependencia respecto del nimero de onda (a) de la energia, (b) de la velocidad y (c) de la masa
efectiva.

1
-

L
)

Fuente: Tomado de [27].
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Puede verse de estas figuras que la masa efectiva de los electrones que se
encuentran en el fondo de la banda es positiva y préxima a la masa del electrén

libre. En medio de la banda, donde se observa la inflexion de la curva E(K), la

masa efectiva se hace indeterminada y pierde su sentido fisico. En el techo de la
banda los electrones tienen masa efectiva negativa, lo cual significa que la
aceleracion del electron tiene sentido opuesto al de la accion de la fuerza exterior;
esto puede verse en la figura 1.1b. Para los valores de k proximos al limite de la
zona de Brillouin, se aprecia que a pesar de que k aumenta, la velocidad del
electron disminuye. Este resultado es consecuencia de la reflexion de Bragg. En el

punto k=7/a el electron se describe ya no por una onda progresiva, Sino
estacionaria (v=0). Como las propiedades de los electrones con masa efectiva

negativa difieren mucho de las propiedades de los electrones <<normales>>,
resulta conveniente describirlos utilizando la representacion de cuasiparticulas,
con carga +e, de masa efectiva positiva. Esta cuasiparticula recibe el nombre de

<<hueco>>.

1.2. Aproximacion de Born-Oppenheimer
Ignorando momentaneamente lo expuesto en la aproximacion de masa efectiva
anicamente con el fin de establecer el origen de la aproximacion de Born-
Oppenheimer, se considera nuevamente que el movimiento del electron en cada
punto cuantico de In-As inmerso en una matriz de Ga-As esta descrito, segun [27],
por la siguiente ecuacion de Schrodinger:

_ 0
Hay =in— (1.13)

donde H_ es el hamiltoniano del cristal definido por:

22



1 1’ 1 e?
Ho=-Y—A-Y—"— A+ Y — =
© &om .Zzlvl, '+2i,,-;¢,-4mo\ﬁ—rj\
, , (1.14)
5 ez 1 2,2,

il 4771ﬁ - R‘ +§|,|;¢|'47E0‘R - R‘

en la ecuacion 1.14 m es la masa de los electrones, M, es la masa de los

nucleos localizados en R, Z, es el numero atdmico de los nucleos en R y e tiene
la magnitud de la carga electronica. La suma sobre i y | corre sobre todos los

electrones externos asociados con cada atomo. La suma sobre | y |' corre sobre
todas las coordenadas de los nucleos. Todos los términos involucrados en esta
ecuacion tienen una interpretacion fisica. El primer término corresponde al
operador que representa la energia cinética de los electrones. El segundo término
es el operador que representa la energia cinética de los nucleos. El tercer término
es la energia potencial coulombiana de interaccion entre los electrones. El cuarto
término es la energia potencial coulombiana de interaccion entre los electrones y
los ndcleos. El quinto término es la energia potencial coulombiana de interaccién
entre los nucleos. En general, la funcion de onda es una funcién de todas las

coordenadas tanto electronicas como nucleares asi como del tiempo, esto es:
Y=y(,R,t) (1.15)
Definiendo a T, como la energia cinética de los electrones, T, la energia cinética

de los nucleos, y U la energia coulombiana total de interaccion de los nucleos y

electrones, la ecuacién 1.14 viene siendo:
Ho =T +U +Ty (1.16)

donde se define también H, =T. +U .
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Los ndcleos tienen grandes masas y por lo tanto en general tienen una energia
cinética mas pequefia. Dado que el sistema a analizar en el presente trabajo esta

compuesto por aleaciones semiconductoras, en la expresion H =H,+T, se
considera a T, como una perturbacion a H, (Esta consideracion no puede ser

aplicada a materiales metalicos ya que sus electrones no tienen banda de energia

prohibida entre sus estados base y excitado; situacion por la cual T, no puede ser

considerado como una pequefia perturbacion a H,).

Tomando M, como la masa nuclear promedio y definiendo:

si se define ademas:

M, #*

- ——A 1.17
Dy L.17)

entonces la energia cinética de los nucleos estaria dada por:
T, =K*H, (1.18)
el hamiltoniano total tiene entonces la forma:
H, =H,+K*H, (1.19)

y la ecuacion de Schrddinger independiente del tiempo a resolver es:
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Hw(, R)=Ey(.R) (1.20)

Dentro del marco de la teoria de perturbaciones, al hacer una expansion de la
solucion de la ecuacion 1.20 en potencias de K, se encuentra que si la funcién de

onda es evaluada a segundo orden en K, aparece un producto de funciones de la
forma ¢, (f,R)=@()x(R) donde n corresponde a un estado electronico. La

afirmacion de que la funcion de onda total puede ser escrita como un producto
entre la funcion de onda electrénica (dependiendo sélo de las coordenadas
electrénicas con los nucleos en posiciones fijas), y la funcion de onda nuclear (que
depende solo de las coordenadas nucleares con los electrones en algun estado
fijo) es el contenido fisico de la aproximacion de Born-Oppenheimer. Esta idea
también es conocida como aproximacion adiabéatica y de acuerdo con [28], en ella
se establece ademas que si una particula esté inicialmente en un eigenestado del

hamiltoniano H', permanecera en ese mismo estado luego de que H' cambie

gradualmente a alguna forma final H "

Dadas las caracteristicas de los puntos cuanticos sefialadas en la seccion anterior,
puede suponerse que el movimiento del electron en cada punto cuantico estara
compuesto por un movimiento rapido en la direccion vertical y uno lento en la
direccion radial. Esta situacién permite incorporar el uso la aproximacién
adiabatica en el modelo matematico propuesto para analizar el espectro

energético asociados a cada tipo de movimiento presente en el sistema.

25



2. MODELO MATEMATICO PROPUESTO

En el presente capitulo se describe de manera mas detallada el sistema a
analizar; asi mismo, se ird dando lugar a la implementacion de las aproximaciones
expuestas en el marco teérico en la medida en que se va desarrollando el modelo
matematico propuesto para describir el movimiento de los portadores de carga
dentro de cada punto cuantico y posteriormente, obtener el espectro energético

correspondiente a un determinado conjunto de estados posibles del sistema.

2.1. Descripcion del sistema

Como se muestra en la figura 2.1, el modelo a analizar se constituye de un
sistema de dos electrones localizados en dos diferentes SAQD's de In-As
acoplados verticalmente e inmersos en una matriz de Ga-As. Estas heterojunturas
se encuentran en presencia de un campo magnético externo y exhiben la

morfologia descrita por una pelicula delgada axialmente simétrica cuyo grosor

h(,o), disminuye en funcion de la distancia desde el eje z en una forma especial

dada por la férmula h(p) =w/ 1+(,0/R)2 (Donde se supone que w/R<<1).

Figura 2.1: Sistema de dos puntos cuanticos acoplados verticalmente con un electrén dentro de cada una de

ellos (Las esferas contenidas en las lentes representan los electrones).

Bi-(x, 9, 2,)

fi-(x:,¥.,2:)

BEXJ

=
= =
— —.".:_;_4-—— bl

B —

—
Ga-As ..ii'

X

Fuente: Autor del proyecto.
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En vista de que en el presente trabajo se obtienen expresiones matematicas que
necesitan ser tratadas numéricamente, se requiere realizar un proceso de
adimensionalizacion para cada ecuacion del sistema que resulte de la aplicacion
de las diferentes aproximaciones utilizadas; de esta manera, dentro del marco de
la aproximacién de masa efectiva, el hamiltoniano de Pauli adimensional en
coordenadas cilindricas para el sistema mostrado en la figura 2.1 es (véase el

apeéndice Al):

2 2 .
H=H- [—Ak vipL W VP (@)}%
R & op, 4 6.~ 5)

2.1)

donde el primer término de 2.1 hace referencia a la energia cinética del sistema, el

segundo y tercer término corresponden a las interacciones de tipo paramagnético
y diamagnético respectivamente, V,,; es el potencial de confinamiento, el cual es

inducido por una discontinuidad en la banda de conduccion de los dos materiales y
el ultimo término corresponde a la interaccion de tipo coulombiano presente entre

los dos electrones; aqui y es la magnitud del campo magnético en unidades
adimensionales y esta dado por y:eBh/ericF{/ donde e es la carga del electrén,
B la magnitud del campo magnético aplicado, # la constante de Planck dividida
por 277, m, la masa efectiva del electrén, ¢ la velocidad de la luz y R/ la
constante de Rydberg efectiva. En el proceso de adimensionalizacion para la
obtencion de la ecuacion 2.1 se ha encontrado que F{*/:6m-:*V; mientras que el
radio de Bohr efectivo a, es a, =10nm; este Ultimo parametro permite expresar la

ecuacion que describe la morfologia de los puntos cuanticos de la siguiente

manera:
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™
X

Donde la tilde (~) en cada una de las variables y constantes de las ecuaciones

anteriormente obtenidas indican su naturaleza adimensional.

Para obtener una mejor interpretacién de las implicaciones fisicas inherentes al
sistema mostrado en la figura 2.1 es necesario recurrir a una serie de

aproximaciones adicionales tal y como se muestra en la siguiente seccion.

2.2. Implementacién de la Aproximacion Adiabatica

En el presente modelo se asume que el confinamiento en la direccion vertical es
mas fuerte que en el plano, haciendo que el movimiento en z sea mas rapido que
en la direccién planar; esta suposicion hace posible el uso de la aproximacién
diabética, pudiéndose expresar la funcién de onda del electron en el sistema

como.

w="1(p2)¢(0.8) (2.2)

donde f(2.2) y ¢(D,¢) corresponden respectivamente al movimiento vertical

rapido y al movimiento radial lento. Con la funcién de onda de la forma dada en
2.2, la ecuacion de Schrodinger asociada al hamiltoniano expuesto en 2.1 se
puede resolver a través del método de variables separables, generando asi
ecuaciones independientes para cada tipo de movimiento presente en cada uno
de los portadores de carga. De acuerdo con lo anterior, al congelar el movimiento
lento, cada punto cuantico se aproxima a un sistema compuesto por un electron

confinado en un pozo de potencial infinito cuyo ancho estaria determinado por

h(p). Esto es posible gracias a que entre los dos materiales, el potencial de
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confinamiento es de ~1eVen la direccion z del sistema (Este valor es
relativamente grande si se tiene en cuenta que el rango de energia para el pozo
de potencial infinito es del orden de ~0,1V ). De acuerdo con lo anterior, los
niveles energéticos correspondientes a este tipo de movimiento se encuentran

expresados mediante la siguiente ecuacion (Véase el apéndice A.2.1):

E,(P)=——=n 2.3)

La figura 2.2 representa graficamente los valores obtenidos de la expresion 2.3
con n=1 para tres puntos cuanticos; cada uno con una base de diferente radio

(denominado Rmax en la figura 2.2).

Figura 2.2. Representacion grafica de la energia correspondiente al movimiento vertical de los electrones en

los puntos cuanticos.
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Fuente: Autor del proyecto.
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Estos valores de energia pueden ser tomados como punto de referencia, ya que la

brecha energética entre el estado base (n=1) con E,(2=0)=60R, y el primer

estado excitado (n=2) con ~F7(,Z):O) = 24CR*/ es muy grande comparado con el

intervalo de valores de energia asociado al movimiento lento. De esta manera, el
analisis se limita Unicamente a la variacion del espectro energético del movimiento
en el plano frente al cambio en magnitud de parametros como el radio del punto
cuantico y el campo magnético aplicado para diferentes estados del sistema; de
esta forma, al descongelar el movimiento lento, se restringe el analisis del
Hamiltoniano propuesto Unicamente al movimiento en el plano; es decir a un
problema en 2-D. Para que el problema sea separable, el campo utilizado en la
ecuacion de Schrodinger debe ser de tipo central, es por esto que se debe
considerar un potencial de confinamiento de tipo parabdlico [11]; de acuerdo con

esto, la ecuacibn que se propone para este potencial viene siendo

V(j,f’;f)(ﬁk):(n/\iv)z(1+(,bk/Ii)z); de otra parte, introduciendo las coordenadas
relativas y de centro de masa definidas como f=p-p,, 6=¢ -¢,;
R=(p,+p,)/2, ©=(p,+¢,)/2 junto con los operadores [0*°) = (O -0 /2,
0e» =0E» +[®)[30], el hamiltoniano dado en la ecuacién 2.1 puede

desacoplarse en dos hamiltonianos; uno para el movimiento relativo H, y otro

para el movimiento de centro de masas H, (Véase el apéndice A.2.2):

~ (B 14 ~, . 0
H =-=A8” + @R +iy— 2.4
«(R)=-3A% Vg (2.4)
~ ~ 1 2
H, (F)=—2A% +=afp 2+ 25
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donde AﬁfD) con g=r,R, el operador laplaciano adimensional para las

coordenadas cilindricas en dos dimensiones definido como:

- 1 0 0 1 0°
AP =——| p— |[+—=—5 siendo q=r,R
! Pq apq{ ! apq} p; 09,

En las anteriores ecuaciones & es la frecuencia ciclotronica del electrén y d la
distancia de separacion entre los puntos. De acuerdo con [18, 31, 32], esta
separabilidad y la simetria cilindrica del problema permiten escribir las funciones

de onda de dos particulas en el plano en coordenadas polares r =(f,8) en la

forma ®(R)f (F)e™? . La parte espacial de la funcién de onda total es simétrica

(antisimétrica) con respecto a la permutacién de la particula (€ - @+ 1) para

numeros cuanticos acimutales m, pares (impares). Como el principio de exclusion

de Pauli requiere gue la funcion de onda total sea antisimétrica, se tiene por tanto

estados de espin singlete (S=0) y triplete (S=1) para m,  par e impar

respectivamente.

2.3. Analisis del movimiento relativo y de centrod e masas
La ecuacidon de Schroédinger asociada a la expresion 2.4 corresponde a la de un
oscilador circular [33] y puede resolverse analiticamente, por lo que la ecuacién de

valores propios para las energias viene dada por (Véase el apéndice A.2.3):

E(:M :\/Ed)l:|MCM|+1+ 2’]CM]+VMCM

Conng, =0,1,2..y My, =0,+1+2..

(2.6)

Donde n, es el numero cuantico radial y M, es el nUmero cuantico acimutal. De

esta manera, el problema se reduce a encontrar una expresion para la energia

correspondiente al movimiento relativo cuyo hamiltoniano estd dado por la
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ecuacion 2.5. Para esto, se utiliza en la ecuacion de Schrodinger resultante el
método de separacion de variables, con lo cual la funcién de onda adquiere la

forma:

w(,0)=€m™f(f) con m =0,+1+2... (2.7)

siendo m, el nimero cuantico acimutal del movimiento relativo. Introduciendo la

funcién de onda 2.7 en la ecuacién de Schrddinger, la ecuacion que describe el

movimiento relativo resulta ser:

d2f() 1df (@) [P 1.,., 1 B,
- -= +H =T A ——— | f () =—=f(F
i 7o |77 8% g DT O (283)
con las condiciones de contorno dadas por:
0<f<o, f(0)<oo, f(f), ., -0 (2.8b)

La ecuacion 2.8a resulta poco practica para hacer un analisis cualitativo (Puesto
gue ahora se busca una expresién analoga a la ecuacion de Schrodinger). Para

resolver tal inconveniente se redefine la funcién f(f) como sigue [34]:

f(F) :% (2.9)

Reemplazando 2.9 en 2.8a, se llega finalmente a (Véase el apéndice A.2.4):

X"(F)+ [ET"* -V ] x(@)=0 (2.10a)
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con las condiciones de contorno dadas por:

xX©0)=0, x(f),..-0 (2.10b)

donde \76’;‘ es el potencial efectivo, definido como:

2_
=" S

JP?+d? '

A pesar de que la ecuacion 2.10a exhibe una forma analoga a la ecuacion de
Schrddinger, requiere una solucibn numeérica para encontrar los valores de la
energia debido a la no linealidad dada por el término de interacciéon coulombiana
presente en el potencial efectivo. Para esto, se recurre al método de barrido

trigonométrico realizando la siguiente sustitucion (véase el apéndice B.1):
X(F)=AF)cod b€ ) y x'(F) = AF)sen[6(F)] (2.12)

con lo cual, la ecuacién 2.10a toma la forma:

6'(f) = —sen’[6(7)] —{ET’“ -V }cosz [6¢) (2.13a)

con las condiciones de frontera establecidas como sigue:

X0=0 = 80)=7
(2.13b)
X(@)=0 = 9(°°)=g—ﬂnr -~ n=123,..
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Las anteriores condiciones de frontera permiten considerar el problema
representado por las ecuaciones 2.13 como un problema de Cauchy, el cual
puede resolverse numéricamente por el método de Runge-Kutta de cuarto orden

con correcciones de Fehlberg (RK-4F); al hacer esto, se observa que las

soluciones pueden ser encontradas para cada valor del parametro Em y por tanto,
cada una de ellas puede considerarse como una funcién 6’(r~,Em) para cualquier

valor de energia Em . De otra parte, dada la segunda condicién en 2.13b, la curva

de () es asintotica en los valores determinados por 7/2-7m_ ; esta situacion

permite que para grandes valores de f (escritos como f*), la solucion de 2.13a

pueda ser escrita como (véase el apéndice B.2):

6(r*, Em) :7—2T—77nr con n =1,2,3,.. (2.14)

Esta situacion hace posible que los niveles de energia para el movimiento relativo
puedan ser obtenidos de la siguiente manera: Primero se, resuelve
numéricamente la ecuacion 2.14 a través de una combinacién del método de

biseccion combinado con el método de la secante, encontrandose un valor de

o(r*, Em) ; posteriormente, se fija un valor inicial de Em y luego se determina con

el método de RK-4F un nuevo valor de 6(/*, Em) en un valor grande de f (como

se vera en el siguiente capitulo, se utilizaran los valores de 7* =20a,,60a,y100a,);
si la diferencia entre los valores hallados por estos dos métodos numéricos no es
igual 0 menor a 1*10™°(valor de la tolerancia), se fija entonces un nuevo valor de
Em en 2.13a, encontrandose otro valor para &6(f*, Em) repitiéndose este proceso
de manera iterativa hasta que la tolerancia especificada anteriormente sea

satisfecha.
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3. RESULTADOS Y ANALISIS

En el presente capitulo se presentan los resultados de calculo obtenidos utilizando
los métodos planteados en el capitulo anterior. En la seccion 3.1 se expone el
espectro energético obtenido en funcion del campo magnético para dos radios
distintos y dos diferentes distancias de separacion con el fin de realizar
comparaciones entre las diferentes variaciones del espectro energético obtenido.
En la seccidn 3.2 se presentan los resultados encontrados para la estimacion de la
envolvente para la densidad de estados con los mismos valores de radio y
distancia de separacion utilizados en el caso anterior con el fin de realizar un
analisis comparativo entre las graficas y asi, determinar el efecto que el campo

magneético ejerce sobre las curvas en cada una de ellas.

3.1 Espectro energético del movimiento en el plano como funcion del radio y
del campo magnético aplicado

De la expresion para la energia del movimiento de centro de masas (ecuacion 2.6)
junto con la resolucion numérica de las ecuaciones dadas en 2.8 para el
movimiento relativo, se obtuvo el espectro energético en funcién del campo
magnético a dos diferentes distancias de separacién entre puntos (en unidades
adimensionales, 0 y 10) y a dos diferentes radios para cada punto cuantico (en
unidades adimensionales, 2 y 10); esto con el fin de analizar respectivamente, la
evolucion de las lineas espectrales frente a un aumento o disminucion en el
potencial tanto de interaccion coulombiana como de confinamiento. Los estados
utilizados para generar cada una de estas lineas se especifican en la tabla 3.1y
las graficas obtenidas para cada uno de estos estados, junto con la variacion de
los parametros sefialados se muestran en la figura 3.1; de esta figura puede
apreciarse que cada linea que describe el estado del sistema se encuentra en el
rango infrarojo del espectro electromagnético [15, 35]. De acuerdo con [16, 22,

35], las intersecciones presentes entre las distintas curvas mostradas en la figura

35



3.1 corresponden a las posibles transiciones entre los estados de espin del

sistema (a estas transiciones se les conoce también como oscilaciones de espin).

Tabla 3.1. Estados utilizados para la generacion de las curvas mostradas en la figura 3.1. Los estados de

espin se asignan de acuerdo con la naturaleza para o impar del nimero cuantico m (seccion 2.2).

Estado (ncw, Mcw, Ny, My) Estado de espin
(@) (0,0,0,0) Singlete
(b) (0,-1,0,0) Singlete
(c) (0,-2, 0, 0) Singlete
(d) (0,-3,0,0) Singlete
(e) (0,-1,0,1) Triplete
® (1,1,1,1) Triplete
(9 (1,-3,0,1) Triplete
(h) (0,1,0,0) Singlete
0] (1,1,0,0) Singlete
0) (1,-2,1,1) Triplete
(] (1,-1,1,1) Triplete
0] (0,0,1,0) Singlete
(m) 0,0,1,1) Triplete
(n) (1,-3,1,1) Triplete
(0) (1,1,1,2 Singlete
(p) (0,2,0,0) Singlete
(@) (0,1,0,1) Triplete

Fuente: Autor del proyecto

Analizando las graficas en la figura 3.1, se aprecia que para altos potenciales tanto
de confinamiento como de interaccidon Coulombiana (es decir, para los valores
mas bajos de radio y distancia de separacion respectivamente), el movimiento de
los electrones se torna mas cadtico, por lo que se aprecia un bajo grado de
entrecruzamiento de las lineas que describen los estados del sistema; de otra
parte, cuando los potenciales son débiles (figura 3.1d) el movimiento se aproxima
al de un rotor rigido donde las transiciones, ademas de ser mayores en numero,

estan dadas unicamente por la variacion en la magnitud del campo magnético.
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Figura 3.1. Espectro energético en funcion del campo magnético y para diferentes radios en cada punto

cuantico y distintas distancias de separacion (las lineas punteadas corresponden al estado de espin singlete

mientras que las lineas soélidas al estado de espin triplete).
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g *
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(c) R=10.d =0 (d) R=10.d =10

Fuente: Autor del proyecto

Comparando la evolucion del espectro energético del sistema frente a una
variacion en la distancia de separacion (figuras 3.1a-3.1b y 3.1c-3.1d) y frente a
una variacion en el radio de los puntos (figuras 3.1a y 3.1c junto con 3.1b y 3.1d),
se aprecia que el grado de entrecruzamiento de las curvas aumenta con una
disminucién en el potencial de confinamiento, favoreciendo de esta manera un

aumento en el numero de oscilaciones de espin para un estado en particular; de
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esta manera, como se muestra en la figura 3.2, cuando R=2, los estados (m) y

(q) presentan oscilaciones de espin de tipo triplete-singlete ((m)—(c) y (q)—(c)),

mientras que para el caso R=10 el estado (q) presenta transiciones triplete-
triplete-singlete ((q)—(m)—(c)) y al estado (m) se le antepone una transicion de
forma tal que para el estado (h) se presentan oscilaciones de tipo singlete-triplete-

singlete ((h)—(e)—(c)).

Figura 3.2. Aumento en el nimero de oscilaciones de espin (lineas de color rojo) debido a una disminucién en

los potenciales tanto de confinamiento como de interaccion Coulombiana.

((m)—(c)) ; ((@)—(c) ((@)—=(m)—(c)) ; ((h)—(e)—(c))
(@ R=2,d=0 (b) R=10, d =10

Fuente: Autor del proyecto

Otra caracteristica apreciable encontrada en la figura 3.1 es que en todas las
gréficas, tanto el estado (p) como el (f) se mantienen respectivamente, como un
singlete polarizado y un triplete polarizado dadas las transiciones (p)—(d)
(singlete-singlete) y (f)—(g) (triplete-triplete) (véase la figura 3.3); este ultimo
resultado estd acorde con el comportamiento obtenido de algunas oscilaciones de

espin encontradas en [35, 36].
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Figura 3.3. Estados de espin polarizado (curvas de color rojo).

Fuente: Autor del proyecto

Finalmente, dentro del conjunto de estados evaluados, se observa que los
rotulados como (a), (b), (c) y (d), se mantienen como singletes puros sin importar
el tamafo de cada punto, la distancia de separacion entre los puntos o la magnitud
del campo magnético aplicado; esto ocurre de manera analoga para los tripletes

(9), (n) y (j) (véase las curvas de color rojo de la figura 3.4).

Figura 3.4. Comportamiento del espectro energético de los estados del sistema que cumplen la condicién

M, <1 (curvas de color rojo). Nétese que para estos estados no hay oscilaciones de espin.

Fuente: Autor del proyecto
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Esta situacion refleja la alta estabilidad de los estados que cumplen la condicion

My <1 frente a la variacion de alguno de los tres parametros utilizados para

estudiar la evolucion del espectro energético del sistema.

Estos resultados sugieren que dentro del conjunto de estados contemplados, para
conjugar al menos dos “qubits”, los electrones en el sistema deben estar
preparados en el estado (m) puesto que su oscilacion de espin (m)—(c) (triplete-
singlete), ademas de ser controlada, ocurre a bajos valores de energia y campo

magnético (véase la figura 3.5). Dado que las bifurcaciones en y=0

corresponden a estados distintos con la misma energia, se tiene entonces que los
estados (ncuw, Mcwm, N, M) Yy (Nem, -Mcm, N;, M) son degenerados (esta misma
apreciacion fue encontrada en [14]); lo anterior implica que los demas estados
podrian no ser los mas adecuados para obtener dos “qubits”, ya que al menos en
la mitad de las ocasiones, las transiciones a los niveles energéticos dados con los
valores de campo magnético especificado podrian no presentarse y sus
oscilaciones de espin ocurririan a energias mayores y/o campos magnéticos mas

grandes.

Figura 3.5. Estado con oscilacién (triplete-singlete).

Fuente: Autor del proyecto
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3.2 Envolvente para la densidad de estados

La densidad de estados para este tipo de sistemas consiste de una serie de
funciones delta de Dirac [37], este hecho impide determinar claramente el efecto
del campo magnético sobre la distribucion de los estados en el sistema; por tanto,
para describir el comportamiento de la distribucién de los estados frente a las
variaciones en la magnitud del campo magnético, se plantea una envolvente de

tipo gaussiana definida por:

Donde s es un parametro de ajuste que se gradua manualmente con el fin de
estimar un ancho apropiado en la distribucion de los estados. De acuerdo con este
planteamiento, los resultados obtenidos que describen la distribucion de la
densidad de estados a tres diferentes magnitudes de campo magnético se
muestran en la figura 3.6; en todas las graficas de esta figura, se aprecia que a
medida que la magnitud del campo magnético aumenta, la densidad de estados
del sistema se va desdoblando de manera analoga a lo que ocurre con el efecto
Zeeman, formando grupos de estados que conllevan a la obtencion de un espectro
de bandas mas definido y con una mayor discretizacion. Otra caracteristica
observada en las curvas de la figura 3.6 se presenta cuando el espectro

permanece casi inalterado frente a las variaciones del potencial de interaccion

colulombiana (aumento o disminucién de d). Este comportamiento puede deberse
principalmente a un mayor predominio del potencial de confinamiento sobre el
potencial de interaccion coulombiana. Lo anterior no implica que el potencial de
interaccién coulombiana no ejerza ningun efecto sobre el espectro energético del
sistema o sobre la densidad de estados del mismo; pues como se ve de las figuras
3.6c a 3.6d, cuando el potencial de confinamiento es relativamente débil en

comparacion con los casos anteriores, se aprecia que los desdoblamientos de la
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densidad espectral estan determinados Unicamente por el potencial de interaccion

coulombiana.

Figura 3.6. Densidad de estados para tres diferentes magnitudes de campo magnético y (Para la obtencién

de estas graficas se tomd s=1).

Densidad de estados
Densidad de estados

2,6 - ' - -
2,4
2,2

82,01

S 18]

g e

‘% 0.8
S0

Densidad de estados

0,2
0,0

(€) =10, d =0

Fuente: Autor del proyecto
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4. CONCLUSIONES

» Se analizo el espectro energético de una heteroestructura conformada por dos
puntos cuanticos acoplados verticalmente con un electron confinado en cada

uno de ellos.

» Se demostrd que para cada punto cuantico que exhibe una morfologia especial
con una altura despreciable en comparacion con sus diametro, la ecuacion de
Schrddinger correspondiente es completamente separable y las soluciones
exactas dependen de cuatro nimeros cuanticos, dos radiales ncy y ny y dos
angulares Mcy Yy m, asociados de manera respectiva a los movimientos de

centro de masas y relativo.

» El andlisis de las soluciones exactas para puntos cuanticos de diferentes
tamafnos y las separaciones entre ellos muestran la importancia de los efectos
de la correlacion electronica que se manifiesta en las multiples intersecciones
de las curvas de las energias en la funcién del radio, la separacién y del campo

magnético acompafiado por reordenamiento de los niveles energéticos.

» Las oscilaciones de espin presentes en el conjunto de estados evaluados para
el sistema estudiado dependen Unicamente de la magnitud del campo
magnético aplicado y de la manera en que estén configurados los numeros

cuanticos ncwm, Mcm, Ny, M.

» Dentro del conjunto de estados evaluados para el sistema estudiado, sélo el
estado (m), definido por (ncy=0, Mcw=0, n=1, m,=1) podria ser utilizado para
conjugar por lo menos dos “qubits”, debido a la presencia de una transicién
triplete-singlete controlable a valores relativamente bajos de energia y campo

magnéetico.
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» El desdoblamiento de las bandas que sufren las envolventes correspondientes
a la densidad de estados relacionados con el efecto Zeeman se hacen menos
notorios, con el aumento tanto en el potencial de confinamiento dado por una
disminucién en la magnitud del radio de los puntos cuanticos, como en el
potencial de interaccibn Coulombiana producido por una disminucién en la

distancia de separacion de los puntos.
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ANEXO A: APENDICE MATEMATICO

A.1. Obtencion del Hamiltoniano de Pauli Adimension  al
El Hamiltoniano no relativista para el sistema de dos particulas mostrado en la

figura 2.1 es:

2

H =Z{ﬁ(é)z Vo (ﬁ)}+iﬁ (D)

ATE, £||rl—r2

dado que P. =P, —(e/c)Ay m =m, =m, la ecuacién A.1 toma la forma:

H ZZ{i(p. g AJ conf (Fk):| 1 ° (AZ)

471? £||r @

Ahora bien, para cuantizar la expresion A.2, se elevan las variables dinamicas a

estatus de operador en la representacion de coordenadas, dando como resultado:

G =3 L (ind, -84 v 1 ¢
_kZ:;‘ %(I “ Ej Ve (1) |+ 41, €|r, 1)

2 2
1A, +@D D&+_ADD +( j € (A3
Z{ { A Vo ) | 2 ey

Con el fin de obtener una expresion desglosada del operador Hamiltoniano dado
anteriormente, se procede a aplicarlo sobre una funcibn como se observa a

continuacion:
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=3[ Lo, o0, Rl UWJ m(rk} 1 @

k1| 2m c 47E0 elr, =7

Hf :Z % wa, f 41 D [@Af)+@Am] f+( jw fj m(r)f}

— f (A.4)

Mediante la imposicién de las condiciones de Gauge siguientes:

A=

NI

(Bxr) =(-By()+ BX(1) (A52)

OMA=0 (A.5b)

el término en la ecuacién A.4 dado por ik [(Af) :(ik [A) f +(ADﬁk)f se reduce a:
ik EQAf) = (ADT]k)f ; asi, retirando la funciéon f,la ecuacion A.4 pasa a ser:

oSt ) gty o

k=1

Ahora bien, con el fin de adimensionalizar la expresion dada en A.6 se realiza una

sustitucion de las variables como sigue:

m - me = masa efectiva
r_ r:a; Siendo m — m, =Radio de Bohr efectivo

. . L : = _B 0 0
realizando la anterior sustitucion y teniendo en cuenta que ALl :—(—y—+x—j,

2 ox oy

la ecuacion A.6 dividida por la constante R/ (Rydberg efectivo) pasa a ser:
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2 2 H 2m2,%2 -
H=2H— L . i [—ykaiwk 4 ]+—eBa° (if+yf)]+\7m(r1)}

k=1 ZWLaORy “ ZmECR/ 2 X a_yk 2‘ne & Ry
N e? 1
47E,6R 8, Hr:l -F, (A7)

Haciendo que el siguiente conjunto de parametros tome los valores:

hZ

—— =1 A.8a
2maR, (A.82)
2
—° =2 (A.8b)
ATEER A,

se encuentra que el radio de Bohr efectivo sea a, =9,8m y la constante de

Rydberg efectiva tome el valor de F{/:5,9NBV. Mediante el reemplazo de las

expresiones A.8 en A.7, el operador Hamiltoniano adimensional toma la forma:

+

2 2D 24%2

~ ~ ienB .0 . 0 e B, G2 4 2 ’ et
A=Y -A 4 —— |~V =+ & — |+ 2 (2 + §2) +V, (7
; ) 2mecR/( Y %, j (%2 +92) +Vi (7)

(A.9)

De la ecuacion A.8a se tiene que: 7* =2ma’ R, con esta definicion, el coeficiente

del tercer término de la ecuacion A.9 (a') se transforma como sigue:
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._ _€B% 2m R
2 4R, 2 R,
hZ
€B? o=
== 9 2
4C24n.ER’;2 rneao R:/
e’B%h?
4 aR?

De este resultado y de la definicion del siguiente parametro:

2,.2R2
heB )= ne’B —4(0")2

IS worated G e =Tl
2m(ceR, 4 CR

Escribiendo la ecuacion A.9 en términos de y se tiene:

O _d _ 0 2, % =
H ZZ{—Ak +|y(_yka+xk5]+§(xs+yk2)+voonf (F) |+ (A.10)

k=1 K

Dado que el sistema analizado en el presente trabajo posee simetria axial,
conviene expresar la ecuacion A.10 en coordenadas cilindricas; para esto es

necesario en primer lugar realizar el siguiente paso intermedio:

Con las siguientes ecuaciones de transformacion:

X = pcosp h=h,=1 & =&, cosp - &,seng
y = pseng h,=h,=p 8, = &,seng +8, cosp
zzz h3=h2=1 éz:Az

El operador gradiente en coordenadas cilindricas es:
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Shog ' 0p” pog? oz

Con este cambio de coordenadas, los siguientes términos de la ecuacién A.10

guedan expresados como sigue:

e = bk
Xk2+>7k2=pk2
g0 .z 0 -0
“ox, <0y, 04,

De esta manera, la ecuacion A.10 adopta la forma:

< & o« .0 %
H ZZ{_AK+IVW+—ysz

k=1 Kk

2

m (A.11)

+\7conf (i)k)j| +

El cual corresponde al hamiltoniano de Pauli adimensional. En esta expresion A,

esta definido en coordenadas cilindricas como:

~ 1 o0(. 0 1 0%  0°
A=———F b Tt
PP\ 0P ) B 0P 0%
A.2. Implementacion de la aproximacion adiabatica e  n hamiltoniano de Pauli

adimensional
A.2.1 Analisis del movimiento rapido

Como resultado de la aproximacion adiabatica la funcion de onda para el sistema

a analizar puede ser escrita como:
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w(F) = (2. 2)pp.9) (A.12)

No obstante, para obtener las expresiones de la energia en direccién vertical se
requiere primero congelar el movimiento lento y utilizar la expresion resultante de

la incorporacion de A.12 en la ecuacion de Schrédinger; de esta manera:

Hf (2,2)=E,(p)  (5.2)

Donde H, esta definido por A.11. Como en este caso s0lo se analiza la direccion

Z, los términos diamagnético y paramagnético son cero; pues el electron se

—

mueve en direccion paralela a las lineas del campo magnético externo B,, y por

tanto la fuerza de Lorentz ejercida sobre el electron es nula. De otra parte, la

consideracion de una morfologia que cumple con la condicidn para peliculas
delgadas (W/R<<1) permite asumir que las contribuciones de f(p,2) en la

ecuacion de Schrédinger son tan pequefias que se puede hacer la siguiente

1001, o
s3lo3 o

De manera similar, dado que f(2,2) no depende de la coordenada angular resulta

aproximacion:

también que las contribuciones de f(0,2) a la ecuacién de Schrédinger son nulas;

esto es:

1 92
— —_f(p,2)=0
5 07 (£:2)

De esta manera la ecuacion de Schrédinger resultante para el movimiento lento

es:
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[-a—; +V; " (D, 2)} f(0,2)=E,f (p,2) (A.13)

En vista de que en los alrededores del punto cuéntico se induce una
discontinuidad en la banda de conduccion por la presencia de un material

conductor distinto, origina la posibilidad de introducir en la direccion vertical, un
pozo compuesto de dos barreras de potencial finito de ancho h(p,z) en los
infinitos puntos de plano definido por (0,¢). Sin embargo, debido a que la
constante de barrera para estos pozos es muy alta; dichos pozos pueden

considerarse de paredes infinitas. De esta manera, se define V" como:

0 -0<z<h(p)

o En otra parte

V" (B,2) = {

Con esta aproximacion para V*", la ecuacion A.13 adopta la forma de la muy

conocida expresion para la de un pozo de potencial infinito cuya solucion es:

2 ) .
ﬁ(ﬁ)sen[ﬁ(p)j sendo h(p)=

W

f(0.2)=

Y la ecuacion de energia esta dada por:




A.2.2 Analisis del movimiento lento
Una vez obtenida la contribucion del movimiento rapido al espectro energético, se

procede al descongelar el movimiento lento presente en el plano (p,¢); de esta

manera, el hamiltoniano correspondiente adopta la forma:

I

2
J = (2D) yzpk conf [ > 2
H é{ A +|ya¢k 4 +\/(p¢)(lok):|+H 1_,52H (A.14)

Con el potencial de confinamiento propuesto de la forma:

wzna=(2] [+(4]] 1)

De otra parte, el denominador del término de interacciéon coulombiana es escrito

como le pZH \/ ,02) +(d+22—21)2; sin embargo, de acuerdo con la figura

A.l se aprecia que d>> Z,— 7, por lo que esta distancia puede ser aproximada

como H,ol ,02H \/ ,02) +d?. Ahora bien, mediante la definicion de los

términos:

_— 1 0(. o 1 9° 0 /a% 2. Y
Holl) = ——= p—~J_~— Hy——+ —VZ,O ( j 1+(—~kj
o(A) ) apk( “op.) piogl Tog, 40T \Ww R
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Figura A.1. Vista de perfil del sistema compuesto por dos puntos cuanticos.

Fuente: Autor del proyecto.

el hamiltoniano del sistema dado en A.14, queda expresado de la siguiente

manera:

H= Ho(lbl)+Ho(le)+U (,51—,52)

T I B BPOSIIN A 2 SR
=-APY —A(fD)+Iy—+ly—+—yz(pf+p§)+(ﬁj (pi+ )+

¢, og, 4
+(%j2+0(p1-p2)
= —A@®) A(220)+iy6_¢1+iyai¢2+~7(pf+Ib§)+U(p1—p2)+|§o
donde
etols] el
2 WR W
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F=p,-p,, 0=0¢,-¢,; R=(D,+D,)/2, ©=(¢,+¢,)/2 junto con los operadores

DEP) =@ -0 /2, O =0 +0F%), el hamiltoniano obtenido en A.16 se
transforma término a término como sigue:

introduciendo las coordenadas relativas y de centro de masa definidas como

v' Primer y segundo término:

~ ~ 2 ~ ~ ~ ~ ~
(D§2D)+D(22D)) =A§2D)+2D§2D)DD(223)+A(2D):Aéa)

~ ~ 2 ~ ~ ~ ~ ~
(DfD)—D(ZZD)) :Aizo)_zmizo)m](zza)_i_A(zza): 4Ar(za)

N s N 1-
A:EZD) +A(22D) — 2Ar(2D) +§Aé2D)

v Tercer y cuarto término:

0 _000,000_19 9
0¢, 0004, 0004, 200 6
09 _0090,000_10 _0
0¢, 0004, 0609, 200 96
9,90 _29
0, 0p, 0O

v" Quinto término:
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v' Sexto término:

El término E, puede ignorarse, pues al desacoplar el hamiltoniano con la

introduccién de las coordenadas relativas y de centro de masa, su contribucién
sé6lo varia la amplitud de la funcion de onda del sistema; lo cual hace que el estado
asociado a dicha funcion permanezca invariante. Finalmente, con el reemplazo de
las anteriores expresiones, el hamiltoniano del sistema puede desacoplarse en
uno para el movimiento relativo y otro para el movimiento de centro de masas,

matematicamente:

siendo

S 1- ~, . 0
A = =AY 4 PR +iy— (A.17)
(R)=-3A% V50
H, (F) =-2A% slagree 2 (A.18)
4 f:'Z +d2

A.2.3 Ecuacién para la energia del movimiento de ce  ntro de masas

Como el potencial en la ecuacién A.17 depende solamente de R, se puede

escribir la solucién de la ecuacion de Schrédinger como:

u(RO)=v(R)eM 1 Moy =0ELx2,.
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Reemplazando esta funcidon en la ecuacion de Schrodinger se llega a:

[v--(§)+iv-(@)- Moy v(fz)j+(2ECM oM, - wR(R)=0 (Al9)

Definiendo
K* = 2Eqy —2/M gy (A.20)
A% =247
se tiene entonces que la ecuacion A.19 toma la forma:
v(R)+ Lvi(R) - Man () | (12 - 422) o (R) = 0 (A21)
R =2 '
Redefiniendo la funcién de onda como:
v(R) = R"=IF (R)e (A22)
Reemplazando A.22 en A.21 se llega a:
F "(§)+[2|'\/'C—F%”|+1—2A|ij|: (R)-[ 24 (Meu|+ 1 -K?]F(R) = C (A.23)

Realizando el cambio de variable t = AR, la ecuacion A.23 se transforma en la

ecuacion de Kummer:
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td—ZF(t)+[(|IVI |+1)—t]3F(t)— l(||\/| |+1)—K—2 Fi)=0 (A.24)
dt? M dt AN 4 '
cuya solucion regular en t =0 es la serie confluente:

F(t) = R(a|Mg|+1t)

donde

1 K?
a:§(||v|CM|+1)—H (A.25)

Para grandes valores de t, esta funcion diverge como €, por esta razén se

escoge:

a=-ng, con Ny =0,1,2.. (A.26)

de esta manera se tienen entonces las soluciones:

U M (Fi,@) = C%M Moy FQMCMe_Az'iZlFl(_nCM ’|MCM |_'_1;/1 ﬁz)eiMCMO

Ahora, de las condiciones dadas en A.25 y A.26 se obtiene:

1 K?
-ng,, =E(|MCM|+1)—H (A.27)

Reemplazando A.20 en A.27 se llega finalmente a:
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E(:M :\/ECDUMCM|+1+ mCM]+yMCM

(A.28)
Conng, =0,1,2..y M, =0,+1,+2...
A.2.4 Ecuacion para la energia del movimiento relat  ivo
Para el movimiento relativo, la ecuacion de Schrodinger correspondiente es:
H, (F)e(r.6)=Ey(T.6) (A.29)

donde Hr (f) esta dado por la ecuaciéon A.18. En vista de que los potenciales
presentes en el hamiltoniano para el movimiento relativo dependen solamente de

la distancia, la funcién ¢/(F,6) puede escribirse como:
l/l(f,@) =dn?f (f) con m=0+1+2, ..

reemplazando esta funcién en la ecuacion A.29 se llega a:

()2 Lo (elar e 2o li0)=50) a0

0<f<oo f(0)<00 : f(f)hm—>0 (A.31)

Puesto que lo que se busca es una expresion analoga a la ecuacion de

Schrodinger; pare esto, es necesario redefinir la funcién f(f). De acuerdo con lo
establecido en [33], como la funcién f(f) depende Unicamente de 7, puede ser

modificada mediante el re-escalamiento definido como:
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(D-Y)

f(F)=F 2 x(F)

Dado que el problema esta definido en dos dimensiones, el parametro D toma el

valor de 2; razoén por la cual f(F) adquiere la forma:

s

(A.32)

2

Asi, luego de reemplazar en A.30 la ecuacion de f(F) expresado en A.32 se llega

a.

—x'()+ m‘1’4+§&fr~2+ L v®) = x0) (A33)

FZ

Eﬂ—ﬁg(ﬂ}:o (A.34)
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ANEXO B: METODO DE BARRIDO TRIGONOMETRICO

B.1. Concepto

El método de Barrido Trigonométrico expuesto en [11], utiliza Coordenadas
Polares de Poincaré, para reducir una ecuacion diferencial de segundo orden a
una de primer orden; de esta manera se obtiene una ecuacion trascendente para

los niveles energéticos, aun para el caso de potenciales no convencionales.

Sean definidas dos funciones S(X) y V(X) dentro del intervalo xO[0,») que

satisfacen las condiciones V(x)<0; V(x) _ -0; §=0y §(x)>0 para x>0.

Ahora bien, considérese el método de solucion del problema de contorno:

1 i{%(x)dw(x)}+v(x)¢/(x)=Egl/(X) B.1)

0<Xx<o : (//(O)<oo : l/l(x)xm—>0 (B.2)

El problema comprendido por las ecuaciones B.1 a B.2 puede ser presentado en

forma diferente haciendo ¢/(x) = x(x)/{S (X):

~X"(X)+Vy4 (X)=Ex(x)  con x(0)=0 y x(x,.-0 (B.3)

donde
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La ecuacion diferencial de segundo orden B.3, se reduce a una ecuacion
diferencial de primer orden a través del siguiente cambio de variables, utilizando

coordenadas polares de Poincareé:

S (X)X (X) = A(x) sen[ 6(x)] (B.4)

donde A(X) y 6(X) representan la amplitud y la fase de las curvas de Poincaré
respectivamente. Sustituyendo las expresiones de B.4 en la ecuacion B.3, se

encuentra la siguiente ecuacién diferencial para la fase 6(X):

g'(x) =~ %ﬂE—V(X))%(X)COSﬁB(X)] (B.5)

Como se puede ver, la expresion dada en B.5 es una ecuacion diferencial de
primer orden que, con condiciones de frontera apropiadas, se transforma en un
problema de Cauchy. Este problema puede solucionarse utilizando diferentes
métodos numéricos como por ejemplo, el Método de Runge Kutta, el cual sera
empleado en este trabajo. Asi, la primera condicion de frontera se establece como:

x(0)=0=6(0)=

NN

(B.6)

En vista de que la ecuacion B.5 puede resolverse numéricamente para cada valor

del parametro E, esta solucion puede considerarse como una funcion H(X, E)
para cualquier valor de energia E. De la ecuacién B.5, 9'(X) <0 cuando x<Xx,,

siendo X, el punto de retorno (La raiz de la ecuacion para V(X) =E; pues para
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X<X, (0 Xx>Xx,) la energia es E<V(X) (0 E>V(X)). Por eso, cuando x<x,, la

funcién 6(X) decrece monétonamente, mientras que para valores X>X, Su

decremento se hace paulatinamente mas suave hasta el punto en el que para

grandes valores de x, la funcion se hace casi una constante. En la figura B.1 se

presenta la forma tipica de la curva (X) para el caso en el que n=1y

6(x), ., - -m/2; para n#1, las curvas 6(x) disminuyen en el origen mas

bruscamente en comparacion a la curva exhibida en la figura B.1 y tienden
después asintoticamente a los valores —377/2 para n=2 ya —-5m/2 para n=3y

asi sucesivamente para los demas valores de n. De otra parte, la condicion de
que la funcion )((X) se anula para x - o« conduce a una ecuacion transcendente
para los niveles energéticos E de la forma:

—-7/m con n=123,.. (B.7)

6(x.E) :’_ZT

Figura B1. Comportamiento tipico de la solucién de la ecuacion B.5.
G(I)

0.0 " 1 L /| " 1 " 1 " 1 n 1 " 1 |._l‘

05

Fuente: Material didactico del grupo de Investigacién en Fisica Computacional en Materia Condensada
(FICOMACO).
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Realizando un proceso anélogo a la obtencion de las curvas de Poincaré se toma
en el plano como abscisa x(X) y como ordenada a x'(X); de esta forma, la
ecuacion paramétrica B.4 describe una curva espiral decreciente que se desarrolla

en el sentido de las manecillas del reloj y se inicia desde el punto ()((O) :A(O),
x'(0)=0), cruzando sobre el eje ordenado cada vez que la funcién x(x) se
aproxima a cero. Esta analogia permite mostrar que en el intervalo (0,00), el

parametro n corresponde al numero de nodos de la funcion de onda )((X) y por

tanto se puede catalogar como el niamero del estado vibracional en el cual se

encuentra el sistema (véase la figura B.2).

Figura B.2. Curvas analogas a las de Poincaré para el caso n=1(Derecha) y n=3 (lzquierda). En estas

gréficas se ha tomado A(O) =1.

m_,%‘”{_,-]\’(_r)

Fuente: Material didactico del grupo de Investigacién en Fisica Computacional en Materia Condensada
(FICOMACO).

En el calculo numérico, la sustitucion de valores x bastante grandes
(denominados aqui como x*), permite que la ecuacién trascendente B.7 se pueda

escribir a través de la siguiente forma:

6(x*, E) =

Ny

—/m  con n=123,.. (B.8)
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Los niveles de energia pueden ser obtenidos resolviendo numéricamente la
ecuacion B.8, considerando a 49(x, E) como la solucion al problema de Cauchy
(ecuaciones B.5 - B.6). Para resolver esta ecuacion se debe tener en cuenta que
la curva 8(E), en un valor fijo de x, es similar a una escalera con regiones casi
verticales, donde la funcién es aproximada a (77/2-nrm). En la figura B.3 se

presenta el grafico de H(X*, E) en funcién de E obtenido al resolver la ecuacion

de Schrédinger para el atomo de hidrogeno con x* =100a,, .

Figura B.3. Grafico de §(x*, E)en funcién de E para el atomo de Hidrogeno con x* =1003, .

O(z*. E}{
5

& —tl‘o 08 06 -04 02 olo
L i I 1 1 L e i i E

=20
Fuente: Material didactico del grupo de Investigacién en Fisica Computacional en Materia Condensada
(FICOMACO)

Si se desea encontrar A(X) se deriva la primera expresion de la ecuacion B.4 y se

iguala con la segunda expresion en esta misma ecuacion, obteniéndose:

()= Al g ) s ©9)

Para encontrar la funcién A(X) hay que sustituir la anterior expresion en la

relacion B.5 y realizar la integracion:
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A(x) = exp{jox[( 1-a(x))sen[ 8(x) | co$8(x) |- B(x)sen® I:@(X):I] dx}

B.2. Aplicacién del método de barrido trigpnométric 0

(B.10)

Una vez conocido el funcionamiento del método, se procedera a aplicarlo a la

ecuacion del movimiento relativo. Definiendo las ecuaciones correspondientes a

las coordenadas de Poincaré en términos de las variables del sistema se tiene:

de esta manera:

de otra parte:

Sustituyendo B.13 en B.14 y despejando x"(F)/x(F) se tiene:
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(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)



)00 o
))(((F) _co§[9(r)]+tg [o(r)] (B.15)

Reemplazando B.15 en A.34 se llega a:

g'(r) = —%Z[e(r)]{%—@f* (f)}co§[9(r~)] =0 (B.16)

con las condiciones de frontera dadas por:

x(0)=0=6(0) =

N | Y

(B.17)
x(00) =0=> 6(co) :%T—r[n L n=123,.

r

Para grandes valores de  (definidos como 7 *) la ecuacion B.16 debe cumplir la

siguiente condicion:
e Vg
o(r*, E,,) :E_mr con n =1,2,3,... (B.18)

Para el caso f* =cte, la ecuacion B.18 pasa a ser:

6(E, )-=+m =0 (B.19)
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