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Resumen

Titulo: La propiedad ddo en anillos y anillos de grupo.
Autor: Brayan Stiven Flérez Burbano. @
Palabras Clave: Anillos de grupo, anillos diio, anillos reversibles, anillos simétricos.

Descripcion: Existen diferentes propiedades anillo-tedricas que extienden resultados de anillos conmutativos a un
caso més general. Por ejemplo, las propiedades duo, reversible, simétrico y SI. En este trabajo se estudia la propiedad
ddo y algunas de sus relaciones con las propiedades reversible, simétrico y SI, tanto en el contexto general de anillos
como de los anillos de grupo. Se presentan pruebas de resultados afirmados sin prueba en la literatura y se disefian
diagramas que resumen algunas implicaciones vélidas entre la propiedad ddo y las otras propiedades de interés. Es-
pecificamente para un anillo de grupo RG de un grupo de torsiéon G sobre un anillo conmutativo R con identidad, se
disefnan diagramas en los cuales se establece que si el anillo de grupo RG tiene alguna de estas propiedades, entonces
G es un grupo Hamiltoniano y la caracteristica de R es 0 o 2. Ademds, se caracterizan las mismas propiedades en
dlgebras de grupo FG sobre cuerpos de caracteristica cero y en anillos de grupo RG en los siguientes casos: (1) RG es

un anillo de grupo semi-simple y (2) R es un anillo semi-simple y G cualquier grupo.

Trabajo de grado
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Abstract

Title: The duo property in rings and group rings.
Author: Brayan Stiven Flérez Burbano.
Keywords: Group rings, duo rings, reversible rings, symmetric rings.

Description: There are different ring-theoretic properties that extend results from commutative rings to a more gene-
ral case. For example, the duo, reversible, symmetric, and SI properties. In this work, the duo property and some of
its relations with the reversible, symmetric, and SI properties are studied, both in the general setting of rings and of
group rings. Proofs of asserted results without proof in the literature are presented and diagrams are designed which
summarize some valid implications between the duo property and the other properties of interest. Specifically for a
group rings RG of a torsion group G over a commutative ring R with identity, diagrams are designed in which it is
established that if the group ring RG has any of these properties, then G is a Hamiltonian group and the characteristic
of R is either O or 2. Moreover, the same properties are characterized in group algebras FG over fields of characteristic
zero and in group rings RG in the following cases: (1) RG is a semi-simple group ring, and (2 ) R is a semi-simple ring

and G any group.

Bachelor Thesis
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director: John Hermes Castillo Gémez, PhD in Mathematics.
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Introduccion

Un anillo asociativo R es duo izquierdo (derecho) si cada ideal izquierdo (derecho) de R es un ideal
bilateral de R. Cuando R es duo izquierdo y derecho se dice que R es un anillo dio (o que R tiene
la propiedad duio). Claramente todo anillo conmutativo satisface de forma trivial la propiedad duo.
Por tal razon, el estudio de esta y otras propiedades anillo-tedricas tales como reversible, simétrico
y S1 tiene sentido en el contexto no conmutativo. De hecho, existen diferentes propiedades anillo-
tedricas que se estudian con el fin de extender resultados validos para anillos conmutativos. Por
ejemplo, se sabe que en todo anillo conmutativo, el conjunto de elementos nilpotentes forma un
ideal que coincide con la interseccion de todos los ideales primos. Este resultado también es vélido
para un caso mds general de anillos, llamado anillos 2-primales, los cuales no necesariamente
son conmutativos. Marks| (2002) presenté mediante una tabla (ver Figura [I), las implicaciones
validas entre las propiedades reducido, reversible, simétrico y SI, las cuales dan lugar a los anillos
2-primales.

Sean R un aillo conmutativo con identidad y G un grupo. No es dificil ver que si el grupo
G es abeliano, entonces el anillo de grupo RG es conmutativo. Asi, en este contexto el estudio de
la propiedad duo al igual que las propiedades reversible, simétrico y SI tiene sentido cuando G es
un grupo no abeliano. Marks| (2002)) discutié las relaciones entre anillos simétricos y reversibles
(con y sin la presencia de la propiedad duo), demostrando que el dlgebra de grupos [F,Qg de los
cuaternios Qg sobre el cuerpo [F, es reversible pero no simétrico. Gutan and Kisielewicz (2004)

caracterizaron las dlgebras de grupo reversibles FG de grupos de torsién G sobre cuerpos F. En
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particular, describieron todas las dlgebras de grupo finitas reversibles que no son simétricas, exten-
diendo un resultado de Marks. |L1 and Parmenter; (2007) investigaron anillos de grupo reversibles
RG de grupos de torsion G sobre anillos conmutativos con identidad, lo que dio continuidad a
los resultados de Gutan y Kisielewicz. Para dlgebras de grupo FG de grupos de torsiéon G sobre
un cuerpo F, Bell and Li (2007) usaron los resultados de Gutan y Kisielewicz demostraron que
las propiedades duo y reversible son equivalentes sobre FG. Finalmente, Gao and Li (2011) des-
cribieron cuando el anillo de grupo RG de un grupo de torsiéon G sobre un dominio entero R es
duo.

En este trabajo se estudia y analiza cuidadosamente algunos resultados de la propiedad
duo y las posibles conexiones con las propiedades reversible, simétrico y SI, tanto en el contexto
general de anillos como en el de los anillos de grupo, siendo esta tltima estructura la de mayor
interés en esta investigacion. En el primer capitulo se presentan conceptos prelimnares sobre la
teoria de grupos, anillos y médulos. Adicionalmente, se establece la notaciéon que se empleard en
todo el trabajo. Luego, en el Capitulo 2 se estudia el concepto de anillo de grupo, presentando
algunas definiciones, ejemplos y resultados importantes sobre esta teoria, ya que son necesarios
para estudiar las propiedad dio en esta estructura. Los Capitulos 3 y 4 son los de mayor importancia
en esta investigacion, en ellos se estudia la propiedad ddo, en el contexto general de anillos y en
en el de los anillos de grupo. Especificamente en el Capitulo 3 se establece una modificacion de la
Figura (1| dada por Marks (2002), en la cual ahora se incluye la propiedad duo. En el Capitulo 4,
para anillos de grupo RG de un grupo de torsion no abeliano G sobre un anillo conmutativo R con

identidad, se disefiaron diagramas similares a la Figura [I] (ver Figura ]y Figura[5)), en los cuales
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ademads de determinar algunas relaciones validas entre las propiedades duo, reversible, simétrica y
SI, también se establecen condiciones necesarias, en términos del grupo G y del anillo R, cuando
RG tiene estas propiedades. Ademas, en estos capitulos se presentan pruebas de algunos resultados
que se afirman (sin prueba) en la literatura.

Finalmente, con el objetivo de dar continuidad al estudio de la propiedad dto y las posibles
conexiones con las propiedades anillo-tedricas de interés, en el Capitulo 5 se presentan algunos
resultados en esta direccién. Por ejemplo, el Teorema [6.16] el cual permite establecer que las pro-
piedades dto, reversible, simétrico y SI son equivalentes en anillos de grupo FG, donde F es un
cuerpo de caracteristica cero y G es un grupo de torsion. Ademas, el Teorema [6.18] Corolario [6.8]
Teorema [6.19] Teorema[6.20]y Teorema[6.21] los cuales caracterizan las propiedades de interés en
anillos de grupo semi-simples y anillos de grupo sobre anillos semi-simples. Estos ultimos resul-

tados surgieron después de intentar responder la Preguntal6.1] planteada por|Gao and Li| (2011).
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1. Objetivoss
Objetivo general
Analizar y comparar la propiedad duo en anillos que no necesariamente tienen identidad y
en anillos de grupo RG donde R es un anillo con identidad y G un grupo, y sus posibles

conexiones con las propiedades reversible, simétrico y SI.

Objetivos especificos
1. Explorar pruebas alternativas de la propiedad ddo en el contexto de los anillos de grupo,

haciendo uso de sus propiedades estructurales.

2. Examinar la propiedad dio en anillos y en anillos de grupo, siendo esta ultima estructura
la de mayor interés en la investigacion. Especificamente, identificar por qué las condiciones
dadas sobre el anillo y sobre el grupo en los articulos Marks| (2002), Bell and Li| (2007) y

Gao and Li/ (2011]), son esenciales.
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2. Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones, ejemplos y resultados importantes en teoria
de grupos, anillos, médulos y dlgebras, los cuales serdn fundamentales para el desarrollo de este
trabajo. Ademas, se establece la notacion que se empleara en los siguientes capitulos. Si el lector
no tiene claro algtn concepto tratado en este capitulo, puede consultar las primeras secciones de las
referencias |Bhattacharya and Nagpaul (1994), |Gallian| (2021)) y [Polcino Milies and Sehgal (2002).
2.1. Grupos

De la teoria de grupos, se sabe que existe una gran variedad de estos, cada uno con naturaleza y

caracteristicas propias. Se empleard con frecuencia los siguientes grupos.

Definicion 2.1. Un grupo G es un grupo de torsion, si cada elemento a € G tiene orden finito. Es

decir, para todo a € G se tiene que |a| = n, para algin n € N.

Ejemplo 2.1. Claramente todo grupo finito es un grupo de torsién. Un ejemplo de un grupo infinito,
que es un grupo de torsion, es el grupo cociente G = Q/Z. En efecto, sea x € G diferente del neutro,

es decir, x = § +Z cona,b € Z 'y b # 0, luego bx:b(?—ﬂ—Z) =a+7Z="17. Asi,

x| =by porlo

tanto todo elemento de G tiene orden finito.

Definicion 2.2. Sea p un nimero primo. Un grupo finito G es un p-grupo, si el orden de G es una

potencia de p.

Por otro lado, un grupo abeliano G se denomina abeliano elemental, si existe un nimero

primo p tal que todo elemento a € G diferente de la identidad, tiene orden finito p. El grupo



LA PROPIEDAD DUO EN ANILLOS Y ANILLOS DE GRUPO 14

E = <a cat = 1> ={1,a}, es un 2-grupo y ademads es abeliano elemental. Es decir, E es un ejemplo

de lo que comtinmente se llama un 2-grupo abeliano elemental.

Definicion 2.3. Sean G un grupo y H un subgrupo de G, se dice que H es un subgrupo normal de
G si, y sélo si, ghg™! € H paratodo g € Gy h € H. Usualmente se escribe H <! G para denotar que

H es un subgrupo normal de G.

Existen diferentes caracterizaciones para los subgrupos normales, una de ellas dice que H
es un subgrupo normal de G si, y sélo si, gH = Hg para todo g € G. De lo anterior, es claro que
para un grupo abeliano G, todos sus subgrupos son normales. Existen grupos no abelianos con esta

propiedad y se llaman grupos Hamiltonianos.

Definicion 2.4. Un grupo no abeliano G tal que todos sus subgrupos son normales se denomina

grupo Hamiltoniano.

El grupo Qg, de los cuaternios de orden 8, serd de uso frecuente en este trabajo. Este grupo

tiene la siguiente presentacion
Qs =(a,b: a*=1,a>=b*,a" =a~'), donde a’ denota bab™',

sus elementos se pueden listar asi, Qg = { l,a,a,a°,b,ab,a’b, a3b}. No es dificil ver que ab # ba,
es decir, Og no es abeliano. Adicionalmente, se puede mostrar que todos los subgrupos de Qg son
normales y mds exactamente son: Hy = Qg, H, = {1,a,a*,a*}, Hy = {1}, Hs = {1,a*,b,a’b},

Hs={1,a*} y Ho = {1,ab,a*,a*b}. Por lo tanto, Qg es un grupo Hamiltoniano.
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Segun el siguiente resultado, para verificar que un grupo G es Hamiltoniano, basta probar
que para todo g € G, el subgrupo ciclico generado por (g) = {g" : n € Z} de G es normal. Més

exactamente, se tiene el siguiente resultado, el cual se prueba por cuestion de completez.

Proposicion 2.1. Sea G un grupo. Entonces, G es un grupo Hamiltoniano si, y sélo si, (g) < G

para todo g € G.

Demostracion. Si G es Hamiltoniano, entonces todos sus subgrupos son normales, en particular
los subgrupos (g) con g € G. Reciprocamente, sean H un subgrupo de Gy g € G, se va a probar que
gH = Hg. Considere t € gH, entonces t = gh para algin h € H, note que ¢t € g(h) y por hipétesis
g(h) = (h)g. Por lo tanto, t = h*g para algiin k € Z, luego es claro que /¥ € H y asi, t € Hg,

entonces gH C Hg. La otra inclusion es andloga. [

El siguiente teorema establece una descripcion completa de la estructura de los grupos

Hamiltonianos.

Teorema 2.1 ((Polcino Milies and Sehgal, 2002, Theorem 1.8.5)). Un grupo G es Hamiltoniano si,
y solo si, G es el producto directo del grupo cuaternio de orden 8, un 2-grupo abeliano elemental

E y un grupo abeliano A donde todos sus elementos son de orden impar. Es decir, G = Qg X E X A.

2.2. Anillos y cuerpos
En esta seccidon y en las siguientes R denota un anillo asociativo que no necesariamente tiene

identidad y que tampoco es conmutativo, a menos que se especifique lo contrario.

Definicion 2.5. Para un anillo R y X C R, se denota con Ann;(X) y Ann,(X) el anulador izquierdo

y derecho de X respectivamente, donde
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Anny(X)={reR: rx=0,VxeX},

Anny(X)={reR: xr=0,VxeX}.

Nota 2.1. De la definicién anterior, cuando X = {a} para algin a € R, se denota con Ann;(a) y
Ann,(a) el anulador izquierdo y derecho de a respectivamente. Ademas, no es dificil probar que
para todo subconjunto X de R se tiene que Ann;(X) es un ideal izquierdo de R y Ann,(X) es un

ideal derecho de R.
Definicion 2.6. Sea R un anillo conmutativo con identidad.
1. El conjunto % (R) = {r € R: rs=1, 35 € R}, denota el conjunto de unidades del anillo R.

2. El conjunto ZZ(R) = {r € R\{0} : rs =0, 35 € R\{0}}, denota el conjunto de divisores

de cero del anillo R.

Sean R un anillo y A,B C R, se define AB como el conjunto de todas las sumas finitas de
productos de elementos de A por elementos de B, Zle a;b; para algin [/ € N. Andlogamente se

define ZA, es decir, ZA = {Zgzlniai i nj€Z,a; €A, I €N},

Definicion 2.7. Sean R un anillo y S un subvonjunto no vacio de R, entonces se define el ideal

generado de S como (S) = ZS+ RS + SR+ RSR.

Nota 2.2. En la definicién anterior, tenga en cuenta que si R tiene identidad, entonces ZS C RS,

RS C RSRy SR C RSR. Asi, ZS+ RS+ SR+ RSR C RSR y por lo tanto (S) = RSR.

Definicion 2.8. Sea R un anillo (no necesariamente conmutativo).
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1. Unideal p de R es primo, si p # Ry para ideales /,J C R, se tiene que
1J Cpimplical CpoJ Cp.
2. Unideal p de R es completamente primo, si p # R y para elementos a,b € R, se tiene que
ab € pimplicaaepobep.
Nota 2.3.

= Para anillos conmutativos, las condiciones primo y completamente primo son equivalentes.

= Si un ideal p de un anillo R es completamente primo, entonces p es primo. El reciproco no

es cierto.

Ejemplo 2.2 (Primo no implica completamente primo). Se sabe que todo cuerpo [F tinicamente
tiene los ideales triviales, es decir, [F es simple. E|Luego, para un entero n > 1, R = M, (IF) el anillo
de matrices de tamafo n x n sobre [, también es simple, puesto que los ideales de R son de la
forma J = M, (I) con I ideal de FF. Se va a mostrar que el ideal {0} de R es un ideal primo pero
no es completamente primo. En efecto, suponga que A, B son ideales de R tales que AB C {0},

entonces como R solo tiene los ideales triviales, se tiene las siguientes opcciones
1. A=B=0, 3. A=RyB=0

2. A=0yB=R, 4. A=B=R.

' Un anillo simple es un anillo distinto de cero que no tiene ideales bilaterales distintos del ideal cero y de si mismo.
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Los casos, 1,2 y 3 muestran que {0} es primo, el caso 4 no es vélido puesto que AB = R? ¢
{0}. Asi, {0} es un ideal primo. Ahora, denote con E;; € R la matriz cuya entrada (i, j) es 1 y las
demds entradas son 0. Entonces, E11Ex = 0y asi, Ej1Ey € {0} pero E11,E ¢ {0}, por lo tanto,

{0} no es completamente primo.

El siguiente resultado muestra algunas equivalencias para los ideales primos de un anillo.
El lector interesado en la demostracion de estas caracterizaciones las puede consultar en (Lam,

1991}, (10.2) Proposition.).

Proposicion 2.2. Para un ideal propio p de un anillo R, las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes.
1. p es primo.
2. Paraa,b € R, {a){b) Cpimplicaacpobcp.
3. Paraa,b € R, aRb C p implicaacpob e p.
4. Para ideales izquierdos 1,J en R, 1J C p implica que I Cp o J Cp.
5. Para ideales derechos I,J en R, 1J C p implica que I Cp o J C p.

Definicion 2.9. Sea R un anillo. Un subconjunto no vacio § C R es llamado un m-sistema si para

todos a,b € § existe r € R tal que arb € §.

Proposicion 2.3. Un ideal p de un anillo R es primo si, y solo si, S = R\p es un m-sistema.
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Demostracion. Suponga que p es primo y S = R\p no es un m-sistema, entonces existen s,s’ € S
tales que para todo r € R, se cumple srs’ ¢ S. Es decir, sRs' C p y como p es primo, se debe
cumplir s o s" estd en p, lo cual es una contradiccion. Para el reciproco, suponga que S = R\p es
un m-sistema y que p no es un ideal primo de R. Entonces, existen x,y € R tales que xRy C p pero
x,y & p, por lo tanto x,y € S 'y dado que S es un m-sistema, existe r € R tal que xry € S, lo cual es

una contradiccion, puesto que xRy C p. 0
Definicién 2.10. Para un ideal / de un anillo R se define v/I como

V1= {s € R: cada m-sistema que contiene a s intersecta a I}.
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Nota 2.4. De la definicion anterior.

= Si s € /T entonces el m-sistema {s,s2,s3, ...} intersecta a I. Es decir, para algin n € N, se

tiene que s" € I, por lo tanto
VIC {s€R: s" €I paraalginn € N}.

= Para el caso conmutativo, la anterior contenencia es una igualdad. En efecto, sea s € R con
s" € I para algin n € Ny considere un m-sistema S con s € S. Entonces, existe r € R tal que
srs € S, luego s°r € S y continuando de forma similar, existe # € R de tal forma que st € S.

Dado que 7 es un ideal, tambien se tiene que s"¢ € I. Es decir, s"r € SN, por lo tanto s € V1.

Teorema 2.2. Sean R un anillo e I un ideal de R, entonces \/1 es igual a la interseccion de todos

los ideales primos que contienen a I. En particular, \/I es un ideal de R.

Demostracion. Sean s € \/I y p un ideal primo de R tal que I C p. Entonces, el m-sistema R\p
no puede contener a s, ya que de lo contrario se intersecta con / y por lo tanto también con p,
lo cual no es posible y asi, s € p. Para la otra inclusién, tome x en la interseccion de todos los
ideales primos que contienen a I y suponga que x ¢ /1. Entonces, existe un m-sistema S 3 x que
es disjunto de /. Por el Lema de Zorn (ver (Polcino Milies and Sehgal, 2002, Lemma 2.4.2)),
existe un ideal q O I que es méaximal con respecto a ser disjunto de S. Se va a probar que q es
primo. Para ello, suponga lo contrario, existen a,b € R tales que (a)(b) C q pero a,b ¢ q. Note que
a = la+0a+ a0+ 0a0 € (a) y por lo tanto, q C (a) + q y de forma similar, ¢ C (b) + q. Luego,
por la maximalidad de q, existen s,s” € S tales que s € (a) +qy s’ € {(a) +q. Ahora, dado que S es

un m-sistema, existe r € R tal que srs’ € S, entonces
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srs' € ((a) +q)R((b) +q) € (a)(b) +q S q.

Asi, g intersecta a S, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, q es un ideal primo. Final-

mente, dado que x € S'y q es disjunto de S, entonces x ¢ g, lo cual es una contradiccién. [

Corolario 2.1. Si se denota con Nil,(R) = /0 y con A (R) el conjunto de todos los elementos

nilpotentes EI de R, se tiene que

Nil.(R) = Mpespec(r) P S A (R),

donde Spec(R) denota el conjunto de todos los ideales primos de R, también llamado espectro

primo de R. El ideal Nil,(R) se llama nilradical inferior (de Baer).
Definicion 2.11. Sea R un anillo.

1. Res 2-primal si Nil,(R) = ./ (R).

2. Resreducido si 4 (R) = {0}.

Ejemplo 2.3 (Anillo que no es 2-primal). Sea R = M;(R) y considere los elementos E|5 y E>j,
entonces Elz2 = E221 = 0 mientras que (Ej» + E21)2 = 1>, donde I, es la matriz identidad de tamafio
2 x 2. Entonces, E|3 y E; son nilpotentes pero E; 4+ E»; no lo es y asi, .4 (R) no tiene estructura
de ideal. Por lo tanto, no se puede cumplir .4 (R) = Nil.(R) puesto que Nil,(R) siempre es un

ideal.

2 Un elemento a de un anillo R es nilpotente si existe algiin entero positivo n tal que a” = 0.
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Dado un dominio entero R considere el conjunto S = {(a,b) : a,b € R, b # 0} y defina la
relacién de equivalencia ~ dada por (a,b) ~ (c,d) si, y s6lo si, ad = cb. Sea [a,D] la clase de

equivalencia de (a,b) € S.

Definicion 2.12. El conjunto Q de todas clases de equivalencia [a,b] junto con las operaciones,
[a,b] + [c,d] = [ad + bc,bd] y [a,b][c,d] = [ac,bd)], tiene estructura de cuerpo y se denomina el

cuerpo de fracciones de R.

Ejemplo 2.4. El cuerpo de niimeros racionales Q, es el ejemplo mas conocido de un cuerpo de

fracciones. Es decir, Q es el cuerpo de fracciones del conjunto de los enteros Z.

Una extension finita F del cuerpo Q, es decir; F 2 QQ y la dimension de F como espacio
vectorial sobre QQ es finita, se llama cuerpo de niimeros algebraicos. Todo elemento o € F es

algebraico sobre QQ, en otras palabras, satisface una ecuacion de la forma

a"+a,_ 10"+ +ap=0, con a; €Q.

Por otro lado, un elemento 3 de la extensidn finita IF, se llama entero algebraico si satisface

una ecuacion monica, de la forma

B"+b, 1B+ 4+by=0, con b; € Z.

Definicion 2.13. Sea [F un cuerpo de nimeros algebraicos. El conjunto de enteros algebraicos de I
forman un anillo, llamado el anillo de nimeros enteros algebraicos de [F' y generalmente denotado

por Op.
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Para un nimero natural n > 1 y un cuerpo F, se dice que o € [F es una raiz n-ésima de la
unidad si " = 1. Adicionalmente, & € [ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, si & no es raiz
d-ésima de la unidad para todo nimero natural d < n. Por ejemplo, en el cuerpo C de los nimeros
complejos, se cumple que i* = 1 y para ningiin d < 4 se satisface que i¢ = 1, por lo tanto i es una

raiz 4-ésima primitiva de la unidad.

Definicion 2.14. Sea F un cuerpo y {, una raiz n-ésima de la unidad. La extension F({,) se

denomina extension ciclotémica de F.

2.3. Médulos y algebras
Los conceptos de médulo y dlgebra sobre un anillo R también son una de las bases fundamental
para el desarrollo de este trabajo. Por tal razén, a continuacidn, se presentan las definiciones y

resultados necesarios para el desarrollo de las siguientes secciones.

Definicion 2.15. Sea R un anillo con identidad. Un grupo abeliano M (con notacién aditiva) es un
R-médulo (o médulo izquierdo sobre R), si para todo elemento a € Ry m € M se tiene que am € M

y para todos a,b € Ry m,my,my € M, se cauamplen las siguientes condiciones:
1. (a+b)m=am+ bm,
2. a(my +my) = amy + amy,
3. a(bm) = (ab)m,

4. Tm=m.
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Andlogamente, dado un anillo R con identidad, se puede definir un médulo-R (o médulo

derecho sobre R) considerando la multiplicacién ma, dondem e My a € R.

Nota 2.5. Es inmediato de la definicién anterior, que si [F es un cuerpo, entonces los conceptos de

F-médulo y F-espacio vectorial coinciden.

Ejemplo 2.5.

1. Considere un grupo abeliano G escrito de forma aditiva. Paratodo g € Gy m € Z definamg =
g+g+---+g (m-veces). No es dificil verificar que con esta operacion G tiene estrcutura de

Z-mobdulo.

2. Sea R un anillo con identidad e I un ideal izquierdo arbitrario de R. Dado que el producto
por izquierda de elementos de R por elementos de / estd en I, se deduce que I puede con-
siderarse como un R-moédulo. De manera similar, los ideales derechos pueden considerarse

como modulos-R.

Definicion 2.16. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Un R-mé6dulo A es una R-algebra, si
existe una multiplicacién en A, tal que con la adicién dada en A y la multiplicacién, A es un anillo

y ademads se cumple la condicioén

r(ab) = (ra)b = a(rb),

para todo r € Ry todos a,b € A.

Nota 2.6. De la definicion anterior,
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ra=r(al) = (ra)l =a(rl) =ar, paratodor € Ry todoa € A.

Asi, el conjunto R- {1} (que es un anillo isomorfo a R) estd contenido en 2 (A), el centro

de A, donde Z(A) ={x€A: xa=ax,VacA}.

Como ejemplos sencillos de R-dlgebras, donde R es un anillo conmutativo con identidad,
se puede mencionar el anillo de polinomios R|x] en la indeterminada x con coeficientes en R y el

anillo de matrices M, (R) de tamafio n x n sobre R.

Definicion 2.17. Sea M un R-médulo. Un subconjunto no vacio N C M es un R-submédulo de M

si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Paratodos x,y € N se tiene que x+y € N.

2. Paratodor € Ry todon € N, se tiene que rn € N.

Con base en la definicion anterior, si R es conmutativo y M es una R-4lgebra, entonces N es
una R-subdlgebra de M si N es a la vez submddulo y subanillo de M.

Finalmente, se cierra esta seccion presentando el Teorema @ (Teorema de Wedderburn-
Artin), el cual aplicado en el contexto de los anillos de grupo serd muy util sobre todo en los

resultados establecidos en la dltima seccién de este trabajo.

Definicion 2.18. Un R-médulo M es llamado semi-simple, si todo submédulo de él es sumando

directo. Esto es, para todo submddulo N de M existe un submédulo W de M talque M =N P W.
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Ejemplo 2.6.

1. Se sabe que todo subespacio de un espacio vectorial es un sumando directo. Es decir, si F es

un cuerpo, todo F-espacio vectorial es F-mddulo semi-simple.

2. El cuerpo de nimeros racionales Q visto como Z-mddulo no es semi-simple, puesto que el
submoddulo Z de Q no es sumando directo. En efecto, sea N um submddulo no trivial de Q,
entonces existe 4 € N\{0}. Luego, b (%) =a € N. Asf, a € ZNN # {0}, de donde Z no

puede ser un sumando directo.

Es claro que todo anillo R es un R-mddulo sobre si mismo, este médulo se denota como gR.
Entonces, un anillo R se dice que es semi-simple si gR es semi-simple. No es dificil ver que los
R-submoddulos de gR son justamente los ideales izquierdos de R. Asi, de la definicién de médulo
semi-simple se tiene que un anillo R es semi-simple si, y sélo si, todo ideal izquierdo de R es un

sumando directo. Mds aun, es posible establecer el siguiente resultado.

Lema 2.1 ((Polcino Milies and Sehgal, 2002, Theorem 2.5.7)). Sea R un anillo. Entonces, R es

semi-simple si, y solo si, R es una suma directa finita de ideales minimales izquierdos.

Ejemplo 2.7. Sea n un nimero natural. Considere M, (D) el anillo de matrices de tamafio n x n

sobre un anillo de divisién D El Defina los siguientes conjuntos

3 Un anillo con identidad D se llama anillo de divisién, si sus elementos distintos de cero forman un grupo bajo la

multiplicacién.
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D 0 0 0 0 D
D O ... 0 00 ... D
L]: ,...,Ln: 5
0
D 0 --- 0 OO0 --- D

donde L;, 1 <i < n, denota el subconjunto de M,(D) cuyos elementos son matrices que tienen
ceros en todas las columnas excepto en la i-ésima columna, la cual tiene entradas en el anillo de
divisién D. Se puede probar que los L; son ideales minimales izquierdos de M, (D) y ademds que

M,(D)=L,®---®L,. Entonces, se sigue del lema anterior que el anillo M, (D) es semi-simple.

Del Lema [2.1] si R es un anillo semi-simple, entonces existe una descomposicién de R
como suma directa de ideales minimales izquierdos, reordenando si es necesario, se puede agrupar

ideales izquierdos isomorfos, de la siguiente forma

R=L1® - BLyBLy® - BLpp,® - PBL;y B DLy,
N ~~ - ~ ~~ - N———

Al Ar Ay

donde L;; = Ly y L;jLy, = {0} para i # k. Ademas, es posible demostrar que los A;, 1 <i <, son
ideales bilaterales simples de R y asi, R = D;_; A; como anillos.

Ahora, para cada indice i con 1 <i <'s, denote con D; = Homg (L;;,L;1) el conjunto de
R-homomorfismos de L;; en L;; y con Homp, (L1, L;1) el conjunto de D;-homomorfismos de L;;

en L;;. Entonces, se puede demostrar que

A; = Homp, (Li1,Li1) = My, (D{"),

1
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donde D;’p denota el anillo opuesto de D; E| y n; es la dimension de L;; visto como D;-mddulo.

Por dltimo, como consecuencia del Lema de Schur (ver (Polcino Milies and Sehgal, 2002,
Lemma 2.6.14 y Corollary 2.6.15)) se tiene que D; es un anillo de divisién y por ende Dl(.’p también.
Asi, R es isomorfo a una suma directa de dlgebras de matrices sobre anillos de division. Mds

exactamente, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.3 (Teorema de Wedderburn-Artin). Un anillo R es semi-simple si, y sélo si, es iso-

morfo a una suma directa de dlgebras de matrices sobre anillos de division, es decir

donde los D; son anillos de division y los n; € N son las dimensiones descritas arriba.

Nota 2.7. Para una descripciéon mds completa y detallada sobre seimisimplicidad y Teorema de
Wedderburn-Artin, el lector interesado puede consultar las secciones 2.5 y 2.6 de |Polcino Milies

and Sehgal| (2002).

4 Paraun anillo R se denota con R°? el anillo opuesto de R. Es decir, el anillo definido en el mismo conjunto, usando

la misma suma que en R y con la multiplicacién dada por x -y = yx, donde yx denota la multiplicacién de y y x en
R.
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3. Anillos de grupo

Una de las estructuras algebraicas de mayor interés en esta investigacion son los anillos de grupo.
En este capitulo se presentan algunas definiciones, ejemplos y resultados alrededor de esta teoria,
los cuales serdn de gran importancia para el desarrollo de las siguientes secciones.

3.1. Construccion y resultados importantes

Sea R un anillo y G un grupo multiplicativo (no necesariamente finito). Se desea construir un R-
modulo que tenga los elementos de G como base y usar las operaciones de G y de R para definir
una estructura de anillo en dicho R-mddulo. Para hacerlo, se denota con RG el conjunto de todas

las combinaciones lineales de la forma

=) ag,

geG

donde a; € Ry a; = 0 para casi todo g € G; es decir, solo un nimero finito de coeficientes son
diferentes de O en cada una de estas sumas. De lo anterior, para & = Y ,ca,8 ¥ B = Y occ D48

elementos arbitrarios en RG, se tiene & = B si, y s6lo si, a, = b, para todo elemento g de G.

Definicion 3.19. Para un elemento & = Y, a8 €n RG se define el soporte de o como el subcon-

junto de elementos en G que aparecen en la expresion de «; es decir,

supp(a) ={g€ G : a; #0}.

Dados o = Y48 Y B = Yoci bgg elementos arbitrarios en RG, se define la suma « + 8
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y el producto af3, de la siguiente forma

o+p = Z (ag+bg)g 'y off= Z agbygh.
geG g,heG

Reordenando términos, se puede escribir el producto o3 como

off = Z cyu, donde ¢, = Z agby,.
ueG gh=u

Se puede verificar facilmente que RG con estas operaciones tiene estructura de anillo. Ade-
mads, si R tiene identidad 1g, entonces el anillo RG también tiene identidad y viene dada por
1rG = YLgeg g8, donde el coeficiente del elemento neutro de G es 1g y ug = 0 para cualquier
otro elemento g de G. Adicionalmente, RG tiene estructura de R-mdédulo definiendo el producto

entre @ = Y,,c;agg € RGy A € R de la siguiente forma

Ao = Z (Aag)g.

geiG
Finalmente, si R es conmutativo, RG es una algebra sobre R.

Definicion 3.20. El conjunto RG, con las operaciones de suma y producto dadas anteriormente, se
llama anillo de grupo de G sobre R. Cuando R es conmutativo, también se llama a RG la dlgebra

de grupo de G sobre R.

Si el anillo R tiene identidad es posible definir un encaje i : G — RG asignando a cada
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elemento x € G el elemento i(x) = Y ,ca,8, donde a, = 1g y ag = 0 si g # x. Entonces, se puede
ver a G como un subconjunto de RG. Adicionalmente, para un anillo arbitario R se puede definir la
aplicacion v : R — RG dada por V(r) = Y,c; g8, donde aj; =ry a; = 0si g # 1, la cual no es
dificil comprobar que es un monomorfismo de anillos. Por lo tanto, se puede considerar a R como

un subanillo de RG.
Ejemplo 3.8.

1. Tomando R =T, = {0, 1z} y G=C, = {1g,x} = (x: x* = 1¢). El anillo de grupo F,C, se

puede escribir de la siguiente forma

F,Cy = { Z agg: Ag € Fz} = {Olc—f—OX, 1r1g+0x,015 + 1px, 1R1(;—|—1Rx}
g€,

= {ORG7 1RG1x7 1RG +X} = {07 17x7 1 —f—X},

donde Og¢ es el elemento neutro para la suma en RG = F>,(C; y 1gg es la identidad de RG =

Fr (.

2. Sea Qg = {l,a, a*,a>,b,ab,ab, a3b} el grupo de cuaternios de orden 8 y R cualquier anillo.

Entonces, el anillo de grupo RQg queda de la siguiente manera

3 7
Rng{ Z aeg - agER} = {Zaial+ <Zajaj4>b: aj,ajER}.
i=0 j=4

8€0s

Nota 3.8. El dlgebra de grupo F>C; no es un grupo multiplicativo, dado que Oa = 0 para todo
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a € F,C,. Ademis, F,C,\ {0} con la multiplicacién tampoco es un grupo, puesto que (14 x)* =
0 ¢ F,G\{0}. Asi, Z (F,Cy) = {1,x} = C,. Adicionalmente, en F,C; el elemento 1 4 x es un
divisor de cero, dado que 1+x# 0y (1 —|—x)2 = 0. De hecho, 1+ x es el unico divisor de cero de

F2C, es decir, Z 7 (F,C,) = {1 +x}. Entonces, FoC, = {0} U (F2Co) U Z 2 (FaC).

Ejemplo 3.9. Para un grupo finito G y un anillo finito R, es posible conocer la cantidad de elemen-

tos del anillo RG sin necesidad de obtenerlos.

1. Considere el anillo R = F3 = {0, 1g,2} y el grupo G = C; = {1, x}. Entonces,

F3C, = { Z agg8 . agEF_?,} ={a-1g+b-x: a,beFs}.
g€y

Dado que [F5 tiene 3 elementos, entonces a y b tienen tres posibilidades. Asi,

F3Cy| =33 =

9.

2. Sea R=T, = {0, 1z} y el grupo G = C3 = {1, x,x*}. Entonces,

2G5 = { Y a8 ag EFz} ={a-lg+b-x+c-x*: a,b,eFr}.
g€Cs

Dado que [F;, tiene 2 elementos, entonces a, b y c¢ tienen dos posibilidades. Asi, |F,C3| =

2-2-2=28.

Nota 3.9. Para el anillo de grupo F,Cs, dado que G = Cj3 es un subgrupo de % (F,C3) y |C3| =3,
entonces 3 < |% (F,C3)| < 8. Mas atn, note que el elemento neutro para la suma en F,C3 no es

una unidad y asi, 3 < |% (F,C3)| < 8. Ademas, por el Teorema de Lagrange (ver (Polcino Milies
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and Sehgal, 2002, Theorem 1.1.16)) se tiene que |C3| divide a |% (F2C3)|. Asi, |% (F2C3)| =36

6.

Siguiendo un proceso de conteo similar al empleado en el ejemplo anterior, para un anillo
finito R y un grupo finito G es posible determinar la cantidad de elementos del anillo de grupo RG.

Mis exactamente, se tiene el siguiente resultado.

Lema 3.2. Sean R un anillo de orden m y G un grupo de orden n. Entonces, RG es un anillo de

orden |R||G‘ =m".

Demostracion. Por la definicion de anillo de grupo se tiene que

RG:{Zagg: ageR}

geG

= {alc dgtax-gr+--+ag, - gn1: aiza,...,aq, ER}.

Dado que |R| = m, para cada g € G existen m posibiliddes para a,. Luego, como G tiene n
elementos y para cada uno de ellos hay m posibilidades para ag, entonces en total hay m" elementos

en RG. O]

Ejemplo 3.10. Considere el anillo de grupo F»,C,. Dado que |F,| =2y |C2| = 2, del lema anterior
se tiene que |F,C,| = ]]F2]|C2| =22 =4 (en el Ejemplo se exhiben estos elementos). Entonces,

el grupo (F,C,,+) tiene 4 elementos. Luego, por la teoria se grupos se sabe que (F2Cy,+) debe
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ser isomorfo a C4 6 C; X ;. Tome un elemento arbitrario & = ) ¢, agg € F2C,, entonces

20=0+0 = Z (ag+ag)g= Z (0) g = Opyc-
ge( [450))

Por lo tanto, todo elemento en el grupo (F,C5,+) tine orden menor 6 igual a 2 y asi, FoCp 2
C4, ya que Cy tiene elementos de orden 4. Entonces, F,C = C; x (. De lo anterior, surge la
pregunta ;Es F>C, 2 74 como anillos?, la respuesta es no, dado que (Z4,+) = C4 2 F»(C, es decir,

los anillos Z4 y F2C; tienen grupos no isomorfos. Asi, no pueden ser isomorfos como anillos.

El siguiente resultado muestra que la caracteristica de un anillo de grupo RG es justamente

la misma caracteristica del anillo R.
Lema 3.3. Sean R un anillo y G un grupo, entonces car(R) = car(RG).

Demostracion. Primero suponga que car(R) = n # 0. Entonces, para cualquier elemento @ =

Y ¢cG g8 de RG se tiene que

no = Z agg+--+ Z nagg = Znagg:O.
geG geG geG
I’l-V‘&ZeS

Por lo tanto, car(RG) < n. Suponga que car(RG) = m < n, entonces mf3 = 0 para todo
B € RG. En particular, si r € R, entonces m(rlg) = 0y asi, mr = 0 para todo r € R, lo cual es una
contradiccién. Entonces, car(R) = car(RG) = n. Ahora, suponga que car(R) =0y car(RG) =t con
t € N. Entonces, andlogamente se puede mostrar que ¢r = ( para todo r € R, 1o cual nuevamente es

una contradiccién y asi, car(R) = car(RG) = 0. O
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A continuacion, se presentan algunas aplicaciones definidas del anillo de grupo RG en el
anillo de coeficientes R y de RG en si mismo. Estas aplicaciones serdn tiles en algunas demostra-

ciones que se presentan en las siguientes secciones.

Definicion 3.21 (Aplicacion de aumento). Considere R un anillo y G un grupo, el homomorfismo

de anillos

€:RG—R

Zaggr—> Zag,

geG geG
es llamado la aplicacién de aumento de RG y su nicleo, denotado por A(G), es llamado el ideal de
aumento de RG.

Nota 3.10. De la definicién anterior, claramente € es un epimorfismo de anillos, puesto que si

r € R, entonces x =r- 1 € RG es la preimagen de r.

Definicion 3.22 (Aplicacion traza). Sean R un anillo y G un grupo. Dado el anillo de grupo RG,

se define la traza como la aplicacién

tr:RG— R

Z agg — dajg-
geG

Es decir, 17 (Y e ag8) es el coeficiente que acompafia al elemento neutro del grupo en la

suma Y ,c; dgg-
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Proposicion 3.4. Sean R un anillo conmutativo y G un grupo, entonces para todo o, 3 € RG se

cumple que tr(of) =tr(fo).

Demostracion. Sean & =Y ,cagg Y B = Yoc g elementos de RG arbitrarios, entonces

tr(af) =tr (Z c,,u) = ¢y, donde ¢, = Z agby, por lo tanto

ueG u=gh

tr(af) = Z agby = Z agby1 = Z b,-1ag

l=gh geG geG

y por otra parte

tr(Ba) =tr ( Z dww) =d,, donde d,, = Z bgay, entonces
weG w=gh

tr(ﬁOC) = Z bgah = Z bh—lah.
1=gh heG

Asi, tr(af) =tr(Bo) para todo o, 3 en RG. O

El siguiente resultado, el cual no es dificil de probar, muestra que los anillos de grupo sobre

anillos conmutativos son anillos con involucion.

Proposicion 3.5 (Involucion clasica). Sean R un anillo conmutativo y G un grupo. La aplicacion,

*:RG—R

Y g8 (Z ag8>* =) a8

geG geCG geG
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define una involucion sobre RG (llamada la involucion cldsica). Es decir, para todo o, 3 € RG se

satisfacen las siguientes propiedades
1. (a+B)" =a*+p* 2. (af)" = B*at, 3. a =a.

3.2. Anillos de grupo semi-simples y algebras de grupos abelianos

En muchas ocasiones, cuando un anillo de grupo es semi-simple, el Teorema [2.3] (Teorema de
Wedderburn-Artin), es una herramienta muy util para obtener mayor informacion de la estructura
del anillo de grupo a partir de las componentes simples del anillo ﬂ Es posible determinar condi-
ciones suficientes y necesarias sobre R y G para que el anillo de grupo RG sea semi-simple. Dichas
condiciones se presentan en el siguiente teorema, cuya demostracion puede ser consultada por el

lector en (Polcino Milies and Sehgall, 2002, Theorem 3.4.7).

Teorema 3.4 (Teorema de Maschke). Sea G un grupo. Entonces el anillo de grupo RG es semi-

simple si, y solo si, se cumplen las siguientes condiciones.
1. R es semi-simple.
2. G es finito.

3. |G| es invertible en R.

Nota 3.11. Del teorema anterior, una condicidn necesaria para que el anillo de grupo RG sea semi-

simple es que el anillo de coeficientes R también lo sea. Lo anterior sucede con mucha frecuencia,

> Los tnicos ideales bilaterales minimales de un anillo semi-simple R se denominan componentes simples de R.
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es decir, cuando el anillo de grupo RG tiene cierta propiedad, entonces necesariamente el anillo de

coeficientes R también debe tenerla.

El caso donde R = IF es un cuerpo es de particular interés, tanto por razones histéricas como
por sus implicaciones en teoria de representaciones. En este caso, claramente [F siempre es semi-
simple y |G| es invertible en F si, y s6lo si, |G| # 0 en F, si, y s6lo si, car(FF) t |G|. Esta dltima

caracterizacion permite establecer los siguientes corolarios.

Corolario 3.2. Sean G un grupo finito y IF un cuerpo. Entonces, el dlgebra de grupo FG es semi-

simple si, y sdlo si, car(FF) 1|G|.

Corolario 3.3. Sean G un grupo finito y F un cuerpo algebraicamente cerrado tal que car(F) 1 |G

’

entonces

y ademds n3 +n3 +---+n3 =|G|.

A continuacioén, se presentan algunos ejemplos que ilustran la potencialidad de los anterio-

res resultados al momento de determinar la estructura de algunos anillos de grupo semi-simples.

Ejemplo 3.11. Considere el anillo de grupo CS,,. Dado que |S,| =n!y car(C) = 0, se tiene que S,

es finito y car(C) 1 |S,|, aplicando el Corolarid3.3]se tiene que



LA PROPIEDAD DUO EN ANILLOS Y ANILLOS DE GRUPO 39

Adicionalmente, |S,| =n! =n3 +n3+ - +n.

Ejemplo 3.12. Como un caso particular del ejemplo anterior, considere el anillo de grupo CS3,

entonces
k
CS; = PM,, (C).
i=1

Ademas, 6 = n% + n% + -+ n% Luego, las dnicas posibilidades son 6 = 124+124+2%0

6 =12+12+1%24+1%2+ 12+ 12, entonces
6
CS$;=2CpCaM(C) o 6532@(@.
i=1

Note que S3 no es abeliano, entonces el anillo de grupo CS3 no es conmutativo. Claramente,

GB?: 1 C es conmutatico y asi, CS3 2 @1-6:1 C. Por lo tanto,
CS3=CaCaM (C).
De lo anterior, las unidades de CS3 se pueden escribir como

U (CS3) 2% (C) x U (C) x % (M (C)) = C* x C* x GL, (C),
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y el conjunto Z 7 (CS3), de los divisores de cero de CS3, esta dado por

{(a,0,A): a€C,Ae Z29 (M, (C))}U{(0,b,A): beC,Ae 2P (M,(C))}.

Se finaliza esta seccion presentando el siguiente resultado, que también permite obtener
informacion de la estructura de las dlgebras de grupo a partir de una suma directa, el lector intere-
sado en conocer detalles de este resultado puede encontrar su demostracion en (Polcino Milies and
Sehgal, 2002, Theorem 3.5.4). Ademds, este resultado permite ilustrar un ejemplo de dos dlgebras

de grupo isomorfas, cuyos grupos base no son isomorfos.

Teorema 3.5 (Teorema de Perlis-Walker). Sean G un grupo abeliano finito de orden ny F un

cuerpo tal que car(F) 1 n, entonces

FG = @ad]F(Cd) )

d|n

donde C; es una raiz primitiva de la unidad de orden d y ag = m, donde ny denota el niimero

de elementos de orden d en G y [F ({y) : IF| denota la dimension de T ({;) como espacio vectorial

sobre IF.

Corolario 3.4. Sean G un grupo abeliano finito de orden n'y F un cuerpo tal que car(F){n. Si F

contiene una raiz primitiva de la unidad de orden n, entonces
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Demostracion. Si F contiene una raiz primitiva de unidad de orden n, entonces se tiene que
F(&4) = F, para todo d|n y asi, el resultado se sigue directamente del teorema anterior (para ver
que deben aparecer exactamente n sumandos, basta con calcular las dimensiones sobre [F en ambos

lados de la ecuacion). ]

Note que si G y H son dos grupos isomorfos, es claro que las algebras FG y IFH sobre un
cuerpo [F son isomorfas. Sin embargo, el reciproco no es cierto. En efecto, del Corolario siG
y H son dos grupos abelianos no isomorfos del mismo orden »n y [F es un cuerpo que contiene una

raiz primitiva de la unidad de orden n, entonces

n
FG = (PF ~FH.
i=1

Ejemplo 3.13. Considere el grupo ciclico Cy y el 4-grupo de Klein C, x C,. Entonces, C4 y C X C;
son grupos abelianos de orden 4 no isomorfos. Sin embargo, como C es algebraicamente cerrado

se tiene del Corolario [3.4]que

4
CC=2@PC=C(CxG).

i=1
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4. La propiedad dio en anillos
La propiedad dto es el tema de mayor interés en esta investigacion, por lo cual en este capitulo
se estudia esta propiedad en el contexto general de anillos. Ademads, se establecen algunas impli-
caciones validas entre esta propiedad y algunas propiedades anillo-tedricas de interés, tales como
reversible, simétrico y SI.
4.1. Propiedades duo, reversible, simétrico y SI
Definicion 4.23. Sea R un anillo. El anillo R es duio izquierdo (derecho) si cada ideal izquierdo

(derecho) es un ideal bilateral. Se dice que R es duo si es duo izquierdo y duo derecho.

Ejemplo 4.14.

1. Todo anillo conmutativo R tiene la propiedad duo.

2. Sea n > 2 un nimero natural. Considere R = M,(D), el anillo de matrices de tamafio n X n

sobre un anillo de divisién D. Defina el siguiente conjunto

¢ T A
X| X3 ... Xy
0O 0 ... O
I= cx;, €D 3,
O 0 --- 0
\ L . Vs

se puede verificar que [ es un ideal derecho de R pero no es un ideal izquierdo de R y asi, el

anillo R no es dio derecho. Andlogamente, si se define
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' T 3\
X1 0O ... 0
x 0 ... 0

J = cx; €D,
X, 0 -+ 0

\ L - Vs

entonces J es un ideal izquierdo de R que no es un ideal derecho de R, por lo tanto, R no es

duo izquierdo.

3. El siguiente ejemplo fue tomado de (Hirano and Park, 1995, Example. 3) y permite mostrar

un anillo que es duo derecho pero no es duo izquierdo. Sea [F un cuerpo y considere

o)

F(x) = { £ : 80),h(x) € Flx]y h(x) £ 0.

el cuerpo de funciones racionales sobre el cuerpo F. Andlogamente, se define el subanillo

F(x?) de F(x). Luego, no es dificil verificar que la aplicacién

o :F(x) — F(x?)

es un homomorfismo de anillos. Finalmente, considere el subanillo

R= ta,beF(x) p de Mr(F(x)).



LA PROPIEDAD DUO EN ANILLOS Y ANILLOS DE GRUPO 44

00
Entonces, todos los ideales derechos de R son {0}, I = :beF(x) p yR, estos
b 0
00
ideales también son izquierdos de R. Sin embargo, el ideal izquierdo J = cacF(x?)
a 0

de R, no es ideal derecho de R. Asi, R es un anillo ddo derecho pero no es un anillo ddo iz-

quierdo.

4. Sea R el anillo dado en el ejemplo anterior y considere el anillo opuesto R°P. Entonces, los
ideales derecho e izquierdos de R°” son respectivamente los ideales izquierdos y derechos

de R. Por lo tanto, R°? es un anillo dio izquierdo que no es dido derecho.

Dado que un anillo conmutativo R tiene de forma trivial la propiedad duo, el estudio de
esta propiedad tiene sentido en anillos no conmutativos. De hecho, esta y otras propiedades anillo-
tedricas se estudian con el objetivo de extender algunos resultados conocidos para anillos conmu-
tativos a un caso mds general. En este trabajo se estudian las siguientes propiedades y la relacion

que tienen con la propiedad duo.

Definicion 4.24. Para un anillo R, se dice que:

1. R es reversible, si dados o, B € R tales que a8 = 0 implica que Bo =0,

2. R es simétrico, si dados «, B,y € R tales que o3y = 0 implica que ayp =0,

3. R tiene la propiedad SI, si dados o, B € R tales que o3 = 0 implica que oRf3 = {0}.
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Los siguientes resultados permiten establecer algunas implicaciones vélidas entre las pro-

piedades anillo-tedricas de interés.
Proposicion 4.6. Si el anillo R es reducido, entonces R es reversible y simétrico.

Demostracion. Primero se va a demostrar que R es reversible. Para ello, se debe mostrar que si
a,b € R tales que ab = 0, entonces se debe cumplir que ba = 0. En efecto, dado que ab = 0, se
tiene que (ba)? = (ba)(ba) = b(ab)a = 0. Entonces, ba es nilpotente y dado que R es reducido,
ba = 0. Asi, R es reversible.

Para probar que R es simétrico se usan argumentos similares. Sean x,y,z € R tales que
xyz = 0, se va a mostrar que xzy = 0. Observe que al multiplicar dos veces zxy se obtiene (zxy)? =
(zxy)(zxy) = z(xyz)xy = 0, entonces por hipdtesis zxy = 0. De forma similar, yzx = 0 ya que

(vzx)? = (yzx)(yzx) = y(zxy)zx = 0. Ahora, sean r,s € R arbitrario, entonces

(zxry)? = (zxry) (zxry) = zxr(yzx)ry = 0,

por lo tanto zxry = 0, luego (xrysz)? = (xrysz)(xrysz) = xrys(zxry)sz = 0 y asi, xrysz = 0. En

particular, para r =z 'y s = x, se tiene que xzyxz = 0. De donde,
(yxz)? = (yxz)(yxz) = y(xzyxz) = 0, entonces yxz = 0.

Finalmente, xzy = 0 dado que (xzy)? = (xzy)(xzy) = xz(yxz)y = 0 y asf, el anillo R también

€s simétrico. L]

Proposicion 4.7. Sea R un anillo. Si R es reversible o simétrico, entonces R tiene la propiedad SI.
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Demostracion. Suponga R es reversible y considere a,b € R tales que ab = 0, se va a probar que
aRb = {0}. Sea r € R arbitrario, dado que ab = 0 y R es reversible, entonces ba = 0. Luego,
0 =0r = (ba)r = b(ar) y como R es reversible, se tiene que (ar)b = arb = 0. Es decir, aRb C {0}
y claramente {0} C aRb, puesto que 0 = a0b. Asi, aRb = {0} y R tiene la propiedad SI.

Por otro lado, asuma que R es simétrico y considere x,y € R tales que xy = 0. Sea s € R
arbitrario, entonces 0 = Os = (xy)s = xys. Dado que R es simétrico, xsy = 0. Por lo tanto, xRy C {0}.

La otra inclusién es claro, entonces aRb = {0} y asi, R tiene la propiedad SI. [

Sea R un anillo con identidad y considere a,b € R tales que ab = 0. Entonces, si R es
simétrico, de la igualdad ab = 1ab = 0, se tiene que 1ba = ba = 0y asi, R es reversible. Es decir,
para anillos con identidad se tiene que simétrico implica reversible. De lo anterior, el siguiente

resultado es vélido.
Proposicion 4.8. Sea R un anillo con identidad. Si el anillo R es simétrico, entonces R es reversible.

En la proposicién anterior, la hipétesis de tener identidad es indispensable, ya que para
anillos que no tienen identidad el resultado no es necesariamente cierto. A continuacion, se pre-
senta un anillo, sin identidad, que es simétrico, pero no es reversible. Este ejemplo fue tomado de

(Marks, 2002, Example 1.).

Ejemplo 4.15. Sea S = {a,b} el semigrupo |§| multiplicativo, tal que satisface las igualdades a® =

ab = a 'y b*> = ba = b. Andlogamente a la definicién de un anillo de grupo, se puede definir un

6 Un semigrupo S es un conjunto no vacio con una operacién interna que satisface la propiedad asociativa.
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anillo de semigrupo; es decir se puede construir la estructura de tal forma que [F,S sea un anillo.
No es dificil verificar que el anillo [F,$ no tiene identidad. A continuacién, se va a mostrar que S
es simétrico pero no reversible (lo que no puede suceder en un anillo con identidad). En efecto,

sean o = Qja+ P1b, B = aa+ Poby y= oza+ Bsb en F,S tal que oSy =0, luego

0= (a1a+ B1b) (0pa+ Bab) (aza+ B3b)
= (a1opa+ oy Pra+ Brogb+ Bi1B2b) (0za+ B3b)
= (o1 (ap+ Ba)a+Bi (0 + B2) b) (0za + B3b)
=z (0+Pr)ataifz(on+Br)a+Piog(ca+Pr)b+Bifs(ae+B)b

= (062 —l—ﬁz) (061 o3+ 061[33)(1-1— (062 —l—ﬁz) (ﬁlag, +ﬁ1ﬁ3)b.

Entonces, o (0 + f2) (034 B3) = Bi (0 + B2) (03 + B3) =0y asf,

ayB = (aia+ Pib) (oza+ B3b) (cra+ Pab)
= (a1 (03 +B3)a+Pi (a3 + B3) b) (cxa+ Brb)
=a1(os+B3)a+afr(oz+B3)a+Pion(az+B3)b+Pif(az+B3)b
= (o +B3) (e + a1 fp)a+ (03 + Bs) (Broa + BiB2) b
= o (03 +B3) (o2 + B2)a+ P (a5 + B3) (02 + B2) b

=0.
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Por lo tanto, [F»S es simétrico. Mds atin, para mostrar un ejemplo especifico, tome o = b,
B =a+b, y=a,entonces a3y =2ba = 0y esto debe implicar que ayp = 0, lo cual en efeto es
asi, puesto que ayB = 2ba = 0.

Por otro lado, para ver que [F,S no es reverisble, tome o = a 'y B = a+ b en F,S, entoces

off =2a=0pero fa=a+b #0.Es decir, F,S no es reversible.
Proposicion 4.9. Si el anillo R tiene la propiedad SI, entonces R es 2-primal.

Demostracion. Por el Corolario 2.1]se sabe que Nil.(R) C .4 (R). Para mostrar la otra inclusion,
considere a € 4 (R), es decir; existe n € N tal que a" = 0. Suponga que a ¢ Nil.(R), entonces
existe un ideal primo p de R tal que a ¢ p. Por ser p un ideal primo de R, de la Proposicion
se tiene que R\p es un m-sistema y claramente contiene al elemento a. Luego, por definicién de
m-sistema, existe r; € R tal que arja € R\p. Nuevamente, dado que arja,a € R\p, existe r, € R
tal que arjar,a € R\p. Continuando el proceso de forma similar, existen r3,r4,...,r,—1 € R tales
que ariary,...r,_1a € R\p. Dado que " = aa"~' = 0 y R tiene la propiedad SI, se tiene que
aria” ' =0 y usando un proceso andlogo, aryars,...r,—1a = 0 € p. Entonces, arjary,...r,—1a €
(R\p) Np, lo cual evidentemente es una contradiccion. Por lo tanto, a € Nil.(R) y se cumple que

A (R) C Nil(R). Asi, Nil,(R) = .4 (R) y R es un anillo 2-primal. O

Nota 4.12. En la demostracion anterior, usando la hipétesis de que a € 4 '(R), se puede probar
que RaR es un ideal nilpotente de Ry asi, existe m € N tal que (RaR)™ = {0}. Luego, claramente
(RaR)™ C q, para todo ideal primo q de R. Entonces, aplicando la definicién de ideal primo, es

posible deducir que RaR C q y asi, usando la Proposicion se obtiene que a € q, con lo cual se
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tiene el resultado.

Una condicion necesaria y suficiente para que un anillo R sea 2-primal es que todo ideal
primo minimo q de R sea completamente primo, este resultado fue dado por (Shin, |1973, Proposi-
cién 1.11.). Entonces, para resumir los resultados mencionados hasta el momento en esta seccion,
se presenta el siguiente diagrama dado por Marks| (2002), en el cual las implicaciones se cumple

para anillos que no necesariamente tienen identidad.

Reducido = Simétrico Todo ideal primo es completamente primo
4 4 4
Reversible = SI = 2-primal

Figura 1. Relaciones entre propiedades reversible, simétrico y SI.

Adicionalmente, para anillos con identidad, de la Proposicion [.8] se tiene que simétrico
implica reversible. Segiin Marks (2002), ninguna otra implicacién es valida en la Figura [I] ex-
cepto aquellas que se obtienen por transitividad. Para una discusién completa y mds detallada de
las inclusiones adecuadas entre diversas clases de anillos, el lector interesado puede consulte la

referencia | Marks| (2003)).

Nota 4.13. De la Figura[I] si un anillo R (no necesariamente conmutativo) es reversible, simé-
trico o tiene la propiedad SI, entonces R es un anillo 2-primal. Asi, Nil,(R) = .#"(R) (lo cual en
anillos conmutativos siempre se cumple). Lo anterior, permite visualizar el uso de las propiedades
anillo-tedricas para extender resultados védlidos para anillos conmutativos a un tipo de anillos mas

generales.



LA PROPIEDAD DUO EN ANILLOS Y ANILLOS DE GRUPO 50

Ejemplo 4.16. Considere el anillo R = Z4, entonces R tiene identidad. Dado que R es conmutativo,
entonces R tiene todas las propiedades de la Figura [I] excepto la propiedad de ser reducido, ya
que 2 € A (R) # {0}. Ahora, sea S = {0,2} el subanillo de R, claramente S no tiene identidad.
Nuevamente, como S es un anillo conmutativo, satisface todas las propiedades de la Figura [I]
excepto la propiedad de ser reducido, puesto que 2 € 4(S) # {0}. Este ejemplo muestra que en el
contexto general de anillos (con o sin identidad), ninguna de las propiedades de la Figura[I]implica

la propiedad de ser reducido.

Ejemplo 4.17. Para un nimero natural n > 2, el anillo R = M,,(D) de matrices de tamafio n X n
sobre un anillo de divisién D no tiene la propiedad SI. En efecto, Ex2E12 = 0 pero ExEy Ep =
E» # 0. Por lo tanto, ExRE> # {0} y asi, R no tiene la propiedad SI. Observe que de la Figura
reducido, simétrico y rerversible implican tener la propiedad SI, entonces como R = M,(D) no

tiene la propiedad SI tampoco puede tener estas propiedades.

4.2. Diagrama de Marks modificado
A cotinuacién, se presentan algunos resultados que permiten modificar y por ende extender la

Figura(l] de tal forma que se incluya la propiedad dio.

Lema 4.4. Sea R un anillo, las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. R tiene la propiedad SI.
2. Paratodo a € R, Ann;(a) es un ideal bilateral.

3. Paratodo b € R, Ann,(D) es un ideal bilateral.
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Demostracion. Se va a probar la equivalencia entre / y 2, de forma anédloga se puede probar la
equivalencia entre / y 3 y asi, se obtiene el resultado. Suponga que R tiene la propiedad SI y
considere Ann;(a) para algiin a € R. Se sabe que Ann;(a) es un ideal izquierdo de R, entonces solo
resta probar que también es un ideal derecho de R. Sean s € Ann;(a) y r € R, entonces sa =0y
dado que R tiene la propiedad SI, se tiene que sra = 0y asi, sr € Ann;(a). Por lo tanto, Ann;(a) es
un ideal derecho de R. Reciprocamente, sean a,b € R tal que ab = 0, entonces a € Ann;(b) y como
Ann;(b) es un ideal bilateral de R, se cumple que ax € Ann;(b) para todo x € R. Es decir, axb = 0,

lo que prueba que R tiene la propiedad SI. [
Teorema 4.6. Si el anillo R es diio unilateral (derecho o diio izquierdo). Entonces,

1. R tiene la propiedad SI y

2. todo ideal primo de R es completamente primo.

Demostracion. Unicamente se va a probar el caso cuando R es dio izquierdo, las pruebas cuando

R es ddo derecho son similares.

1. Suponga que el anillo R es ddo izquierdo. Entonces, todos los ideales izquierdos de R son
ideales bilaterales. En particular, para todo a € R, Ann;(a) es un ideal bilateral. Por lo tanto,
del Lema [4.4] se concluye que R tiene la propiedad SI. Andlogamente, se puede demostrar

que si el anillo R es dio derecho, entonces R tiene la propiedad SI.

2. Asuma que R es un anillo dio izquierdo y considere p un ideal primo de R. Dados a,b € R

tales que ab € p, se vaa mostrar que a € p 0 b € p y asi, p es completamente primo. Defina el
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conjunto I = {r € R: rb € p}. Note que I # @ ya que 0 € I. Ademds, por ser p un ideal de R,
parax,y € [y s € R se cumple que (x —y)b € p 'y sxb € p. Por lo tanto,  es un ideal izquierdo
de R. Usando la hipotesis, I es un ideal derecho de R, luego como a € 1, se tiene que aR C I
y asi, aRb C p. Entonces, de la Proposicién acpobep,porlo tanto p es un ideal
completamente primo. Si el anillo R es dio derecho, el conjunto J = {r € R: ar € p} esun
ideal derecho de R y haciendo un proceso similar se prueba que p es un ideal completamente

primo.

]

Del teorema anterior y la definicion de anillo dudo, se sigue de forma natural el siguiente

resultado.

Corolario 4.5. Si el anillo R es diio, entonces R tiene la propiedad SI y todo ideal primo de R es

completamente primo.

Usando las implicaciones dadas en el teorema anterior y con el fin de incluir la propiedad
duo en el diagrama de la Figura|l] se presenta a continuacion una modificacién de este diagrama,
en el cual se muestran algunas implicaciones validas entre las propiedades anillo-tedricas de interés

en este trabajo, en anillos que no necesariamente tienen identidad.
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Reducido = Simétrico

4 U
Reversible = SI = 2-primal
fr fr
Duo = Duo unilateral =  Todo ideal primo es

completamente primo

Figura 2. Modificacion del diagrama de Marks.

Nota 4.14. De la figura anterior, si un anillo es dio, entonces es 2-primal. La anterior implicacién
habitualmente se justifica en la literatura argumentando que en un anillo dio (izquierdo o derecho)
todo ideal primo es completamente primo, por ejemplo (Marks, 2002, Background). Sin embar-
go, la Figura [2] permite identificar otra alternativa por medio de la cual es posible demostrar este

resultado, sin usar el hecho de que todo ideal primo es completamente primo.

4.3. Algunas caracterizaciones
Se finaliza este capitulo presentando algunos resultados que permiten caracterizar las propiedades

anillo-tedricas de interés.

Teorema 4.7. Sea R un anillo con identidad.

1. R es diio izquierdo si, y solo si, para todo a € R, el ideal izquierdo Ra es bilateral.

2. R es diio derecho si, y solo si, para todo a € R, el ideal derecho aR es bilateral.

Demostracion. Se va hacer la prueba de 7, la demostracién de 2 es andloga. Suponga que R es dio

izquierdo, entonces todos sus ideales izquierdos son bilaterales. En particular, para todo a € R, el
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ideal izquierdo Ra es bilateral. Para el reciproco, suponga que para todo b € R, el ideal izquierdo
Rb es bilateral. Sean I un ideal izquierdo de R, x € [ y r € R, dado que R tiene identidad, entonces
x = 1x € Rx. Por hipétesis Rx es bilateral, entonces xr € Rx, pero claramente Rx C I puesto que /
es un ideal izquierdo de R. Por lo tanto, xr € I y esto prueba que / es un ideal derecho. Asi, R es

duo izquierdo. [

Ejemplo 4.18. Sea D un anillo de division. Dado que D tiene identidad, segin el teorema anterior,
para probar que D es duo izquierdo basta probar que para todo a € D el ideal izquierdo Da es un
ideal derecho. Note que si a = 0, entonces Da = {0} y claramente {0} es un ideal derecho. Por
otro lado, si a # 0, entonces 1 = ala € Da y asi, Da = D, que claramente es un ideal derecho.
Asi, D es duo izquierdo. De forma similar se puede mostrar que D también es dio derecho. Por lo

tanto, todo anillo de divisién D es duo.

Nota 4.15. Dado que en un anillo de divisién D no existen divisores de cero, también se puede

verificar que D es reversible, simétrico y tiene la propiedad SI.

Teorema 4.8. Sea R| un anillo diio izquierdo (derecho), si ¢ : Ry — Ry es un epimorfismo de
anillos, entonces R, es un anillo diio izquierdo (derecho). En particular, si Ry es diio, entonces R,

también lo es.

Demostracion. Se presenta la demostracion de caso ddo izquierdo, la prueba para dio derecho es
similar. El caso duo se sigue de forma natural de la definicion de anillo duo.
Suponga que R; es duo izquierdo y sea / un ideal izquierdo de R,. Primero se va a probar

que la imagen inversa de I dada por ¢ (1) = {t € Ry : ¢(¢) € I}, es un ideal izquierdo de R;. Sean
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x,y € ¢~ (I) y r € Ry, entonces ¢ (x),¢(y) €I, luego ¢ (x —y) = ¢ (x) — ¢(y) € I puesto que I es un
ideal izquierdo de R y de forma similar, ¢ (rx) = ¢(r)¢(x) € I yaque ¢(x) €Iy ¢(r) € Rp. Asi,
¢~ '(I) es un ideal izquierdo de R;. Dado que R; es un anillo diio izquierdo, entonces ¢ ! (I) es un
ideal derecho de R|. Seana € Ry y b € I C R», por ser ¢ un epimorfismo, a = ¢(c) y b = ¢(d) con
c€Ryyde ¢~'(I), entonces dc € ¢~ '(I). Es decir, ba = ¢(d)¢(c) = ¢(dc) € I. Por lo tanto, I

es un ideal bilateral de R, y asi, R, es duo izquierdo. 0

No es dificil ver que si Ry,...,R; son anillos, entonces un ideal izquierdo (derecho) I de
R= @{‘;1 R;, es de la forma [ = GB{?ZI I;, donde I; es un ideal izquierdo (derecho) de R; para todo
1 <i < k. Entonces, R es dio izquierdo (derecho) si, y sélo si, cada R; es dio izquierdo (derecho).

De lo anterior y junto con el Teorema .8 se tiene el siguiente resultado.
Teorema 4.9. Sean R, R, ...,Ry anillos tales que R = @5;1 R;.

1. R es diio izquierdo (derecho) si, y solo si, R; es diio izquierdo (derecho) para todo 1 < i < k.

En particular, R es diio si, y solo si, todos los R; son anillos diio.
2. R es reversible (simétrico) si, y solo si, R; es reversibles (simétricos) para todo 1 <i < k.
Demostracion. Sea ¢ : R — @ﬁ;l R; un isomorfismo.

1. Aqui, al igual que en la demostracién del Teorema 4.8] se presenta la prueba para el caso
duo izquierdo, ya que la demostracién para dio derecho es similar. Asi, de lo anterior y de
la defincién de anillo dudo, se obteiene la equivalencia para este caso. Suponga que el anillo

R es duo izquierdo y para 1 < i < k considere las proyecciones canonicas 7; : @le R, — R,
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las cuales son sobreyectivas. Por lo tanto, cada ;0 ¢ : R — R; es un epimorfismo. Entonces,

del Teorema[4.8]se tiene que R; es duo izquierdo para todo 1 <i < k.

Reciprocamente, suponga que R; es duio izquierdo para todo 1 <i < k. Esto implica que S =
EB;‘ZI R; también es ddo izquierdo. Asf, dado que ¢ es un isomorfismo, entonces ¢ ! : S — R

es un epimorfismo y el resultado se sigue del Teorema [4.8]

2. En esta prueba se hace el caso reversible, el proceso para demostrar el caso simétrico es
andlogo. Suponga que R es reversible y que existe algiin 1 < j < k tal que R; no es reversible.
Entonces, existen a,b € R; tales que ab = 0 pero ba # 0. Luego, por la sobreyectividad de ¢

existen x,y € R, tales que

0(x)=(0,....a,...,0) 'y @) =(0,....b,...,0),

donde a y b estdn en la j-ésima posicion. Entonces, ¢(xy) = (0,...,0) mientras que ¢ (yx) #
(0,...,0) y asi, como ¢ es un isomorfismo, xy = 0 pero yx # 0, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, R; es reversible para todo 1 <i <k.

Reciprocamente, suponga que todos los R; son reversibles y que R no lo es. Por lo tan-
to, existen r,s € R con rs = 0 mientras que sr # 0, entonces @(r)@(s) = (0,...,0) pero
o(s)o(r) # (0,...,0), esto significa que existen 7, u en algin R; tales que ru = 0 pero ur # 0,

lo que es una contradiccion. Asi, R es reversible.
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5. Anillos de grupo duo, reversibles y simétricos
El objetivo central de eeste capitulo es estudiar las propiedades duo, reversible, simpétrico y SI en
anillos de grupo RG sobre anillos conmutativos con identidad, y sus posibles conexiones. Ademas,
para grupos de torsion no abelianos, se establecen condiciones necesarias en términos del grupo G

y el anillo R cuando RG tiene estas propiedades (ver Figura[d]y Figura[5)).

5.1. Condicion necesaria sobre RG y la estructura de G

Dado un anillo R y un grupo G, es natural pensar que si el anillo de grupo RG tiene una cierta
propiedad anillo-tedrica, entonces el anillo de coeficientes R también la posee. Por ejemplo, dado
que € : RG — R es un epimorfismo (ver Definicion|3.21)), si RG es un anillo duo, sigue del Teorema

4.8 que R también lo es. Lo mismo sucede con las propiedades reversible y simétrico.

Proposicion 5.10. Sean R un anillo, G un grupo y RG su anillo de grupo asociado. Si RG es

reversible (simétrico), entonces el anillo R es reversible (simétrico).

Demostracion. Suponga que RG es reversible y R no lo es. Entonces, existen a,b € R tales que
ab =0y ba # 0. Por lo tanto, al considerar los elementos x =a-1gyy=b- 15 en RG, se tiene que
xy = 0 mientras que yx # 0, lo que es una contradiccion. Asi, R es reversible. De forma andloga se

prueba que R es simétrico si RG lo es. [

Ejemplo 5.19. Considere R = M, (D) el anillo de matrices de tamafio n X n sobre un anillo de

divisién D. Si n > 2, se sabe del Ejemplo que R no es un anillo ddo y del Ejemplo R
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tampoco es reversible, simétrico y no tiene la propiedad SI. Entonces, de la proposicion anterior se
tiene que para cualquier grupo G el anillo de grupo RG no es duo, reversible, simétrico y tampoco

tiene la propiedad SI.

Es interesante observar que algunas de las propiedades anillo-tedricas que dan origen a
los anillos 2-primales, son equivalentes cuando se restringen a ciertos anillos de grupo. A conti-
nuacion, se presentan los siguientes resultados (Proposicion [5.11]y Proposicién [5.12)), los cuales
muestran la equivalencia entre algunas propiedades anillo-tedricas de interés en este trabajo, en el
contexto de anillos de grupo sobre anillos conmutativos con identidad.

(Bell and Li, 2007, pag. 833) afirman, sin demostrar, que para anillos de grupo RG donde R
es un anillo conmutativo con identidad y G es un grupo arbitrario, las propiedades duo izquierdo y
ddo derecho son equivalentes, algo que no ocurre en general (Ver Ejemplo 4.14)). A continuacién,
se presenta una prueba de este resultado, argumento que usa la asi llamada involucién cldsica sobre

RG, es decir, la obtenida R-linealmente a partir de la involucién cldsica en G dada por g +— g~ 1.

Proposicion 5.11. Sean R un anillo conmutativo con identidad y G un grupo. El anillo de grupo

RG es diio izquierdo si, y solo si, RG es diio derecho.

Demostracion. proof Considere * : RG — RG la involucion cldsica sobre RG dada por Y ,cg agg —
deGagg_l y suponga que RG es duo izquierdo. Sea I un ideal derecho de RG. Entonces, el
conjunto J = {a*: @ €I} C RG es un ideal izquierdo de RG. En efecto, Ogg € I y asi, Ogrg =

r; €J,dedonde J # 0. Sean y € RG y x,y € J arbitrarios, entonces x = a* y y = B* para algunos
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o, B € 1. Luego,

x—y=a'—pr=a"—1I"f" ="+ (-1I"f") ="+ (B(-1))" = (@ +B(-1))"

=(a—PB)" €J, pues ¢y B estanen I.

Ademds, yx = ya* = (ay*)* € J ya que ay* € I, lo que demuestra que J es ideal izquierdo de
RG. Adicionalmente, J* = {w*: we J} = {(a*)*: o € I} = I. Ahora, de la hipétesis J es un
ideal bilateral, entonces para Yy € RGy p € I se tiene que yp = ((yp)*)* = (p*y*)" € J* dado que
p*eJ,y" € RGyJesunideal en RG. Luego, como J* = I, sigue que yp € I y asi, I es un ideal
bilateral. Es decir, RG es un anillo ddo derecho.

Usando argumentos similares, se puede probar que si RG es duo derecho, entonces RG

también es dio izquierdo y asi, se tiene la equivalencia. [

Nota 5.16. La parte “So6lo si” en la demostracién anterior, se puede resumir mediante en el si-

guiente diagrama.

*:RG — RG — RG
I (derecho) +—— [I*(izquierdo) r“=I

ﬂ(Hipétesis) W
I* (derecho) ~—— (I")* (izquierdo)
Figura 3. Demostracion esquemadtica de la Proposicién m

Marks| (2002) prob6 que si R es un anillo conmutativo con identidad y G es un grupo finito,

entonces el anillo de grupo RG es reversible si, y s6lo si, RG tiene la propiedad SI. Posteriormente,
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Bell and Li (2007) citan este resultado y afirman, sin demostrar, que es valido para un grupo

arbitrario G. La siguiente proposicion establece este resultado.

Proposicion 5.12. Sean R un anillo conmutativo con identidad y G cualquier grupo. Entonces, el

anillo de grupo RG es reversible si, y solo si, RG tiene la propiedad SI.

Demostracion. De la Proposicion si RG es reversible, entonces RG satisface la propiedad SI.
Reciprocamente, suponga que RG tiene la propiedad SI y considere «, 8 € RG tales que aff = 0.
Dado que RG tiene la propiedad SI, entonces ayf3 = 0, para todo ¥y € RG. Luego, de la Proposicién
0 =1tr(afyB]) =tr([yB]e) y asi, todo elemento del ideal izquierdo (RG)B a tiene traza cero.

Abhora, si Ba tiene la siguiente representacion

n
Ba:Zaig,-, ai€R, g €Gygi #gjparai # j,
i=1

entonces al considerar los elementos ¥; = gfl €RG, 1 <i<n,siguedetr(y1far) =0quea; =0.
De forma andloga, de tr(pp ) = 0, se obtiene que a, = 0 y continuando de esta manera a; = 0,

1 <i<n.Asi, Ba =0y RG es reversible. ]

No es dificil verificar que para un anillo conmutativo R y un grupo G, el anillo de grupo RG
es conmutativo si, y solo si, G es abeliano. Por tal razén, en este contexto, el estudio de las propie-
dades duo, reversible y simétrico tiene sentido sobre grupos no abelianos. (Gutan and Kisielewicz,
2004, Theorem 2.1) establecieron que si el anillo de grupo FG es reversible, con F un cuerpo y G

un grupo de torsioén no abeliano, entonces G es un grupo Hamiltoniano. Posteriormente, (Li and
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Parmenter, 2007, Introduction) afirman, sin demostrar, quue este resultado es valido para F = R un
anillo conmutativo con identidad. Usando las ideas de |(Gutan and Kisielewicz| (2004) se establece

que en efecto, la afirmacion es verdadera.

Teorema 5.10. Sean R un anillo conmutativo con identidad y G un grupo de torsion no abeliano.

Si RG es reversible, entonces G es Hamiltoniano.

Demostracion. Se va a demostrar que para todo x € G, (x) es un subgrupo normal de G y asi, de la
Proposicion 2.1] se tiene que G es un grupo Hamiltoniano. Cuando x = 1 es el elemento neutro del
grupo, claramente (x) < G. Sea x € G\{1}, dado que G es un grupo de torsién, entonces x tiene

orden finito. Sea n el orden de x y considere g € G, observe que en RG se tiene que
0=g(1—x") =g(1 —x)(I+x+x>+-+x"7),
y como RG es reversible, entonces
0=(14x+x>4-+x"Dg(1—x) =1 +x+x>+-- +x""1)(g—gx).
Luego, multiplicando por el inverso de g en RG, se obtiene que
0= (14x4+x24--+x"1H(1—gxg™").

Dado que el orden de x es n, el conjunto {l,x,x27 e ,x”_l} contiene n elementos de G

distintos dos a dos y de la expresién 0 = (1 +x+x>+---+x""1)(1 — gxg~!) que es equivalente a

1

Tdx+x? 4" =gxg rxgxg ! +aPgxg -+ X" lgxg ™!, existen i, j € {0,1,...,n—

1

1} tales que x' = x/gxg~!, es decir, gxg~! € (x). Por lo tanto, (x) < G. O
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Para anillos de grupo RG con R un anillo conmutativo con identidad y G cualquier grupo,
se sabe de la Proposicion [5.12]que RG es reversble si, y sélo si, RG tiene la propiedad SI. En este
mismo contexto, de la Porposicion duo izquierdo y duo derecho son equivalentes. Por otro
lado, del Teorema .6} la propiedad diio unilateral implica tener la propiedad SIy para anillos con
identidad, la Proposicién [4.8| garantiza que simétrico implica reversible.

Asi las cosas, en el contexto de los anillos de grupo y bajo las hipétesis del Teorema[5.10] se
presenta el siguiente diagrama, el cual esquemdticamente muestra algunas implicaciones vélidas

entre las propiedades anillo-tedricas de interés.

RG es duio unilateral

v

RG es dio = RG tiene la propiedad SI
i
RG es simétrico = RG es reversible = G es Hamiltoniano

Figura 4. Condicién necesaria sobre RG y la estructura de G.

Note que el diagrama anterior muestra que una condicion necesaria para que RG sea duo,
reversible simétrico o tenga la propiedad SI, es que G debe ser Hamiltoniano. A continuacién, se

presenta el siguiente resultado que resume el diagrama anterior.

Teorema 5.11. Sean R un anillo conmutativo con identidad y G un grupo de torsion no abeliano.

Si RG es diio, simétrico o tiene la propiedad SI, entonces G es un grupo Hamiltoniano.
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5.2. Condicion necesaria sobre RG y la caracteristica de R
Bajo las condiciones del Teorema[5.11] si RG es reversible, entonces G es un grupo Hamiltoniano

y asf, del Teorema[2.1] se tiene que
G=0sxE XA,

donde Qg es el grupo cuaternio de orden 8, E es un 2-grupo abeliano elemental y A es un grupo

abeliano donde todos sus elementos son de orden impar. Luego,
RG =R(Qg X E xA) = [R(E x A)|Qs.

Por lo tanto, dado que R(E X A) nuevamente es un anillo conmutativo con identidad, el
estudio de la reversibilidad de RG se reduce esencialmente al caso cuando G = Qg.

Gutan and Kisielewicz (2004) estudian la reversibilidad de FQg, donde [F es un cuerpo y
con base en esto, establecen que si FG es reversible, con [F un cuerpo y G un grupo de torsiéon no
abeliano, entonces la caracteristica de [F inicamente puede ser 0 o 2 y dan unas ciertas caracteriza-

ciones para cada caso. A continuacion, se presentan algunos de estos resultados.
Lema 5.5 ((Gutan and Kisielewicz, 2004, Theorem 3.1 y Theorem 4.1)). Sea F un cuerpo.

1. Si car(IF) # 2, entonces FQg es reversible si, y solo si, la ecuacion X2+ y2 +1 =0 no tiene

solucion en IF.

2. Si car(IF) = 2, entonces FQg es reversible si, y solo si, la ecuacién x> +x+1 = 0 no tiene

solucion en IF.
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La demostracion de estos resultados puede ser consultada en|Gutan and Kisielewicz/ (2004).
Sin embargo, (L1 and Parmenter, 2007, padg. 4098 ) dan una breve idea de una prueba alterna para
la equivalencia presentada en /, utilizando la descomposicién de Wedderburn-Artin de FQg. A

continuacion, se presenta deatalladamente esta demostracion.

Demostracion. De (Polcino Milies and Sehgal, 2002, Lema 7.4.9), se sabe que FQg = 4F & 7 (),
donde 77 (IF) es el dlgebra de cuaternios sobre F, el cual por (Polcino Milies and Sehgal, 2002,
Teorema 7.4.6) es un anillo de divisién D o es isomorfo a M, (IF) el anillo de matrices de tamafio
2 x 2 sobre FF y la dltima posibilidad se cumple si, y s6lo si, la ecuacién x*> +y? + 1 = 0 tiene
solucién en FF.

Suponga que FQg es reversible, entonces del Teorema se debe cumplir que 77 (IF)
también debe serlo y no hay otra condicién puesto que 4FF es reversible. Por lo tanto, 57 (F) no
puede ser isomorfo a M (IF) ya que del Ejemplo M, (TF) no es reversible y asi, la ecuacién
x%> +y>+1 = 0 no tiene solucién en F. Reciprocamente, si la ecuacién x> +y> + 1 = 0 no tiene
solucién en F, entonces .7 (IF) es un anillo de division D y del Ejemplo es reversible, lo que

demuestra que FQg es reversible. [

Se sabe que para p > 2 los cuerpos de Galois I, tienen elementos que satisfacen x4y +
1 = 0. Se sigue, por el resultado anterior, que IF,0g no es reversible para p > 2. Ahora, si F es un
cuerpo con car(F) > 2, entonces F,Qg es un subanillo de FQg y asi, FQg no puede ser reversible.

Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 5.6. Si F es un cuerpo con car(F) > 2, entonces FQg no es reversible.
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Del anterior corolario, es posible establecer una condicién necesaria en términos de la ca-
racteristica del cuerpo [ cuando el anillo de grupo FG de un grupo de torsién no abeliano es

reversible.
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Teorema 5.12. Sean F un cuerpo y G un grupo de torsion no abeliano. Si FG es reversible,

entonces car(F) =0 o car(F) =2

Demostracion. Dado que FG es reversible, del Teorema se tiene que G es un grupo Ha-
miltoniano y asi, G = Qg X E X A, donde Qg es el grupo cuaternio de orden 8, E es un 2-grupo
abeliano elemental y A es un grupo abeliano donde todos sus elementos son de orden impar. Luego,
FG=TF(Qs xE xA) = [F(E xA)]Qg y dado que FG es reversible, entonces [F(E x A)|Qg también
lo es y asf, del corolario anterior car(F(E x A)) =0 o car(F(E x A)) = 2. Por ultimo, dado que

car(F) = car(F(E x A)), se tiene el resultado. N

Bajo las condiciones del teorema anterior, |(Gutan and Kisielewicz (2004) muestran la si-

guiente caracterizacion de cuando FG es reversible para los dos tinicos casos posibles car(F) =0

o car(F) = 2.

Lema 5.6 ((Gutan and Kisielewicz, 2004, Theorem 5.1)). Sea G un grupo de torsion no abeliano.
Entonces, el anillo de grupo FG sobre un cuerpo [ es reversible si, y sélo si, G es Hamiltoniano y

se cumple una de las siguientes condiciones.

1. car(F) =0y x*> +y> + 1 = 0 no tiene solucion en ningiin cuerpo ciclotomico F(&;) para

cualquier d impar que sea un orden de un elemento en G.

2. car(F) =2, G/Qg no tiene ningiin elemento de orden pary x> +x-+1 = 0 no tiene solucion en

ningiin cuerpo ciclotomico (&) para cualquier d impar que sea un orden de un elemento

en G.
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L1 and Parmenter|(2007)) establecieron resultados que generalizan los de Gutan and Kisiele-
wicz| (2004)). Especificamente estudian la reversibilidad de los anillos de grupo RG, donde R es un
anillo conmutativo con identidad y G es un grupo de torsion. A continuacion, se presentan algunos

de estos resultados.

Lema 5.7. Sea R un anillo con identidad. Si R contiene un elemento nilpotente r distinto de cero

tal que 2r = 0, entonces RQg no es reversible.

Demostracion. Sea r € R un elemento nilpotente distinto de cero tal que 2r = 0. Se puede suponer
que 2 = 0. Considere a'y B en RQg asi: « = ra+[1 — (14+r)a+(1+r)a®> — (1+r)a’lby B = (1+
r)+a+[(1+7r)+ (1+r)a)b. Es posible comprobrar que a8y = 0 pero ayf = (1+2r)(1 —a?) #0

y asi, RQg no es reversible. [
Teorema 5.13. El anillo 7.,Qg es reversible si, y solo si, n = 2.

Demostracién. Suponga que Z,Qg es reversible. Sea p un divisor primo de n 'y escriba n = p*m
donde k£ > 1 y el maximo comun divisor de m y p es 1. Primero se va a demostrar que p debe
ser 2, por lo que n es una potencia de 2. Suponga que p > 2. Note que Z, 08 = Z Qg X ZnQs 'y
como Z,(Qg es reversible, Z o Qg también lo es. Del Corolario se tiene que k > 1. Considere el
epimorfismo natural de anillo

iz,

¢ ZyQs — ( ) Qs = Zp0Qs,

donde p*~17Z y+ es el anulador de p en Z - Por el Corolario 7,03 no es reversible, entonces
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existen o, € <W%> Qs tales que @B = 0, pero B0 # 0. Sean @ y B las preimdgenes de @
y E en Z,xQs, respectivamente. Dado que @ = 5[_3 =0, entonces off € pk_IZpk y por lo tanto
pafB = 0. Por otro lado, p(Ba) # 0 puesto que o # 0, entonces Z,4Qs no es reversible, lo cual
es una contradiccion. Entonces, p =2 y asi, n = 2°. Si s > 1, el elemento r = 25—1 es un elemento
nilpotente distinto de cero en Z, tal que 2r = 0y asf, por el Lemal[5.7, Z, Qs no es reversible, lo que

contradice la suposicion. Por lo tanto, se tiene que n = 2. Reciprocamente, si n = 2, del Ejemplo 7

en Marks| (2002), se sabe que Z, Qg es reversible. O

Si R es un anillo conmutativo con identidad, entonces del teorema anterior, si RQg es rever-
sible y car(R) = n > 0, el subanillo Z,Qg de RQg también es reversible y asi, n = 2. Por lo tanto, se
puede concluir que si RQg es reversible, entonces la caracteristica de R es 0 0 2. Con base en esto
y de forma similar a la prueba del Teorema [5.12]es posible extender este resultado para anillos de

grupo RG sobre grupos de torsion no abelianos.

Teorema 5.14. Sean R un anillo conmutativo con identidad y G un grupo de torsion no abeliano.

Si RG es reversible, entonces car(R) =0 o car(R) = 2.

Con las hipétesis del teorema anterior y de forma anéloga a la construccion de la Figura
M] el siguiente diagrama establece una condicion necesaria en términos de la caracteristica de R

cuando el anillo de grupo RG tine alguna propiedad anillo-tedrica de interés en esta investigacion
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RG es duo unilateral

)

RG es dio = RG tiene la propiedad SI
)
RG es simétrico = RG es reversible = car(R) =0ocar(R) =2

Figura 5. Condicion necesaria sobre RG y la caracteristica de R.

A continuacidn, se presentan los teoremas que establecen Li and Parmenter| (2007)) para los

dos casos posibles, car(R) = 0 o car(R) = 2.

Lema 5.8 ((Li and Parmenter, 2007, Theorem 3.1.)). Sea R un anillo conmutativo con identidad y
de caracteristica 2. Entonces, RQg es reversible si, y solo si, la ecuacion X2 +xy+ y2 = 0 no tiene

soluciones distintas de cero en R.

Lema 5.9 ((Li and Parmenter, 2007, Theorem 4.2.)). Sea R un anillo conmutativo con identidad
y de caracteristica 0. Suponga que Ry = {x € R: 2¥x = 0 para algiin k > 0 } = {0} y R no tiene

elementos nilpotentes distintos de cero. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. RQg es reversible.
2. La ecuacion x> +y* + 22 = 0 no tiene soluciones distintas de cero en R.
3. RQs no tiene elementos nilpotentes distintos de cero.

5.3. Algunas equivalencias
Como ya se ha mencionado antes, si R un anillo conmutativo con identidad y G es un grupo

abeliano, entonces RG es conmutativo y asi, las propiedades duo, reversible, simétrico y SI son
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equivalentes en RG. Ademads, también se sabe que si G no es abeliano, tener la propiedad duo
implica ser reversible (ver Corolario 4.5] y Proposicién [5.12)). Sin embargo, el reciproco no es
cierto. Bell and L1 (2007) presentan el siguiente ejemplo de un anillo reversible que no es dio y

ademds establecen la equivalencia entre estas dos propiedad cuando R = [F es un cuerpo.

Ejemplo 5.20. Sea Qg = <a,b cat=1,a2=0b%a" = a*1> el grupo de cuaternios de orden 8. El
anillo de grupo ZQs es un anillo reversible pero no un anillo ddo. Ademds, también se puede
verificar que ZQg es un anillo simétrico. Por lo tanto, este ejemplo también muestra que simétrico
no implica duo.

En efecto, note que Q es un cuerpo con car(Q) = 0 y la ecuacién x> +y> 41 = 0 no tiene
solucién en Q. Asi, del Lema [5.5] se obtiene que QQg es un anillo reversible. Luego, tomando a
Z.Qg como un subanillo de QQg, el anillo de grupo ZQg también es reversible. Ademas, siguiendo
la demostracién dada en Lema[5.5] se tiene que QQg == 4Q @ D, donde D es un anillo de divisién y
asi, se sigue del Teorema4.9|que QQg es simétrico. Entonces, ZQg también es un anillo simétrico.

A continuacidn, se demuestra que R = ZQ8 no es un anillo ddo. Para ello, se va a mostrar
que el ideal izquierdo I = R(a + 2b) generado por a + 2b no es un ideal derecho. Especificamente
se demuestra que (a+2b)a no estd en I. Suponga lo contrarios, es decir que (a+2b)a = B (a+2b),
donde B es un elemento de ZQg. Dado que Qg = {l,a,az,a3,b,ab,a2b,a3b}, entonces f3 se puede

escribir como

3 7
B = Zaia’+ (Z aja/_4> b, donde a;,aj € Zpara0 <i<3y4<j<7.
i=0 j=4
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Ahora, de las igualdades bab~! = a~! y a* = 1 se obtiene que ba =a"'by a® =a™!

respectivamente. Entonces,

(a+2b)a=PB(a+2b)
a* +2ba = (aol +ara+ ara® + aza® + asb + asab + aga’b + a7a3b) (a+2b)

a*+2a°h = apa + a1a2 + a2a3 + a3a4 + asba + asaba + a6a2ba + a7a3ba
+2a0b + 2ajab + 2a,a*b + 2a3a’b + 2a4b® + 2asab® + 2aga’b* + 2a7a’b*
=apa—+ a1a2 + aza3 +as+ a4a3b +asb+ a6a2a3b + a7a3a3b
+ 2apb + 2a1ab + 2ara’b + 2a3a3b +2asa* + 2a5aa2 + 2a6a4 + 2a7a3a2
= apa+ a1a® + ara® + a3 + asa’b + asb + agab + a7a*b
+2apb + 2ajab + 2a,a*b + 2a3a°b + 2asa” + 2asa’ + 2ag + 2a7a
= (a3 +2as) 1 + (a0 +2a7) a+ (a1 +2a4) @® + (a2 + 2as) @’

+ (as +2ag) b+ (ag +2a1 ) ab+ (a7 + 2a2) a’b + (as + 2a3) a’b.

Comparando los coeficientes de 1, a®, ab y @b en la ecuacién anterior, se obtiene el si-

guiente sistema
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az+2a¢ =0 E;

ar+2a4s =1 Ej

ag+2a; =0 Ej3

as+2a3 =2 E4

\

Haciendo E4 —2E| se obtiene as —4ag =2y al hacer 2E, — E3 resulta laigualdad 4a4 —ag =
2. Entonces, de las dos ecuaciones obtenidas, eliminando a4 se tiene que ag = —% ¢ 7. Por lo

tanto, (a+2b)a ¢ I y asi, se concluye que ZQg no es un anillo dio izquierdo y por ende no es ddo.

Bell and Li (2007) presentan el siguiente teorema, el cual caracteriza la propiedad duo en

algebras de grupo FG, donde FF es un cuerpo y G es un grupo de torsién no abeliano.

Lema 5.10 ((Bell and Li, 2007, Theorem 4.2.)). Sean ¥ un cuerpo y G un grupo de torsion.

Entonces FG es un anillo diio si, y sélo si, se cumple una de las siguientes condiciones.

1. G es abeliano.

2. G = Qs X E XA es Hamiltoniano, car(F) =0y la ecuacion 1 +x?+y?* =0 no tiene soluciones

en ningiin cuerpo ciclotémico F(&E,) para cualquier d impar que sea el orden de un elemento

de A.

3. G= Qg xA, car(F) =2y la ecuacion 1 + x> +y* = 0 no tiene soluciones en ningiin cuerpo

ciclotomico F(&y) para cualquier d impar que sea el orden de un elemento de A.

Como consecuencia del resultado anterior y el Lema([5.6] es posible establecer una equiva-

lencia entre las propiedades duio y reversible para anillos de grupo FG, donde [ es un cuerpo y G
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es un grupo de torsion.

Lema 5.11 ((Bell and L1, 2007, Corollary 4.3.)). Sean F un cuerpo y G un grupo de torsion.

Entonces FG es diio si, y solo si, FG es reversible.

Se finaliza esta seccion presentando los resultados de Gao and Li| (2011]), quienes dieron la
siguiente descripcion de cuando el anillo del grupo RG de un grupo de torsién no abeliano G sobre

un dominio entero R es duo.

Lema 5.12 ((Gao and Li, 2011, Theorem 2.8.)). Si R es un dominio entero con car(R) # 0y G es

un grupo de torsion no abeliano, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. RG es diio.
2. Res un cuerpo y RG es reversible.

3. G=QsxA, R=F es un cuerpo con car(F) =2 y la ecuacion 1 + x> 4+y* = 0 no tiene
soluciones en ningiin cuerpo ciclotomico F(E,) para cualquier d impar que sea el orden de

un elemento de A.

Lema 5.13 ((Gao and Li, 2011, Theorem 2.9.)). Si R es un dominio entero con car(R) = 0 tal que
S C R C Ks, donde S es un anillo de niimeros enteros algebraicos, K es el cuerpo de fracciones de

Sy G es un grupo de torsion no abeliano, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. RG es diio.

2. R es un cuerpo y RG es reversible.
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3. G=QsxE XA, R=TF es un cuerpo de car(F) =0y la ecuacién 1 +x% +y> =0 no tiene
soluciones en ningiin cuerpo ciclotomico F(E,) para cualquier d impar que sea el orden de

un elemento de A.
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6. Resultados adicionales

Para un anillo de grupo RG, donde R es un anillo conmutativo con identidad y G es un grupo de
torsion no abeliano, se sabe de las Figuras 4|y [5| que si RG es simétrico, entonces RG = R(Qg X
E x A) y car(R) =0 o car(R) = 2. Luego, si RG es simétrico y car(R) = 2, entonces el subanillo
Z,Qg también debe serlo. Sin embargo, del Ejemplo 7 en Marks| (2002), se sabe que Z,(Qg no es
simétrico. Por lo tanto, la tnica posibilidad es car(R) = 0.

Al estudiar el articulo de Gutan and Kisielewicz| (2004), se puede notar que la demostracion
del Lema [5.5] y el Lema [5.6] puede hacerse de forma andloga para el caso simétrico. Ese es el

contenido de los siguientes resultados.

Lema 6.14. Sea [ un cuerpo de caracteristica cero, entonces FQg es simétrico si, y solo si, la

ecuacion x> +y* + 1 = 0 no tiene solucién en F.

Demostracion. Dado que los anillos de divisién también son simétricos (ver Nota[.15)), la demos-

tracion de este lema es andloga a la demotracién presentada en el Lema/[5.5] [

Teorema 6.15. Sea G un grupo de torsion no abeliano. Entonces, el anillo de grupo FG sobre
un cuerpo F es simétrico si, y solo si, G es Hamiltoniano, car(F) =0y x> +y?> +1 = 0 no tiene
solucion en ningiin cuerpo ciclotémico F(&;) para cualquier d impar que sea orden de un elemento

en G.

Demostracion. Suponga FG es simétrico, entonces G es Hamiltoniano y car(F) = 0. Luego, del

Teorema [2.1] se sabe que G = Qg X E x A, donde E es un 2-grupo abeliano elemental y A es un
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grupo abeliano donde todos sus elementos son de orden impar.En lo que sigue se desarrollaran las
dos equivalencias de forma conjunta.

De la Proposicién 2.3 de Gutan and Kisielewicz (2004), FG = [F(E x A)]Qg es simétrico
si, y solo si, [FH]Qg es simétrico para todo subgrupo finito H de E x A. Es posible suponer que
H es delaforma H=E'xA’, donde E' CE y A’ C A, ya que H naturalmente estd contenido en
un subgrupo finito de esta forma. Dado que car(F) = 0, se tiene que car(F) 1 |H| y asi, se puede

utilizar el Teorema de Perlis-Walker (ver[3.5)). Entonces,

FH = @adﬁ?(cd), donde |H| = n.
dn

Suponga que a; > 0 para algin d con d|n, esto significa que existe un elemento (e,a) € H,
cone € E'yaecA, de orden d. Como en E todo elemento diferente de la identidad tiene orden
2, se puede probar que d = 2m o d = m, donde m es el orden de a en A. En este tltimo caso,
el cuerpo F(&;) aparece en la descomposicién de FA’, dada por el Teorema En el primer
caso, observe que F(&y,) = F(E,) (va que (—&,)" = 1) y asi, se tiene que el cuerpo F(&;)
aparece en la descomposicion de FA’. Nuevamente, de la Proposicién 2.3 de Gutan and Kisielewicz
(2004), [FH]Qg es simétrico si, y sélo si, todo [F(E;)]Qs es simétrico para todo factor F(&,;) en la
descomposicién de FH. Luego, en cualquier caso, decir que [FH|Qg es simétrico es equivalente a
que [FA']Qg sea simétrico. Dado que A es abeliano, [FA’]Qg es simétrico si, y s6lo si, [F(&;)]Os
es simétrico para todo d que divide el orden de A’. En consecuencia, FG es simétrico si, y s6lo si,

[F(&4)]Qs es simétrico para todo d impar que sea orden de un elemento en G y finalmente, de la
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Teorema [6.14] esto es equivalente a que la ecuacién x* +y? + 1 = 0 no tiene solucién en ninguna

extension F(&,) para todo d impar que sea orden de un elemento en G. [

Usando el teorema anterior, es posible establecer que las propiedades ddo, reversible, simé-
trico y SI son equivalentes en FG, donde [F es un cuerpo de caracteristica cero y G es un grupo
de torsién no abeliano. Note que lo antrrior en general no se cumple, dado que el Ejemplo [5.20]

muestra que el anillo de grupo ZQg es simétrico pero no es duo.

Teorema 6.16. Sean ' un cuerpo de caracteristica cero y G un grupo de torsion no abeliano.

Entonces, las siguientes afimaciones son equivalentes.
1. FG es diio. 3. FG es simétrico.

2. IFG es reversible. 4. FG tiene la propiedad SI.

5 G es un grupo Hamiltoniano y la ecuacion x> +y* +1 = 0 no tiene solucion en ningiin

cuerpo ciclotomico F(&;) para cualquier d impar que sea un orden de un elemento en G.

Demostracion. Del Lema[5.11] se tiene que 1 es equivalente con 2. Dado que se estd asumiendo
que car(FF) = 0, del Lema 5.6} se tiene la equivalencia entre 2 y 5. Por el Teorema[6.15] 3 y 5 son

equialentes. Finalmente, de la Proposicion se tiene 2 equivalente con 4. O

Corolario 6.7. Sea F un cuerpo de caracteristica cero y G un grupo de torsion. Entonces, las

propiedades diio, reversible, simétrico y SI son equivalentes en FG.

Demostracion. Si G es abeliano, entonces FG es conmutativo y se tiene el resultado. Por otro lado,

si G no es abeliano el resultado se sigue del teorema anterior. [
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Adicionalmente, usando el teorema anterior es posible incluir otras equivalencias en el Le-

ma[3.13

Teorema 6.17. Si R es un dominio entero con car(R) = 0 tal que S C R C Kg, donde S es un anillo
de niimeros enteros algebraicos, Kg es el cuerpo de fracciones de S y G es un grupo de torsion no

abeliano, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. RG es diio. 3. RG es simétrico.

2. Res un cuerpo y RG es reversible. 4. RG tiene la propiedad SI.

5 G=QgxE xA, R=TF es un cuerpo de car(F) = 0y la ecuacion 1+ x*> +y* = 0 no tiene
soluciones en ningiin cuerpo ciclotomico F(&;) para cualquier d impar que sea el orden de

un elemento de A.

Demostracion. Las equivalencias entre /, 2 'y 5 son establecidas por Gao y Li (ver Lema [5.13).

Por otro lado, del Teorema [6.16]1as afirmaciones 2, 3 y 4 son equivalentes. 0

También es posible establecer que las propiedades duo, reversible, simétrico y SI son equi-
valentes en el contexto de los anillos de grupo semi-simples, algo que no se ha mencionado en los

articulos estudiados.

Teorema 6.18. Sean R un anillo semi-simple y G un grupo finito, tal que |G| € % (R). Entonces,

las siguientes afirmaciones son equivalentes.
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1. RG es diio. 4. RG tiene la propiedad SI.

2. RG imétrico.
es sumetrico 5. RG = &@,_,D,, donde los D; son anillos

3. RG es reversible. de division.

Demostracién. Unicamente se va a demostrar la equivalencia entre / y 5, ya que los argumentos
para probar que 2, 3 y 4 son equivalentes con 5 son similares.

Dado que R es semi-simple, G es finito y |G| € % (R), se obtiene del Teorema de Maschke
(ver Teorema [3.4) que el anillo de grup RG es semi-simple y asf, del Tereoema de Wedderburn-

Artin (ver Teorema[2.3)),
k
RG = @Mn,- (D;), donde D; es un anillo de division, 1 <i < k.
i=1

Suponga que RG es dio, entonces del Teorema 4.9/ cada M, (D;) también debe serlo y asf,

del Ejemplo [4.14] se debe cumplir que n; = 1, 1 <i < k. Luego,

k
RG = @Di, donde los D; son anillos de division.
i=1

Reciprocamente, suponga que RG = @;‘:1 D;, donde los D; son anillos de division. Enton-
ces, del Ejemplo para 1 <i < klos anillos de divisiéon D; son duo y asi, se sigue del Teorema

ue RG es un anillo duo. ]
A94q

(Gao and L, 2011, Corollary 2.3.) demostraron que si R es un dominio entero de caracte-
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ristica cero, entonces una condicién necesaria para que RQg sea ddo es que 1+ x> +y> € % (R)
para todo x,y € R. Ellos no conocen ningtin ejemplo de un dominio entero R con car(R) = 0 que
satisfaga esta condicion necesaria para el cual RQg no sea duo y por tal razon, cierran su articulo

planteando la siguiente pregunta.

Pregunta 6.1. (Gao and Li, 2011, Question 2.10.) Asuma que R es un dominio entero de car(R) =

0, tal que 1 4x>+y? € % (R) para todo x,y € R. ;RQg es diio?

La respuesta este interrogante ain no ha sido resuelta. Sin embargo, modificando algunas
hipétesis y usando el teorema anterior, es posible obtener una caracterizacion de cuando RQg es

ddo.

Corolario 6.8. Sea R un anillo semi-simple, tal que 1 +x*> +y* € % (R) para todo x,y € R. Enton-

ces, RQg es diio si, y solo si, RQg es suma directa finita de anillos de division, es decir

k
RQg = @Di, donde los D; son anillos de division.
i=1

Demostracion. Dado que 2 = 1+ 12 4+ 02, se tiene que 2 € % (R). Luego, 4 € % (R) puesto que
427127 = 2)2)2 127 = (2)((2)27H(27") = (2)27! = 1 y de forma similar, 8 € % (R).
Dado que R es semi-simple, Qg es finito y |Qs| = 8 € Z (R), el resultado se sigue del Teorema

6.18] ]

Ejemplo 6.21. Sea R el subanillo de M;(Q) dado por R = :r,s € Q p y considere los
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siguientes subconjuntos / € J de R,

No es dificil verificar que I y J son ideales izuierdos minimales de R y que ademds, R =1®J.
Por lo tanto, de (Polcino Milies and Sehgall 2002, Theorem 2.5.7) se tiene que R es semi-simple.
Adicionalmente, se puede verificar que det(1 +x% + y2) #£ 0 paratodox,y € Ry asi, | +x>+y> €
7% (R). (Li and Parmenter, 2007, Example 4.3.) muestran que RQs es reversible. Entonces, usando
argumento similares en la prueba del Corolario[6.8]se tiene que |Qg| = 8 € % (R) y asi, del Teorema

se concluye que

k
RQOg = @Di, donde los D; son anillos de division.
i=1

Se sigue que RQg también es duo, simétrico y tiene la propiedad SI.

Continuando en esta direccion a continuacion se presenta una caracterizacion de las propie-

dades anillo-tedricas de interés en anillos de grupo RG sobre anillos de grupo semi-simples.

Teorema 6.19. Sean R un anillo semi-simple y G un grupo. Entonces, RG es diio (reversible,
simétrico, tiene la propiedad SI) si, y sélo si, R = EBf:l D; es una suma directo finita de anillos de

division y cada D;G es un anillo de grupo diio (reversible, simétrico, tiene la propiedad SI).

Demostracion. Al igual que en anteriores demostraciones, se va a probar unicamente el caso duo,
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ya que la prueba para los otros casos siguen en forma andloga.

Suponga que RG es un anillo ddo. Dado que R es semi-simple, del Teorema de Wedderburn-
Artin (ver Teorema se tiene que R = @é‘:ani (Dj), donde los D; son anillos de division.
Luego, por ser RG duo, entonces R tambien lo es y asi, del Teorerna cada M, (D;) también debe
ser duo. Del Ejemplos se sabe que M, (D;) no es ddo si n > 2, entonces n; = 1, 1 <i < k. Por

lo tanto,

k k
RG = (@Dl) G=PHDG.
i=1 i=1

De lo anterior, como RG es diio nuevamente se sigue del Teorema que cada anillo de
grupo D;G es duio. Reciprocamente, si R = @f: 1 Di y cada anillo de grupo D;G es dio, se puede

establecer que RG = @;‘:1 D;G y el resultado se sigue del Teorema [

Finalmente, como consecuencia del teorema de Wedderburn-Artin, se tiene 1) Si R es un
anillo semi-simple conmutativo, entonces R es isomorfo a una suma directa finita de cuerpos y
2) Si R es una dlgebra de dimensién finita sobre un cuerpo [F algebraicamente cerrado, la cual es
semi-simple, entonces R es isomorfo a una suma directa de la forma M, (F) ®--- ® M, (F) (ver
(Polcino Milies and Sehgal, 2002, Exercises 3 y 8, padg. 1067) ). Por lo tanto, usando argumentos
similares a los que se emplearon en la demostracion del Teorema es posible demostrar que

los siguientes resultados son validos.

Teorema 6.20. Sean R un anillo semi-simple conmutativo y G un grupo. Entonces, RG es diio

(reversible, simétrico, tiene la propiedad SI) si, y solo si, R = EB?:] F; es una suma directo finita
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de cuerpos y cada F;G es un anillo de grupo diio (reversible, simétrico, tiene la propiedad SI). En
particular, si G es un grupo de torsion no abeliano, entonces G es Hamiltoniano y cada F; es de

caracteristica 0 o 2.

Teorema 6.21. Sea R una dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo IF algebraicamente cerrado,
la cual es semi-simple. Entonces, R tiene la propiedad diio, reversible, simétrico o SI si, y solo si,

R= @;‘:1 F es suma finita del cuerpo .

Se finaliza esta seccidn presentando los siguientes ejemplos, los cuales tienen como finali-

dad ilustrar la aplicabilidad de los dos teoremas anteriores.

Ejemplo 6.22. Sea R = CQg, claramente R es una dlgebra de dimensién finita sobre el cuerpo
algebraicamente cerrado C. Suponga que R es un anillo reversible, entonces por el Teorema
se tiene que R = EBf-‘: 1 C es una suma directa finita del cuerpo C, lo cual es una contradiccioén ya
que R no es conmutativo. Por lo tanto, R no es reversible y asi, R tampoco tiene las propiedades dto,

simétrica y SI, ya que en este contexto estas propiedades implican la propiedad de ser reversible.

Nota 6.17. Dado que C es un cuerpo con car(C) = 0y la ecuacién x> 4y + 1 = 0 si tiene solucién

en C. El anterior ejemplo también se puede obtener del Lema 5.5

Ejemplo 6.23. Sea R = F, © Q. Del Ejemplo se sabe que el anillo de grupo QQs es reversible
y simétrico. Por otro lado, en (Marks, [2002, Example 7.) se prueba que [, Qg también es un anillo
de grupos reversible pero no simétrico. Por lo tanto, por el Teorema [6.20] se tiene que RQg es un

anillo de grupo reversible pero no simétrico.
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Nota 6.18. El ejemplo anterior fue tomado de (Gutan and Kisielewicz, 2004, pag. 291), donde
ellos muestran un anillo de grupo reversible que no es simétrico sobre un anillo de caracteristica
cero. Ademas, este ejemplo también muestra que para anillos de grupo RG, donde R es un anillo
con identidad y G es un grupo de torsion, simétrico y reversible no son equivalentes. Sin embargo,

sobre cuerpos si lo son y esto se ilustré en el Corolario
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7. Conclusiones
Al finalizar este trabajo se deja una recopilacion muy amplia y detallada sobre el estudio de las
propiedades dudo, reversible, simétrico y SI en anillos y anillos de grupo. Ademads, las personas
interesadas en estos temas podrdn encontrar en este trabajo demostraciones de varios resultados
que no se encuentran en la literatura actual.

Para ilustrar mejor algunos resultados y conexiones de la propiedad duo con las propiedades
reversible, simétrico y SI, se logré disefiar diagramas que esquematizan algunas implicaciones
vdlidas entre estas propiedades, tanto en el contexto general de anillos y anillos de grupo. Estos
diagramas fueron expuestos en los Capitulos 3 y 4.

Tras el anélisis realizado sobre la propiedad duo, en el contexto de los anillos de grupo RG
de un grupo de torsién sobre un anillo conmutativo R con identidad, se pudo evidenciar que las pro-
piedades duo, simétrico y SI implican la propiedad reversible. Por lo tanto, cualquier avance que
se obtenga para la propiedad reversible serd también un avance inmediato para las otras propieda-
des. De lo anterior, para trabajos futuro se podria estudiar propiedades que generalicen los anillos
reversibles. Por ejemplo, lo que Roy and Subedi| (2019) llaman anillos reversibles generalizados.

Finalmente, aunque no fue posible dar respuesta a la Pregunta [6.1] planteada por |Gao and
Li (2011), el estudio y andlisis de esta pregunta permitié explorar las propiedades anillo-tedricas
de interés en otros contexto y asi, obtener algunos resultados propios. Los cuales quizas con al-
gunas modificaciones pueden seguir dando continuidad al estudio de estas temdticas y asi, poder

finalmente dar respuesta a dicha pregunta.
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