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Notacion y convenciones

En este trabajo se adopta por convencién una métrica con signatura mayormente positiva,

es decir (—,+,+,4+). Los indicies griegos (&, B, ,V,...) van desde 0 hasta 3, los indices latinos

(i, j,k,...) de 1 a 3y los indices caligraficos (%", &, ...) desde 1 hasta el nimero de variables de

estado. A continuacién se encuentran algunos simbolos que aparecen a lo largo del trabajo.

Simbolo Descripcién

= (1,x") Coordenadas espacio-temporales

u Derivada parcial respecto a la coordenada x*
Vu Derivada covariante

guv Métrica espacio-temporal

Yuv Métrica inducida

8,7 Determinantes de las métricas

Nuy = (—1,1,1,1)
Afuv) = 3 (Auy +Avy)
Ay = 5 (A = Avy)
Xm

G

Métrica de Minkowski

Simetrizacion

Antisimetrizacion

Susceptibilidad magnética

Constante de gravitacion universal

Velocidad de la luz

Adicionalmente, las ecuaciones se escribirdn en unidades geometrizadas donde la constante

de gravitacion universal y la velocidad de la luz son iguales a uno, es decir G = ¢ = 1.
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Resumen

Titulo: Discos de acrecion con magnetizacion alrededor de agujeros negros de Kerr Fj
Autor: Oscar Mauricio Pimentel Diaz

Palabras Clave: Magnetohidrodindmica relativista (GRMHD), métodos numéricos, relatividad, discos de acrecion,

inestabilidad de Kelvin-Helmholtz, agujeros negros, susceptibilidad magnética.

Descripcion: En la descripcion magneto-hidrodindmica de sistemas astrofisicos usualmente se asume que los campos
magnéticos son generados por corrientes de conduccion. Sin embargo, la polarizacién magnética de la materia puede
ser relevante en sistemas magnéticamente dominantes como discos de acrecion, pulsares, magnetares, entre otros. En
esta tesis se presenta por primera vez el sistema de ecuaciones conservativas de la GRMHD con polarizacién magnética
y se calcula su estructura de valores propios. Estos resultados se implementan en el cddigo CAFE para simular choques
unidimensionales e inestabilidades de Kelvin-Helmholtz en fluidos diamagnéticos y paramagnéticos. Por otro lado, se
presentan las primeras soluciones analiticas de discos de acrecién magnéticamente polarizados alrededor de un agujero
negro de Kerr, los cuales se evolucionan con el cédigo Cosmos++ para estudiar su proceso de acrecion. El estudio
tedrico y numérico realizado en este trabajo sobre la propagacién de ondas y generacion de inestabilidades en plasmas
magnéticamente polarizados muestra que en fluidos diamagnéticos las ondas mds rdpidas se propagan con mayor
velocidad que en fluidos paramagnéticos. Sin embargo, el estado inicial de plasmas paramagnéticos es mds susceptible
a formacioén de inestabilidades magneto-rotacionales y del tipo Kelvin-Helmholtz, y por lo tanto, a la amplificacién de
la energia magnética. Esto produce niveles de turbulencia magnética en procesos de acrecidon que podrian explicar la

discrepancia actual entre simulaciones y observaciones de nicleos activos de galaxias.

Tesis de Doctorado

Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Director: Guillermo Alfonso Gonzdlez Villegas, Doctor en Matematica
Aplicada, Codirector: Fabio Duvan Lora Clavijo, Doctor en Ciencias - Fisica



DISCOS DE ACRECION CON MAGNETIZACION EN AGUJEROS NEGROS 11

Abstract

Title: Accretion discs with magnetization around Kerr black holes E]
Author: Oscar Mauricio Pimentel Diaz

Keywords: Relativistic magneohidrodynamics (GRMHD), numerical methods, relativity, accretion discs, Kelvin-

Helmbholtz instability, black holes, magnetic susceptibility.

Description: The magnetohydrodynamic description of astrophysical systems usually assumes that magnetic fields
are generated by conduction currents. Nevertheless, the magnetic polarization of matter could be relevant in some
magnetically dominated regions such as accretion discs, pulsars, magnetars, among others. In this thesis we present
for the first time the GRMHD system of equations with magnetic polarization and we compute its characteristic speeds
structure. These results are implemented the CAFE code to simulate one-dimesional shocks and Kelvin-Helmbholtz ins-
tabilities in diamagnetic and paramagnetic fluids. On the other hand, we present the first analytic solutions describing
magnetically polarized accretion discs around a Kerr black hole, which are evolved with the Cosmos++ computational
code to obtain its accretion process. The theoretical and numerical study we have done in this work concerning the
propagation of waves and the generation of instabilities in magnetically polarized plasmas shows that the fastest waves
in diamagnetic fluids move with a higher speed than in paramagnetic ones. However, the initial state of paramagnetic
plasmas is more susceptible to the formation of magneto-rotational and Kelvin-Helmholtz instabilities, and thence to
the magnetic energy amplification. This effect produces magnetic turbulence that could explain the current discrepancy

between simulations and observations of active galactic nuclei.
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Introduccion
Los fuertes campos magnéticos y gravitacionales son fundamentales para dar una descripcion ade-
cuada de algunos sistemas que involucran objetos compactos. Por ejemplo, se cree que un fluido
que estd siendo acretado en un agujero negro es la principal fuente de energia en los niicleos activos
de galaxias (AGN por sus siglas en inglés) o en los microcuasares (Frank et al., [2002). En estos
sistemas se puede observar radio-jets altamente colimados que sugieren la existencia de fuertes
campos magnéticos (Blandford and Znajek, [1977; Beckwith et al., 2008; |De Villiers et al., [2005).
Adicionalmente, la interaccion entre los campos magnéticos y la rotacién diferencial de los fluidos
alrededor de objetos compactos producen turbulencia a partir de la inestabilidad magnetorrotacio-
nal (MRI) (Balbus and Hawleyl [1991). Esta turbulencia actda en el disco como una viscosidad
efectiva que transporta momento angular y disipa energia. Tal mecanismo es fundamental para
explicar como inicia el proceso de acrecién y como se mantiene en el tiempo. Las primeras obser-
vaciones de las estructuras de dichos campos magnéticos cerca al horizonte de eventos se obtuvie-
ron en (Johnson et al., 2015) al resolver la emision linealmente polarizada de Sagitario A*. Estas
mediciones interferométricas permitieron identificar campos magnéticos parcialmente ordenados
que varian en el tiempo, convirtiendose asi en evidencia observacional de los modelos de acre-
cién en objetos compactos y de generacion de jets. Ademds de los escenario de acrecidn, algunas
teorias que intentan explicar el mecanismo central de las explosiones de rayos gamma (GRB’s)
incluyen pulsares de milisegundos altamente magnetizados cuyos campos magnéticos se estiman

alrededor de los ~ 10'* G (Zhang and Meszaros, 2001). La estructura de dichos campos en estos
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fendmenos de altas energias, y en particular en los jets que se producen, se puede determinar a
partir de la radiacion emitida en los choques de corta duracion que se propagan dentro del jet (Las-
kar et al., [2019). Estas observaciones aportan nuevamente evidencia clave sobre la existencia de

campos magneticos alrededor de objetos compactos como agujeros negros o estrellas de neutrones.

Ahora, como se menciona en (Font, 2008), algunos procesos astrofisicos que involucran la
dindmica de un fluido alrededor de un objeto compacto se pueden modelar apropiadamente por
medio de la GRMHD en la aproximacion de fluido de prueba. En este contexto tedrico, el campo
gravitacional del fluido se considera muy pequefio en comparacién con el del objeto compacto, y
se asume que el material es un conductor perfecto (Anile, 2005). Sin embargo, debido a que la
GRMHD se describe por un sistema de ecuaciones multidimensional, dependiente del tiempo y no
lineal, es muy dificil encontrar soluciones analiticas (Gammie et al., 2003)). Sin embargo, en la ac-
tualidad existen c6digos numéricos que resuelven este sistema de ecuaciones con el fin de estudiar
sistemas astrofisicos reales como los AGN, los jets extragalécticos, los discos de acrecion alrede-
dor de estrellas de neutrones, los GRB’s, las nebulosas de pulsar, entre otros. Algunos ejemplos de
estos codigos son Athena++ (Stone et al., [2008), BHAC (Porth et al.l 2017) el cual fué disefiado
para evolucionar discos de acrecidon en agujeros negros, Cosmos++ (Anninos et al., 2005), desa-
rrollado para aplicaciones astrofisicas newtonianas y relativistas, ECHO (Del Zanna et al., 2007),
HARM (Gammie et al., 2003), CAFE (Lora-Clavijo et al.l [2015a), el cual se ha usado, entre otras
aplicaciones, para estudiar la acrecion de Bondi-Hoyle y el crecimiento de agujeros negros semilla

debido a la acrecién de materia oscura no colisional y de un fluido de radiacién. En (Porth et al.,
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2019) se compara la habilidad que tienen los diferentes cédigos para estudiar la acrecién en aguje-

ros negros y se concluye que la consistencia de los resultados aumenta con la resolucion.

Los distintos c6digos que se encuentran en la literatura han demostrado su habilidad para
estudiar sistemas astrofisicos. Por ejemplo, en (Gammie et al., 2003) se simula la acrecion de un
disco toroidal con un campo magnético poloidal. En este trabajo, los autores encontraron que la
MRI incrementa la intensidad del campo magnético, distorsiona el disco y permite la acrecion de
la materia en el agujero negro. En (Siegel and Metzger, [2017) se realizan simulaciones 3D de los
discos que resultan de la fusion de estrellas de neutrones, y se demuestra que en estos discos se
emite mas masa en rafagas de vientos que en las simulaciones con el pardmetro de viscosidad alp-
ha hidrodindmico. Este resultado sugiere que las emanaciones de masa en los discos, producidos
como resultado de la fusion de estrellas de neutrones, son posibles escenarios para la nucleosinte-
sis de elementos pesados. Otros sistemas astrofisicos interesantes que se pueden describir con las
ecuaciones de la GRMHD son los discos de acrecién cuyo momento angular no estd alineado con
el eje de rotacion del agujero negro, como es el caso del nicleo activo AGN NGC4258 (Capro-
ni et al., 2007). Las primeras simulaciones numéricas de este tipo de sistemas presentan notorias
diferencias con los discos de acrecion alineados con el espin del agujero negro. En particular, la
orbita circular estable mas interna se localiza a un radio mayor que en los discos no inclinados.
Ademas, los discos inclinados precesan uniformemente con una frecuencia que podria explicar las

oscilaciones cuasi-periodicas observadas (Fragile et al., 2007).
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Para realizar simulaciones de sistemas astrofisicos reales, tales como los discos de acrecidn,
es necesario partir de una configuracion que describa adecuadamente el estado inicial del sistema
de interés. Por lo tanto, la mayoria las simulaciones que se presentan en la literatura parten de un
modelo estacionario, el cual se evoluciona numéricamente en el tiempo para obtener los estados no
lineales posteriores (Font, 2008} |]Abramowicz and Fragile, |2013)). Entre los modelos analiticos, los
discos gruesos (Abramowicz et al.,|1978) son los mds usados en simulaciones numéricas debido a
su simplicidad y al bajo costo computacional que requieren (Abramowicz and Fragile, 2013)). Los
modelos consisten en un disco toroidal puramente hidrodindmico, estacionario y no autogravitante
que orbita alrededor de un agujero negro de Kerr. A partir de estos discos también se puede estudiar
el proceso de acrecion en presencia de un campo magnético. Para esto, dicho campo se superpone
a la solucién hidrodindmica y se asume suficientemente débil de manera que no afecte el estado

inicial de equilibrio (Porth et al., 2019).

Ahora bien, actualmente se cree que los jets relativistas son acelerados y auto colimados por
un fuerte campo magnético mediante los mecanismos de Blandford-Znajek (Blandford and Zna-
jek, |1977) o de Blandford-Payne (Blandford and Payne, 1982). Estos modelos han sido probados
por medio de observaciones (Narayan and McClintock, [2012) y de simulaciones numéricas (Ko-
missarov,, 2005; McKinney, [2005; Lii et al., 2012). Con base en esta motivacion, S. Komissarov
generalizé en (Komissarov, [2006) los discos gruesos al obtener una solucidn analitica que incluia
un fuerte campo magnético toroidal. Este aporte ha permitido estudiar algunos aspectos del proceso

de acrecion cuando la presion magnética es comparable con la presion del gas. Més especificamen-
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te, los discos de Komissarov han sido utiles para mostrar que un campo magnético toroidal intenso
no se puede mantener durante la evolucion del disco (Fragile and Sadowski, 2017), o para determi-
nar la relacion entre la inestabilidad de Papaloizou-Pringle, que se genera en un disco grueso con
momento angular constante, y la inestabilidad magnetorrotacional (Bugli et al., 2018]), que surge
de la interaccidn entre la rotacion diferencial de un fluido y el campo magnético. Ademas, a partir
de estos modelos también se han podido encontrar soluciones mds realistas con una distribucién
de momento angular no constante (Gimeno-Soler and Font, 2017), o soluciones en las cuales el
disco de acrecion es autogravitante (Mach et al., 2019), lo cual requiere un tratamiento simultaneo
de las ecuaciones de la MHD y las de Einstein. Este dltimo caso es interesante, ya que los discos
compactos se pueden formar a partir del colapso gravitacional de objetos supermasivos (Shibata
and Shapirol [2002), o en la fusién de estrellas de neutrones o de agujeros negros con estrellas de

neutrones (Baiotti and Rezzolla, [2017).

A pesar de la importancia que tienen los campos magnéticos en el universo, y en particular
en los GRB’s y AGN’s, donde son especialmente necesarios para explicar la radiacion no térmica
observada, aun existen muchos interrogantes sin resolver sobre el origen y la intensidad de dichos
campos. Algunos mecanismos capaces de generar campos magnéticos son las inestabilidades en
el plasma. Este es el caso de la KHI, la cual se produce cuando existe una velocidad relativa entre
dos elementos de fluido (Chandrasekhar, |2013). En esta inestabilidad, la energia cinética se con-
vierte en energia magnética gracias a la vorticidad del medio y a sus propiedades conductoras de

la electricidad (Malagoli et al., [1996; Nishikawa et al., 2014)). Debido a esto, se ha estudiado la
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amplificacion y saturacion del campo magnético en simulaciones 3D de un fluido cuya turbulencia
es provocada por la KHI (Zhang et al., 2009). Ademas, debido a que la KHI es un mecanismo
viable para acelerar electrones relativistas y producir emision sincrotrén (Ferrari et al., |1979), se
ha utilizado para describir la interaccién entre los jets relativistas y el medio que los rodea (Ferrari

et al., | 1981)).

La KHI en magnetohidrodindmica (MHD KHI) se ha analizado ampliamente, tanto desde
el punto de vista analitico, como desde el numérico. La aproximacion analitica tiene como objetivo
calcular la rapidez de crecimiento de una perturbacién en la etapa inicial de la inestabilidad. Es-
to permite determinar bajo qué condiciones de densidad, velocidad de cizalla, campo magnético,
etc, el sistema es inestable. El caso incompresible de la MHD KHI se presenta detalladamente en
(Chandrasekhar, 2013)), mientras que el caso compresible se presenta en (Pu and Kivelson, |1983)).
Los efectos relativistas fueron inicialmente introducidos por (Ferrari et al., [1980) en el limite de
bajas velocidades de Alfven. Sin embargo, este andlisis se generalizo recientemente para cualquier
velociad de Alfven (Osmanov et al., 2008) al redefinir el nimero de Mach para altas velocidades y
al calcular la relacion de dispersion en el marco de referencia de los fluidos. En todos estos trabajos
se observa que los fluidos relativistas tienden a ser mds estables que los de bajas velocidades, y que
un campo magnético paralelo a la velocidad del fluido actia como una tension superficial, la cual

evita que se genere la inestabilidad.

Por otro lado, las solucidénes numéricas han sido de gran utilidad para obtener el régimen no
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lineal de la inestabilidad, en donde se produce la amplificacion y saturacién del campo, los estados
turbulentos, y el mezclado de fluidos. En (Miura, |1984)) se realizan simulaciones en dos dimensio-
nes para estudiar la MHD KHI en el régimen no relativista cuando el campo magnético es paralelo
y cuando es perpendicular a la velocidad del flujo. Los autores encontraron que en los casos para-
lelos se puede amplificar la energia magnética debido a que las lineas de campo se enrollan y se
comprimen en los vortices caracteristicos de la inestabilidad. Posteriormente, en (Malagoli et al.,
1996)) los autores extendieron el trabajo anterior en cuanto al espacio de pardmetros y el tiempo de
simulacién, y encontraron que la amplificacion del campo es en realidad un fenémeno transitorio
que desaparece en el tiempo. Este resultado tiene sentido, ya que los procesos de dinamo no pueden
operar en un espacio de dos dimensiones (Motffatt, |1978), por lo tanto, es necesario simulaciones
3D para explorar el efecto dinamo generado por la MHD KHI (Zhang et al., 2009). La evolucién
de la inestabilidad cuando los fluidos son relativistas fué obtenida por (Bucciantini and Del Zanna),
2006) con el fin de comparar las velocidades de crecimiento de la inestabilidad y su emision sin-

crotrén con las caracteristicas observadas en la Nebulosa de Cangrejo.

En todos los trabajos mencionados anteriormente, tanto analiticos como numéricos, se con-
sidera que el campo magético es producido dnicamente por el movimiento de cargas libres. Sin
embargo, a nivel microscopico todas las sustancias contienen electrones que rotan alrededor de
su propio eje y se mueven en Orbitas alrededor del nicleo, formando asi pequefios dipolos. Estos
dipolos generan un campo magético cuando hay un alineamiento promedio diferente de cero (po-

larizacién magnética), el cual se puede producir como respuesta a un campo externo, ya sea por
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medio de torques magnéticos (paramagnetismo) o de momentos magnéticos inducidos (diamag-
netismo) (?). Con el fin de estudiar la respuesta de un fluido a un campo magnético, es necesario
incluir los términos de polarizacion magnética en el tensor de momento-energia. Un tensor con
estas caracteristicas se calcul6 en (Maugin, 1978) a partir de la fuerza invariante de Lorentz en un
agregado de particulas. Los resultados de este trabajo se confirmaron en (Chatterjee et al., 2015),
donde los autores obtuvieron un tensor equivalente partiendo de una densidad lagrangiana asociada

a un sistema de fermiones en presencia de un campo magnético.

La polarizacién magnética en un fluido astrofisico ya se ha considerado para estudiar la es-
tructura de equilibrio de estrellas de neutrones. Por ejemplo, en (Blandford and Hernquist, 1982) se
calcula la susceptibilidad magnética de los electrones libres degenerados en la corteza de la estrella
y se concluye que la magnetizacion no contribuye significativamente a las propiedades superficia-
les, pero puede estar acoplada indirectamente con algunos efectos observables. Por ejemplo, en
(Wang et al.l 2016)) se afirma que las estrellas de neutrones pueden ser importantes para probar
el efecto Haas-van Alphen, en el cual la susceptibilidad magnética oscila cuando se incrementa
el campo magnético aplicado. Ademds, se cree que los repetidores de rayos gamma suaves y los
pulsares anémalos de rayos X pueden ser evidencias observacionales de formacién de dominios
magnéticos en magnetares (Suh and Mathews, 2010). Sin embargo, hasta donde se sabe, en el
marco de la GRMHD no se ha estudiado la evolucién de un fluido de prueba magnéticamente po-

larizado en la vecindad de un objeto compacto.
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Debido a la importancia que tienen los fendmenos magnéticos en los sistemas astrofisicos,
y en especial en los AGN’s y GRB’s, es interesante explorar los efectos de la estructura micros-
cOpica de la materia, es decir, de la polarizacién magnética, es dichos sistemas. Por esta razén, el
objetivo principal de esta tesis es presentar el marco tedrico y numérico necesario para estudiar la
evolucion de un medio magnético en el campo gravitacional de un objeto compacto. En el capitulo
2 se presentan por primera vez las ecuaciones conservativas de la GRMHD ideal con polarizacién
magnética. Ademads se calcula la estructura de valores propios asociada a estas ecuaciones, y se
implementan en el codico CAFE. Esta primera parte abre la posibilidad de estudiar la evolucion de

fluidos diamagnéticos y paramagnéticos en escenarios astrofisicos.

Como se menciond anteriormente, el origen e intensidad de los campos magnéticos en los
discos de acrecion es todavia un problema abierto en astrofisica. Por esta razén, en el capitulo
3 se presenta un estudio de los efectos lineales y no lineales producidos por la susceptibilidad
magnética en el desarrollo de la MHD KHI en un plasma relativista, con especial énfasis en la
rapidez de crecimiento de la inestabilidad y en la amplificacion de la energia magnética. El andlisis
de esta inestabilidad se realiz6 en el codigo CAFE, el cual incluye los términos de susceptibilidad
magnética del fluido. En el capitulo 4 se generalizan los modelos de Komissarov para calcular la
primera solucién analitica de un disco magnéticamente polarizado alrededor de un agujero negro
de Kerr. Estas soluciones se usan al final del capitulo como dato inicial en el cédigo Cosmos++
para estudiar el proceso de acrecion de fluidos paramagnéticos y diamagnéticos en agujeros negros

rotantes. Por ultimo, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo.
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1. MHD Numérica en Relatividad General con Magnetizacion

La GRMHD estudia la interaccion entre un fluido relativista conductor (gas o liquido) y un campo
magnético. Mds especificamente, se encarga de describir el movimiento de los electrones cuando
hay un campo magnético aplicado, teniendo en cuenta los desplazamientos de masa, e ignorando
los efectos de separacién de cargas (iones y electrones). La MHD se construye asumiendo que el
tiempo en el que cambian los campos es muy grande en comparacion con el tiempo de recorrido
libre medio de los electrones. De esta manera, la compleja dindmica del fluido se describe por me-
dio de las ecuaciones de la hidrodindmica acopladas con las ecuaciones de Maxwell. Este sistema
de ecuaciones s6lo tiene solucidn analitica para casos muy particulares (Giacomazzo and Rezzo-
l1a, 2006)), y por lo tanto muy poco realistas, de manera que para describir sistemas astrofisicos es
necesario resolver las ecuaciones numéricamente.

Ahora bien, debido a que hasta el momento no se ha estudiado la polarizacion magnética
en el marco de la GRMHD, es util comenzar escribiendo el sistema de ecuaciones en su forma
conservativa por medio del formalismo 3 4 1 de la relatividad general (Misner et al., 2017). Esto
permite la aplicacion de métodos numéricos adecuados para estudiar la propagacion de ondas en
los fluidos. Posteriormente, se obtienen las diferentes velocidades de propagacion de las ondas en
el medio en términos de la polarizacién magnética y finalmente, los resultados se implementan en

el codigo CAFE con el fin de llevar a cabo aplicaciones a sistemas astrofisicos.
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1.1. Ecuaciones de la GRMHD con polarizacién magnética como un sistema conservativo
La evolucién de un fluido de prueba magnéticamente polarizado que se mueve alrededor de un
campo gravitacional intenso y un campo magnético, se obtiene al resolver la ecuacién de conser-

vacion del nimero bariénico (Anilel, [2005)),

Vi (put) =0, )

las ecuaciones de conservacion del momento y la energia,

VTR =0, )

y las ecuaciones de Maxwell homogeneas,

VicFuy = 0. 3)

En este sistema acoplado de ecuaciones, V, es la derivada covariante, p es la densidad de masa en
reposo medida por un observador comovil, es decir, que se mueve con el fluido, u* es la cuadri-
velocidad, TH" es el tensor de momento-energia y F,y es el tensor de Faraday. Este ultimo estd
definido en términos del campo eléctrico e y el campo magético b*, medidos en el marco comovil,
como

FHY =yte¥ —uVeH +£“"aﬁbauﬁ, 4)
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donde eV?B es la densidad tensorial de Levi-Civita (Synge, [1960)

1 nuvaﬁ’ (5)

ghvaB _
V=2

siendo N*V%P el tensor de Levi-Civita, y g el determinante del tensor métrico, Suv-

Ahora bien, usualmente los fluidos astrofisicos (plasmas) son fuertemente ionizados (Prin-
gle and King, |2007), y por lo tanto presentan una alta conductividad eléctrica, . Algunos ejemplos
de estos fluidos son los discos de acrecion alrededor de agujeros negros, los jets extragaldcticos,
las estrellas de neutrones, entre otros (Anile, 2005). Debido a esta propiedad, en muchos casos es
posible asumir que el material es un conductor perfecto, es decir que 0 — . Sin embargo, de
acuerdo con la ley de Ohm, j* = oe*, la aproximacién de fluido perfecto implica que e* = 0, de

manera que j* sea finita. De esta manera, el tensor de Faraday (4) se reduce a

FR = etVePpoug. (6)

Al remplazar esta ultima expresion en la ecuacién (3)), y multiplicar la ecuacién resultante por
nkvoB se obtiene

Vu(hb” —b*u¥) =0, (7

las cuales se conocen como las ecuaciones de Maxwell relevantes. Es importante mencionar que
la ley de Ampere se usa unicamente para calcular la densidad de corrientes a partir del campo

magnético y por lo tanto no representa una ecuacion de evolucion.
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Para terminar de establecer las ecuaciones de la GRMHD ideal es necesario definir el ten-
sor de momento-energia del fluido magnéticamente polarizado, el cual se puede escribir como la
superposicion

THY = THY L THY (8)

f em

donde T;‘ V'y T4, son los tensores de momento-energia del fluido y del campo electromagnético,
respectivamente. Con el fin de dar una primera aproximacion a la descripcion del fluido, se siguen
los trabajos (Huang et al., 2010; (Chatterjee et al., 2015), donde se considera que la presion ter-
modindmica es isétropa y que el flujo de calor es cero. Es importante aclarar que cuando el fluido
tiene polarizacién magnética o magnetizacion diferente de cero, la presidon termodindmica total
es la suma de la presion cinética y de una contribucion adicional debido a la densidad de fuerza
de Lorentz, la cual esta relacionada con las corrientes de magnetizacién (Potekhin and Yakovlev,
2012)). Por consiguiente, la presion cinética es anisétropa en un medio polarizado, pero la presion
termodindmica total, que denotaremos como p, es isétropa. Con estas consideraciones es posible

asumir el material como un fluido perfecto, cuyo tensor de momento-energia

T;“' = phutu¥ + pgh”, &)

es ampliamente usado en el drea de la astrofisica relativista. En esta tltima expresion, h = (e+p)/p
es la entalpia especifica y e es la densidad de energia en el marco comovil. Por otro lado, la energia

y el momento asociados con el campo electromagnético y su interaccion con la materia se pueden
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describir por medio del tensor (Maugin, [1978; Huang et al., 2010; Chatterjee et al., 2015)
\% 1 ar Vv 1 v af 1 Vo U arov
TH = FHOF, —I—Zg“ FopF +§(FaM K4+ FaM®™), (10)

donde L es la permeabilidad del vacio y M*V es el tensor de magnetizacion, el cual incluye los
términos de polarizacion magnética y eléctrica. Sin embargo, en la aproximacion de la MHD ideal
este tensor toma la forma

MY = eV (11)

siendo m* el cuadri-vector de polarizacién magnética en el marco comovil. Ahora, remplazando

(6) y (1) en (I0) se obtiene

1 »* 1
Thy = (u“uv + —8”V) — — —bHBY — (uMu¥ + ") b+ mHbY), (12)
2 Mo Mo

donde m“b¥) = (m*bY +mVbH) /2 y b*> = b¥by. Con estas dos contribuciones, el tensor de momento-

energia total se puede escribir en forma compacta como,

" = ph*u*u’ + p* gtV —TI*Y, (13)
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con,

b2
ph* = ph+E—b"mx, (14)
bZ
P = p+%+b"mm (15)
1
5 G %b“bv—m(“b"). (16)

Escribir el tensor de momento-energia en la forma compacta (I3) no sélo es fisicamente mas in-
tuitivo, sino que ayuda a simplificar el sistema de ecuaciones. Ademds, cuando se considera que
el fluido es autogravitante, el tensor en la forma permite calcular de manera directa las con-
diciones de energia de la relatividad general que garantizan que la fuente del campo gravitacional
tenga un comportamiento fisicamente adecuado. Estas condiciones se calculan en (Pimentel et al.,
2016) para un fluido autogravitante con un tensor 7"V general y en (Pimentel et al.,[2017) para un
fluido con radiacioén.

Una vez definido el tensor de momento-energia, el siguiente paso es escribir las ecuaciones
(D, @) y (7) como un sistema conservativo. En este tipo de sistemas las derivadas temporales es-
tan separadas de las espaciales, de manera que es posible aplicar métodos numéricos para calcular
la evolucién de un sistema a partir de su estado inicial. Para lograr este objetivo se sigue la for-
mulacion de Valencia, escribiendo las ecuaciones en términos de las mismas variables de estado
(Banyuls et al.,|1997; /Anton et al., 2006b), de tal manera que se pueda extender dicha formulacion
para el caso de fluidos con polarizacion magnética. En este proceso se usa el formalismo 3+1 de la

relatividad general (Gourgoulhon, 2012), en el cual el espacio-tiempo se separa en hipersuperficies



DISCOS DE ACRECION CON MAGNETIZACION EN AGUJEROS NEGROS 27

tipo espacio de ¢ constante, X;. Estas hipersuperficies tienen un vector normal tipo tiempo n*, de

Z.), con los cuales se

manera que n*n, = —1, y un conjunto de vectores tangentes tipo espacio ¢
define la métrica inducida en la hipersuperficie ¥;; = guv eg.)ez’j). Ahora, al escoger tres coordena-

das espaciales, x', sobre X;, es posible usar la transformacién de coordenadas x* = x*(¢,x') para

escribir el elemento de linea como (Poisson, 2004
ds* = — (o — BiB')dt* + 2Bidx'dt + y;;dx'dx/ (17)
de manera que el tensor métrico y su inversa toman la forma

—a’+ BB B —1/0? Bi/o?
Suv = ’ g“v = ’ (18)

Bi Y Bi/o* v —BBI/ o
donde « es la funcién lapso y B¢ es el vector de desplazamiento.

Ademas del observador comovil, también es conveniente introducir el observador euleriano,
cuya cuadri-velocidad es ny, = (—@,0,0,0), y por lo tanto se mueve perpendicular a las hipersu-
perficies. La velocidad espacial del fluido, v/, medida desde este observador, es tangente a X; y
se relaciona con la parte espacial de la velocidad del fluido en el marco comovil por medio de la
ecuacion

ui ﬁi

S 19
V=w o (19)

donde W = —utn, = au® es el factor de Lorentz entre los observadores euleriano y comovil.
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Adicionalmente, b* y m* también se pueden calcular a partir de las ecuaciones (Baumgarte and

Shapiro, [2010)

, B+ ab'u W

b o= % b= =B, (20)
. M+ amOu W

mi = S 0 = 2 M, 1)

donde B* y M* son el campo magnético y el vector de polarizacién magnética en el marco eule-
riano, respectivamente.

Ahora, la ecuacion (), que describe la conservacion del nimero bariénico, se puede rees-
cribir como

0 (\/YD) + 0; [oc\/?D (vi - %)} =0, (22)

donde D = pW es la densidad de masa en reposo medida en el marco euleriano. Esta ultima
ecuacion se obtiene al remplazar las derivadas covariantes por derivadas parciales mediante la

formula de la divergencia (Poisson, [2004),

1

V, AS =
¢ V=g

Ik (00/YAY), (23)

siendo A* cualquier campo vectorial. Por otro lado, cuando se contrae (2) con el vector normal n*,

se obtiene la ecuacién de conservacion de la energia en el marco euleriano

—0 (/Y T") = 0 (a* ¥ T") = /=gT* 'V uny. (24)
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Sin embargo, a partir del tensor de momento-energfa (13) y de las ecuaciones de transformacion
(20) y (21) se pueden calcular las componentes 7" y T*, de manera que la ecuacién anterior se

convierte en

d (VY1) + 9 {0‘\/7 [7:\7" VP — B+ (m'B +thi>} }

4 2w
= ayy(T" e~ aTh'Ty, ), (25)
donde ¥ =v/ — Bi/ay
AT I
T=phW:—p —E(b)ntamb—D, (26)

es la densidad de energia medida en el marco euleriano (menos D). Adicionalmente, al proyectar
(2) sobre la hipersuperficie X, es decir, al contraerla con los vectores espaciales del observador

euleriano ¢(;),, se obtiene la ecuacion de conservacion del flujo de energia

o [a/T (T Bi+T7y))] + ok [aﬁ (T”‘ﬁ,- +Tiky, ,)} — /T Vye i 7)

Nuevamente, las componentes del tensor de momento-energia se obtienen de la ecuacién (13).

Ademids, con las transformaciones (20) y (21I)), la ecuacién anterior toma la forma

: . biB" 1 : :
o (\/7S;) + 0 {a\/q_/ [Sjv’ +p*8; - ugw + 5 (ij’+bjM’)} }

= /=87 (3ug;p — &ixThv) 28)
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donde

a (04
S = PHW?vj = bjtl + 5 (m'bj+bm;). (29)
0

es el vector flujo de energia en el marco euleriano. Por ultimo, las ecuaciones de Maxwell relevan-

tes que se presentan en (/) se pueden reescribir como
o (\/T/Bk) 4o, [\/_—g (vak - kai)] , (30)

ya que para cualquier tensor antisimétrico, A*Y, se cumple la propiedad

1
-8

VVAI’LV —

dy (00/7ARY). €1V

El campo magnético, ademds de evolucionar en el tiempo segin la ecuacién (7), también debe

satisfacer la ecuacion de ligadura

0 (v/7B') =0, (32)

la cual garantiza la ausencia de monopolos magnéticos.
En resumen, las ecuaciones de la GRMHD para un fluido de prueba magnéticamente pola-

rizado se pueden escribir como un sistema conservativo de la forma (Pimentel et al., [2018)

—

(VY U)+0(v—g F')=/—g5, (33)
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donde U es el vector de estado en el marco de referencia euleriano
U=[D,S;,t,B"", (34)
F' son los flujos en cada direccién espacial,

Dt

N S5+ P8 — iy + oty (m B+ b, M)
Fi= , (35)

Tﬁi—i-p*vi—‘uOLWbOBi—l—%(mOBi—l—boMi)

7Bk — kB

y S es el vector de fuentes,

THY (Ougjv — 85T o)

Ly
Il

(36)

TR, 00— aTHVTY,,

Ok

en el cual se incluyen todos los términos que no contienen derivadas de las variables de estado.
Las ecuaciones (33) se convierten en un sistema cerrado, una vez se introduce la ecuacion de

estado, p = p(p,e), y la relacion constitutiva entre el vector de polarizacién magnética y el campo
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magnético, m* = m*(bY).

En la mayoria de las sustancias el vector de polarizaciéon magnética es proporcional al cam-
po magnético aplicado. Por esta razén, a partir de ahora se asume una relacion constitutiva lineal
de la forma

mt = Xk 37)

Ho

donde ¥ = Xm/(1+ Xm), ¥ Xm es la susceptibilidad magnética del medio. Este dltimo pardmetro
fisico es negativo en materiales diamagnéticos (), < 0) y positivo en paramagnéticos (), > 0). El
fenémeno del diamagnetismo se debe principalmente al movimiento orbital de los electrones alre-
dedor del nucleo, mds especificamente, a la interaccion entre el campo magnético y los momentos
magnéticos orbitales. Por otra parte, el paramagnetismo se produce debido a torques magnéticos en
sustancias cuyos dtomos tienen un momento dipolar de espin diferente de cero, es decir, en &tomos
con un nimero impar de electrones (Lorrain and Corson,|1970).

Asumiendo la relacién constitutiva (37)), es posible escribir el tensor de momento-energia

como
1
T = phtubut+ prt = (1= )b (38)
0
donde
B = ht ——bP (1= ) "=t —b2(1—2g) (39)
Hop ’ p=r 210 '

Ademds, las componentes del vector de estado (34) en términos de la susceptibilidad magnética
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del fluido, toman la forma

D = pw, (40)
*1172 o t
Sj = pthj——bjb(l—x), (41)
Ho
a?
T = phW?—p*——(¥')(1-x)-D. (42)

De manera similar, el vector de flujo (35)) se reduce a,

DV

5 oxsi biB
B Siv' +p*6; — by (1—=2)
Fi= , (43)

T+ ptvi— MLWbOBi(l — )

7 B* — kB

para un medio lineal en el que se cumple la relacién (37).

1.2. Estructura de valores propios de la GRMHD con polarizaciéon magnética

Debido a que el sistema de ecuaciones (33)) es no lineal, dependiente del tiempo y multidimen-
sional, no es posible obtener una solucion analitica general para el vector de estado U. Ademds,
la complejidad de estas ecuaciones hace dificil el tratamiento puramente analitico de sistemas as-
trofisicos reales. Por esta razdn, es necesario resolver este sistema de ecuaciones numéricamente.

Algunos métodos disefiados para resolver ecuaciones tipo conservacion se basan en la estructura
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de valores propios, es decir, en las velocidades con que se propagan las perturbaciones en el fluido.
Por lo tanto, con el objetivo de calcular los valores propios de (33)), se sigue un procedimiento
similar al descrito por Anile en (Anilel, 2005)). El punto de partida de este procedimiento es escribir

las ecuaciones (I, (2) y (7) en la forma covariante
H
ALV, v =0, (44)

. , . A .
donde &, % =1,2,...,N, siendo N el nimero de variables de estado, A‘}j, son matrices de coefi-
. 4, .
cientes y V7 es el vector de estado en el marco comovil.
Para escribir las ecuaciones en la forma covariante (44)), se proyectan las ecuaciones de

Maxwell relevantes (/) a lo largo de uy y by para asi obtener

Vub* +utu¥V by =0, (45)

1
bV ut 4 5uﬂvu(bz) —b*bYV yuy =0, (46)

respectivamente. Por otro lado, para obtener la ecuacidn de conservacion de la energia se proyecta

a lo largo de uy, de manera que,
(VuT*Yuy =V (T* uy) — TV yuy, = 0. (47)

Debido a que es necesario escribir la ecuacién anterior en términos de derivadas de las variables

de estado, se usa el tensor de momento-energia (13), las propiedades b¥uy =0y utuy = —1,y
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ademds, la ecuacion (46)) para escribir (47) como
UMV e+ (e++ p — bm)V ul + mW“bYV yuy = 0. (48)

Sin embargo, a partir de una ecuacién de estado e = e(p,s), donde s es la entropia especifica, es
posible reescribir el primer término en la ecuacion anterior, de manera que la conservacion de la

energia toma finalmente forma,
e;,u“Vup+e;u“Vus+KVuu”+m(“bv)Vuuv =0, (49)

donde K = e+ p —b*my, e}, = de/dpy e; = de/ds.
La segunda ecuacién en el método usado por Anile describe la produccién de entropia. Esta
ecuacion se calcula a partir de la primera ley de la termodindmica para un material magnéticamente

polarizado (Groot and Suttorp, [1972)
1
TutVys =utVye— I%M“V“p + Em,(u”V”bK, (50)

siendo T la temperatura y € la energia interna. Ahora, sabiendo que e = p(1+¢€), es posible escribir

la ecuacion anterior en términos de la presion, p, y la densidad de energia, e,

e
p?

1 1
Tu“Vus: I—)M“Vue— u“Vup—éu“Vup%—EmKu“VubK. (&2))
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Finalmente, a partir de la conservacion del nimero bariénico (I) y de la ecuacién ({#8) se obtiene

PTutV ys = b¥miV yut + uHmyV yb* — m“ bV yuy, (52)

donde se observa que cuando la polarizacién magnética del fluido es cero (m* = 0), o cuando se
cumple la relacion constitutiva para un medio lineal, se satisface la condicion de adiabaticidad,
es decir, u* Vs = 0. Con un vector de magnetizacion general no se satisface esta condicion.

Otra ecuacion importante en el método de Anile es la conservacién del momento, la cual
se puede obtener al proyectar (2)) sobre la hipersuperficie, X;, por medio del tensor de proyeccion

hyx = gvik + Uy, de manera que

Vu(gveTHY) +ug (uyVuTHY) =0. (53)

El segundo término de la expresion anterior corresponde a la ecuacién de conservacion de la ener-

gia y por lo tanto es igual a cero. A partir del tensor de momento-energia (13]), y multiplicando
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por g°¥ se llega a la expresién

1
b2 T K K
+ e-l—p+u——b my | (' Vyu® +u*Vut)
0

1
+ (V“p—i— —Vub* —b"Vym; — mfvubf) ghx

20
—ib“V b"—ib"V b“+1m“V b"+lb"V mM
T " S A A
1 1
—|—§mKVub“ + 5bﬂvﬂm’f. (54)

Ahora bien, de la ecuacion de conservacion de la energfa (49) se despeja V,ut y se remplaza
en el resultado anterior. Adicionalmente, se despeja V,b* de la expresion que resulta de calcular
byV,TH" y tambien se remplaza en (54)). Por tltimo, se agrupan las derivadas, sabiendo que Ve =

e;V up + €, Vys, para obtener como resultado la ecuacién de conservacion del momento

MYy p+ BN AV Y+ DV mY + EHV s =0, (55)
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donde

o *H
B,
o
7

&

b2
h*H — “—K*Ie;,u’(u“ —¢n*p*,
0

1 1
%(h'(“ +u*ut)by +En* (b“mv — Em”bv) —h**my +nH oy,
2
(K—I— %) [uh 6 —K_lukm(“bwgw],
1

b? 1 1
Ecn'fbﬂbv — h¥Hp, — ?C"KS# + Eb"&‘f + E19“65,

con{ = (K—i— %b"mg)_l ynHt = %m“ — ”Lob”.
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La tdltima ecuacion se obtiene al expandir todos los términos de las ecuaciones de Maxwell

relevantes (7)), de manera que

ut VoY + 0"Vt — VY —u'V bt = 0.

(56)

A partir de esta ecuacién se sigue un procedimiento muy similar al que se uso para calcular la

conservacion del momento @ Asi, obtenemos las ecuaciones de Maxwell relevantes con polari-

zacion magnética en la version de Anile

T p+ GV b+ ATV i+ IEV mY + Vs =0,

(57)
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donde

FrH = Cb”uK—Kfle;,u”bK,
1
gKﬁ‘l/ — M”3\',<—u'<§ (b”mv _ Em“bv) ;

A = —bP Y — K gym W bOD¥,

1
I = §(b25¢‘uK — bMu¥by)¢,

= —K_le;bku“.

En el caso particular cuando la polarizaciéon magnética es cero, es decir, cuando m* = 0, las ecua-
ciones (49)), (52), (55) y se reducen a las ecuaciones de Anile (Anile, 2003), las cuales corres-
pondn a la GRMHD usual. Este resultado es importante ya que indica que las ecuaciones que se
presentan en este trabajo pueden reproducir todos los resultados previos en los cuales los fluidos
no estan polarizados. Es decir, son una generalizacién de la GRMHD que incluye la interaccién
entre el campo magnetico y la estructura dipolar del fluido.

Por otro lado, asumiendo que el fluido es un medio magnético lineal en el cual se satisface
la relacién (37)), es posible escribir las ecuaciones de esta seccién en términos de la susceptibilidad

magnética, la cual es una cantidad conocida. De esta manera, las ecuaciones obtenidas en esta
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secci6n se pueden organizar en la forma matricial (44), donde V" = (u*,b*, p,s)T y

+ (1= )2 |uHSE  P¥Hp, — (1 —x)bHSE  TFH ok
n A% A%
bHSX —ut 8+ 2xm ' byuKph) - fHE - ORH
AR = : (58)
néy + x ¥y ol eputt oK
o4 ob o+ yt

En esta tltima ecuacién se han introducido las funciones n = ph = e+ p, ¥, = b*b, — b8,

PR = (1=2p)n™ —x(1—x)n ™~ 'b"p*

+(1=x)(n —xb*)n~ " ukut, (59)
I = 4711 =) (D — & bPu*ut), (60)
= —nT N (=t u +ukph), (61)

con el objetivo de reducir las expresiones.
Para calcular la estructura caracteristica del sistema de ecuaciones (44)) se introduce la hi-

persuperficie ¢ (x) = 0 cuyo vector normal es ¢, = V,¢. Dicha hipersuperficie es caracteristica
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si det(A# ¢, ) = 0. Por lo tanto, contrayendo A* con el vector ¢, se obtiene

[+ (1 - x)b?)ad} m, i ox
BS&K —ad¥ + xn~'by (BuX +ab®) fX 0F
Al ¢, =
N¢y + x (Bby —b*¢y) Oy ae;, 0
OV Ov 0 a

donde a = ut ¢y, B=b"¢,,y

/o=

pkuq’ubv —(1 _%)36\’/(7
IK‘u(PlJa
OF +au*+n1(1 —x)(EbK—e;bzauK),

[y =-n"" (—e,au® + Bu®).
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(62)

(63)

(64)

(65)

Con ayuda de algun software de calculo simbdlico se obtiene el determinante de (62)), y con éste,

la ecuacion caracteristica

det(A*¢y) = n'a*A’N,0 = 0,

(66)
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en donde
A = n+Q1—x)bYa*—(1-x)B, (67)
Ny = fid*— $a*G — f;a*B* + f1B*G, (68)
Q = b P—bb*+2n)x+n(n+b7), (69)
siendo
fi = (ey—1)n+ (e, +1)xb?%, (70)
fro= n+(1-2x)b%,—xb*, (71)
o= (e,+1)x, (72)
fi = 1—g, (73)

y G = ¢, ¢* las funciones que definen a Ny.

La ecuacion @ depende de ¢, el cual representa el vector velocidad de una onda en el
medio (Ruggeri, [1981). Por lo tanto, una perturbacién que se propaga con una rapidez A en la
primera direccién espacial, que se denota como x, tiene un vector ¢, = (4,1,0,0). Al remplazar
¢y en la ecuacion caracteristica se obtiene un polinomio de orden 10, cuyas raices se obtienen al

hacer tinicamente a =0, A =0y Ny =0, yaque 1! y O no dependen de ¢u. De esta manera, el
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valor propio que resulta de la ecuacién a =0 es
Ae = v — B, (74)

y describe la velocidad de propagacion de perturbaciones en la densidad de masa (ondas materia-
les). Este valor propio se le conoce cominmente como autovalor entrépico y aparece como una
raiz doble en el sistema de ecuaciones (Komissarovl, |{1999).

Por otro lado, la velocidad de las ondas de Alfvén son las raices de la ecuacién A = 0.
Estas ondas son producidas a partir de la interaccion de un fluido conductor y el campo magnético.
Cuando se considera que el medio es un fluido con polarizacién magnética, las ondas de Alfven se

propagan con una velocidad que depende de la susceptibilidad del medio

P b+ Hu

“ T Pt VHD (73)

donde H = b? 41 /(1 — ). Ahora, con el fin de preservar el carécter real de los autovalores de Alf-
ven, y asi garantizar la hiperbolicidad del sistema del sistema de ecuaciones, es necesario imponer

la condicién H = 1 (1 + x,) +b? > 0, la cual restringe la susceptibilidad magnética al intervalo

b2
%mz_(l‘f‘ﬁ)- (76)

Afortunadamente, los valores de ), para los materiales estan dentro de este intervalo. Adicional-

mente, se puede apreciar de que cuando ¥ = 1 las ondas de Alfven viajan a la misma velocidad
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que las ondas entrdpicas; sin embargo, este valor para y corresponde a una susceptibilidad magné-
tica infinita.

Los valores propios restantes son soluciones de la ecuacién N4 = 0, y describen la velocidad
de propagacién de las ondas magnetosénicas. Desafortunadamente, esta ecuacion da como resul-
tado expresiones analiticas con raices cubicas dentro de raices cuadraticas que conducen a errores
numéricos asociados con la precision de maquina. Errores similares se obtienen para factores de
Lorentz altos (W > 40) al intentar calcular numéricamente los autovalores magnetosonicos por me-
dio del método de Newton-Raphson (Leismann, 2004)). Estos inconvenientes dan como resultado
situaciones no fisicas donde las sefiales en el fluido se propagan con velocidades superiores a la de
la luz. Para resolver este problema Leismann et. al. calcula en (Leismann, T. et al., 2005) los flujos
numéricos utilizando valores aproximados para las velocidades de las ondas magnetosdnicas rapi-
das. Dichos valores se calculan haciendo B* = 0y B'v; = 0 y conducen a resultados que difieren en
menos del 1% con respecto a los obtenidos a partir de un algoritmo de Newton-Raphson. Unica-
mente cuando se tratan fluidos con factores de Lorentz cercanos a la unidad en campos magnéticos
con B* =~ 0.1 los errores son mayores al 1%. El procedimiento propuesto por Leisman consiste

basicamente en reescribir la ecuacién Ny = 0 como

B fid®  fo 3 B
S N4 2 B 77
a? f4G+f4+f4 G 7"

y analizar la parte derecha de la ecuacidn, la cual debe ser positiva o cero. De esta manera, las

velocidades magnetosdnicas rdpidas y lentas se calculan al igualar a cero la parte derecha de (/7).
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Cuando el fluido se encuentra magnéticamente polarizado estas velocidades toman la forma

. dta i od
)’bms = ¢! )
donde,
d = Pb'quya® —Hgx B+ W (av' — )]

+qHW? (v — B) + B1]Q?,

b o= abquy (b +b°BY) — Hv'W2(g, — Q%q1),

¢ = B’ xqa+Hxgs +q (W —1)Q* —W3qy),

d' = H[p(V)W?+a07" — Q2 ((v)*W? + 1)

~xqa (0" +0°B),

y las funciones ¢ se definen en términos de la velocidad del sonido como

q1

q>

q3

q4

C?—1+42x,
q1+ X494,
C:(1+C),

ch—1.
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(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

Con la estructura de valores propios (A, QL;E y Abims) se pueden resolver las ecuaciones usando un
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método numérico que sélo requiera informacion de la velocidad de propagacion de las ondas en el
fluido, como lo es el método aproximado de Riemann HLLE. Sin embargo, existen otros métodos
no tan robustos, como el resolvedor tipo Roe, que calcula la solucion exacta del problema de Rie-
mann para un sistema localmente linealizado, y por lo tanto requiere, tanto los autovalores, como
el conjunto completo de autovectores (Anton et al., 2010). Estos tltimos son importantes desde el
punto de vista tedrico, para determinar si los campos caracteristicos son linealmente degenerados
o genuinamente no lineales. Dicha clasificacion esta relacionada con la naturaleza convexa o no
convexa del sistema de ecuaciones y por lo tanto con el tipo de ondas que aparecen en la solucion.
La obtencion y el andlisis de los autovectores asociados a la matriz (58)) serdn motivo de estudio
en un futuro trabajo.

En la pr’oxima seccion describiremos brevemente los métodos numéricos que fueron usa-
dos en este trabajo para resolver las ecuaciones de la GRMHD con polarizacion magnética.
1.3. Métodos numéricos
El sistema conservativo de ecuaciones de la GRMHD con polarizaciéon magnética (33), en la apro-
ximacién lineal donde m* = (x/uo)b*, se resolverd con una nueva extensién del cédigo CAFE,
donde se implementaron los resultados tedricos de las secciones [I.1] y [[.2] La primera versién
del cédigo CAFE (Lora-Clavijo et al., [2015a) fué desarrollada para resolver las ecuaciones de la
RMHD en tres dimensiones. La version hidrodinamica del c6digo ha sido utilizada para estudiar el
cono de choque que se produce cuando un fluido relativista es acretado en un agujero negro rotante
(Cruz-Osorio et al.,[2012), y cuando la acrecion se produce en un agujero negro de Schwarzschild

(Lora-Clavijo and Guzman, 2013). Posteriormente, en una nueva versién de CAFE se incluyeron
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las ecuaciones de Einstein para analizar el crecimiento del horizonte de eventos de un agujero ne-
gro semilla debido a la acrecion de un fluido de radiacién (Lora-Clavijo et al.,2013)) y de un campo
de materia oscura (Lora-Clavijo et al., 2014)). Recientemente, CAFE ha sido usado para modelar
la acrecion de Bondi-Hoyle de un gas supersénico ideal con gradiente de velocidad (Cruz-Osorio
and Lora-Clavijo, 2016) y con gradiente de densidad (Lora-Clavijo et al., 2015b)). Finalmente, en
(Cruz-Osorio et al., 2017) los autores también estudiaron la acrecién de Bondi-Hoyle en un aguje-
ro negro estatico cuando algunos cuerpos rigidos pequefos estan distribuidos de manera aleatoria
alrededor del objeto central.

CAFE esta diseiiado para resolver el sistema de ecuaciones (33) por medio del método de
lineas, el cual consiste en discretizar las derivadas espaciales y el término de fuentes, de manera
que el sistema de ecuaciones diferenciales parciales se convierta en un sistema de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias en cada punto de la malla que se pueda resolver mediante un algoritmo de
Runge-Kutta (Schiesser, 2012). Debido a la no linealidad del sistema de ecuaciones y por consi-
guiente, a la aparicién de discontinuidades en las variables de estado del fluido magnetizado, se
discretiza por medio del método de volumenes finitos (Toro, 2013), el cual consiste en re-
solver un sistema de ecuaciones tipo conservacion en su forma integral sobre un volumen o celda
computacional Il."jk, de dimensiones espaciales Ax X Ay X Az y en un intervalo de tiempo Az, donde
n caracteriza el paso de tiempo y los subindices i, j, k definen la posicion espacial de la celda en
las direcciones x, Y, z, respectivamente. En la Figura[I|se esquematiza dicha celda dnicamente en el

plano x — y para facilitar la representacion grafica.
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Figura 1.
Celda computacional

L)

T[Fz',j+l/2,k
Yi+1/2—— |
o(z)
Fifl/&jk (5,4 8)
Y —b— e ——
i ()
th—lﬂ,j,k
=(y)
F:~
G-1/2.k
Yi_1p } i,j—1/
37@;1/2 ﬁfz' wz’-l;lf2

-

Nota. Celda computacional [;j; vista en el plano x — y. Los flujos numéricos F®), FO) se calculan
en las interceldas, es decir, en las posiciones X1 5, ¥ j+1 /2 respectivamente

Aplicando el método de volimenes finitos a la ecuacién (33)) se obtiene la expresion

d@ / 1 = (x = (x 1 =y =
=wik o (B ) e (B E )
dt Ax l+§7.l7k l_j7j7k Ay l7j+j7k l7J_§7k
1 /=0 =(2) 2
Az (Fi,j,kJr% _Fi,j,k—%) Stk (67

donde T[jﬁ‘;k es el promedio espacial del vector de variables conservativas, \/7 U , en la celda Ilﬂjk,

S; j x es el promedio espacio-temporal del vector de fuentes, \/—g S y finalmente, los flujos en las

interceldas, ﬁ‘gl 2.7k ]?‘Ey; L1240 F Ei k12 (ver Figura ) son promedios espacio-temporales de los

vectores /—g F' en cada direccidon del espacio.

Para poder aplicar el método de Runge-Kutta a la ecuacién (33)), y de esta manera encontrar

soluciones numéricas de las variables conservativas U, primero se deben calcular los flujos en
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las interceldas. Existen muchos métodos para calcular estos flujos, por ejemplo, el método Roe
desarrollado en (Roe, [1981), el método HLLE (Harten et al., [1997; Einfeldt, 1988) y el HLLC
(Toro et al., |1994), o el método Marquina que se presenta en (Marquina, |1994), entre otros. Sin
embargo, uno de los mas robustos y conocidos es el resolvedor de Riemann aproximado HLLE,

por medio del cual, los flujos en las interceldas se aproximan como

L — TR — (TR 1L
- _ )“+Fi+1/2,j,k —A IFi+1/2,j,k +ATA <Ui+1/2,j7k - Ui+l/2,j7k>
]Fi+1/27j,k - A«_ _ )u_’_ y (88)
donde @Z.LH 12k Y @fﬂ /2, Son los valores reconstruidos de U a izquierda y a derecha de la

intercelda, A~ y A" son las velocidades de propagacién minima y mdxima de las sefiales y
FLR = F(@L’R ). Ahora bien, las velocidades méxima y minima de propagacién de las
i+1/2,jk i+1/2,j,k)° ’

sefales se calculan de la siguiente forma

AT = max(0,A(),2%), (89)

donde /l(lf) y QL(];) son los valores propios a derecha e izquierda respectivamente.
Existen muchos métodos numéricos para reconstruir los valores de URX. Unos de los més

conocidos y robustos son los limitadores lineales por pedazos, los cuales aproximan la funcién por
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medio de rectas. Un ejemplo de estos limitadores es la funcion MINMOD, la cual se define como

0 si ab<0,

MINMOD(a,b) = ¢ 4 si |a| < ||,

b si |a|>|bl,
\

(€29

y se encarga de escoger el menor entre dos ndmeros reales, a y b, o cero si uno de los niimeros es

menor o igual a cero y el otro mayor o igual a cero. De esta manera, las variables conservativas

reconstruidas a izquierda y derecha de la intercelda son respectivamente,

—

L o —
Uit = Uijrt+ 0k (Xiv1/2,jx —%ijk)s

—

TTR
Uirio i = Uit jk = i1 e (Xis1,j e — Xiv1/2,7.k)
donde,

Cijk = MINMOD(m;_y/2 ;s Miv1/2,j 1)

Oitl,jk = MINMOD (m; | /2,7 ko Mi3/2, j,k),

Y M1 1)2,jk es la derivada de U en direccion x, en la intercelda x;, 1 /5 ; x, es decir

—

Uir1,jx— Ui jk

m. l 2 . k p—
R ik

92)

(93)

(94)

95)

(96)
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Por lo tanto, ya determinados los flujos numéricos segtin (88)), se aplica el método de Runge-Kutta
de cuarto orden a la ecuacion para encontrar las variables conservativas en todos los puntos
de la malla numérica y a cada paso de tiempo, quedando de esta manera, resuelto numéricamente
el sistema de ecuaciones conservativas (33).

Por otro lado, CAFE garantiza la condici6n de divergencia cero, dada en (32)), por medio del
método de transporte de flujo restringido (Yee, |1966), implementado por primera vez en un esque-
ma con viscosidad artificial (Evans and Hawley, 1988) , y modificado posteriormente en (Balsara
and Spicer, 1999) con el propoésito de usar las formulas de los flujos numéricos que aparecen en
los esquemas de alta resolucion para la captura de choques o HRSC por sus siglas en inglés. Con
este método, se evoluciona la forma integral de la ecuacién de induccion para garantizar que si
V.-B=0a tiempo inicial, este valor se mantenga en los pasos de tiempo siguientes. El método de
transporte de flujo restringido es bastante usado en MHD numérica ya que mantiene la divergencia
del campo magnético a un orden de 1 x 107! y conserva el cardcter fuertemente hiperbélico del
sistema de ecuaciones (Schoepe et al., [2018; Hilditch and Schoepe, 2019).

Abhora, los métodos numéricos implementados en CAFE evolucionan en el tiempo el vector
de estado U, cuyas componentes son las variables conservativas. Sin embargo, los flujos se escri-
ben en términos, tanto de U, como de el conjunto de variables primitivas W = o,V p,BKT, de
manera que es necesario calcular, a cada paso de tiempo, las variables primitivas en términos de
las conservativas. Desafortunadamente, a partir de las ecuaciones (40]- 42) no es posible encontrar
explicitamente las funciones 72(17 ), por lo cual el cdigo utiliza el método propuesto por Mignone

y Bodo en (Mignone and Bodol 2006), junto con un algoritmo hibrido que combina el Newton-
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Raphson con el método de biseccion (Press et al., 2007) para recuperar las variables primitivas en
todos los puntos de la malla espacio-temporal. Debido a que el fluido se encuentra magnéticamente
polarizado, es necesario modificar el método propuesto en (Mignone and Bodo, 2006) para incluir
la susceptibilidad magnética del fluido.

El método que usa CAFE para escribir las variables primitivas en términos de las conserva-
tivas se basa en reducir el sistema algebraico -[A2)), el cual tiene 5 ecuaciones y 5 incognitas a
una séla ecuacién en términos de la nueva variable Z = phW?. Considerando la relacién constitu-
tiva |i calculamos el escalar S? = y/S;S ;j a partir de la ecuacion . La expresion que resulta

de este proceso toma la forma

o o\ 2
2 =(Z+1B>)*(1 —-W 2 —5(2Z+%B?) (BTS> , (97)

donde ¥ = 1 — x. La variable conservativa 7 también se puede escribir en términos de Z como

> o\ 2
_ 1-2j 1-27 (B-S
T=Z+FB>—p—D+ i B>+ 5 ( ~ ) . (98)

En estas tltimas dos expresiones se consider6 el hecho que a2(b°)? = W2(B - §)2/Z%. Ademas,
a partir de la ecuacién de estado de un gas ideal, p = pe(I" — 1), se puede remplazar la presién

termodindmica en (98) por

i (99)

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones 5 x 5 se reduce a un par de ecuaciones para las variables
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Z y W. Ahora bien, de es posible obtener la siguiente expresion para el factor de Lorentz en

funcion de Z y de las variables conservativas

- - —1/2
(B-S)*7(2Z+ 7B+ 5%7° /

(Z+ 2B

W(Z)=|1- (100)

De esta manera, la ecuacién (98), con p y W dadas en y (100), respectivamente, se convierte
en una ecuacion no lineal para la funcién Z. CAFE resuelve esta ecuacion por medio del algoritmo

de Newton-Raphson, junto con el método de biseccidn, para encontrar las raices de la funcién

o =\ 2
i 127 1-2% (B-S
f(Z)=Z+3B*—(D+1)—p+ zw2sz+Tx<7> =0. (101)

Estas raices corresponden a los valores de Z. Una vez hallada Z, es posible calcular el factor de
Lorentz de (100), y de esta manera la densidad de masa se obtiene como p = D/W. Finalmente, la
presion termodindmica se calcula de la ecuacién de estado (99), y las componentes espaciales de

la velocidad con la expresion
i _ S+ X(B-S)B/Z
Z+j%B*

(102)

la cual se obtiene de (#1). Es importante mencionar que cuando la susceptibilidad magnética es ce-
ro, ¥ = 1, y todas las expresiones se reducen a las de la GRMHD usual (Giacomazzo and Rezzolla,

2007).
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1.4. Experimentos numéricos

Una vez obtenidas las ecuaciones de la GRMHD con polarizacién magnética en forma conservativa
y su correspondiente estructura de autovalores, se puede implementar estos resultados en el codigo
CAFE para llevar a cabo algunos experimentos numéricos fisicamente relevantes. Los fluidos que
se van a estudiar en todos los problemas de este trabajo obedecen la ecuacién de estado de un gas

ideal

p=pe(T—1), (103)

donde € es la energia interna especifica y I es el indice adiabatico. Esta relacion entre las variables
termodindmicas es apropiada para describir fluidos en los que la energia cinética de las particulas
es mucho mayor que su energia potencial de interaccién, y en los que el tamafio de las moléculas
es insignificante en comparacion con el espacio entre ellas. Estas caracteristicas se cumplen en la
mayoria de los plasmas astrofisicos, ya que estos se encuentran suficientemente diluidos y por lo

tanto se pueden aproximar a un un gas ideal (Biskamp), |1996).

1.4.1. Problemas de Riemann magnetizados en 1D con polarizaciéon magnética.

En esta subseccion se presenta una primera aproximacion para describir el efecto que produce
la polarizacién magnética de la materia cuando interactuan dos fluidos relativistas en el espacio-
tiempo de Minkowski. Para esto se usa un sistema de tubo de choque, en el cual se definen los bien
conocidos problemas de Riemann (Toro, |2013). La configuracién inicial de este tipo de problemas

consiste en dos fluidos separados por una membrana o interface en la posicién x = 0. Los fluidos
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estdn caracterizados por variables de estado constantes pero diferentes a izquierda (%) y a derecha
(VZR) de la interface. El subindice L denota la region izquierda, es decir x < 0, mientras que el subin-
dice R representa la region derecha, x > 0. Ademas de esto, la polarizacién magnética de los fluidos
estd caracterizada en cada problema de Riemann por la susceptibilidad magnética, J,,, la cual se
asumird constante e igual para ambos fluidos. Los dos primeros problemas que se consideran en
esta subseccion fueron propuestos por S. Komissarov (Komissarov, |1999). Estas simulaciones se
llevaron a cabo en un dominio x € [—2,2], con una resolucién espacial Ax = 1/800, y un factor
de Courant de 0.25. Posteriormente se presentan los problemas propuestos en (van Putten, |1993))
y (Balsara, 2001), para los cuales se obtienen soluciones numéricas en un dominio x € [—0.5,0.5],
con una resolucién espacial Ax = 1/1600 y un factor de Courant de 0.25. Finalmente, se presenta
el problema de la onda genérica de Alfven, para el cual se usa un dominio de x € [—0.5,0.5], una
resolucién espacial de Ax = 1/1600 y un factor de Courant de 0.25. Los pardmetros usados en los
diferentes problemas de Riemann estdn dados en la tabla I

Cada uno de los problemas mencionados en el pérrafo anterior se evolucionard numérica-
mente para diferentes valores de susceptibilidad magnética, de manera que sea posible determi-
nar la diferencia entre la evolucion de un material diamagnético (¥, < 0) y uno paramagnético
(Xm > 0). Ademds, tambien se resuelven los problemas cuando ¥, = 0 para comparar los resulta-
dos de este trabajo con el caso no polarizado que corresponde con la RMHD usual (Giacomazzo
and Rezzolla, 2006). Las curvas obtenidas con el c6digo CAFE en el caso ), = 0 fueron validadas
con los respectivos perfiles analiticos en (Lora-Clavijo et al., |2015a) y por lo tanto en las graficas

de este trabajo s6lo se mostrardn los resultados numéricos. Las soluciones de los problemas de
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Tabla 1

Condiciones iniciales para los diferentes problemas de Riemann

Prueba Estado r 0o p s v v | BY B B:
Tubo de Choque | Izquierdo | 4/3 | 1.0 | 1000.0 0.0 00 (00| 1.0 | 0.0 | 0.0
de Komissarov | Derecho | 4/3 | 0.1 1.0 0.0 00 (00| 1.0 | 0.0 | 0.0
Colision Izquierdo | 4/3 | 1.0 1.0 5/v/26 | 0.0 |0.0|10.0| 10.0 | 0.0

de Komissarov | Derecho | 4/3 | 1.0 1.0 | —5/v/26| 0.0 | 0.0 |10.0 | -10.0 | 0.0
Balsara 1 Izquierdo | 2 1.0 1.0 0.0 0.0 |00 05 1.0 | 00
Derecho | 2 | 0.125 0.1 0.0 0.0 00| 05 | -1.0 | 0.0

Balsara 2 Izquierdo | 5/3 | 1.0 30.0 0.0 00 (00| 50 | 6.0 | 6.0
Derecho | 5/3 | 1.0 1.0 0.0 00 (00| 50| 07 |07

Balsara 3 Izquierdo | 5/3 | 1.0 | 1000.0 0.0 00 [00|100] 7.0 | 7.0
Derecho | 5/3 | 1.0 0.1 0.0 00 [00|100] 0.7 | 0.7

Balsara 4 Izquierdo | 5/3 | 1.0 0.1 0.999 00 [00|100] 7.0 | 7.0
Derecho | 5/3 | 1.0 0.1 -0.999 | 0.0 {0.0|10.0| -7.0 | -7.0

Balsara 5 Izquierdo | 5/3 | 1.08 0.95 0.4 03 (02|20 03 |03
Derecho | 5/3 | 1.0 1.0 -0.45 -02102| 20 | -07 | 05

Onda Genérica | Izquierdo | 5/3 | 1.0 5.0 0.0 03 (04| 10| 6.0 | 2.0
de Alfven Derecho | 5/3 | 0.9 53 0.0 00 (00| 1.0 | 50 |20

56
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Riemann consisten en ondas que se propagan en el espacio. Las ondas de choque se caracterizan
por un cambio abrupto, casi discontinuo, en las variables fisicas del fluido. Las ondas de contacto
son discontinuidades que se observan tinicamente en la densidad de masa. Las ondas de rarefaccion
corresponden a disminuciones no discontinuas en la densidad de masa entre dos estados constan-
tes, aunque también se observan en las otras variables del sistema. Las ondas compuestas estan
formadas por un choque que se propaga junto con una rarefaccion, y finalmente, las ondas de
Alfven son discontinuidades que se caracterizan porque a través de ellas la densidad y la presion
son continuas.

1.4.1.1. Tubo de choque de Komissarov. El primer problema de Riemann consiste en
dos fluidos con I = 4/3, inicialmente en reposo, y con un campo magnético constante, el cual
es normal a la discontinuidad inicial en x = 0. La densidad de masa en reposo y la presion en
el fluido de la izquierda son diferentes a los del fluido de la derecha. Sin embargo, la princi-
pal caracteristica de este problema es que la presién izquierda es 10° veces mds grande que la
presion a la derecha. Tal gradiente produce un cascarén delgado en la densidad que se mueve
con una velocidad relativista de aproximadamente 0.9 veces la velocidad de la luz. Este com-
portamiento se muestra en la figura[2] a un tiempo 7 = 0.8, para las susceptibilidades magnéticas
Xm = —0.20,—0.10,—0.05,0.00,0.05,0.10,0.20. También se puede distinguir una discontinuidad
de contacto y una onda de choque, ambas moviendose hacia la derecha, y una zona de rarefaccion
en la region central del dominio. Este problema es muy interesante porque el campo magnético
es normal a la discontinuidad inicial, y por lo tanto, como se menciona en (Komissarovl, |1999), la

solucién es puramente hidrodindmica, es decir, el campo magnético no tiene un efecto dindmico
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Figura 2.

Tubo de choque de Komissarov a tiempo t = 0.8
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Nota. Simulacién realizada con una resolucion espacial Ax = 1/800 y un factor de Courant de
0.25.



DISCOS DE ACRECION CON MAGNETIZACION EN AGUJEROS NEGROS

Figura 3.

Colision de Komissarov a tiempo t = 0.8
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Nota. Simulacién realizada con una resolucion espacial Ax = 1/800 y un factor de Courant de
0.25.
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Figura 4.

Balsara 1 a tiempot = 0.4
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Figura 5.

Balsara 2 a tiempo t = 0.4
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Nota. Simulacién realizada con una resolucion espacial Ax = 1/1600 y un factor de Courant de
0.25.
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Figura 6.

Balsara 3 a tiempo t = 0.4
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Nota. Simulacién realizada con una resolucion espacial Ax = 1/1600 y un factor de Courant de
0.25.



DISCOS DE ACRECION CON MAGNETIZACION EN AGUJEROS NEGROS

Figura 7.

Balsara 4 a tiempo t = 0.4
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Figura 8.

Balsara 5 a tiempo t = 0.4
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Nota. Simulacién realizada con una resolucion espacial Ax = 1/1600 y un factor de Courant de
0.25.
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Figura 9.

Onda genérica de Alfven a tiempo t = 0.4
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en la evolucidén. Como consecuencia de este hecho, la solucion mostrada en la ﬁgura@ no cambia
con la susceptibilidad magnética.

1.4.1.2. Colision de Komissarov. El segundo experimento numérico describe la colision
frontal de dos fluidos con las mismas densidades de masa en reposo y las mismas presiones. Am-
bos fluidos, caracterizados por un indice adiabdtico de I = 4/3, colisionan a una velocidad v* =
0.98058 en la posicion x = 0. Ademads, las componentes tangenciales del campo magnético, B”, en
ambos estados tienen direcciones opuestas. La soluciéon numérica de este problema se presenta en
la figura[3]a tiempo # = 0.8, para las susceptibilidades y,, = —0.30, —0.20,—0.10,—0.05,0.00,0.05,0.10.
Se pueden observar dos choques rapidos que se mueven en direcciones opuestas, junto con dos cho-
ques lentos. Las soluciones para diferentes susceptibilidades magnéticas muestran que los choques
répidos se mueven a una mayor velocidad en fluidos diamagnéticos, y que los choques lentos son
ligeramente mas rapidos en los paramagnéticos.

Debido a la simetria de la colision, el campo magnético tangencial y la velocidad normal se
anulan entre los choques (Komissarov, 1999)), independientemente del valor de y,,. Sin embargo,
cuando la susceptibilidad magnética del fluido cambia, los estados constantes entre las ondas de
choques toman valores diferentes. Por ejemplo, el valor mdximo de la densidad de masa aumenta
con X, el campo magnético transversal cambia considerablemente en comparacién con la solucién
magnetohidrodindmica usual (), = 0), y el gradiente espacial de la presion total a través de los
choques lentos invierte su sentido después de ciertos valores positivos de J;,. Finalmente, vale la
pena mencionar que los casos paramagnéticos desarrollan flujos transversales (en la direccién y)

de cardcter relativista. Este tipo de flujos entre los choques rdpidos y lentos tiende a desaparecer
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cuando se consideran fluidos diamagnéticos.

1.4.1.3. Balsara 1. [Esta prueba numérica es la generalizacion relativista del problema cla-
sico de Brio-Wu en magnetohidrodindmica newtoniana (Brio and Wu, [1988). El dato inicial con-
siste en dos fluidos caracterizados por un indice adiabdtico I' = 2. A ambos lados del diafragma los
fluidos se encuentran inicialmente en reposo, pero con diferentes densidades de masa y presiones.
Ademads de esto, el campo magnético transversal o tangencial en x < O tiene sentido opuesto al
campo en x > 0. La figura | muestra la estructura de la solucién en t = 0.4 para los diferentes va-
lores de susceptibilidad magnética ), = —0.20,—0.10,—0.05,0.00,0.05,0.10,0.20. En cada caso
se obtiene una solucién que consiste en una onda de rarefaccidn rdpida que viaja hacia la izquierda,
una onda compuesta que se mueve hacia la izquierda, una discontinuidad de contacto, un choque
lento hacia la derecha y una onda de rarefaccion rapida hacia la derecha. Estas ondas son las mis-
mas que se obtienen en las simulaciones magnetohidrodindmicas relativistas usuales (Lora-Clavijo
et al., 2015a; Giacomazzo and Rezzolla, 2007). Sin embargo, cuando se considera la susceptibili-
dad magnética de los fluidos, las ondas de rarefaccién se mueven considerablemente mas rapido
en fluidos diamagnéticos, mientras que la onda compuesta, la de contacto, y los choques lentos se
mueven a una menor velocidad en materiales diamagnéticos que en paramagnéticos.

Por otro lado, el gradiente de densidad de masa en reposo a través de los choques se vuelve
mas grande cuando el cardcter diamagnético del fluido se incrementa. Ademds, la solucién para
la presion total muestra que la polarizacién magnética tiende a incrementar el gradiente de esta
variable de estado a través de las ondas. En particular, se obtiene un comportamiento interesante

a través de los choques lentos, ya que a partir de ciertos valores positivos de Y, el gradiente
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de presion total cambia de signo, de manera que la dindmica del fluido se vuelve diferente. Por
ejemplo, cuando %, < 0, el fluido entre los choques se mueve en direccién opuesta al resto del
sistema, pero en los casos paramagnéticos todo el fluido se mueve en la misma direccién. También
es interesante ver que entre el choque y la onda de rarefaccion que viajan hacia la derecha, cualquier
polarizacion tiende a generar un flujo transversal en la direccion opuesta al resto del fluido. Por
ultimo, la magnitud del campo magnético se incrementa en fluidos paramagnéticos, especialmente
en los estados constantes entre los choques y la onda de rarefaccién derecha.

1.4.1.4. Balsara 2. El segundo problema de Balsara consiste en un fluido con I' =5/3
inicialmente en reposo, en el cual, la presion de la izquierda es 30 veces la presion a la derecha,
y el campo magnético transversal o tangencial es discontinuo en x = (. La solucién numérica
de este problema se presenta en la figura 5 para ), = —0.20,—0.10,—0.05,0.00,0.05,0.10,0.15,
a tiempo ¢ = 0.4. Las diferentes curvas muestran una onda de rarefaccién rdpida que se mueve
hacia la izquierda, una onda de rarefaccion lenta hacia la derecha y una discontinuidad de contacto
moviéndose hacia la derecha junto con dos ondas de choque. Como se puede ver, todas las ondas en
esta solucion se mueven mas rapido en materiales diamagnéticos que en paramagnéticos, aunque
las ondas de rarefaccion presentan las diferencias mds significativas.

En este problema es importante mencionar que las zonas de rarefaccion se reducen cuando
el fluido es diamagnético y que los cambios mas relevantes en las variables de estado se presen-
tan entre las ondas de rarefaccion y los choques. En particular, el caricter relativista del flujo en
la direcciéon x aumenta cuando el diamagnetismo estd presente en el sistema, mientras que en di-

reccion transversal solo se genera una capa delgada de fluido que se mueve a altas velocidades
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cuando posee propiedades paramagnéticas. También se puede observar un flujo transversal que se
mueve en direccion opuesta al resto del fluido cuando ), = —0.2. A partir de las gréficas se puede
ver que es mas dificil evolucionar numéricamente fluidos paramagnéticos, ya que la solucién con
Xm = 0.15 presenta oscilaciones debido a errores numéricos localizados entre los choques. Una
posible explicacion para estas oscilaciones es la inestabilidad que se produce en la propagacién de
un choque lento. Como se explica en (Quirk, 1997), a medida que el choque se mueve relativo a
la malla numérica, su perfil se dobla, perturbando de esta manera los campos caracteristicos. Este
doblamiento se puede apreciar en el choque lento que se mueve hacia la derecha en la figura [5]
Ahora bien, debido a que la velocidad de Alfven en un fluido magnéticamente polarizado toma la
forma vi = b?/[ph(1 + xm) + b?], se espera que en fluidos paramagnéticos ()., > 0), la velocidad
de propagacion de las perturbaciones en el campo magnético tienda a reducirse. Este hecho pue-
de promover la apariciéon de oscilaciones numéricas en las simulaciones paramagnéticas de este
problema de Riemann.

1.4.1.5. Balsara 3. El estado inicial del tercer problema propuesto por Balsara es muy si-
milar al del tubo de choque anterior, la principal diferencia radica en que la presion del fluido que
se encuentra a la izquierda es 10* veces mayor que la del fluido de la derecha. Con este gradiente de
presion, el rango de valores de susceptibilidad magnética que se pueden tratar con el codigo se re-
duce. Los valores utilizados para este problema son, ), = —0.20,—-0.10, —-0.05,0.00,0.05,0.08,0.10.
La estructura de ondas de la solucién, mostrada en la figura [6] a tiempo r = 0.4, es la misma que
en Balsara 2. Sin embargo, debido a que el gradiente de presion es grande, resulta dificil capturar

los verdaderos estados constantes entre los choques (Giacomazzo and Rezzolla,|2007) con la reso-
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lucién que se ha estado empleando. Otra consecuencia de la alta presion en el estado izquierdo es
que la susceptibilidad magnética no produce cambios significativos en la solucion, en comparacion
con el problema de Balsara 2. El efecto principal es el incremento de la zona de rarefaccion lenta
cuando se consideran fluidos diamagnéticos.

1.4.1.6. Balsara 4. El cuarto problema planteado por Balsara es la colision frontal de dos
fluidos con I' = 5/3, y un campo magnético con direccién opuesta a ambos lados de la interface.
Este problema es similar a la colision de Komissarov, pero con un indice adiabatico diferente y con
los fluidos moviéndose con una velocidad normal a la interface de 0.999, es decir, una velocidad
muy cercana a la de la luz. En la figura[7] se muestra la solucién numérica a tiempo ¢ = 0.4 para los
valores ), = —0.20,—0.10,—0.05,0.00,0.05,0.10,0.20. En las soluciones se observan las mismas
ondas de choque que se obtenian con el estado inicial de Komissarov. Nuevamente los choques
rapidos se desplazan a una mayor velocidad en fluidos diamagnéticos que en paramagnéticos. Sin
embargo, los choques lentos presentan un comportamiento diferente, ya que ellos se mueven més
despacio en materiales con ¥, > 0. Finalmente, el valor maximo de la densidad de masa en reposo
no presenta cambios apreciables cuando se varia la susceptibilidad magnética.

1.4.1.7. Balsara 5. EIl ultimo tubo de choque propuesto por Balsara es una colisiéon de
dos fluidos con indice adiabdtico I' = 5/3, pero en este caso, con componentes transversales de
campo magnético y velocidad distintas a ambos lados de la interface (véase tabla|[I). La solucién
a este problema, a tiempo ¢t = 0.4, se muestra en la figura [§] para diferentes valores de suscep-
tibilidad magnética; més especificamente, para x,, = —0.20,—0.10,—0.05,0.00,0.05,0.10,0.20.

Dichas soluciones estdn compuestas por cuatro ondas que se mueven hacia la izquierda: un choque
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répido, una discontinuidad de Alfven, una rarefaccion lenta y una discontinuidad de contacto; y
cuatro ondas que se mueven a la derecha: un choque lento, una discontinuidad de Alfven y un
choque réapido (Giacomazzo and Rezzollal, 2007).

Las soluciones numéricas con diferentes estados de polarizacién magnética muestran que
los choques rédpidos, la rarefaccion rapida y las discontinuidades de Alfven se mueven nuevamente
mads rapido en fluidos diamagnéticos. En adicidn, los valores maximos de densidad de masa y de
presion se incrementan cuando se reduce el valor de ),,, es decir, cuando se hace mds negativo.
Finalmente, como en casos anteriores, se observa que a partir de un cierto valor de J,,, el gradiente
de presion total cambia de signo a través de la onda de rarefaccién y del choque lento que se
desplaza hacia la derecha.

1.4.1.8. Onda genérica de Alfven. En este ultimo experimento numérico se tiene una
configuracion inicial similar a la propuesta por Balsara (prueba 5), es decir, las componentes trans-
versales de la velocidad y del campo magnético son diferentes en ambos fluidos. Sin embargo, en
este caso el fluido a la derecha se encuentra inicialmente en reposo, mientras que el de la izquierda
posee un movimiento puramente transversal. La discontinuidad en el campo magnético (magni-
tud y direccidn) es, a su vez, mds grande en este problema que en el anterior. Las soluciones que
se muestran en la figura [9) corresponden a un tiempo r = 0.4 y a los valores de susceptibilidad
Xm = —0.20,—0.10,—0.05,0.00,0.05,0.10,0.20. Estas soluciones consisten en tres ondas hacia la
izqierda: una rarefaccion rdpida, una discontinuidad de Alfven y un choque lento, y cuatro ondas
hacia la derecha: una onda de contacto, un choque lento, una onda de Alfven y un choque rapido.

Las soluciones para diferentes valores de susceptibilidad magnética exhiben un comporta-
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miento similar al del problema anterior, aunque en este caso las ondas de Alfven parecen viajar a la
misma velocidad, independientemente del valor de J,,. Ademads de esto, el estado constante entre
la onda de Alfven izquierda y el choque lento en esta misma direccion tiende a ocupar mds dominio
en x en fluidos diamagnéticos. Como comentario final, es mas dificil capturar numéricamente las
ondas de Alfven en materiales paramagnéticos que en aquellos con propiedades diamagnéticas. De
los resultados numéricos se observa que los estados constantes entre los choques lentos y las ondas
de Alfven parecen tomar valores menores y ocupar menos zonas numéricas en los fluidos paramag-
néticos que en los diamagnéticos. Esto puede explicar la dificultad que se presenta para capturar
este tipo de discontinuidades en nuestras simulaciones, sin embargo, para establecer la naturaleza
fisica de este comportamiento es necesario un andlisis teérico mds detallado del comportamiento
de estas ondas. Dicho andlisis serd parte de los objetivos de un futuro trabajo.

1.4.2. Acrecion esférica magnetizada de un fluido perfecto con polarizacion magnética.

En esta subseccidn se analizard la habilidad del c6digo para mantener la solucidn estacionaria que
describe la acrecion esférica de un fluido perfecto magnetizado y con polarizacién magnética en
un agujero negro de Schwarzschild. En (De Villiers and Hawley, [2003)), los autores mostraron que
la solucién puramente hidrodindmica, obtenida por Michel en 1972 (Michel, 1972), seguia siendo
la misma cuando se agregaba un campo magnético radial al sistema. Esta solucién magnetizada, a
pesar de no poder representar un sistema fisico real (Anton et al., | 2006a), resulta ser de gran utilidad
para probar c6digos que resuelvan las ecuaciones de la magnetohidrodindmica relativista. Ahora
bien, siguiendo el mismo procedimiento que se presenta en (De Villiers and Hawley, 2003), es

posible mostrar que la solucién de Michel con campo magnético radial tampoco se ve alterada por
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la polarizacién magnética del fluido, cuando ésta se modela por medio de la relacién constitutiva

lineal (37). Para probar este resultado, se calcula la componente mixta

T/ = [ph+b*(1— )l —b"b(1—Y), (104)

del tensor de momento-energia, ya que es la Unica que interviene en la conservacion del flujo de
energia, V,T;” = 0. A partir de la ecuacién Ii se puede demostrar que b"b, = b*u’u;, y por lo
tanto, que los términos con campo magnético y susceptibilidad magnética se cancelan. Debido
a este resultado es posible utilizar la solucién de Michel magnetizada para estimar el orden de
convergencia global del c6digo CAFE cuando el fluido se encuentra magnéticamente polarizado.
El dato inicial para este problema es el conjunto de variables primitivas W = oV, p,BT,
donde la densidad de masa en reposo y la presion estdn relacionadas por una ecuacion de estado
politrépica, p = Kp', con un indice adiabdtico I' = 4/3. Las primeras tres variables estdn dadas
por la solucién de Michel, mientras que el campo magnético se calcula a partir de la ley de Gauss

(32). La solucién hidrodindmica se calcula a partir de las ecuaciones,

Ppu’ = C, (105)

Pohu'u, = G, (106)

donde las constantes C; y C, se obtienen una vez se especifique el radio critico, r., y la densidad

de masa en reposo critica, p. = p(r.). Este radio marca la posicién en la cual el fluido pasa de
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ser subsdnico a supersonico. Para llevar a cabo las simulaciones, se usan los mismos parametros
de (Giacomazzo and Rezzolla, 2007), los cuales corresponden a r, = 8 (asumiendo que Mpy = 1)
y P = 6.35 x 1072. Ademds, se usan coordenadas de Eddington-Finkelstein, con las cuales se
remueve la singularidad de coordenadas en el horizonte de eventos (r = 2), y por lo tanto es posible
escoger un dominio espacial r € [1.9,20.9], con N = 50 zonas radiales. Por otro lado, el campo

magnético B’, que satisface la condicion de divergencia cero a tiempo inicial, se obtiene como,

Con (107)

V&

B =

donde C,,, = 4\/m . De manera que para definir el campo magnético sélo es necesario espe-
cificar el pardmetro B, = b*/p, ya que la densidad de masa en el horizonte de eventos, p,,,, se
calcula con la solucién de Michel.

En las simulaciones se utilizaron tinicamente los valores positivos de susceptibilidad mag-
nética, X, = 0.000,0.001,0.005,0.008, debido a que los fluidos paramagnéticos resultan més difi-
ciles de evolucionar numéricamente que los diamagnéticos. Para cada uno de estos valores de ),

se calcul6 la norma L del error

_ Lilp(ri) = Pevact (ri)| (108)

L ;
: Zi Pexact (ri)

en la densidad de masa en reposo para diferentes valores de f3,,,. Los valores de intensidad de

campo magnético que se usaron fueron 8, = 1,10,25, los cuales equivalen a una razén entre
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Figura 10.

Variables fisicas para la acrecion esférica
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Nota. Perfiles de densidad (p), velocidad radial (v"), presion (p) y campo magnético radial (B") en
funcién de la coordenada r para un fluido con y, = 0.001 y B,,, = 10. Las curvas continuas de
color negro representan la solucién exacta, mientras que los puntos corresponden a la solucién a
tiempo ¢ = 200.
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la presion magnética y la hidrodindmica de p,,/p = 3.88,38.80,97.00, respectivamente. En la
figura , se muestra la densidad de masa (p), la velocidad radial (v"), la presion (p) y el campo
magnético radial (B") en funcién de la distancia radial r para un fluido con ¥, = 0.001 inmerso
en un campo magnético con 8, = 10. Las curvas continuas de color negro muestran la solucién
analitica, mientras que los puntos corresponden a la solucion numérica cuando el tiempo es 200
veces la masa del agujero negro My, , es decir en ¢ = 200 (asumiendo M, = 1). En esta figura
se puede observar que el codigo es capaz de mantener en el tiempo la solucidn estacionaria que
describe la acrecion esférica de un fluido con polarizacion magnética. Sin embargo, la velocidad
radial se desvia de la solucién exacta cerca al horizonte de eventos. Como se menciona en (Duez
et al.l [2005), las fuerzas magnéticas se cancelan en el limite continuo, pero en un esquema de
diferencias finitas esto no sucede exactamente. Como consecuencia, los errores producto de la
discretizacion hacen que la solucién numérica no sea exactamente igual a la analitica (Shibata and
Sekiguchi, 2005). En particular, los errores mds grandes se presentan en los puntos de la malla
cercanos a r = 2, es decir, cerca al horizonte de eventos (Giacomazzo and Rezzolla, 2007)), lo cual
hace que los perfiles numéricos (especialmente el de velocidad) difieran de los tedricos en esta
region. Estos errores aumentan con la intensidad del campo magnético, y por lo tanto también lo
hacen con la susceptibilidad magnética.

Ahora, con el objetivo de estimar el orden de convergencia, se presenta en la figura [??]la
norma L del error para la densidad de masa en reposo como funcién del nimero de zonas radiales
N, a tiempo ¢t = 200. La figura corresponde a las evoluciones sin susceptibilidad magnética

(xm = 0) para tres valores de f3,,,. De esta grifica se puede apreciar que el orden de convergencia
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es ligeramente mayor que 2 para las intensidades de campo magnético consideradas. Un resultado
similar se obtiene cuando se evoluciona la solucion de Michel magnetizada con una susceptibilidad
magnética de 0.001 (ver figura[I2(b)). Sin embargo, en la figura[I2(c)| es decir cuando J;,, = 0.005,
la convergencia se reduce a segundo orden para todos los valores de f3,,,. Las gréficas de la figura
muestran que con una susceptibilidad magnética de 0.008, el orden de convergencia se reduce
considerablemente en los casos con f8,, = 10y f,,, = 25. Estos resultados son consistentes con
los métodos numéricos usados ya que todos ellos son de segundo orden, y por lo tanto se espera
un orden global de convergencia ~ 2.

Se puede concluir que la habilidad del cédigo para evolucionar fluidos polarizados en cam-
pos magnéticos y gravitacionales intensos, no s6lo depende de la raz6n entre la presion magnética
y la presion del gas, sino también de la susceptibilidad magnética asociada a las sustancias que es-
tan siendo acretadas al agujero negro. Adicionalmente se concluye que la convergencia de CAFE
es 2 2 para X, < 0.005 y para todas las intensidades de campo magnético consideradas en estas
simulaciones. No obstante, cuando ), = 0.008 la convergencia global del c6digo se reduce a un
valor que estd entre primer y segundo orden para 3., = 10y f,,, = 25. Estos resultados son in-
teresantes porque una intensidad de tan sélo f8,,, ~ 4 corresponde a un campo magético de ~ 1017
G (Giacomazzo and Rezzolla, [2007). Ademas, los valores tipicos de susceptibilidad magnética en
los materiales estdn alrededor de 1073, Por lo tanto, con CAFE se puede estudiar la polarizacién
magnética de sistemas reales en presencia de campos gravitacionales en el limite de campo fuerte.

Finalmente, en (Lora-Clavijo et al., 2015a) se mostr6 que el cédigo CAFE preserva la condi-

cion de divergencia nula del campo magnético al orden de la precision de la maquina. Sin embargo,
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al incluir la polarizacién magnética del fluido no es evidente que esta condicion se siga cumplien-
do, ya que fue necesario modificar el método para recuperar las variables primitivas (ver seccion
[L.3). Para mostrar esta propiedad, se presenta en la figura (I2) el valor maximo de la divergencia
del campo, div(B)= (/7 "), a cada paso de tiempo durante la acrecién esférica de un fluido mag-
néticamente polarizado con J,,, = 0.008 y en un campo magnético con gy = 25. En esta figura se
observa que la divergencia de B oscila entre 7 x 1013 y 1 x 1014, por lo tanto se puede asegurar
que durante la simulacién no aparecen monopolos magnéticos que generen comportamientos no

fisicos en el sistema.
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Figura 11.

Norma Ly del error relativo para la densidad de masa en la acrecion esférica
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Nota. Norma L; del error relativo para la densidad de masa como funcién de el nimero de zonas
radiales N, para diferentes valores de intensidad de campo magnético 8 en el horizonte de
eventos. Cada panel corresponde a un valor distinto de susceptibilidad magnética J,,. Las lineas
punteadas indican el primer y segundo orden de convergencia global. Se observa que la
convergencia del c6digo es = 2 para ), < 0.005 y para todos las intensidades de campo
magnético que se consideraron. Cuando ¥, = 0.008 y B > 10 la convergencia se reduce a un
valor entre primer y segundo orden. Para los valores de B y x,, observados en la naturaleza la

convergencia es de segundo orden, lo cual es consistente con los métodos numéricos empleados
en CAFE.
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Figura 12.

Valor mdximo de la divergencia del campo magnético en la acrecion esférica
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Nota. Valor méximo de la divergencia del campo magnético, div(B)= d;(,/¥B'), a cada paso de

tiempo durante la evolucién de la acrecion esférica de un fluido magnéticamente polarizado con
Xm = 0.008 en un campo magnético con Bry = 25. La condicién de divergencia nula para B se
satisface numéricamente al orden de la precision de maquina durante toda la evolucidn.
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2. Inestabilidad de Kelvin-Helmholtz relativista con polarizacion magnética

Una vez obtenida la estructura tedrica y numérica necesaria para resolver al sistema de ecuaciones
de la RMHD con polarizacién magnética, es posible abordar un problema de relevancia en la
astrofisica. Este es el caso de la KHI, la cual se puede generar cuando existe una velocidad relativa
entre dos corrientes de un fluido, o entre dos fluidos. Este cizallamiento en el campo de velocidades
se produce con facilidad en diferentes escenarios, desde la atmdsfera solar L1 et al.| (2018), hasta
los nicleos activos de galaxias, en donde los jets extragaldcticos se mueven con una velocidad
diferente a la del medio que los rodea |Perucho and Lobanov| (2008). La KHI es importante en
astrofisica ya que es un mecanismo para acelerar particulas, transformar la energia cinética del
fluido en energia magnética, y por ultimo generar turbulencia Zhang et al.|(2009). Por consiguiente,
es un mecanismo viable para explicar la presencia de algunos campos magnéticos intensos en el
universo. Debido a su relevancia, en este capitulo se estudiard analitica y numéricamente el efecto
que introduce la polarizacién magnética de la materia en la generacioén de la KHI y su transicion
al régimen turbulento.

2.1. Ecuaciones basicas y configuracion inicial

La evolucién de un fluido magnéticamente polarizado que interactua con un campo magnético se

puede describir en el espacio-tiempo de Minkowski por medio de las ecuaciones conservativas

U+ d;F' =0, (109)
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mids la condicién que prohibe la existencia de monopolos magnéticos, d;B' = 0. La ecuacién (109)
se deduce directamente de (33 cuando se asume que el campo gravitacional es cero, es decir,
cuando las componentes de la métrica son n*¥ = diag(—1,1,1,1) y por consiguiente los términos

de curvatura se hacen cero. De esta manera, el vector de variables conservativas se reduce a

D pwW
S; pHW?v; — (1= x)b'b;
U= — , (110)
T pHW? —p* — (1= x)(b')* — pW
Br Br
y el vector de flujos a i )
DV
* biB
B Sivi+p 5]’ uow(l_X)
F'= . (111)

o+ pvi— B8 (1 - 1)

ViBK — kB

Adicionalmente, las relaciones entre la velocidad y el campo magnético en el marco comovil con

las mismas cantidades en el marco en reposo toman la forma

. . BRI ) .
ut = (W, W), b" = |WB'v;, W +W (B |. (112)
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La configuracién inicial que se usard para determinar el efecto de J,, en la inestabilidad de
KH consiste en un flujo magnéticamente polarizado en el plano xy que se mueve en la direccion x.
En la region y > 0 el fluido se mueve con una velocidad v = V{7, mientras que en y < 0 la velocidad
es v = —Vyi, de manera que la interface entre los fluidos se encuentra en y = 0. Ademads, se asume
que ambos fluidos tienen densidades y presiones iguales y uniformes, y que los dos interactian
con un campo magnético constante de la forma B = B,i. Para estas variables fisicas se adoptan
los mismos valores numéricos que se usan en Bucciantini and Del Zanna (2006), ya que estian
motivados en las condiciones locales observadas en las nebulosas de vientos de pulsar o PWNe
por sus siglas en inglés, y por lo tanto son de relevancia astrofisica. En particular, se asume que
Vo=10.25, p/p =20 (con p = 1) y ' =4/3, los cuales son apropiados para un plasma relativista.
Finalmente, se considera que la susceptibilidad magnética, J,,, es constante en todo el espacio y
durante toda la evolucién del sistema.

El sistema descrito en el parrafo anterior es inestable bajo ciertas condiciones de densidad,
presion, campo magnético, etc. En la naturaleza, los movimientos aleatorios en los fluidos excitan
algunos modos inestables que crecen en el tiempo y conducen a un estado turbulento. La rapidez
con que crecen estos modos se puede calcular analiticamente en la fase lineal, de manera que
es posible determinar el efecto de ¥, en los estados iniciales de la inestabilidad de KH. Este es
precisamente el objetivo de la siguiente seccion.

2.2. Analisis lineal de la inestabilidad
La rapidez con la que crece la inestabilidad de KH en un fluido magnéticamente polarizado se

puede obtener siguiendo el procedimiento presentado en (Osmanov et al.| (2008). En este trabajo
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los autores escriben las ecuaciones de la MHD relativista en los marcos de referencia comoviles a
los fluidos, ya que en ellos la relacion de dispersion toma una forma més sencilla. Ahora, el sistema
estd descrito por el conjunto de variables fisicas ¥4 = (p,, p., ﬁi , E’i), donde las tildes indican que
las cantidades estdn medidas en el marco de referencia comovil, el signo + corresponde al fluido
eny >0y el — al fluido en y < 0. Ahora bien, al estado inicial, ¥ ., S€ agrega una perturbacion

0¥, de manera que el nuevo estado se puede escribir como la superposicién

V=¥, +57,. (113)

La dependencia espacio-temporal de la perturbacién se asume como

8P, o< exp [i(kaf+ i+ mez— @), (114)

donde k., [1, fin+ son los nimeros de onda en cada una de las direcciones y @+ es la frecuencia.
Estas cantidades en el marco comovil estan relacionadas con las medidas en el marco euleriano

mediante las transformaciones de Lorentz

Or = W(0TFkV), (115)

ke =W (kF @Vp), (116)
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ii = lia my = m, (117)

siendo W = 1/+/1 —v2 el factor de Lorentz. Debido a la manera en que se escoge la perturbacién
(I14), los modos inestables tienen frecuencias complejas, y es precisamente la parte imaginaria de
® la que describe la rapidez de crecimiento de la inestabilidad.

Por otro lado, la relacién de dispersion se obtiene por medio de la ecuacidn caracteristica

(©9)

(ph)~'a*A’N4Q =0, (118)

donde
A=[ph+(1-x)b*a® —(1-x)B, (119)
Ny = fid* — a°G — f3a°B* + fuB*G, (120)

0 = b*y> —b* (B> +2ph)x + ph(ph+b?), (121)
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ya=ut¢y, B=>b"¢,, G = ¢,¢". El término Ny se define por medio de las funciones

fi = (e, = 1)ph+ (e}, +1)xb?, (122)
fo=ph+(1=2%)b*e), — xb?, (123)
fr=(e,+1)x, (124)
fa=1-1. (125)

Esta ecuacion describe las velocidades de propagacion de las ondas en el fluido, las cuales se
calculan haciendo cero las funciones a, A y Ny.

Ahora bien, las velocidades que resultan de (I18) se puenden obtener de manera sencilla
en el marco comovil donde u® = 1, u' = 0, b° = 0 y b’ = B. Por lo tanto, para una onda que se
propaga en general con ¢y = (—@,k,[, ) se encuentra que a = u! ¢y, = —®, B = b*¢, = Bok y
G=0¢"¢, = —®? +k* 4 I? +m?. De esta manera, a partir de A = 0 (cfr. se obtiene la equacion

@} — V2k3 =0, donde

V2 (I_X)B(Z)

-~ AU 126
YT+ -x)B (120

es la velocidad de Alfven. Esto implica que las frecuencias asociadas a los modos de Alfven en
un fluido polarizado son reales y que no contribuyen a la inestabilidad de KH. Por el contrario, los
modos magnetoactisticos, que son soluciones a la ecuacién Ny = 0 (cfr. [120), pueden ser reales o

imaginarios, y por consiguiente, contribuyen a la inestabilidad. En el marco comovil la ecuacién
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de estos modos se reduce a

ot

(AR +id)?

donde
IF+m%

i, =C>+VI—V2[CP+(1+CH | =,
Uy s A A[s ( S)X]ki‘f‘l?t‘f‘mzi

2 22 iézzt
Y :V C ~—’
TR AR

siendo Cy = +/T'po/poho la velocidad del sonido.
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(127)

(128)

(129)

Ahora bien, ademds de la ecuacidn (127)), es necesario imponer condiciones de continuidad

o juntura sobre la interface, localizada en y = 0. En este plano la presion total debe ser continua, es

decir, p;, = p;_, siendo p; = p+ (1 —2x)(b*/21). Adicionalmente, los desplazamientos de los

fluidos deben coincidir Bodo et al.| (2004)), lo cual se cumple si

ovy, B ovy_
o —kVy B o-+kVy

(130)

Finalmente, al introducir en (T09) la dependencia espacio-temporal dada en (114)), y despreciar los

términos cuadraticos o de orden superior, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones a primer
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orden en las perturbaciones

k .
(1= 2)Bug -8By + [(1=2) @By, + pohoWg &= 8, -
— [6p+ + (1 =2x)By6B,. | m=0, (131)

k 8
(1- X)onw_j;SBZi + [(1 _%)wB)ZcO "‘pOhOWOzwﬂ 6vz, —

— [6p++ (1 —2x)By, 6By, | m=0, (132)
(@ FkVo) 8By, — By, (1+8vy, +mbv.,) =0, (133)
(@ F kVy)OBy, +kBy,Svy, =0, (134)
(@ FkVy)OB., +kBy,6v;, =0, (135)

siendo las dos primeras ecuaciones las que describen el fluyjo de momentum en direccién y y z
respectivamente, mientras que (I33}{I35) son las ecuaciones linealizadas de induccion de Faraday.

A partir de las ecuaciones de induccién se puede escribir 6B;, en términos de dv;, . Esto
permite definir la perturbacion en la presion total como

liB)ZCO 5Vyi

. 136
o FkVy (136)

Opr, = Op++(1—-2x%)
Por lo tanto, a partir de las condiciones de juntura y usando las ecuaciones (131)) y (132) se obtiene

Iy pohoWg (@ —kVo)® + (0 —k*)(1 - x)BY,
I pohoWg (@+kVo)? + (@2 —k?)(1—x)B3

(137)
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Ademas, de tb se despeja li, dando como resultado

2 2 2 ~ 2274
[(C+V)i] @] — C2Viki (138)

C2VZ [k2 + (14 xm) [C2+ (1= xm)VE] @2
Esta expresion se combina con (137/) para calcular una relacién de dispersion de la cual se puede
despejar numéricamente Im(®) en términos de los nimeros de onda k y m, del campo magnético
By, y de la susceptibilidad magnética de los fluidos ), mientras que los otros pardmetros fisicos
son los que se definen en la seccién (2.1).

Ahora bien, a pesar de que el desarrollo admite también perturbaciones en cualquier direc-
cion de la interfase, se restringird el andlisis al caso m = 0. Esto quiere decir que sélo se estudiardn
perturbaciones paralelas al plano x —y. Ademads, siguiendo a Bucciantini and Del Zanna| (2006) se
analizard la estabilidad del modo con la mayor longitud de onda posible, es decir con k = 1, lo cual
indica que en todo el dominio hay una séla longitud de onda. Esto se debe a que el interés principal
de este estudio esta en las caracteristicas a gran escala del fluido.

Una vez definido el vector de onda es posible caracterizar la rapidez con la que crece la
perturbacion en términos de la susceptibilidad magnética y del campo magnético. En la figura
(13) se muestra Im(®) en funcioén de ), para diferentes valores del pardmetro de magnetizacion
By = B)%O /2p, el cual corresponde a la razén entre la presion magnética y la presion del gas. Como
se puede observar, el diamagnetismo (¥, < 0) tiende a estabilizar la interface entre los fluidos,
pero cuando el paramagnetismo estd presente (), > 0), la inestabilidad crece mds rdpidamente

que en el caso usual sin susceptibilidad magnética, el cual estd representado por la linea punteada
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Figura 13.

Rapidez de crecimiento Im(®) en funcion de la susceptibilidad magnética ), para diferentes
valores de By

0.08|-

| | |
-04 -03 -02 -01 00 01 02 03 04
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Nota. De acuedo con el andlisis lineal, los fluidos diamagnéticos son mas estables que los
paramagnéticos.

vertical. Este comportamiento se vuelve cada vez mds importante entre mayor es el pardimetro de
magnetizacion. Por lo tanto, en los casos con B, = 0.005 y B, = 0.01 la susceptibilidad magnética
de los fluidos no produce cambios significativos en el régimen lineal, respecto al caso con Y, = 0.
Para valores de B, mds grandes, la susceptibilidad comienza a afectar la evolucién de la inestabi-
lidad, y en particular se observa que las desviaciones respecto al caso sin susceptibilidad son més
pronunciadas para los fluidos diamagnéticos que para los paramagnéticos.

Por otro lado, en algunas ocasiones es interesante analizar la inestabilidad en términos del
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ndmero de Mach relativista
Vo/+/1-V§

M= ———
Cs/ 1_Cs2

ya que éste indica que tan importante es la velocidad Vy de los fluidos en comparacién con la

(139)

velocidad del sonido. En el caso sin polarizacién magnética, para cada valor de 3, hay un intervalo
de M, en el cual el sistema es inestable. El ancho de este intervalo se reduce cuando se considera un
campo magnético mds grande ya que éste genera una especie de tensidn superficial que estabiliza
la interfase Chandrasekhar| (2013)). En la figura (I4) se muestra el efecto que tiene la susceptiblidad
magnética sobre el intervalo de valores de M, con Im(®) # 0. Las curvas negras corresponden al
caso usal con ), = 0, las lineas discontinuas azules son para fluidos paramagnéticos y las lineas
discontinuas rojas son para los casos diamagnéticos. Junto a cada conjunto de curvas se muestra el
valor de B3, correspondiente.

Cuando el pardmetro de magnetizacion es pequefio la susceptibilidad magnética no pro-
duce cambios significativos en la rapidez de crecimiento de la inestabilidad, pero cuando B, =
0.05,0.02,0.06, la susceptibilidad cambia apreciablemente los valores de Im(®). Este cambio es
bastante evidente cuando M, se aproxima al primer valor con una rapidez de crecimiento diferente
de cero. En particular, el paramagnetismo en la materia tiende a desestabilizar el sistema al incre-
mentar el intervalo de valores de M, para el cual aparece la inestabilidad de KH. Por el contrario,
el diamagnetismo estabiliza la interfase al reducir el intervalo de M,..

En la siguiente seccion se usardn simulaciones numéricas para probar los resultados analiti-

cos del andlisis lineal y para obtener la evolucion no lineal de la inestabilidad, la cual estd asociada
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Figura 14.

Rapidez de crecimiento Im(®) en funcion de el niimero de Mach relativista M, para diferentes
valores de By

Nota. A cada valor de B3, le corresponden tres casos diferentes: la curva roja discontinua
representa el caso diamagnético con ), = —0.2, la azul discontinua el caso paramagnético con
Xm = 0.2 y la curva negra es la solucion MHD usual, es decir, con J,,, = 0. En los fluidos
diamagnéticos se reduce el intervalo de valores de M, para los cuales el sistema es inestable.

93
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con la amplificacién del campo magnético, el estado de saturacion y el régimen turbulento.

2.3. Evolucion no lineal

Con el objetivo de hacer un estudio numérico de la inestabilidad de KH en un fluido magnética-
mente polarizado, se asume que el perfil de velocidad varia en la direccién y de acuerdo con la
ecuacion

vy = —Vptanh(y/a), (140)

donde @ es una constante que determina el ancho de la transicién entre el fluido en y < 0 y el fluido
eny > 0. Este perfil reproduce apropiadamente la configuracion inicial usada para el analisis lineal,
de manera que es posible comparar los resultados numéricos de esta seccién con los resultados

analiticos de la anterior. Ahora, para generar la inestabilidad se introduce la perturbacion

vy = vy, sin (kx) exp [~ (y/0)?], (141)

al perfil de velocidad inicial del flujo. En la expresion anterior vy, es la amplitud de la perturbacion
y O es un parametro que define el ancho de la funcién en direccion y. El valor de la amplitud de la
perturbacion es tal que vy, < V.

La configuracion inicial perturbada evoluciona de acuerdo a las ecuaciones no lineales y
dependientes del tiempo presentadas en (IO9HITT). Este sistema de ecuaciones se resuelve numéri-
camente con el c6digo CAFE en un dominio de tamafio D = 27t /k en direccién x y 2D en y, sobre
el cual se define una malla numérica con Ny = 180 y N, = 360, siendo N, y N, el nimero de puntos

en ambas direcciones espaciales. El perfil de velocidad inicial y su perturbacion se fijan con los



DISCOS DE ACRECION CON MAGNETIZACION EN AGUJEROS NEGROS 95

pardmetros @ = D/100, B = D/10y vy, = 0.01V,,. Ahora, si se reescalan las distancias espaciales
con D y el tiempo con D/c, el dominio espacial queda definido como [0, 1] x [—1, 1]. Finalmente,
como en Malagoli et al.| (1996), se usan condiciones de frontera periédicasenx =0y x =1,y
condiciones de flujo saliente en y = +1.

Con el dato inicial y las condiciones de frontera bien definidas se evoluciona numéricamente
el sistema para obtener la distribucion espacial de las variables fisicas a cada paso de tiempo. En
la figura se presenta la evolucion de la densidad de masa en reposo (en la escala de colores)
y de las lineas de campo magnético para tres simulaciones diferentes, todas con By = 0.02. La
fila superior corresponde al caso diamagnético con ), = —0.2, la fila del medio es la evolucién
de la inestabilidad sin susceptibilidad magnética, y la fila inferior es el caso paramagnético con
Xxm = 0.2. Las tres columnas de la gréifica representan tiempos distintos de la evolucion. La columna
de la derecha es a tiempo ¢t = 5, es decir, cuando esta a punto de terminar la fase lineal de la
inestabilidad. En este tiempo se presenta una disminucion de la densidad de masa en el centro de
los vértices que depende de la susceptibilidad magnética del fluido, siendo el caso paramagnético
el que presenta una mayor disminucion de p. La columna del medio corresponde a t = 10 y la
de la derecha a r = 20. En el ultimo tiempo que se muestra, el sistema ha alcanzado un estado
cuasi-estacionario caracterizado por la formacién de una region turbulenta en donde los fluidos se
encuentran mezclados. Como se puede observar, la morfologia de la inestabilidad es muy similar
en los tres casos con diferente J,,, sin embargo, la distribucién de las variables fisicas cambia en
los casos diamagnéticos y paramagnéticos en comparacién del caso con ), = 0.

Para realizar un andlisis mds detallado del desarrollo de la inestabilidad de KH se sigui6 la
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Figura 15.

Evolucion de la densidad de masa en reposo y de las lineas de campo magnético en la
inestabilidad de Kelvin-Helmholtz
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Nota. Evolucién de la densidad de masa en reposo (colores) y de las lineas de campo magnético
para tres estados de polarizaciéon magnética diferentes cuando B, = 0.02. La fila superior es el
caso diamagnético (), = —0.2), la del medio es el caso con ), = 0 y la inferior es el caso
paramagnético (), = 0.2). La columna izquierda es la evolucién en t = 5, la del medio en t = 10
y la derecha en ¢t = 20.
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evolucién temporal de la perturbacion como se hace en Malagoli et al. (1996) o en Bucciantini and
Del Zanna (2006). En la figura se grafica la amplitud de la perturbacién, Avy, = 0.5(vy, . —
Vy.in)» €0 funcién del tiempo para diferentes valores del pardmetro de magnetizacion, siendo vy,
Y Vymn l0s valores mdximo y minimo de la velocidad en direccion perperndicular a la interface.
En cada gréfica se cambia la susceptibilidad magnética de los fluidos, de manera que para cada
B, se evolucionan dos fluidos diamagnéticos, dos paramagnéticos y uno con ¥, = 0. El dominio
temporal mds interesante en esta grafica es el que corresponde a la evolucién lineal, ya que el
comportamiento de la inestabilidad en esta region se puede comparar con los resultados del anélisis
lineal. Mas especificamente, las pendientes de las graficas en esta region corresponden a la rapidez
de crecimiento de la inestabilidad, Im(w).

Primero que todo es importante resaltar que las simulaciones que se realizaron con CAFE
reproducen las pendientes del caso magnetohidrodinamico usual Ferrari et al. (1980); Osmanov
et al. (2008), es decir, con ¥, = 0 (curvas de color negro). De esta manera, el andlisis de los resul-
tados se enfoca tnicamente en el efecto de introducir Y, en la inestabilidad. Como se menciona
en Bucciantini and Del Zanna| (20006), los casos con 3, = 0.005 y B = 0.01 presentan un compor-
tamiento casi hidrodindmico en el régimen lineal ya que la presion magnética es suficientemente
pequeiia en comparacion con la del gas. Como consecuencia, la susceptibilidad magnética no con-
tribuye significativamente en la rapidez de crecimiento de la inestabilidad. Este resultado esta de
acuerdo con el andlisis lineal como se muestra en las curvas roja y verde de la figura (I3). Sin
embargo, a partir de B = 0.02, se puede apreciar que las pendientes para diferentes valores de y,

se empiezan a separar. En particular, el caso con 8, = 0.08 muestra claramente las diferencias entre
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las evoluciones diamagnéticas y las paramagnéticas. Cuando los fluidos presentan diamagnetismo,
la rapidez con la que crece la inestabilidad se reduce considerablemente en comparacién con el
caso sin susceptibilidad magnética. Asi, con base en el andlisis lineal y en las simulaciones se
puede concluir que el diamagnetismo incrementa el efecto del campo magnético, estabilizando la
interfase entre los fluidos, mientras que el paramagnetismo desestabiliza el sistema. Sorprendente-
mente, el comportamiento de Im(@) no es simétrico respecto al caso ), = 0, es decir, la rapidez de
crecimiento cambia mas rdpidamente hacia J,,, < 0 que hacia los valores positivos. Este comporta-
miento también se predijo en el andlisis lineal, y es bastante evidente en la curva para 3, = 0.08 de
la figura (I3), donde las pendientes son m4s inclinadas en ¥, < 0 que en X, > 0. Las simulaciones
presentadas en esta seccion sugieren que el comportamiento de la amplitud de la perturbacion en el
régimen no lineal es estadisticamente independiente de la susceptibilidad magnética, sin embargo,
es necesario realizar un andlisis mds detallado en esta direccion.

Otro fenémeno interesante es la amplificacion del la energia magnética Ey,, Miural (1984).
El proceso de amplificacion se describe detalladamente en Malagoli et al. (1996), y se basa en el
hecho de que las lineas de campo estén atadas al fluido en la aproximacion de la MHD ideal don-
de se considera un fluido altamente conductor. Debido a esto, el movimiento del fluido, producto
de su vorticidad, estira las lineas mientras que el campo magnético se concentra y amplifica en
los filamentos estrechos que se observan en la figura (I5). La amplificacién termina cuando las
escalas del gradiente del campo son del orden de la resolucién de la malla numérica. En este mo-
mento comienza a actuar la resistividad numérica (disipacion), produciendo eventos de reconexion

magnéticaMalagoli et al.| (1996).
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Figura 16.

Amplitud de la perturbacion Avy en funcion del tiempo
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Nota. En cada gréfica se presentan los resultados para dos fluidos diamagnéticos con

Xm = —0.1,—0.2, dos fluidos paramagnéticos con ¥, = 0.1,0.2, y para un fluido sin
susceptibilidad magnética (,,, = 0). El comportamiento de la rapidez de crecimiento de la
inestabilidad en estas simulaciones es consistente con los resultados que se presentan en las

graficas (13) y (T4)
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En la figura (I7) tiene una estructura similar a la figura (16 pero en este caso se presenta la

amplificacién de la energia magnética, Emag()/Emag(0), en funcién del tiempo, donde

Emag(t) = % / B(1)%dA, (142)

es la energia magnética total en el dominio numérico 2D. En esta figura se observa que Ep,g se
amplifica mas cuando la inestabilidad ocurre entre fluidos paramagnéticos. Este comportamiento
es interesante porque, aun en el caso aproximadamente hidrodindmico donde B, = 0.005, la am-
plificacion de la energia magnética es considerablemente afectada por la susceptibilidad ¥,,. El
maximo de amplificacidn se obtiene en la fase no lineal y coincide con la primera reconexion en
los casos con B, < 0.04, aunque en el ultimo caso con 3, = 0.08, el mdximo de amplificacién
se obtiene en la segunda reconexidn. Si en la simulacidn existiera alguin tipo de mecanismo de
dinamo seria posible que la energia magnética se mantuviera e inclusive se amplificara atin més,
sin embargo, en dos dimensiones no es posible que exista un proceso de dinamo Moffatt| (1978).
Por el contrario, en simulaciones 3D se observa un ripido crecimiento de la energia magnética
que se mantiene debido a un dinamo macroscépico generado por la inestabilidad de KH Zhang
et al.| (2009). Debido a estos resultados, es posible que la susceptibilidad magnética de los fluidos
haga que la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz sea un mecanismo mds efectivo y eficiente para
amplificar campos magnéticos semilla de lo que actualmente es.

Con base en lo dicho en el pérrafo anterior, es importante estudiar mas detenidamente qué

tanto se puede amplificar la energia magnética cuando se varia ),,. Para esto se muestra en la
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Figura 17.

Amplificacion de la energia magnética Enaq(t)/Emag(0) en funcion del tiempo
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Nota. Cada grafica muestra los resultados de la simulacién para diferentes valores de J;,. La
energia magnética se amplifica mas en los fluidos paramagnéticos que en los diamagnéticos.
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figura (18)) el médximo de amplificacién en funcién de la susceptibilidad para cada valor de ;. Los
puntos corresponden a los valores obtenidos de la simulacién y las lineas son los mejores ajustes

calculados a partir de la expresion

(143)

Max {Emag(t)} o m1 B> Yom m3

Ene(0)] ~ (7 +B2% " B
donde m; = 0.0085469, m; = 0.00506871, m3z = 0.183125, k1 = 1.65678, y k» = 0.615124. En
esta figura se observa claramente que ¥, afecta mas la amplificacién del campo cuando los valores
de B, son pequeiios (B = 0.005 y B, = 0.01), ya que las pendientes de estas rectas son mayores
que en los casos con 3, més grandes.

Finalmente, en la figura se presenta el perfil integrado de velocidad, que muestra el
promedio de velocidad del fluido en direccion x, (v,), para cada valor de y. Cada panel en la figura
corresponde a un valor de f, diferente y se calcula a tiempo ¢ = 25, es decir, cuando ya se ha
formado completamente la capa de mezclado. Como se puede observar, dicha capa que separa los
fluidos aun con velocidades Vy = £0.25 es aproximadamente independiente de la susceptibilidad
magnética.

2.4. Diferencias entre la RMHD con un campo magnético renormalizado y la RMHD con
susceptibilidad magnética
De acuerdo con los resultados de las secciones y (2.3), es posible pensar que el tnico efecto

de x, es incrementar o reducir la intensidad del campo magnético. De hecho, en el tensor de
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Figura 18.

Mdximo de amplificacion magnética en funcion de Y, para diferentes valores de By
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Nota. Maximo de amplificacion magnética en funcién de ¥, para diferentes valores de f3,. Las
lineas corresponden a el mejor ajuste dado por la ecuacién (143). El efecto de la susceptibilidad
magnética en el maximo de amplificacién es mayor cuando 3, es pequefio.



DISCOS DE ACRECION CON MAGNETIZACION EN AGUJEROS NEGROS

Figura 19.

104

Perfil integrado de velocidad a tiempo t = 25 en funcion de y para diferentes valores de By y Xm
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Nota. En este tiempo el sistema alcanza un estado cuasi-estacionario caracterizado por la
formacion de una capa que en la que los fluidos se mezclan. El grosor de dicha capa es
aproximadamente independiente de la susceptibilidad magnética.
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momento-energia (38)) se podria tratar de renormalizar el campo magnético como

bt — /1 —xb*, (144)

con el objetivo de incluir ¥, en el nuevo campo y de esta manera usar los cédigos RMHD que
existen en la acutalidad, asi como el andlisis lineal descrito en |Osmanov et al.| (2008)), para de-
terminar el efecto de la susceptibilidad magnética en la inestabilidad de KH. Sin embargo, dicha
renormalizacion no se puede realizar debido al coeficiente 1 — 2 en la presion p*. Este coeficiente
es particularmente importante en los modos magnetoacusticos que se obtienen de (127)), los cuales
son precisamente los que producen la inestabilidad de KH. En esta seccion se presentardn las di-
ferencias entre la RMHD usual con un campo magnético renormalizado segun y la RMHD
con susceptibilidad magnética, la cual incluye la forma completa de THV que se muestra en (38).
A partir de la teorfa lineal descrita en la seccién (2.2)) se calcula la rapidez de crecimiento
de la inestabilidad en funcidn de la susceptibilidad magnética para un parametro de magnetizacion
B = 0.1. El resultado de este ejercicio, que se muestra en la curva continua de color negro de la
figura (20), describe el efecto completo de la susceptibilidad magnética en la inestabilidad de KH,
ya que para obtenerlo se us6 el tensor de momento-energia (38). Se puede observar que para Y, <
—0.331 la inestabilidad desaparece debido a un incremento en la presiéon magnética, producto de la
polarizacion del fluido. Por otro lado, haciendo J,,, = 0 en todas las expresiones de la seccion
se recupera el andlisis lineal usual en RMHD. Si ademds de hacer y,, = 0, se trata de reproducir el

efecto de la susceptibilidad magnética por medio de la renormalizacién (I44), entonces la rapidez
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de crecimiento para el caso B, = 0.1 se comporta como la curva discontinua de color rojo en la

< —0.305, de manera

~Y

figura (20). En este caso, la inestabilidad de KH desaparece cuando X
que existe un intervalo de ), para el cual la RMHD con un campo magnético renormalizado
predice estabilidad, mientras que la RMHD con susceptibilidad magnética (curva negra) predice
lo contrario. De hecho, las diferencias mds significativas entre los dos casos ocurren en el limite de
estabilidad.

El error absoluto de la rapidez de crecimiento de la inestabilidad, teniendo en cuenta que la
RMHD con y,, predice los valores verdaderos de Im(®), se presenta en la figura para diferen-
tes pardmetros de magnetizacion. En el caso de fluidos diamagnéticos, los errores crecen cuando
B se reduce, pero las diferencias mas grandes sélo se observan para valores de ¥, suficientemente
pequeiios. Por el contrario, en un sistema con un pardmetro de magnetizacion grande, las mayores
diferencias se pueden observar con una susceptibilidad magnética relativamente pequefia. En los
fluidos paramagnéticos el error se incrementa con 3, pero es en general menor que en los casos
diamagnéticos.

Ademas del analisis lineal, se obtuvo la evolucion no lineal de la inestabilidad de KH con
By =0.04 y xn = —0.6, de manera que el error en Im(®) no es tan grande como el que se puede
obtener en el limite de estabilidad, pero es comparable con el error esperado en los casos para-
magnéticos (ver figura[21)). En la figura se grafic6 la amplitud de la perturbacion y la ampli-
ficacion de la energia magnética en funcion del tiempo. La curva negra nuevamente corresponde
a la RMHD con polarizacién magnética y la curva roja discontinua corresponde a la RMHD con

un campo magnético renormalizado. Se observa que la inestabilidad crece mds rapido cuando se
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Figura 20.

Rapidez de crecimiento de la inestabilidad: diferencias entre la RMHD con un campo magnético
renormalizado y la RMHD con susceptibilidad magnética
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Nota. Comparacion entre la rapidez de crecimiento de la inestabilidad que se obtiene de la
RMHD con susceptibilidad magnética y la que se calcula con la RMHD usual més un campo
magnético renormalizado segtn (I44). Las curvas corresponden a un pardmetro de magnetizacién
Br = 0.1. Las diferencias mas significativas se obtienen para fluidos diamagnéticos en el limite de
estabilidad.
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Figura 21.

Error absoluto en la rapidez de crecimiento de la inestabilidad entre la RMHD con
susceptibilidad magnética y la RMHD usual con un campo magnético renormalizado
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Nota. Error absoluto en la rapidez de crecimiento de la inestabilidad, Im(®), entre la RMHD con

susceptibilidad magnética y la RMHD usual con un campo magnético renormalizado. Se

presentan diferentes curvas de error para diferentes pardmetros de magnetizacion. En los fluidos
diamagnéticos el error en el limite de estabilidad crece cuando B, se reduce, mientras que en los
fluidos paramagnéticos el error crece con .
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Figura 22.

Amplitud de la perturbacion y amplificacion de la energia magnética: diferencias entre la RMHD
con un campo magnético renormalizado y la RMHD con susceptibilidad magnética
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Nota. Amplitud de la perturbacion Avy, (grafica superior) y amplificacion de la energia magnética
Enag(t)/Emag(0) (grafica inferior) en funcién del tiempo para B, = 0.04 y x,, = —0.6. Las curvas
negras corresponden a la simulacion realizada a partir de la RMHD con susceptibilidad
magnética, mientras que las curvas rojas discontinuas corresponden a la RMHD con un campo
magnético renormalizado.
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resuelven las ecuaciones de la RMHD con el tensor de momento-energfa dado en (38)). Este resul-
tado es consistente con el andlisis lineal y muestra que para obtener la evolucion real del sistema
es necesario considerar el tensor de momento-energia con todas las contribuciones asociadas a la
susceptibilidad magnética, ya que para ciertos valores de B, y X, no se pueden obtener los valores
correctos de Im(w) sé6lo renormalizando el campo magnético.

Ahora, a pesar de que la inestabilidad parece saturarse aproximadamente al mismo tiempo
en ambos casos, el maximo de amplificacién de la energia magnética se reduce y se alcanza en
un tiempo posterior en el caso del campo magnético renormalizado. El error relativo entre ambos
casos es ~ 0.48 %, sin embargo, si se reduce el pardmetro de magnetizacién a 0.01, el error relativo
se incrementa considerablemente a ~ 3.36% para un fluido paramagnético con },,, = 0.4. Este
resultado es interesante ya que, de acuerdo con el andlisis lineal, para B, = 0.01 y x,, = 0.4 el
error en Im(®) es aproximadamente cero (ver figura 21). Esto sugiere que es necesario estudiar la
inestabilidad de KH en fluidos magnéticamente polarizados usando la RMHD con susceptibilidad
magnética inclusive para los valores de 3, y X donde el andlisis lineal no predice diferencias
significativas.

3. Toros magnetizados con polarizacion magnética alrededor de agujeros negros de Kerr
Como se menciond en el capitulo anterior, las ecuaciones que describen la dindmica relativista de
un fluido de prueba magnéticamente polarizado alrededor de un objeto compacto son la conser-
vacion del ndmero barionico, , la conservacién del momento y la energia, , donde THV esta
dado por @), y las ecuaciones de Maxwell relevantes, , las cuales describen el campo electro-

magnético en el limite de la magnetohidrodindmica ideal. Obtener soluciones analiticas generales
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a estas ecuaciones es bastante complicado debido a su naturaleza no lineal y multidimensional. Sin
embargo, siguiendo algunos trabajos como el de Abramowicz Abramowicz et al.| (1978), o el de
Komissarov [Komissarov, (2006), y considerando ciertas aproximaciones para las variables de es-
tado y el campo gravitacional, es posible obtener soluciones fisicamente relevantes que describan
fluidos discoidales no autogravitantes con susceptibilidad magnética alrededor de agujeros negros
rotantes. Construir estos modelos es el objetivo principal del presente capitulo.

3.1. Ecuaciones magnetohidrodinamicas con polarizacién magnética

El tensor de momento-energia para un fluido perfecto, cuyo vector de magnetizacion esta dado en

la aproximacién lineal (37)), toma la forma
1
TH = [w+b(1— 1)) u'u” + {p+ ol —2x>} gt = (1-x)bHv", (145)

donde w = ph es la entalpia especifica. Ahora, siguiendo algunos trabajos previos Komissarov
(2006); Wielgus et al.| (2015); Gimeno-Soler and Font (2017), se asume la aproximacién de fluido
de prueba y el campo gravitacional dado por la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist
(t,0,r,0). También se asume que el fluido es axialmente simétrico y estacionario, de manera que
las variables de estado no dependen ni del dngulo azimutal, ¢, ni del tiempo. Finalmente, se res-
tringe el movimiento del fluido de manera que «” = u® = 0, y se considera que la topologia del
campo magnético es puramente toroidal, es decir, b = b? = 0. Con estas consideraciones se sa-
tisfacen idénticamente las ecuaciones de Maxwell (7) y la conservacién del nimero barionico (TJ.

Por consiguiente, la estructura de equilibrio del toro se obtiene tinicamente de las ecuaciones de
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Euler hVVVu THV =0, donde h*, = 8%, + u”u, es el tensor de proyeccion, con el cual se obtiene la
imagen de cualquier tensor sobre el plano espacial perpendicular al vector u®. Al realizar la pro-
yeccion mencionada anteriormente se obtienen las siguientes ecuaciones de Euler que describen la
estructura radial y vertical del fluido toroidal

[w+ (14 )b ugu® + [p + l(1 — 2%)1921 — (1= x)bob® + l(1 —x)b*; =0, (146)

2 : 2

S0

donde i = r, 6. Estas ecuaciones se obtienen teniendo presente que, dadas las simetrias del sistema,
cualquier suma de la forma u®f o 0 b% f o se anula. En estos términos, f o es la derivada parcial de
una variable fisica arbitraria, f.

En la teoria de discos de acrecion es mds util describir la estructura de los fluidos en tér-
minos del momento angular /, la velocidad angular Q y la presiéon magnética p,,, ya que estas
cantidades estan directamente asociadas con la generacion de inestabilidades en el disco. Por esta

razén se reescribird en términos de

Q ¢ l
[— Mo _ 801286 Q=" Setlsn (147)
Uy 8 + Q8¢ u 8oo + 1810
Para cumplir este objetivo se parte de la condicion de normalizacion, gaﬁu“uﬁ = —1, la cual
permite escribir u' como
12 1
()" = (148)
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Adicionalmente, debido a que h%uy = 0, entonces b' = Y y by = —Qby. De esta manera,
b2
by = ———. 149
* T b (1-1Q) (149)
A partir de las ecuaciones (148)) y (I49) se puede demostrar que
Q
uauofi = (ln|ut ),i — m, (150)
Qb?
bab% = b*(In|b?]),;— (151)

-0

Con estas expresiones las ecuaciones de Euler toman la forma

1
S’ =0. (152)

Q
w I (Infu]) i — 5L

u
1] + 1 -209 (] )+ pat 10221
,1
En este punto atn no es posible apreciar con claridad coémo los diferentes elementos del sistema
contribuyen al equilibrio del fluido. Para esto es necesario realizar unos procedimientos adiciona-
les.
La condicién de normalizacién de la velocidad, antes mencionada, conduce a la siguiente

expresion

(') = —(gu+280Q+ 850 Q%) . (153)

Combinando (148) y (I53)), se puede escribir la componente u; en términos de el momento angular
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Z
() ==, (154)

donde .2 = g198¢ — 811800 Y ¥ = 8¢ + 21819 + 1%g,;. Por otro lado, debido a que b* = g, (b')? +

2g19b' b? + 809 (b?)?, entonces se puede demostrar ficilmente que,
b2
poy2 = 2 155
()= (155)
De esta manera, con base en las ecuaciones (I54) y (I55)), se obtiene

1 (2 b
)~3(2-%) (10

Finalmente, con el resultado anterior las ecuaciones de Euler toman la forma

Uz

b9

(m

Qo pi (ew)i  0=0)ZPmli
(n )i = =g li+ = S o =0, (157)

donde p,, = b?/2 es la presién magnética. En esta ecuacién se pueden apreciar las contribuciones
que aportan los diferentes campos al equilibrio del fluido. El primer término describe la interaccion
gravitacional entre el agujero negro y el disco de acrecion, el segundo término es la fuerza centri-
fuga que actua sobre el disco debido a su movimiento de rotacidn, el tercer término es la fuerza
asociada con el gradiente espacial de presion, y los dltimos dos términos estdn asociados con la

fuerza magnética. Como se puede observar, la susceptibilidad del fluido modifica la contribucién
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magnética en las ecuaciones de Euler. Es importante mencionar que cuando y = 0, es decir, cuan-
do la susceptibilidad es cero, las ecuaciones se reducen al caso de Komissarov  Komissarov
(2006), en el cual los discos no estdn magnéticamente polarizados.

3.2. Condiciones de integrabilidad de las ecuaciones de Euler

En esta seccion se presentan las condiciones de integrabilidad suficientes para resolver las ecua-
ciones que determinan el equilibrio radial y vertical del disco con polarizacién magnética. Para
escribir los primeros tres términos de la ecuacion como un diferencial exacto, se sigue el
procedimiento usado en Komissarov| (2006), donde el fluido obedece una ecuacion de estado ba-
rotrépica de la forma w = w(p), y las superficies de Q y / constantes coinciden, de manera que
Q = Q(I)|Abramowicz et al.|(1978). Con estas dos suposiciones las ecuaciones de Euler se pueden

reescribir como
Pd L Qdl
d 1n|u,\+/ 22 )y g—o, (158)
0o w o 1—-1Q

donde

d(xpm) | dl(1 =X)L pm

S=- w * ZLw
1-2y Pm 2pm
= dpm+(1—x)—dL — —dy. 15
L +( X).,%w Z — (159)

Es importante mencionar que en la ecuacion anterior se asume que ) es una funcion arbitraria de

las coordenadas. Sin embargo, con el objetivo de escribir .# como un diferencial exacto, se asume
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que x = x(ZL). Asi,dy = (dy/d£)dZ y por consiguiente, (159) se reduce a

le 2x

dpm+ (1—x—24'%) gd.,iﬂ (160)

donde ' = d/d.%. Ahora bien, si existe una funcién z = x(p,,-Z) que satisfaga las siguientes

derivadas,

Jdz  1-2y

-, (161)
dz /

5= (112 )P o (162)

tal que . = (dz/dpm)dpm~+ (9z/9.L)d.ZL, entonces la ecuacién (160) se puede escribir como un
diferencial exacto . = dz.
Para calcular la funcién z(p,,-Z) se comienza por integrar (162)) respecto a .. Con este

procedimiento se obtiene,

L —y =24 &
Z(pm,of):pm/ Mdfﬂ(pm,c%)- (163)

Z wZ

Posteriormente, se remplaza (I63)) en la ecuacién (162) y se integra el resultado respecto a p,. Con

esto se puede determinar que

Pm
+ o, (164)

P

Pm dp,, Ll —y -2 )
s Z) = (12 / om m/ AR
ow ) = (1-20) [ (g [ T2
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donde Cj es una constante de integracion. El problema entonces se reduce a encontrar una relacion
entre w, p,, y -Z que satisfaga (164). Afortunadamente, esta condicion se puede transformar en la
siguiente ecuacion diferencial parcial para la entalpia

dw ;L OW B
(1—2%)«3@—Pm(l—%—zl«iﬂ)%%-(l—%)w—oa (165)

si se deriva (164)), primero respecto a p,,, y luego respecto a .Z. Ahora, por medio del método de

las caracteristicas se obtiene que
w=L"12e70f1(1=2%) pmL"?e?] (166)

es solucién a la ecuacién (165)), siendo

< d¥

% 22(0=27) e

q) =
y f una funcién arbitraria de su argumento, de manera que se pueden hallar diferentes soluciones
dependiendo de la eleccion de f.

Con el objetivo de encontrar soluciones que describan toros magnéticamente polarizados y

que reduzcan a la solucién de Komissarov cuando y = 0, se asume que

- 1
f:m*LamMzmﬂ/ﬂ (168)
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donde K,, y N son constantes arbitrarias. Partiendo de esta forma particular para f, se despeja la

presion magnética de (166,

C1-2y

D g(n—l)/Ze(n—lmwn, (169)

siendo K, = K;, "'. Adicionalmente, es necesario especificar la relacién entre y y .# para poder
resolver la integral (I67), y asi determinar completamente p,,. Entonces, para resolver y

ademads analizar discos con diferentes estados de magnetizacion, se adopta la relacion

X =Xo+x1L, (170)

donde Yo, X1,y o son constantes. En consecuencia, dependiendo de los valores de estas constantes
se obtiene un perfil de susceptibilidad magnética diferente para el disco. Cuando x; # 0 la suscep-
tibilidad es funcién de las coordenadas espaciales, cuando x; = 0, el disco es de susceptibilidad
constante, y cuando Yo = x1 = 0 la solucién se reduce a la de Komissarov.

Una vez definida la funcion y(.Z), la presion magnética toma la forma

P = K L W, (171)

donde,

. . 5 _l-n
1= 1 X0 (n_l)a f:(1_2%>2a(l—gxo) l_ (172)
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Finalmente, con la entalpfa dada en la ecuacién (166), se resuelven las integrales que definen la

funcion z(pm,-Z) en (163H{164) y se obtiene,
= (1—2y)——2 173

como una solucién particular de (I6IHI62)), ya que como se ha visto, se escogi6 una forma especi-
fica de f en (I68) y de x en (I70). La libertad para escoger la funcién f es interesante en el caso
x =0, ya que implica que la solucién de Komissarov tampoco es tinica y que es posible construir
otras soluciones analiticas estacionarias de toros magnetizados axialmente simétricos con campos
magnéticos toroidales. Con (I73) se escribe (I59) como un diferencial exacto y por consiguiente,

la ecuacion de Euler se resuelve como

Pd I Qdl
ln|ut|+/ _p_/ lQ—i—(l—Z}()%%zConstanw, (174)

donde las integrales se resuelven asumiendo una forma particular para la funcién Q(/) y para la
ecuacion de estado w(p). Por dltimo, debido a que el primer y tercer término de la ecuacién anterior
representan la interaccidn gravitacional y la fuerza centrifuga, respectivamente, es ttil definir con

ellos el potencial efectivo

l= Qdl
—1 et |
w n|u,]—|—/l —iQ (175)
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ya que de esta manera, se reduce a

Pd ”
W—Win+/ —p+(1—2x)Lp—:0, (176)
0o w n—1w

siendo Wj, el potencial efectivo en el borde interno del disco, donde a su vez, piy, = py,, = 0.

3.3. Toros politropos con momento angular constante

Las integrales en las ecuaciones y se resuelven asumiendo, como en Komissarov
(2006), que el momento angular del fluido toma un valor constante /y, y que el disco obedece

la ecuacidn de estado

p=Kw*, 77)

donde K es la constante politrépica y k es el indice adiabatico. Con estas dos suposiciones, la

ecucacién (I76) queda completamente definida como

m
W —W. 4__K_I_|_ 1—-2 _”_F_() 17

donde W = In|u;| = (1/2)In|-Z/<7|. Estas nuevas soluciones tienen los siguientes pardmetros
libres: el potencial en el borde interno del disco Wj,, el momento angular del fluido [y, los expo-
nentes de las presiones Ky 1], los parametros que definen la susceptibilidad magnética xo, X1 y @,
y finalmente, la entalpia y el pardmetro de magnetizacion en el centro del disco, w. y Be = pc/Pm,
respectivamente. El centro del disco, r,, se define como uno de los puntos donde el gradiente de

presion se hace cero, de manera que el momento angular /y iguala al momento angular Kepleriano,
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I 2 —2ar'/? 4+ 42
kT P32 2712 14’

179)

donde a es el momento angular del agujero negro. En la formula anterior y en los modelos analiti-
cos de discos toroidales que se presentan en este trabajo se escogié M = 1, es decir, las masas se
normalizan con la del agujero negro.

El procedimiento para construir la solucién consiste en encontrar la presiéon del gas y la

presion magnética en el centro del disco por medio de las ecuaciones

_ o K n 1_2756 -
Pc—Wc(va Wc) (K'—l +n_1 ﬁc > , (180)
Pc
Pm. = 5> (181)
B

que se obtienen de (178)), y a partir de las cuales se pueden calcular las constantes K y K,,,. Poste-
riormente, con la ecuacién se calcula la entalpia en funcién de las coordenadas, y con esta
dltima se obtiene la presion del gas y la presion magnética a partir de (177) y (171)), respectiva-

mente. Las componentes del campo magnético se calculan con la ecuacion (155), dando como

2p
b =4/ b =1pb?. 182
% b O ( )

Por dltimo, las componentes de la velocidad se hallan como

resultado

1
S o — Q. 183
S S o) L (159
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De esta manera, los modelos quedan completamente definidos a partir de los pardmetros libres.
Ahora bien, una vez construidos los nuevos modelos de toros magnetizados con suscepti-
bilidad magnética, el objetivo es analizar la contribucion de J,,(r, 0) a las variables fisicas, y por
consiguiente, al estado del equilibrio del fluido. Para esto se comparan las nuevas soluciones con
el modelo A propuesto por Komissarov en Komissarov| (2006), donde los discos tienen un mo-
mento angular constante /[y = 2.8 y un potencial efectivo en el borde interno de Wi, = —0.030.
Estos pardmetros, junto con el espin del agujero negro, a = 0.9, corresponden a un disco con ra-
dio exterior finito, cuyo centro se localiza en r. = 4.62. Finalmente, en el modelo de Komissarov,
Kk=n=4/3, B. =0.1 y w. = 1. Los tres pardmetros restantes, )Xo, 1 y o determinan el esta-
do de polarizacion magnética del disco, y serdn analizados en las siguientes dos subsecciones. La
primera de ellas estd dedicada a toros magnetizados con susceptibilidad constante, mientras que
en la segunda subseccion se discute el efecto de un perfil de ),, no constante sobre el estado de
equilibrio del sistema.
3.3.1. Discos con susceptibilidad magnética constante.
En esta seccion se asume que las variaciones espaciales de la susceptibilidad magnética del fluido
son muy pequefias, de manera que su estado de magnetizacion se puede determinar a través de una
constante. A partir de los modelos que se presentan en este capitulo se puede obtener un disco con
dicha aproximacion haciendo y; = 0, lo que implica que ¥ = ). De esta manera, se construyeron
dos discos diamagnéticos con ), = —0.2,—0.4, los cuales corresponden a yo ~ —0.25,—0.67,
y dos discos paramagnéticos con ), = 0.2,0.4, es decir, con Yo ~ 0.17,0.29. Estos modelos se

compararan con la solucién de Komissarov, que se obtiene haciendo o = 0 (), = 0).



DISCOS DE ACRECION CON MAGNETIZACION EN AGUJEROS NEGROS 123

En la figura[23]se presenta el comportamiento espacial de la densidad de masa para diferen-
tes valores de susceptibilidad magnética. La grafica superior izquierda muestra el perfil radial de
p en el plano ecuatorial & = /2, mientras que las graficas central izquierda e inferior izquierda
muestran el comportamiento angular de la misma variable fisica en r = 3, es decir, cerca al borde
interior del disco, y en r = 10, respectivamente. En estos tres paneles la curva negra corresponde a
la solucién de Komissarov. Por otro lado, la columna derecha muestra la distribucién espacial de la
densidad de masa en el plano meridional del disco cuando este es diamagnético, con ¥, = —0.4,y
paramagnético, con X, = 0.4. Ademds, también se grafica el disco de Komissarov con propositos
comparativos.

En la columna izquierda de figura [23| se puede apreciar que la susceptibilidad magnética
modifica la manera en que se distribuye la materia en el disco. Mds especificamente, los toros
paramagnéticos son mas densos que los toros sin polarizacién magnética en la region comprendida
entre el borde interno y el centro del disco. Por el contrario, los discos diamagnéticos son menos
densos que la solucién de Komissarov en esta regién. Sin embargo, en r > r., la densidad de masa
en reposo es mayor en los discos diamagnéticos que en aquellos con propiedades paramagnéticas.
En conclusién, los toros paramagnéticos son mas compactos que el disco con x,, = 0, y atin més
compactos que los diamagnéticos.

Por otro lado, en la figura 24| se muestra el pardmetro de magnetizacién 8 = p/p,, para
diferentes valores de susceptibilidad magnética. La grafica superior describe el comportamiento
de B en el plano ecuatorial, mientras que las graficas inferior izquierda e inferior derecha descri-

ben el parametro de magnetizacion en r = 3 y r = 10, respectivamente. Adicionalmente, las lineas
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punteadas verticales muestran la posicion de los bordes del disco, las cuales se calculan de la ecua-
cion W = Wj,. Esta figura muestra que cuando el caracter diamagnético del fluido se incrementa,
los discos se vuelven mas magnetizados en la regién r < r. y menos magnetizados en r > r., en
comparacion con la solucién de Komissarov. Los toros paramagnéticos presentan el comporta-
miento opuesto: son menos magnetizados en r < r. y mas magnetizados en r > r. que los discos
sin susceptibilidad magnética.
3.3.2. Discos con susceptibilidad magnética no constante.
Las variaciones espaciales de ), pueden afectar el estado estacionario del disco, por lo tanto, tam-
bién es interesante considerar un fluido con susceptibilidad magnética no constante. Este tipo de
sistemas tienen su motivacion en algunos fendmenos fisicos, por ejemplo, la dependencia que tiene
Xm de la temperatura en materiales paramagnéticos |Gabold et al.[(2018]), la disminucién repentina
de la susceptibilidad en una transicién de fase ferromagnética a paramagnética |Arajs and Colvin
(1964); [Chevalier et al.| (2002), y la interaccion entre el espin de una particula y el campo gravita-
cional. Este ultimo efecto se describe por medio de las ecuaciones de Mathisson-Papapetrou-Dixon
Papapetrou| (1951); Dixon| (1970), las cuales ya han sido estudiadas en un espacio-tiempo de Kerr
Satjo et al. (1998)); [Semerak! (1999) y se ha mostrado que el espin de la particula de prueba puede
modificar considerablemente su trayectoria alrededor del agujero negro.

Para analizar el estado estacionario de un fluido con una susceptibilidad magnética no cons-
tante se construyen dos modelos diamagnéticos M1 y M2, y dos modelos paramagnéticos M3 y
M4. En la tabla 2] se presentan los pardmetros Yo, 1 y & que definen la susceptibilidad magnética

en cada modelo segtn la ecuacién (I'70). El comportamiento radial y angular de y,, en el disco se
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Figura 23.

Densidad de masa p de discos de acrecion con diferentes valores de X,

r=10.0

logyg p

Nota. La gréfica superior izquierda corresponde a p(r,w/2), mientras que la central izquierda e
inferior izquierda muestran la dependencia angular de p en r = 3.0 y r = 10.0, respectivamente.
La columna derecha muestra la densidad de masa en el plano z-R para ), = —0.4,0.0,0.4. Los
discos paramagnéticos son mas compactos que los diamagnéticos.
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Figura 24.

Pardmetro de magnetizacion B de discos de acrecion con diferentes valores de susceptibilidad
magnética Xm
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Nota. La gréfica superior describe la dependencia radial de 8 en el plano ecuatorial (6 = 7/2).
Las graficas inferior izquierda e inferior derecha muestran la dependencia angular de 8 en la
posicion r = 3.0y r = 10.0, respectivamente. Las lineas punteadas verticales representan las
fronteras del los discos. El diamagnetismo aumenta la magnetizacion de los discos cerca al
agujero negro, ya que la razén 8 = p/p,, se reduce cerca al borde interior.
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Tabla 2
Pardmetros que definen el estado de polarizacion de los modelos de discos con X, no constante.
El perfil de susceptibilidad magnética estd dado por la ecuacion (I70).

M1 M2 M3 M4

A
20 | -0.67 | -1x107> | 0 | 1x107* | 0.287
0

ol 16 | -16 06 | -0.6

o -1 -1 1 -1 -1

muestra en la fila superior de la figura 25| Como se puede observar, en los cuatro modelos que se
proponen la susceptibilidad cambia considerablemente rdapido con la coordenada radial, especial-
mente en la region comprendida entre el borde interno y el centro del disco. Por el contrario, ),
permanece aproximadamente constante en r > 10, donde su comportamiento se asemeja al de los
discos con susceptibilidad constante ,, = —0.4,0.4 de la secci6én[3.3.1]

En los modelos diamagnéticos, M1 y M2, la densidad de masa se reduce en la region interna
del disco (r < 5) y crece en la region exterior, en compraracion con el modelo de Komissarov, que
se denota con la letra A en la figura Por el contrario, los modelos paramagnéticos M3 y M4
presentan el comportamiento opuesto, siendo estos tltimos mds densos cerca al agujero negro que
los diamagnéticos. Este comportamiento radial y angular de la densidad es similar al que presentan
los discos con y,, constante, especificamente en la figura[23] Por otro lado, a partir de fila inferior de
la figura[23] se puede concluir que los gradientes de susceptibilidad magnética determinan el estado
de magnetizacion del disco. Esto se observa particularmente entre el borde interno y el centro del

disco, donde los cambios espaciales de ), son grandes. En esta regién, cuando dy,,/dr < 0,
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como en los modelos M1 y M3, los discos incrementan su grado de magnetizacion, mientras que
cuando dY,,/dr > 0, es decir, en los modelos M2 y M4, los discos reducen su magnetizacion.
En otras palabras, cuando el material repentinamente pierde su diamagnetismo, o se vuelve mds
paramagnético, el disco aumenta considerablemente su grado de magnetizacion. Dichos procesos
pueden tener lugar en un choque, donde los gradientes espaciales de las variables fisicas (incluida
la temperatura) son grandes, o en una transicion de fase ferromagnética a paramagnética.

3.4. Acrecion de discos toroidales con susceptibilidad constante

Recientemente, en Wielgus et al. (2015) los autores demostraron que los discos de Komissarov son
inestables bajo perturbaciones no axiales, es decir, cuando la componente azimutal del vector de
onda de dicha perturbacion es diferente de cero. Ademads, lograron demostrar que la disipacion de
energia y el transporte de momento angular en el disco son consecuencias de la inestabilidad mag-
netorrotacional o MRI. Estos resultados son interesantes, ya que abren la posibilidad de estudiar el
proceso de acrecion del plasma cuando los campos magnéticos son intensos. Ahora bien, dado que
las soluciones obtenidas en este capitulo son generalizaciones de los toros de Komissarov, entonces
también deben ser susceptibles a la MRI, es decir, se pueden usar como dato inicial para analizar
la acrecion cuando el fluido esta magnéticamente polarizado.

Con el objetivo de simular el proceso de acrecion de un disco toroidal con susceptibilidad
magnética, se deben resolver las ecuaciones en el espacio-tiempo de Kerr. Esta integracion se
realizé en el cédigo Cosmos++, el cual utiliza el método de volumenes finitos en mallas adapta-
tivas estructuradas y no estructuradas para resolver las ecuaciones de la GRMHD escritas en una

formulacion en donde se conserva la energia y el flujo de energia Anninos et al.|(2005). Para llevar
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Figura 25.

Propiedades fisicas de discos con susceptibilidad mangética no constante

Xm

Nota. Susceptibilidad magnética Y, (fila superior), densidad de masa en reposos p (fila del
medio), y pardmetro de magnetizacién f (fila inferior) como funcién de las coordenadas
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espaciales (r, 0) para los modelos M1, M2, M3, M4, y para la solucién de Komissarov, denotada
con la letra A. La columna de la izquierda muestra el comportamiento radial de ,,, p, y B enel

plano ecuatorial 6 = /2, y la columna de la derecha muestra la dependencia angular de las
mismas variables fisicas en el centro del disco r = r,, excepto para la densidad de masa, cuyo

comportamiento angular se muestra en » = 10.0. Las lineas punteadas verticales corresponden a
las fronteras del disco.
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a cabo estas simulaciones se modificé el cédigo Cosmos++ al incluir la susceptibilidad magnética
en la estalpia especifica, la presion total y el término proporcional a b*b" del tensor de momento-
energia (38). Ademads, se generaliz6 el método para obtener las variables primitivas en términos
de las conservativas y las expresiones para los valores propios de acuerdo con los resultados de
la seccién (1.2). Estas modificaciones se validaron mediante las pruebas en una dimensién de la
seccion (1.4) y al comprobar numéricamente el caricter estacionario de los modelos de toros con
susceptibilidad constante de la seccién (3.3.1).

En primer lugar, se mapean los discos de la seccion (3.3.1) en una malla de tres dimensiones
con 126 x 128 x 32 zonas. Los detalles de la simulacién se mencionan a continuacién. La coor-
denada radial es espaciada logaritmicamente de acuerdo con x| = 1+ 1In(r/r,), entre las fronteras
Fmin = 0.987BH ¥ max = 50, siendo rgg = 1 + V1 —a2 el radio del agujero negro. La coordenada
vertical es descrita por la ecuacién 0 = 7/2[1+ (1 —€)(2x2 — 1) +€(2x, — 1)"], con € =0.7 y
n = 29 Noble et al.| (2010). Estas funciones para r y 6 permiten una mayor resolucion espacial
cerca del agujero negro, donde la dindmica es mds intensa, y en las proximidades del plano ecuato-
rial, donde se encuentra el disco. Debido al costo computacional que implican estas simulaciones,
solamente se evoluciona un cuarto del dominio, es decir, la region 0 < ¢ < /2. Finalmente, en
direccion radial se usan condiciones de frontera de flujo saliente, en direccién vertical condiciones
de frontera reflejantes y en direccion azimutal condiciones de frontera periddicas.

Abhora, para generar la MRI se agrega una perturbacion aleatoria del 2 % a la velocidad del
fluido. Esta perturbacién excita los modos inestables que crecen hasta generar turbulencia en el dis-

co. Dicha turbulencia actia como una viscosidad efectiva que disipa energia, transporta momento
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angular y como consecuencia, genera la acrecién de materia en el agujero negro. En la figura (26),
se muestra la densidad del disco en el plano meridional para tres estados de polarizacién magnética
diferentes. Las dos gréficas superiores corresponden a un toro diamagnético con ¥, = —0.8, las
graficas del medio corresponden al disco de Komissarov (), = 0), y las graficas inferiores a un
toro paramagnético con ), = 0.4. La columna de la izquierda muestra los datos a tiempo inicial,
mientras que la columna de la derecha muestra el proceso de acrecién en el tiempo ¢ = 350. Con
base en esta figura se puede decir que la MRI es més efectiva cuando el fluido es paramagnético
que cuando ¥, = 0. Por el contrario, los discos diamagnéticos parecen ser mds estables que los
discos de Komissarov.

Una cantidad importante para la disipacion de energia en el disco es el tensor de esfuerzos
en direccion r¢, ya que es la componente de 7,y responsable del transporte de momento angular.
Este estd compuesto por dos términos: el tensor de Reynolds, R,y y el tensor de Maxwell, M, los
cuales se pueden calcular directamente de (9) y (I2), respectivamente. De esta manera, el esfuerzo
total en el marco de referencia comovil se escribe como Tp5 = Rpg + M4, donde los gorros en los
subindices representan las componentes en el marco comovil. Debido a que la polarizacién mag-
nética modifica el comportamiento magnético del disco, en la figura se presenta la evolucion
temporal del perfil radial de M. Inicialmente el esfuerzo de Maxwell responsable del transporte
de momento angular es muy pequefio, sin embargo, a medida que las perturbaciones crecen en
el disco, comienza a aparecer campo magnético en direccion radial y con el se generan esfuerzos
en direccién 7¢. De acuerdo con esta figura, los esfuerzos se originan cerca del agujero negro y

tienden a propagarse por el resto del disco. La intensidad de Mﬂﬁ y la eficiencia con que se propaga
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Figura 26.

Densidad de masa ent =0y t = 250 para un disco diamagnético, uno paramagnético y uno con
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Nota. Densidad de masa en ¢t = O (columna izquierda) y en ¢ = 250 (columna derecha) para un
disco diamagnético con ), = —0.8 (fila superior), un disco sin polarizacién magnética, es decir,
con X, = 0 (fila del medio) y para un disco paramagnético con ), = 0.4 (fila inferior). En los
discos paramagéticos la MRI es més efectiva que en los diamagnéticos.
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en el disco dependen de la susceptibilidad magnética. En el caso diamagnético los esfuerzos son
pequefios y se concentran cerca del agujero negro. Por el contrario, en el caso paramagnético el
esfuerzo de Maxwell es significativamente mds grande que en los casos anteriores y se propaga
rapidamente en el disco. Por esta razén, en el toro paramagnético de la figura (26)) se observa tur-
bulencia en casi todo el dominio espacial, mientras que en los casos con X, =0y x, = —0.8 la
turbulencia parece estar mds localizada cerca al agujero negro.

Como se habia mencionado antes, la MRI genera turbulencia que actia como una viscosi-
dad efectiva en el disco, esta viscosidad produce la disipacion de energé necesaria para la acrecion
de materia. Dicha viscosidad se puede describir por medio el parametro alpha de viscosidad, el
cual estd motivado en la teoria cinética de la turbulencia, y fue propuesto por Shakura y Sunayev

en Shakura and Sunyaev| (1973)). Este pardmetro se escribe por medio del tensor de esfuerzos como

R.,+M

f

P ¢
p+(1+2x)b2/2

o= (184)

Las observaciones sugieren que & debe tener un valor alrededor de 0.1 King et al.|(2007)), sin em-
bargo en las simulaciones MHD de discos & toma valores cercanos a 0.02 [Hawley et al. (2011]).
En la figura (28) se presenta el promedio espacial del pardmetro alpha de viscosidad en funcién
del tiempo para diferentes estados de polarizacién magnética del disco. Como se esperaba de las
figuras anteriores, & es muy pequefio en el caso diamagnético, mientras que en el disco de Ko-
missarov (), = 0) a toma valores muy cercanos a las simulaciones de discos de acrecién que se

encuentran en la literatura. Por el contrario, en el disco con ¥, = 0.4 el pardmetro alpha toma
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Figura 27.

Diagramas espacio-temporales de la componente del tensor de esfuerzos de Maxwell que genera
la MRI
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Nota. La gréfica superior corresponde al disco diamagnético (), = —0.8), la del medio al disco

de Komissarov, en el cual ), =0, y la inferior al disco paramagnético (¥, = 0.4).
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valores alrededor de 0.02, para después crecer rdpidamente hasta o ~ 0.12.

Es importante resaltar que el resultado que se presenta en el parrafo anterior se obtiene a
partir de modelos con algunas limitaciones fisicas. Por ejemplo, las soluciones de discos toroidales
obtenidas en este capitulo poseen un momento angular constante, sin embargo, existen en la lite-
ratura toros magnetizados con momento angular variable Qian et al.| (2009); Wielgus et al. (2015);
Gimeno-Soler and Font (2017), que son son mds proximos a la realidad y por lo tanto son un
punto de partida para obtener soluciones magnéticamente polarizadas mas realistas. Otro aspecto
que limita los modelos son los valores altos de J,,. Este es un aspecto crucial en el trabajo y para
determinar la relevancia astrofisica de los resultados obtenidos es necesario entender como es la
susceptibilidad magnética en plasmas calientes (7 > 10° K) de baja densidad (p < 10> g cm™).
Sin embargo, estos serdn temas de futuros trabajos.

Finalmente, en la figura (29) se muestra la evolucion temporal de la rapidez con la que se

acreta la materia del disco en el agujero negro. Esta cantidad se calcula mediante la integral

M:/Ozn/()npur\/—_gded¢, (185)

evaluada en el horizonte de eventos. Evidentemente el disco paramagnetico posee las tasas de acre-
cién més grandes, mientras que en el disco diamagnético la acrecién de materia es muy lenta. Los
resultados obtenidos en esta seccidn son acordes con la descripcion general de la teoria de discos
de acrecion [Shakura and Sunyaev (1973). Por lo tanto, se puede concluir que la inestabilidad mag-

netorrotacional es més efectiva cuando el fluido del disco posee propiedades paramagnéticas que
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Figura 28.
Promedio espacial del pardmetro de viscosidad o en funcion del tiempo para discos con
polarizacion magnética
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Nota. Promedio espacial del parametro de viscosidad o en funcion del tiempo para un disco
diamagnético con ¥, = —0.8, un disco paramagnético con X, = 0.4 y un disco con Y, = 0.0. En

el disco paramagético, o crece radpidamente desde 0.02 hasta un valor ~ 0.12, el cual es

consistente con los valores estimados de las observaciones.
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cuando domina el diamagnetismo. En otras palabras, los discos paramagnéticos son mds inestables
que los diamagnéticos. Con base en la discusion desarrollada en esta seccion, seria interesante de-
terminar si es posible que la polarizaciéon magnética de la materia contribuya a los valores de o
estimados de las observaciones. Sin embargo, esta y otras cuestiones serdn abordadas en un trabajo
que se encuentra actualmente en preparacion.
4. Conclusiones

La materia magnéticamente polarizada en el universo puede ser importante en sistemas astrofisicos
con campos magnéticos intensos, como es el caso de los pulsares, las estrellas de neutrones, los
discos de acrecion, entre otros. Con el objetivo de estudiar el efecto de la polarizacién magnética
en los procesos fisicos que ocurren en este tipo de escenarios, se presentd por primera vez la forma
conservativa de las ecuaciones de la magnetohidrodindmica relativista para un fluido con un vector
de magnetizacion diferente de cero. A partir de estas ecuaciones se calcularon las velocidades de
propagacion de las ondas en el medio, es decir, se obtuvo la escructura caracteristica asociada
al sistema de ecuaciones. Estos resultados hicieron posible la creacién de un médulo numérico
para el cédigo CAFE que se ha utilizado para describir procesos astrofisicos reales, como es el
caso de las inestabilidades en los plasmas magnetizados y sus posibles consecuencias astrofisicas.
De esta manera, CAFE se convierte en el primer c6digo numérico que incluye los efectos del
diamagnetismo y el paramagnetismo en la evolucion de un fluido de prueba cuya dindmica tiene
lugar en la vecindad de un objeto compacto como un agujero negro o una estrella de neutrones.

A partir de la estructura caracteristica se encontrd que, en el caso particular donde el vector

de polarizaciéon magnética es paralelo al campo magnético, la velocidad de las ondas materiales
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Figura 29.

Flujo de masa promedio en el horizonte de eventos en funcion del tiempo para discos con
polarizacion magnética
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Nota. Flujo de masa promedio en el horizonte de eventos en funcidn del tiempo para un disco
diamagnético con Y, = —0.8, un disco paramagnético con ), = 0.4 y un disco con ¥, = 0.0.
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no cambia respecto al caso MHD usual y por lo tanto es independiente de la susceptibilidad mag-
nética, X,,. Sin embargo, las ondas de Alfven y las magneto-acusticas se modifican al incluir la
susceptibilidad magnética del material, lo cual tiene sentido ya que ambas dependen del estado de
magnetizacién del medio. Con el sistema de ecuaciones en forma conservativa y las expresiones
para las velocidades de propagacion de las ondas en el fluido, se generaliz6 el codigo CAFE para
incluir la polarizacién magnética.

Como una primera aplicacion se realizaron simulaciones de tubos de choque en 1D y se
encontraron marcadas diferencias cuando Y, # 0 respecto al caso RMHD usual con ¥, = 0. Por
ejemplo, la velocidad de propagacién de las ondas mds rdpidas en las soluciones es mayor en
materiales diamagnéticos que en los paramagnéticos. Este comportamiento es interesante porque
al parecer no depende del estado inicial del sistema. Otro resultado notable es que la susceptibilidad
magnética incrementa considerablemente el carécter relativista de los flujos en algunos problemas,
tales como la colisiéon de Komissarov o la prueba de Balsara 2. Esto puede ser potencialmente
aplicable a la aceleracion de electrones relativistas y a la generacion de radiacion sincrotrén en jets
extragalacticos. Por otro lado, en las pruebas de Balsara 2 y Balsara 3 se observo que la polarizacion
magnética puede invertir la direccion de los flujos en comparacion con el caso y,, = 0. Algo similar
sucede con el gradiente de presion el caso de Balsara 4 y en la onda genérica de Alfven, ya que
este se puede invertir a través de las ondas debido al caracter paramagnético del fluido. Todas
estas diferencias con el caso RMHD usual son més evidentes cuando la presion magnética domina
sobre la presion del gas. Ademads, como se pudo observar, la habilidad del c6digo para evolucionar

materiales paramagéticos se reduce al incrementar X,,.
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Con el objetivo de probar el c6digo en el régimen de campo fuerte, se presentd por primera
vez la acrecion de Michel magnetizada de un fluido con polarizacion magnética. Se demostr6 que
en el caso donde la magnetizacién y el campo magnético son paralelos, la solucién de Michel no
se vé afectada, y por lo tanto se puede usar para probar el codigo. A partir de estas simulaciones
se encontrd que la solucién se mantiene en el tiempo (¢ > 4000) y que la convergencia global del
cédigo es a segundo orden para ¥, < 0.005 y para todas las intensidades de campo magnético, f3,
que se consideraron. Sin embargo, cuando ), = 0.008 y B > 10, la convergencia global se reduce
a un valor entre primer y segundo orden. Este resultado es interesante porque inclusive los campos
magnéticos intensos observados en los magnetares se encuentran dentro del intervalo § < 4 Zhang
and Meszaros| (2001)), y los valores tipicos de la susceptibilidad magnética en los materiales estan
alrededor de 107>,

En el capitulo 3 se estudié el efecto de la susceptibilidad magnética en la inestabilidad
de Kelvin-Helmholtz entre dos fluidos uniformes que se mueven con velocidades opuestas. Los
fluidos se separan por una interfase plana localizada en y = 0. Ademads se asume que el campo
magnético es uniforme en todo el espacio y es paralelo a la velocidad del fluido. El andlisis lineal se
desarroll6 para una perturbacién con vector de onda arbitrario, aunque los resultados se obtuvieron
para una propagacion paralela al plano x —y. Se obtuvo la relaciéon de dispersién en términos
de la susceptibilidad magnética y se encontr6 que los modos de Alfven no contribuyen con la
inestabilidad, inicamente los modos magneto-acusticos desestabilizan la interfase.

A partir de la relacion de dispersion se encontré que la interfase plana entre fluidos diamag-

néticos es mas estable que el caso original sin susceptibilidad magnética. Por el contrario, cuando
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el paramagnetismo estd presente en el sistema, la KHI crece mas rdpido que en los casos anteriores
(Xm =0and yx,, <0). Este efecto es mayor cuando la presion magnética domina sobre la presion del
gas. Adicionalmente, se demostré que el intervalo de valores del nimero de Mach relativista que
desestabilizan la interfase se hace mas grande en fluidos paramagnéticos. Las mayores diferencias
entre los casos con ), # 0y el caso con Y, = 0 se obtienen en los limites de estabilidad.

Posteriormente, se us6 el cédigo CAFE para probar los resultados analiticos menciona-
dos en el parrafo anterior y para obtener la evolucion no lineal de la inestabilidad. Simulando la
inestabilidad para diferentes susceptibilidades magnéticas se encontré que la energia magnética
se amplifica a valores mas grandes en los fluidos paramagnéticos que en los diamagnéticos. Sor-
prendentemente, el efecto de ), en la amplificacién del campo es mas grande en los casos con 3,
pequeio. Esto sugiere que la amplificaciéon de campos magnéticos semilla en la MHD KHI puede
ser mas efectiva y eficiente si los fluidos presentan propiedades paramagnéticas. A partir de las
simulaciones se obtuvo una expresion para la amplificacion de la energia magnética en términos
de x,, y del valor inicial de B, que puede ser titil para estudiar la amplificacién del campo en simu-
laciones 3D donde operan procesos de dinamo. Finalmente, se mostré que el ancho de la capa de
mezclado de los fluidos es casi independiente de la susceptibilidad magnética.

Por otro lado, en el capitulo 4 se calcula por primera vez una familia de soluciones estacio-
narias y axialmente simétricas para un toro magnetizado con polarizacion magnética alrededor de
un agujero negro de Kerr. El disco se construy6 siguiendo el proceso de Komissarov |Komissarov
(2006), es decir, se asume una ecuacion de estado barotrépica, un momento angular constante y un

campo magnético puramente toroidal. Ahora, la polarizacién magnética se introduce asumiendo
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una relacién constitutiva lineal, en la cual el vector de magnetizacion y el campo magnético estan
relacionados por la susceptibilidad magnética. Los nuevos modelos de discos polarizados reducen
a la solucién de Komissarov cuando ), = 0, y por consiguiente permiten determinar facilmente
las diferencias entre los discos no polarizados y los toros diamagnéticos y paramagnéticos.

Debido a la forma en que se construyeron los modelos, es posible analizar dos tipos de
discos magnéticamente polarizados: los que tienen susceptibilidad magnética constante y los que
tienen susceptibilidad variable, es decir, en donde Y, = X (r, 0). En los modelos con ¥, constante
se encontré que los discos paramagnéticos son mds compactos que los diamagnéticos, ya que la
materia estd mds concentrada en la regién comprendida entre el borde interno y el centro del disco.
Sin embargo, en r < r., los toros diamagnéticos presentan una mayor magnetizacion que los casos
con X, =0y xmn > 0. El comportamiento del pardmetro de magnetizacion es opuesto en la region
r > r., donde los toros paramagnéticos son los mas magnetizados.

En los modelos con ), no constante se encontré que la densidad de masa no cambia su
comportamiento cualitativo respecto a los discos con Y, constante. Por lo tanto, la manera en que
se distribuye la materia en el disco tinicamente depende de si el fluido es diamagnético o paramag-
nético. Sin embargo, el estado de magnetizacion de los toros si depende de los cambios espaciales
de la susceptibilidad. En particular, cuando dy,,/dr < 0 (Modelos M1 y M3), los toros alcanzan
mayores magnetizaciones, en la regién r < r., que en la soluciéon de Komissarov, mientras que
cuando dY,,/dr > 0 (modelos M2 y M4), los toros pierden considerablemente su magnetizacion
en la misma region del disco. Todos estos efectos son mds apreciables cuando los gradientes de ),

son grandes.
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En el dltimo capitulo se obtuvo el proceso de acrecién de los toros con susceptibilidad
constante y se encontr6 que la MRI es més efectiva cuando el fluido es paramagnético que cuando
es diamagnético. Para analizar un poco mds a fondo el proceso, se calcul6 el tensor de esfuerzos
de Maxwell y se determiné que el crecimiento y la propagacion de estos esfuerzos en el disco
depende fuertemente de la susceptibilidad magnética. Cuando ), > 0, los esfuerzos de Maxwell
son notoriamente mds grandes y se propagan con mayor rapidez en el espacio que en el caso
diamagnético y con X, = 0. Ademads de esto, se encontr6é que el parametro alpha de viscosidad
crece en los discos paramagnéticos hasta & ~ 0.12, lo cual esta cerca a los valores que se estiman
de las observaciones (o =~ 0.1). Este resultado puede estar limitado por algunas restricciones de los
modelos obtenidos en este trabajo, tales como el momento angular constante o los altos valores de
Xm» sSin embargo, es un resultado que motiva a la construccién de soluciones que se adapten mds a
la realidad. Por tltimo, se calcul6 la tasa de acrecién de masa, M y se encontré que en los discos
diamagnéticos la acrecion de masa es menos eficiente que en los paramagnéticos.

Ahora bien, como se habia mencionado antes, la susceptibilidad magnética en las sustancias
es del orden de 107. Por lo tanto, una de las preguntas cruciales que queda por resolver es qué
tan relevantes son los resultados obtenidos en escenarios fisicos reales. En el marco de la teoria
de discos de acrecién, es importante entender cémo es ¥, en plasmas calientes (7 > 10° K) de
baja densidad (p < 10? g cm™3). Sin embargo, otra alternativa por medio de la cual la polarizacién
magnética puede ser importante en procesos de acecion nace de algunos trabajos analiticos (Good-
man and Xu| (1994); |Pessahl (2010) que intentan comprender la saturacién de la MRI medieante

la presencia de inestabilidades pardsitas, como por ejemplo la inestabilidad de KH. Los resultados
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obtenidos en el capitulo 3 muestran que el aporte de ), a la amplificacion de la energia magnética
en esta inestabilidad es favorecido por campos magnéticos iniciales pequefios, y ya que un campo
magnético debil de cualquier intensidad puede generar la MRI Balbus and Hawley (1991), es posi-
ble que la susceptibilidad magnética pueda tener un efecto relevante en el estado de saturacién de
un disco de acrecion. Esta ultima posibilidad serd analizada con mayor detalle en un trabajo futuro.

Esta tesis representa una primera aproximacion al estudio de la polarizacién magnética y sus
consecuencias astrofisicas. En el se observé que la susceptibilidad magnética de los fluidos puede
generar més facilmente una inestabilidad magnetohidrodindmica, hacer de ésta un mecanismo més
efectivo para amplificar la energia magnética, o hacer mds eficiente un proceso astrofisico, como
es el caso de la MRI en los discos de acrecion. Debido a estos resultados, un siguiente trabajo que
ya se encuentra en preparacion intenta analizar detalladamente la manera en que la susceptibilidad
magnética afecta los modos inestables que dan origen a la MRI y como dichas modificaciones se
pueden apreciar en las escalas de turbulencia durante el proceso de acrecion. De manera paralela
se esta realizando otro trabajo en el que se pretende estudiar la evolucion del campo magnético y la
formacion de plasmoides a partir de la reconexion del campo magnético en fluidos magneticamente
polarizados. Dicha reconexién es muy importante en astrofisica ya que es un mecanismo para
acelerar particulas y producir la radiacién no térmica que se observa en los nicleos activos de
galaxias.

En un trabajo futuro se evolucionara un disco con un perfil de susceptibilidad descrito por
la ley de Curie, lo cual implica que X, ya no serd constante en el tiempo, sino que cambiard con

el perfil de temperatura. Esto permitird definir el tipo de sustancia que hay en el disco y brindard
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una descripcidon més realista del proceso de acrecion. Por otro lado, debido a que la naturaleza de
los campos magnéticos en el universo es una pregunta abierta en astrofisica, es interesante incluir
la polarizacién magnética en la descripcion de los procesos de dinamo, y en particular, aquel que
incluye el efecto magnético quiral, ya que este puede explicar el origen de los campos magnéticos
primordiales Del Zanna and Bucciantini (2018). Ademas, el dinamo-quiral puede operar en el
plasma de quarks y gluones que se forma en las colisiones de iones pesados, y que se ha encontrado
posee propiedades paramagnéticas |Levkova and DeTar| (2014).

Estos y otros trabajos futuros dardn continuidad al estudio de la polarizacién magnética en

escenarios astrofisicos.
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