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DESCRIPCION

En esta monografia se pueden encontrar algunos de los resultados que se utilizan en la teoria de
nimeros pero vistos de una forma diferente a la que estamos acostumbrados, ademas también se
puede encontrar una gran variedad de aplicaciones que tienen los ntimeros primos en el estudio de

la matematica.

En los dos primeros capitulos se encuentran varios resultados, historia y conjeturas sobre nimeros
primos ademas de un amplié conjunto de resultados sobre congruencias esenciales para el desarro-
llo del tercer y ultimo capitulo en el cual se muestran algunos aportes de grandes matematicos
en el afin de encontrar una férmula que nos permita calcular con facilidad y rapidez cuando un
nimero es primo y que hasta el momento no se ha encontrado, pero gracias a esta busqueda se
han encontrado algunos resultados llamados teoremas de primalidad los cuales son herramientas
bastante 1tiles para comprobar cuando un nimero especialmente si es muy grande es primo o no,
también se encuentran varios resultados sobre el tema en que se baso la monografia, ”los primos de
Mersenne”los cuales son muy importantes ya que hasta el momento y en el transcurso de la historia
siempre han sido los primos més grandes encontrados ademas por cada primo de Mersenne que se

encuentra también se encuentra un ntmero perfecto.

Por tdltimo esta un anexo donde se encuentran varias tablas con gran diversidad de nimeros pri-
mos, que dependiendo de su forma tiene un nombre especial como por ejemplo primos de Fermat

generalizado, primos de Sophie Germain, primos de Cullen y primos de Woodall.
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DESCRIPTION
In this monograph you can find some of the results that are used in the number’s theory but seen
in a different way to the one that we are used to, besides you can find a great variety of applications

about the prime numbers in the mathematical study.

In the first two chapters there are several results, history and conjectures on prime numbers in
addition to extended the set of results on essential moments for the development of the third and
last chapter in which some contributions of great mathematicians are shown in the eagerness to
find a formula that allows us to calculate with facility and rapidity when a number is prime, and
that until the moment has not been found, but thanks to this search some results have been called
”primalidad” theorems which are quite useful tools to verify when a number specially if it is a very
big one is prime or not, also there are several results on the subject in which I am based on in
this monograph, “the primes of Mersenne” which are very important since until the moment and
in the course of history they have always been the biggest prime numers found, besides by each

Mersenne’s prime number there is also a perfect number.

Finally there is an annex where there are several tables with great diversity of prime numbers, that
depending on its form has a special name like for example prime Fermat’s generalized numbers,

Sophie Germain’s prime numbers and Cullen and Woodall’s prime numbers.
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INTRODUCCION

La presente monografia es una revisién bibliografica sobre los primos de Mersenne (27 — 1
donde p es un primo) y algunas de sus caracteristicas més importantes.

En el primer capitulo ”Divisibilidad y Congruencias”presentaremos algunos resultados im-
portantes para el desarrollo de la monografia. En este mismo capitulo aparecen algunos
resultados y conjeturas sobre niimeros primos que han aparecido con el tiempo.

En el segundo capitulo ”Campos Finitos y Reciprocidad Cuadratica’se ahonda un poco en
algebra moderna y se presentan algunos resultados importantes y necesarios para los tépi-
cos a tratar en el tercer y ultimo capitulo de esta monografia. Los ejemplos estan escogidos
para que contribuyan a la mejor comprensién de estos resultados y por consiguiente de la
monografia.

En el tercer capitulo "Primos de Mersenne y Pruebas de Primalidad”se encuentran im-
portantes caracterizaciones para los niimeros primos y no primos conseguidos por algunos
matematicos en su lucha por encontrar una forma de generalizar la bisqueda de estos ntime-
ros.

En anexo presentamos unas tablas donde aparecen los primos de Mersenne conocidos y al-
gunos otros primos bastante grandes obtenidos con la ayuda de potentes computadores; en

225964951

estas tablas se encuentra el tiltimo primo encontrado (febrero de 2005) — 1 el cual

es un primo de Mersenne que tiene 7816230 digitos.



|
Capitulo

Divisibilidad y Congruencias

En este primer capitulo se veran los topicos basicos de la teoria de ntimeros, como divisibi-

lidad, congruencias y aritmética modulo n.

1.1. Teorema Fundamental de la Aritmética

La division euclidiana o divisiéon con residuo, es una de las operaciones que se supone que
todos prendemos en la escuela. Su formulacion precisa es: dados a € Z, b € Z*, donde
Z* =7 — {0} existen ¢, r € Z con 0 < r < |b] y a = bg+ r, donde ¢ y r son unicos y
son llamados respectivamente cociente y residuo de la divisién de a por b. Si b > 0 se puede
definir ¢ = |a/b] y si b < 0, ¢ = [a/b], en cualquier caso, r = a — bq. El residuo r es a veces
denotado por a mod b; se define a mod 0 = a. Hay que recordar que |z| denota un tunico
entero k tal que k <z < k+ 1y [z] un tnico entero tal que k — 1 < x < k.

Dados dos enteros a y b, b # 0 se dira que b divide a a, o que a es multiplo de b y se escribe

b| a, si existe ¢ € Z con a = gb. Asimismo, b | a si y solamente si a mod b = 0.

Proposicién 1.1.1. Dados a,b € Z existe un tinico d € N tal que d | a, d | b y para todo

ceN, sic|layc|b entoncesc|d. Ademas existen x, y € Z con d = ax + by.

Demostracién: El caso a = b = 0 es trivial (se tiene d = 0). En los otros casos, sea
I(a,b) = {ax + by;x, y € Z} y sea d = axy + byp el menor elemento positivo no nulo de
I(a,b). Como d € N*| existen ¢, € Z donde a = dqg+r con 0 < r < d. Despejando r se tiene
que r = a—dq = a(l — qxo) + b(—qyo) € I(a,b); ahora,como r < d y d es el menor elemento

positivo no nulo de I(a,b), r =0y d | a. Andlogamente, d | b. Para la segunda parte como
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c|ay c|b;se tiene que ¢ | (ax + by) para cualesquiera valor de x y y, especificamente para

Ty y Yo entonces ¢ | d. [

Teorema 1.1.1. Sean a y b enteros no ambos nulos. El mdzimo comin divisor (a,b) es el

menor entero positivo que puede escribirse de la forma ax + by con x, y enteros.

Demostracién: Supéngase que d = (a,b) ysea S ={z € Z* | z = ax + by con x, y € Z}.
S # () puesto que z = a®> + b* € S. Luego, S posee un minimo, que se llamarsd g y que se
puede escribir de la forma g = az+byg. Se probara que g = d = (a,b). En efecto g es divisor

comun de de a y b, pues si se divide a entre g se tiene,

a=qg+r, con0 < r<g, luego,
ro= a-qg
= a— q(axo+ byy)
= a(l —gzo) + b(—qyo)
= ar' +by.

ahora si r # 0 entonces r € S lo cual contradice la minimalidad de g, en consecuencia r = 0
y asi g | a. Anédlogamente se verifica que g | b. Como d = (a,b) y g es un divisor comiin
entonces g < d. De otra parte g = axg+byo y d | a y d | b entonces d | g y como ambos

nimeros son positivos d < g y en consecuencia d = g. [ |
Proposicién 1.1.2. Sia = bg + r entonces (a,b) = (b,r).

Demostracién: Supongamos que d = (a,b) y d = (b,r). Como d | a y d | b entonces
d|r =a—bq entonces d | d'. Andlogamente d' | a = bq + r entonces d’' | d. Como d y d’' son
positivos entonces d = d'. |
El algoritmo de Euclides para calcular el méximo comin divisor (mcd) se basa en las si-
guientes observaciones simples. Si a = bg + 7, 0 < r < b, se tiene (con la notacién de la
anterior demostracién) I(a,b) = I(b,r), donde (a,b) = (b,r). Definiendo ay = a, a; = by
Ap = Qpi1Gnio + Ana2, 0 < Gpao < apyq (0 sea ap,io es el residuo de dividir a,, por a,.;) se
tiene (a,b) = (ag,a1) = (a1, a2) = -+ = (an, ap+1) para cualquier valor de n. Sea N el menor
natural para el cual ayy; = 0 o sea el menor entero para el cual el residuo es 0, entonces se

tiene que (a,b) = (an,0) = ay

Teorema 1.1.2. Sean a y b enteros no ambos nulos. Entonces (a,b) =1 si y solo si existen

enteros x, y tales que 1 = ax + by.
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Demostracidn: Si (a,b) = 1 entonces el Teorema 1.1.1 garantiza la existencia de tales x, y.

Reciprocamente, si existen x, y tales que 1 = ax + by entonces (a,b) | 1 y por lo tanto,
(a,b) = 1. |

Lema 1.1.1. Sia|bc y (a,b) =1 entonces a | c.

Demostracién: Como a | be existe k tal que bc = ak. Como (a,b) = 1 existen enteros x,y
tales que ax + by = 1. Por lo tanto, ¢ = c¢(ax + by) = acx + bcy = acx + aky = a(cx + ky) es
decir a | c. |
Cuando (a,b) = 1 se dird que a y b son primos entre si. Un natural p > 1 es llamado primo
si los unicos divisores positivos de p son 1 y p. Un natural n > 1 es llamado compuesto si
admite otros divisores ademas de 1 y n.

Claramente, si p es primo y p 1 a se tiene que (p,a) = 1. Utilizando el lema anterior e

induccion se tiene el siguiente resultado:
Corolario 1.1.1. Sip es primo y p | ayas - - - a,, entonces p | a; para algin i,1 < i <n.

Demostraciéon: La demostracion es hecha por induccion,
para n = 2, veamos que

plaas=plaVplas

Sipta; = (p,a;) =1y por el teorema anterior p | ay. De la misma manera se hace para a;.
Para n = k, supongase que

plaas---a,=pla

para algin i con 1 < < k

Sea ax,1 # a; para todo i tal que 1 < ¢ < k y supdngase que p | ajas---apapp1 =
(aras -+ ag)agyr. Si p | agr1 entonces p | a; para algin i con 1 < i < k+ 1. Si p t arp1
entonces (p,ax+1) = 1 y por el lema anterior p | ajasy - - - ag, entonces p | a; para algin i con
1 <1 <k y también para algin 2 con 1 <7 < k+ 1 lo que concluye la demostracion. [ |
Ahora ya se puede enunciar y probar el teorema que dice que todo entero admite una
unica factorizacion como producto de primos pero antes se enunciara el segundo principio de
induccién matematica (P.I.M.2) que dice: Sea a un nimero natural. Sea S un subconjunto
de {k € N|k > a} que satisface:

1. a€S.
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2. Para cadan > a, n € S siempre que k € S para todo k € N tal que a < k < n.
Entonces S = {k € N|k > a}.

Teorema 1.1.3 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo entero n > 1, ¢ es
primo, 0 se puede factorizar como producto de primos. Este producto es unico salvo por el

orden de los factores.

Demostracion:

1. Sea S el conjunto de todos los niimeros naturales que son primos o que pueden escribirse

como producto de primos. Claramente S C {k € N|k > 2} y ademas se tiene:

a) 2 € S porque 2 es un nimero primo.

b) Supdngase que n > 2y que k € S para todo k tal que 2 < k < n. Se verd que
n € S. Sin es primo entonces n € S. Si n no es primo existen r y ¢ tales que
n=rtcon2<r<ny2<t<ny por hipdtesis, ellos o son primos, o productos
de primos. En consecuencia n es producto de primos y asi n € S.

El P.I.M.2 nos afirma entonces que S = {k € N|k > 2}

2. Unacidad. Haciendo induccion sobre n. Para n = 2 claramente la representacion es
Unica. Supdngase ahora que para todo entero con 2 < k < n la representacién es unica
y que,
n=pip2...Ps =q1492 - - - G¢

donde p; y ¢; son primos con p1 < pa... <psy @1 < Ga... < @ Asly pr | gz @
y entonces p; = ¢; para algun j por lo tanto ¢; < p;. Andlogamente ¢; | p1pa---ps ¥
entonces ¢; = p; para algiun ¢ por lo tanto p; < ¢;. Lo anterior demuestra que p; = ¢;

y cancelando se tiene
n

— =P2pP3-cPs = G243 -Gt
P

Como pﬂl < n la hipdtesis de induccién garantiza que estas dos representaciones de pﬂl
son idénticas y en consecuencia s = t y para cada i, p; = ¢;. por el P.I.M. la prueba

queda completa.

Otra forma de escribir la factorizacion es

el e
n=Dp; Py
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con p; < +++ < P, € >0, vy una forma méas de escribirlo es
n = 2%3%5% ... p»
Y

donde el producto es tomado sobre todos los primos pero apenas un nimero finito de expo-

nentes es mayor que cero.

Corolario 1.1.2. Si (a,b) =1 y (a,c) = 1 entonces (a,bc) = 1.

Demostracién: Puesto que (a,b) = 1y (a,c) =1 se tiene que,
1 =ax+ by y también 1 = ar + cs

con x,y,r,s enteros y por lo tanto,

1 = (ax+by)(ar + cs)
= a(zar 4+ zsc+ byr) + be(ys)

y en consecuencia (a,bc) = 1. [
Teorema 1.1.4. (Euclides) Existen infinitos nimeros primos.

Demostracion: Supdngase por absurdo que solo hay un niimero finito de primos, py, ps, . . ., P
ysea N =pips...pn + 1.

Como N > 1, entonces N es primo o se expresa como producto de primos. Ya que N es
mayor que cada uno de los primos p; entonces N no es primo y por lo tanto existe p; donde
1 <i<ntal que p; | N entonces p; | (N — pip2...p,) = 1 lo que es absurdo. [ |
Obsérvese que no se prueba que py-ps - - - P +1 €s primo para algiin conjunto finito de primos.
De hecho 2-3-5-7-11-134+1 = 30031 =59-509, 2-3-5-7—1=11-19, 4! +1 =25 = 52
y 8! — 1 =40319 = 23 - 1753 no son primos. No existe ninguna férmula simple conocida que

genere siempre nimeros primos.

1.2. Congruencias

Sean a, b, n € Z. Se dice que a es congruente con b médulo n, y se escribe a = b(mod n) si
n| (b —a). Como una congruencia médulo 0 es una igualdad y cualquier par de enteros son

congruentes médulo 1, en general estamos interesados en n > 1.



7 1 DIVISIBILIDAD Y CONGRUENCIAS

Proposicién 1.2.1. Para cualquier a, a’, b, V', ¢, n € Z se tiene que:
(a) a = a(mod n);

(b) si a = b(mod n) entonces b = a(mod n);

(¢) sia=b(modn) yb=c(modn); entonces a = c(mod n);

(d) si a = a'(mod n) yb="b(modn) entonces a +b=da + V' (mod n);

e) si a = a'(mod n) entonces —a = —a'(mod n);
' '(mod t '(mod

(f) st a = a'(mod n) y b="b(mod n) entonces a-b=d -V (mod n);

Demostracién:
(a) Para cualquier entero a, n | (a —a) = 0 es decir a = a(mod n).
(b) Sin | (a—b), entonces n | —(a —b) = b — a, entonces n | (b — a), luego b = a(mod n).
(c) n|(a—b)yn|(b—c),porlotanton | ((a—b)+(b—c)) = a—c, es decir a = ¢(mod n).
(d) Sin|(a'—a)yn| (Y —b) entonces n | (a'+V)— (a+0b), luego a+b = a' + V' (mod n).
(e) Sin | (a’ —a) entonces n | ((—a') — (—a)), luego —a = —a’(mod n).

(f) Sin|(a'—a)yn| (b —0b), obsérvese que n | (a'(b' —b)+b(a’—a)), luego n | (a't/ —ab),

entonces a - b = a’ - b'(mod n).

[ |
Los items (a), (b), (c) de ésta proposicién muestran, en ese orden, que la relacién = (mod n)
(ser congruente médulo n) es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva. Las relaciones
que satisfacen estas tres propiedades son llamadas relaciones de equivalencia. Dada una
relacién de equivalencia ~ sobre un conjunto X y un elemento x de X se define una clase
de equivalencia T de x como

T={yecXly~uz}

obsérvese que x ~ y si y solamente si T = 7. Las clases de equivalencia forman una particién
de X, esto es, una coleccion de subconjuntos no vacios y disjuntos de X cuya uniéon es X.
El conjunto {Z|xr € X} de clases de equivalencia es llamado cociente de X por la relacién de
equivalencia ~ y es denotado por X/ ~.

Aplicando esta construccién general a este caso, se define el cociente Z /(= (mod n))), llamado
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por simplicidad de notacién Z/(n), Z/nZ o a veces Z,. Dado a, a' € Z, @ = d’ si y solamente
si a = d'(mod n). Si n > 0, la divisién euclidiana dice que todo entero a es congruente con
un unico entero a’ con 0 < a’ < n; se puede reescribir este hecho en éste nuevo lenguaje
como
Z)(n) = {0.1,....n=1}.

Cuando no haya posibilidad de confusién se omitiran las barras y se llamaran a los elementos
de Z/(n) simplemente 0,1,2,...,n — 1.

Los items (d), (e) y (f) de la proposicién dicen que la suma, la diferencia y el producto son

compatibles con la relacién de congruencia. Es ésta propiedad la que hace a las congruencias

tan utiles, posibilitan hacer operaciones médulo n. Por ejemplo se puede escribir

284593 = 2-10°+8-10"+4-10*+5-10>+9-10' +3-10°
= 2.1548- 1" +4-13+5-124+9-11 +3-1°
= 24844+54+9+3
= 31
= 4 (mod 9),

ya que 10 = 1(mod 9). Una formulacién mas abstracta de la misma idea es decir que las

operaciones + y - se pueden definir como
+:2Z/(n) X Z/(n) — Z[(n) -:Z/(n) X Z/(n) — Z/(n)

por @a+b=a+bya-b=a-b Una duda que se puede presentar es si no importa los
representantes de las clases de equivalencia que escoja a y b: después de todo existen infinitos

enteros @' y b’ tal que @ = @/ y b = . Los items (d) y (f) de la Proposicién 1.2.1 son

exactamente lo que se necesita: ellos dicen que en estas condiciones a+b=a'+V ya-b=

a b

Proposicién 1.2.2. Sean a,n € Z, n > 0. Entonces existe b € Z con ab = 1(mod n) si y

solo si (a,n) = 1.

Demostracién: Sea ab = 1(mod n), se tiene que n | 1—ab entonces para algin k, nk = 1—ab,
luego nk +ab =1y como (a,n) | (ab+ nk) = 1 entonces (a,n) = 1. Si (a,n) = 1, se tiene
que ax + ny = 1 para ciertos enteros x y y donde ny = 1 — ax, luego n | 1 — ax entonces
ax = 1(mod n). [
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Corolario 1.2.1. Si (a,n) =1 y ab = al/(mod n) entonces b = V' (mod n).

Demostracién: Como ab = ab’(mod n), entonces n | (ab — ab’) = n | a(b—¥"). Como por

hipétesis (a,n) = 1 entonces n | (b — ') y b = b'(mod n). |

Definicién 1.2.1. Se define (Z/(n))* C Z/(n) por

(Z/(n))*) ={a; (a,n) = 1}

Obsérvese que el producto de elementos de (Z/(n))* es siempre un elemento de (Z/(n))*
(Corolario 1.1.2).

Utilizando esta forma de notacion se obtiene una forma del Teorema Chino diferente a la

que estamos acostumbrados a ver.

Teorema 1.2.1. [Teorema Chino del Residuo] Si (m,n) =1 entonces

f:Z/(mn) — Z/(m)xZ/(n)
a — (a,a)
es una biyeccion. Ademds la imagen por f de (Z/(mn))* es (Z/(m))* x (Z/(n))*

Demostracién: Como Z/(mn) y Z/(m) x Z/(n) tienen la misma cardinalidad mn, para
probar que f es biyectiva basta verificar que f es inyectiva. Si a = a/(mod m) y a = a/(mod n)
entonces m | (a—a’) yn | (a—ad’), donde mn | (a—a’) porque (m,n) =1y a = a’(mod mn). La
imagen de (Z/(mn))* es (Z/(m))*x(Z/(n))* pues (a,mn) = 1 siy solosi (a,m) = (a,n) = 1.
[

Corolario 1.2.2. Si my,mo,...,m, son enteros primos entre si. Entonces

f:Z/(mime...m.) — Z/(my) X Z[/(m3)...xZ/(m,)

a — (a,a...a)
es una biyeccion.

Demostracion: Basta aplicar el teorema chino r veces. [ |
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1.3. Funcioén de Euler y el Pequeiio Teorema de Fermat

Definicién 1.3.1. Se define ®(n) = |(Z/(n))*| donde | X | denota el nimero de elementos de
X. La funcién ® es conocida como la funcién de Euler, claramente ®(1) = ®(2) = 1 y para

n>2 1<®(n)<n.

Otra forma de definir ®(n) es como el nimero de enteros positivos menores e iguales que n

y primos relativos con n. Como ejemplo se tiene la siguiente tabla de valores de ®(n):

n:1 23456789 10
dn) : 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4

Teorema 1.3.1. Sip es primo y a es un entero positivo, entonces ®(p*) = p* — p*~ L.

Demostracion: Los enteros positivos menores o iguales que p® que no son primos relativos

con p son precisamente los p~! multiplos de p,

1op, 2:p,...,p" " p.

Por lo tanto
(I)(pa) — pa o pafl.

En particular, cuando a = 1 se obtiene la férmula ®(p) = p — 1 para cada primo p. [ |

Definicién 1.3.2. Se dice que los n nimeros enteros aq, as, . .. a, forman un sistema com-
pleto de residuos (s.c.r.) médulo n si {ay,as,...a,} = Z/(n), esto es si los a; representan

todas las clases de congruencia modulo n.

Equivalentemente, se puede decir que ay, as, . ..a, forman un s.c.r. médulo n si y solamente

si a; = aj(mod n) implica que i = j.

Definicién 1.3.3. Se dice que los ®(n) niimeros enteros by, by, . .. ba(ny forman un sistema
completo de invertibles (s.c.i.) médulo n si {b1,bs,...bam} = (Z/(n))*, esto es si los b;

representan todas las clases de congruencias invertibles médulo n.

Equivalentemente, se puede decir que by, bo, . .. bg(n) forman un s.c.i. médulo n si y solamente

si (b;,n) =1 para todo ¢ y a; = a;(mod n) implica que i = j.



11 1 DIVISIBILIDAD Y CONGRUENCIAS

Proposicion 1.3.1. Sean q, v, n € Z, n > 0, q invertible modulo n, ay, as, ..., a, un s.c.r.
mddulo n y by, by, ..., bawm) un s.c.i. modulo n. Entonces qay +r, qaz+7,...,qa, +1 forman
un s.c.r. médulo n y qby, qbs, ..., qbaw) forman un s.c.i. mdédulo n.

Demostracién: Si qa; + r = qa; + r(mod n) entonces n | ¢(a; — a;) y como ¢ es invertible
médulo n, (n,q) = 1 entonces a; = a;(mod n), donde i = j; con esto se prueba que
qa; +r, qag+7, ..., qa, +r forman un s.c.r.. Como (¢,n) = (b;,n) = 1, se tiene (¢b;,n) = 1.
Por otro lado si gb; = gb;j(mod n) se tiene que b; = bj(mod n) y j = i. Esto concluye la

demostracion. [}
Teorema 1.3.2 (Euler). Si (a,n) = 1 entonces a®™ = 1(mod n).

Demostracién: Sea {b;, b, ..., baw)} uns.c.i. médulo n. Por la Proposicién 1.3.1 {aby, abs,
..., @by } también forman un s.c.i. médulo n. Por lo tanto el producto de los enteros del

primer conjunto es congruente al producto de los enteros del segundo conjunto. Luego

b1 by bamy = aby - aby - - - aba () (mod n)
b1, Do, ..y bagmy = a® ™Mby, by, ... ba (mod n)

Como cada b; es primo relativo con n, por el Corolario 1.2.1 se tiene
1= a®™(mod n).
[ |

Teorema 1.3.3 (Pequeno Teorema de Fermat). Si p es un nimero primo, entonces

para todo entero a, a? = a(mod p).
Demostracién: Si p | a, se tiene que
a = 0(mod p) y a? = 0(mod p)

y por las propiedades de congruencias a” = a(mod p).

Si pta entonces ®(p) =p — 1, a?~! = 1(mod p) y nuevamente a? = a(mod p). [
Teorema 1.3.4. Si (m,n) =1, entonces ®(m.n) = &(m)P(n).
Demostracion: Por el Teorema 1.2.1

f:2f(mn) — Z/(m) x Z/(n)
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es biyectiva, entonces
(Z/(mn))* = (Z/(m))" x (Z/(n))*
luego
| (Z/(mn))" [=[ (Z/(m))" | - [ (Z/(n))" |
entonces ®(mn) = ®(m)P(n). |

k
Teorema 1.3.5. Sin = Hp:‘ es la representacion canonica de un entero positivo n, en-
i=1
tonces

De otra parte,

luego

[ |
En particular, si n > 2 entonces ®(n) es par. Mas adelante se estudiardn ecuaciones de
segundo grado en Z/(p); se vera desde ya un pequeno resultado de este tipo que garantiza

que los Unicos a que son sus propios inversos modulo p son 1y —1.
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Lema 1.3.1. Si p es primo entonces las tnicas soluciones de x> =1 en Z/(p) son 1 y —1.

En particular si x € (Z/(p))* — {1, =1} entonces ' # x en Z/(p).

Demostracién: Se puede reescribir la ecuacién como (z—1)(x+1) = 0 entonces (z—1) =0
o (z+1) =0, de aqui se tiene que x = 1 o x = —1. Entonces las soluciones de la ecuacién

son 1y —1. [ |

Teorema 1.3.6 (Teorema de Wilson). Sea n > 4. Entonces (n — 1)! + 1 = 0(mod n) si

n es primo y (n — 1)! = 0(mod n) sin es compuesto.

Demostracion: Si n es compuesto pero no es un cuadrado de un primo se puede escribir
n=abconl < a<b<n;en este caso tanto a como b aparecen en (n — 1)l y (n —1)! =
0(mod n). Si n = p* p > 2, entonces p y 2p aparecen en (n — 1)l y (n — 1)! = 0(mod n),
esto demuestra que para todo n compuesto, n > 4, se tiene que (n — 1)! = 0(mod n).

Sin es primo se puede escribir (n—1)! = —(2-3--- (n—2))(mod n); pero por el lema anterior
y teniendo en cuenta que en el producto 2-3-- - (n — 2) aparece cada nimero con su inverso,

juntédndolos se tiene que (n — 1)! = —1(mod n). |

1.4. Funciéon de Mobius

Se vera inicialmente una propiedad de la funcién ¢

Teorema 1.4.1. Para cada entero positivo n, se tiene que

g d(d) =n.
dln
Demostracién: Considérese primero el ntimero p* cuyos divisores son 1,p, p?,...,p". En-

tonces,

(1) +2(p)+ (@) +---+2(p") = 1+(p-+@ —p) +--+ " —p"")
_— pk'

Por lo tanto, si n = p*py?p]* - - - pI'= donde los primos son distintos, se tiene que

T

n=J0+2@) +- -+ ().

=1
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Desarrollando el producto y aplicando el Teorema 1.3.4, se tiene que el producto consiste en

la suma de todos los términos de la forma
(p)P(py) - - D(plr) = @(d),

donde d = pi'p? - - ptr con 0 < t; < n; donde estan todos los divisores de n. |

Se define ahora la funcién de Mobius p : N* — 7Z

Definicién 1.4.1. La funcién pu de Mobius se define mediante las ecuaciones,
pu(l) = 1.
(n) (—=1)* Sin=pips...pr con p1, pPo,...,px primos diferentes;
p(n) =
0 si p? | n para algin primo p.

Teorema 1.4.2. Para todo entero positivo n se tiene,

Zﬂ(d):{ 1 sin=1;

dn 0 stn>1.

Demostracion: El caso en que n = 1 es evidente. Si n > 1, sea p un divisor primo de n y

sea n = p°n’. Se tiene

dould) = D opd+ D pd+ D> pld)

d|n d|n, pid d|n, p|d, p%td d|n, p2|d
= > uld)+ Y ulpd) +0
din’ d'\n’
= > uld) =) p(d)
d|n’ d'|n’
= 0

Definicién 1.4.2. Una funcién se denomina numérica si tiene como dominio el conjunto de

los enteros positivos con valores en C.

Teorema 1.4.3 (Férmula de inversién de Mdbius). Si f es una funcidn numérica y
F(n)= Z f(d) para todo n > 1, entonces
d|

fm) = > udF (5).

dn
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Demostracion: Se tiene,

S ud)F (g) =y u(d)Z;f(b)

din dln

- XXy

din b|(%)

=ZZ

bln d|(3)

ya que por el teorema anterior, la suma interior en la iltima expresién es igual a cero, excepto

en el caso en el cual b = n, cuando vale 1. [ |

1.56. Otros Resultados y Conjeturas Sobre Numeros

Primos

En esta seccion presentaremos el enunciado de algunos resultados clasicos sobre ntimeros

primos, asi como también varios problemas famosos.

Teorema 1.5.1 (Dirichlet). Dados naturales a, d con (a,d) = 1, ezisten infinitos primos

de la forma a + dn (con n natural).

Las demostraciones usuales de este teorema usan variables complejas. Muchos casos parti-
culares admiten demostraciones elementales mas o menos sencillas, como por ejemplo, que
existen infinitos primos de la forma 4n 4+ 3 o 6n + 5.

Existen varios refinamientos conocidos del teorema de Dirichlet. Se define I1;,(x) como el
nimero de primos de la forma a + dn en el intervalo [2, z]. De la Vallée Poussin probé que

i e 1
Tr—>+00 H(x) - @(d)’

esto es, todas las posibles clases modulo d tienen aproximadamente la misma proporcion de
primos.

Por otro lado, Tchebycheff observé que para valores pequenos de x, IIgs(x) — 3 (z) ¥
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Iy 5(x) — 141 () son positivos. Un teorema de Littlewood, sin embargo, demostré que estas
funciones cambian de signo infinitas veces. En 1957, Leech demostré que el menor valor de
x para el cual Iy 3(z) — Iy ;(z) = —1 es 26861 y en 1978 Bays y Hudson demostraron que
el menor valor de z para el cual II35(x) — I3 (x) = —1 es 608981813029.

Sea p(d, a) el menor primo de la forma a + dn, con n entero y
p(d) = maz{p(d,a)| 0 < a < d, med(a,d) = 1}.

Linnik (1994) probé que existe L > 1 con p(d) < d* para todo d suficientemente grande. La
mejor estimacion conocida para L es L < 5,5, debido a Heath-Brown (1992), que también
conjeturd que

p(d) < Cd(Ind)>.

Por otro lado, no se ha podido demostrar que existan infinitos primos de la forma n? + 1,
de hecho, no existe ningin polinomio P con una variable y de grado mayor que 1, para
el cual se sepa demostrar que existen infinitos primos de la forma P(n), n € Z. Por otro
lado, Friedlander e Iwaniec probaron recientemente un resultado mucho mas dificil: existen
infinitos primos de la forma a? + b*.

Uno de los problemas abiertos mas famosos de la matematica es la conjetura de Goldbach,
una de sus versiones es: todo niimero par mayor o igual que 4 se puede expresar como la suma
de dos primos. Chen demostré que todo nimero par suficientemente grande es la suma de un
primo con un numero que tiene a lo maximo dos factores primos. Vinogradov demostré que
todo impar suficientemente grande (por ejemplo mayor que 3315) es la suma de tres primos.
Cuando p y p+ 2 son ambos primos, diremos que son primos gemelos. Se conjetura, pero no
se sabe demostrar que existen infinitos primos gemelos. Brun, por otro lado, probé que los
primos gemelos son escasos en el siguiente sentido: si II(x) es el nimero de pares de primos

gemelos hasta x entonces
100z

(Inx)?

IIh(x) <

para x suficientemente grande. En particular,
1
Z — < 400.
p primo gemelo

Se cree que Ily(x) es asintético a Cx/(Inz)? para alguna constante positiva C. Gracias a

Clement se tiene la siguiente caracterizacion de primos gemelos. Sea n > 2; los enteros n y
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n + 2 son ambos primos si y solamente si 4((n — 1)! + 1) +n = 0(mod n(n + 2)).

Sea p,, el enésimo nimero primo. El teorema de los niimeros primos equivale a decir que

lfm —2r — 1
n—oonlnn

Por otro lado, se sabe muy poco sobre el comportamiento de la funciéon d,, = p, 11 — p,. Por
ejemplo, la conjetura de que existen infinitos primos gemelos equivale a decir que lim inf d,, =

2. Ni siquiera se sabe demostrar que

L = lim inf dn = 0;
N Pn

Erdos probd que L < 1y Maier que L < 0,248. Erdos también probd que el conjunto D de
los puntos de acumulacién de d,,/Inp, tiene medida positiva, resultado que posteriormente
fué mejorado por Hildebrand y Maier, que probaron entre cosas, que existe una constante
positiva ¢ tal que si z es lo suficientemente grande, la medida de Lebesgue de D N [0, z] es
mayor o igual a cx. Por otro lado, hay un teorema clasico, conocido como el postulado de

Bertrand, que dice que siempre existe por lo menos un primo entre m y 2m, o sea, d,, < p,.

En 1931, Westzynthius probd que lim sup hfl;n = 00, y en 1963 Rankin, completando un
trabajo de Erdos, mostro que
d,(InInln p,)?
lfm sup Unlninp,) > ¢~ 1,78107,
Inp,Inlnp,Inlnlnlnp,

donde v es la constante de Euler-Mascheroni,

1 1
v = lim <1+—+---+— —lnn) ~ 0, 5772156649;
n

n—oo 2
este resultado fué mejorado posteriormente por Pomerance y Pintz, que probaron que el lado
izquierdo es mayor o igual a 2e”. Se conjetura que

lim sup m = C,

para alguna constante positiva C. Otra conjetura famosa es que siempre hay por lo menos
un primo entre n? y (n + 1)2. Obsérvese que la primera vez que d,, > 1000 ocurre para
pn = 1693182318746371, cuando d,, = 1132, lo que fué descubierto recientemente por T.
Nicely y D. Nyman.

Sierpinsky probd que existen infinitos nimeros naturales k tales que k- 2" 4+ 1 es compuesto

para todo natural n y Riesel probd el mismo resultado para k- 2" — 1. Se conjeturé que
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los menores valores de k con las propiedades descritas anteriormente son respectivamente
78557 v 509203. Hay un proyecto cooperativo que consiste en encontrar primos grandes, para
demostrar estas conjeturas (vea http://vamri.xray.ufl.edu/proths/).

Otro problema famoso es el de determinar si existen progresiones aritméticas arbitrariamente
largas formadas exclusivamente por primos. Van der Corput probd en 1939 que hay una
infinidad de progresiones aritméticas formadas por tres primos. Una respuesta afirmativa
al problema general seguirfa de la veracidad de una conjetura de Erdds, segiin en el cual
si A C N y tal que la serie de inversos de sus elementos diverge, entonces A contiene
progresiones aritméticas arbitrariamente largas. Actualmente la mayor progresion aritmética
de primos que se conoce esta formada por 22 términos 11410337850553 + 4609098694200k,
con 0 < k < 21, y fué encontrada por Pritchard en 1993.

M. Toplic, uno de los miembros de un proyecto conjunto realizado con la ayuda de la internet
encontrd el 15 de enero de 1998 el primer ejemplo de 10 nimeros primos consecutivos en

progresion aritmética, que son los primos p + 210k con 0 < k£ <9 donde

p = 1009969724697142476377866555879698403295093246891
90041803603417758904341703348882159067229719

por otro lado, el 23 de Abril de 1999 un grupo de 6 investigadores hallé 10 primos palindromes

(cuya representacién decimal es simétrica) consecutivos en progresion aritmética, que son
p + 1010100000000000k, con 0 < k <9

donde
p = 742950290870000078092059247.



Capitulo

Campos Finitos y Reciprocidad

Cuadratica

En este capitulo se veran algunos resultados de algebra y teoria de niimeros un poco mas
modernos, abstractos y avanzados que en el capitulo 1. El lector que conoce un poco de

algebra tendra mas facilidad para acompanar los resultados que se trabajaran mas adelante.

2.1. Campos y Polinomios

Definicién 2.1.1. Un grupo (G,*) es un conjunto G dotado de una operacién binaria

clausurativa * que satisface los axiomas siguientes:

o La operacién * es asociativa, es decir para todo a, b, c en G se tiene que ax(bxc) = (a*b)*c.
o Existe un elemento e en GG tal que a x e = e x a = a para todo a en G.

o Para cada a en GG existe un elemento a’ en G tal que axad’ = a’ *xa = e.

Definicién 2.1.2. Un grupo G se llama abeliano o conmutativo si satisface la condicién

a*xb=0bxa paratodoaybenG.

Cuando una operacién * se simboliza con + se dice que GG es un grupo aditivo y se denota
al elemento neutro e, como 0. Si la operacién se simboliza con - se dice que G es un grupo
multiplicativo y se denota al elemento neutro e por 1. Asi, Z/(n) es un grupo abeliano aditivo

y (Z/(n))* es un grupo abeliano multiplicativo.

19
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Definicién 2.1.3. Un anillo (A, 4+, -) es un conjunto A dotado de operaciones + y - llamadas

adicion y multiplicacién que satisface los siguientes axiomas:

o (A,+) es un grupo abeliano.

o La multiplicacién es asociativa.

o Las dos operaciones estan relacionadas por las propiedades distributivas
a(b+ ¢) = ab+ ac,
b(a + ¢) = ba + be,

para todo a,b,c € A.

Definicién 2.1.4. Un anillo donde la multiplicacién es conmutativa se dice un anillo conmu-
tativo. Un anillo que posee identidad para la multiplicacién, el cual se representa usualmente
por 1, es una anillo con unitario.

Definicién 2.1.5. Si R es un anilloy U C R, U es ideal de R si:

(a) U es subgrupo de R.

(b)Para todor € R, ue U; ru € U, ur € U.

Definicién 2.1.6. Un campo es un anillo conmutativo con unitario donde para todo a € K
con a # 0 existe b € K tal que a-b = 1, 0 sea K es dotado de dos operaciones + : K x K — K

y-: KxK — K, deuna funcién — : K — K y dos elementos especiales distintos llamados

0 y 1, satisfaciendo las siguientes propiedades:

a+(b+c) = (a+0d) +ec,
a+0 = a,
a+(—a) = 0,
a+b = b+a,
alb+c¢) = ab+ ac,
a(bc) = (ab)c,
al = a,

ab = ba;
en donde para todo a € K, a # 0 existe b € K tal que

ab=1.
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Los ejemplos mas conocidos de campos son Q, Ry C.

Definicién 2.1.7. Dado un campo K, se define un anillo conmutativo con unidad K|z]
como el conjunto de expresiones de la forma P = ag + a x + asx® + - - - + a,2™, donde n € N

llamados polinomios con coeficientes en K.

Obsérvese que x es un simbolo formal y no un elemento de K, a pesar de eso, cada polinomio

define una funcién polinomial

P K — K

c — P(c) =ag+aic+ ayc®+ -+ apc”

también llamada P. La diferencia entre un polinomio y una funcién polinomial es bien
ilustrada por el polinomio P = 2 — x € (Z/(p))|x]: este polinomio es no nulo, pues sus
coeficientes son no nulos, pero para todo z € Z/(p) por el pequeno teorema de Fermat se
tiene que P(z) = 0.

Si P=>ax'y Q=>_bz" son polinomios se define la suma como P+ Q =Y (a; + b;)z’ y
su producto como PQ = >~ ¢z’ donde ¢, = D7, .,

de un polinomio P = ag+ a;x + apx?® + - - - + a,x™ como n si a, # 0 pero a,, = 0 para m > n

a;bj; se define también grad P el grado

y el grado del polinomio 0 como —oo.

Lema 2.1.1. Para cualesquier polinomios, P y @ se tiene grad (PQ) = grad (P)+grad (Q)
y grad (P + Q) < maz{grad (P), grad (Q)}.

Demostracién:

(i) grad (PQ) = grad (P) + grad (Q)
Sea P=ag+ax+ -+ ayx"” cona, #0y Q = by+ bx+ -+ bypx™ con b, # 0;
grad (P) =n, grad (Q) = m, ahora

grad (PQ) = grad [(ag + a1z + -+ + apx")(bo + byx + - - - + byz™)]
= grad [aghy + aobiz + - - + agbyx™ 4 arbox 4+ arbyax® + - - -

4a1bp ™ bz F anbi ™ 4 abp ™Y,
ahora como a, # 0y b,, # 0, se tiene que a,b,, # 0, entonces

grad (PQ) = n+m
= grad (P) + grad (Q),
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(ii) grad (P + Q) < maz{grad (P), grad (Q)}
Sea P =ag+ax+ -+ ayx” cona, #0y Q = by+ bx+ -+ bypx™ con b, # 0;
grad (P) =n, grad (Q) = m, ahora, supéngase que m < n
grad (P+ Q) = grad [(ag+ a1z + -+ apa™) + (bo + brz + - - - + by2™)]
= grad [(ag +bo) + (a1 + b))z + - + (am + bp)T™ + @ppyr 2™
4+ 4+ anx"L

entonces se tiene que el grad (P + @) < n. Igualmente para n < m se tiene que

grad (P + @) < m, entonces

grad (P + Q) < maz{grad (P), grad (Q)}.
|

Teorema 2.1.1. Sean A, B € K|z|, B # 0. Entonces existen unicos polinomios Q, R € K|z]
con A= QB+ R y grad(R) < grad(B).

Demostracién: Esta demostracién es hecha por induccién sobre el grado de A. Si grad(A) <
grad(B), se toma Q = 0, R = A. Caso contrario, sea A = az™ + a;2"' + ..a, y B =
br™ + byx™ 1 + ..b,,. Se puede escribir

A= <%> 2" "B+ Ay, con grad(Ay) < grad(A).

Por la hipdtesis de induccion, se tiene
Ay = Q1B+ R, con grad (R) < grad (B),
reemplazando se tiene
A = (%) "B+ QB + R.
- ((%) " 4 Ql) B+ R.
Haciendo @ = (%)x”_m + ()1 se tiene
A=QB+ R, con grad (R) < grad (B).

La unicidad de obtiene del lema anterior. n
Un polinomio tiene a a como raiz (P(a) = 0) siy solo si (x —a) | P. Més generalmente, P(a)

es el residuo de la divisién de P por (x — a).
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Proposicién 2.1.1. Un polinomio no nulo de grado n tiene mdzimo n raices.

Demostracién: Esta demostracién es hecha por induccién sobre n = grad(P); los casos
n =0y n = 1son triviales. Supéngase que todo polinomio de grado n — 1 posee a lo maximo
n — 1 raices, si P tuviera n + 1 raices distintas a1, as,...a,+1 entonces P seria multiplo de
(x—ans1); P/(x—anyq) tiene grado n—1 y raices ay, as,...a, lo que contradice la hip6tesis
de induccion. [ |
Sean A, B € K[z] se define A | B si existe C' tal que AC' = By se dird que un polinomio P de
grado mayor que n > 0, es irreducible si todos sus divisores tienen grado 0 o n, generalizando

asi el concepto de niimero primo asi como a seguir la generalizacion de la nocién de m.c.d.

Proposicién 2.1.2. Dados polinomios no nulos A, B € Klz| existe un unico D € K|z]
(salvo multiplicacion por una constante) tal que D | A, D | B y para todo C € Klz|, si
C'| AyC| B entonces C | D. Ademds existen E, F € K[z| con D = AE + BF.

Demostracién: Sea [(A,B) = {AE + BF; E, F € Klz]} y sea D = AEy + BF; el
polinomio de grado menor no nulo de I(A, B). Supéngase que D {1 A, como D € K|z,
existen @), R € K[X] tal que A=DQ+ Rcon R# 0y 0 < grad (R) < grad (D), ahora

R = A—DQ
R = A-(AEy+ BR)Q
R = A(l-QEo) + B(-QF)
como (1-QEy), B(—QFp) € K[X] entonces R € I(A, B) pero como D es el menor elemento
no nulo de I(A, B) y grad (R) < grad (D) entonces R = 0, lo que es absurdo, entonces D | A.

Analogamente D | B. Sea C' € K[X], se supone que C' | Ay C | B, luego C' | (AE + BF)
para cualquier £, F' € K[X], entonces C' | D. [ |

Proposicién 2.1.3. Sea P un polinomio irreducible y sean Ay y As en Klz]. Si P | (A;-As2)
entonces P | Ay o P | As.

Demostracién: Supéngase que Pt Ay y que Pt Ay, entonces

Ay = P-Qi1+ Ry donde grad(R;) < grad(P),
Ay = P-Qs+ Ry donde grad(R) < grad(P),
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multiplicando se tiene

A -Ay = (P-Qi+R)-(P-Qa+ Ry),
= P2Q1Q+ PQ1Ry + R\PQy + R\ Ry,
= P(PQ1Q2+ Q1Ry+ R1Qs) + R Ry,
= PS4+ RiRy,

donde S = PQ1Q> + Q1 Ry + R1Q)2, luego, existen dos posibilidades

1. Siel grad(R,Rs) < grad(P), se tiene que P { A; - As.

2. Si el grad(RiRy) > grad(P), se puede escribir RiRy = P - ()3 + R3 donde
grad(R3) < grad(P) entonces se tiene que

Ar-Ay = PS+P-Q3+ Rs,
= P(S+Q3) + R3

de donde se concluye que P { A; - A,.

de 1y 2 se concluye que P 1 A; - As, lo que es una contradiccion.
Entonces P | A1 o P | As. [

Corolario 2.1.1. Sea P un polinomio irreducible y sean Ay, As,...A,, € Klz]. Si
P | (A1Ay... A,,) entonces P | A; para algin 1,1 < i <mn.

Demostracion: Para esta prueba basta hacer induccion y hacer un razonamiento similar al

que se utilizé para demostrar la proposicién anterior.

Teorema 2.1.2. Todo polinomio puede ser factorizado como un producto de polinomios

wrreducibles; esta factorizacion es unica salvo por el orden de los factores.

Demostracién: Sea P € K|[z| un polinomio no constante. Si P no es irreducible, entonces
P = QR donde el grad (Q) < grad (P) y el grad (R) < grad (P). Si P y @ son irreducibles,
se para aqui. De no ser asi, al menos uno de ellos se factoriza en polinomios de grado menor.

Continuando este proceso, se llega a la factorizacion

P =555
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donde S; es irreducible. Para probar la unicidad se supone que

P=55 S =QQsQ

son dos factorizaciones de P en polinomios irreducibles. Entonces, por la Corolario 2.1.1, S

divide algin @; , supéngase que a ;. Como @); es irreducible,

Ql = UISh

donde U; # 0, pero U; esta en K[z] y es por tanto una unidad (que tiene inverso en K|[z]).

Entonces, al sustituir (); por U;S] y cancelar, se obtiene

Sy S =U1Q2 -+ Qr
Por un argumento similar, se dice que Q)3 = UsS5, asi que
Sz S = U1U2Q3--- Q.
Al continuar asi, por ultimo se llegara a que

1=UUs - UpQipr -~ Qo

Claramente, esto es posible sélo si & = r de modo que esta ecuacion es en realidad 1 =
UUs - - - Uy. Asi, los factores irreducibles S; y @; son los mismos, excepto quizd, por el orden
y los factores unidad. [ |
Los ejemplos més evidentes de polinomios irreducibles son los de la forma x — a, con a € K.
Cuando estos son los tinicos polinomios irreducibles se dira que el campo es algebraicamente
cerrado. Los polinomios de grado 2 y 3 son irreducibles si y sélo si no tienen raices.

El pequeno teorema de Fermat también admite una formulacién en términos de polinomios.

Teorema 2.1.3. Sea p primo en (Z/(p))[x] entonces
P —r=x(x—-1)(x—-2)--(x—(p—1)).

Demostracién: Los dos polinomios de los dos lados de la ecuacién tienen grado p y el
coeficiente de 2P es 1 en los dos casos. Asi, la diferencia tiene grado menor que p pero se
anula en p puntos:0, 1,...p — 1. Por el Teorema 2.1.2, esta diferencia debe ser el polinomio

cero. [ |
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Se puede definir también congruencias en K[z] de la siguiente forma:
A= B (mod P) <= P | (B - A).

Las propiedades basicas de congruencias pueden ser traducidas para este nuevo contexto y
se puede definir el cociente K[z]/(P) de la misma forma como se defini6 Z/(n).

A continuacién se vera un ejemplo de como construir un campo finito como (Z/(p)[z])/P
cuando P € (Z/(p))[x] es irreducible.

Ejemplo 2.1.1. El polinomio 2 +x +1 es irreducible en (Z/(2))[z] lo que permite construir
un campo de cuatro elementos: 0, 1, x y = + 1. Las operaciones en Z/(2) y la relacién

r? = x + 1 definen las operaciones en este campo (se denotard x + 1 por z’)

+ [0 |1 | x| % *x | 0| 1| x |x
0 0 1 z x’ 0 0 0 0
1 1 0 x x 1 0 1 z x
x|z |2 1 x |0 x| 2 |1
x | 2 | x 1 0 x| 0| a x

De hecho existen en Z/(p)[z] polinomios irreducibles de cualquier grado y todo campo finito

puede ser construido de esta forma.

2.2. Ordenes Y Raices Primitivas

Definicién 2.2.1. Dados a,n € Z conn > 0y (a,n) = 1, se define el orden de a médulo n
denotada por ord,, a, como el menor entero positivo ¢ tal que a* = 1(mod n). De igual forma
si K es un campo finito y a € K, a # 0, se define el orden de a en K, denotada por ordk a,
como el menor entero positivo ¢ tal que a* = 1 € K; ademas ord,a = ord,pya donde p es

primo.

Teorema 2.2.1. a° = a (mod n) si y solo si e = €'(mod ord,a)
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Demostracién: Supdngase que ord,, a = t, si e = €/(mod t) entonces e = €’ + tq para algin

entero q y por lo tanto

/ / /

e e+tg _ € (a")? = a®(1)? = a® (mod n)

a®=a
por que a' = 1(mod n).

Reciprocamente, se supone que a¢ = a¢ (mod n). Sin perder generalidad se puede asumir que
e > €. Como (a,n) = 1 se puede cancelar repetidamente a hasta obtener a®~¢ = 1(mod n),
pero como ord, a =t, entonces t | (e — €’) o sea e = €'(mod ord,a). [

Por el teorema de Euler, se tiene que ord,a | ®(n).

Definicién 2.2.2. Se dice que a es una raiz primitiva médulo n si ord,a = ®(n). Anéloga-
mente, se dice que a es una raiz primitiva en K si ordga = ¢—1 donde ¢ = | K| es el nimero

de elementos de K.

Ejemplo 2.2.1. 2 es raiz primitiva médulo 5, ya que 2* = 1(mod 5) ords2 = 4, pero no es

raiz primitiva médulo 7 porque 2% = 1(mod 7), ord;2 = 3.
Se precisa una version del pequeno teorema de Fermat para campos finitos:
Teorema 2.2.2. Si K es un campo finito y ¢ = |K| entonces a? —a = 0 para todo a € K

Demostracién: Si a = 0 el teorema es cierto; se supone entonces a # 0. Sean by, ... b, los
elementos no nulos de K. Los elementos aby, ...ab,—1 son todos no nulos y distintos, luego

son los mismos by, ... b, solo que en diferente orden. Asi

bl . bQ cee bq,1 = (ab1>(ab2) cee (abq,l)
= aq—l(bl by by1)

luego a?~! = 1, multiplicando por a se tiene a? = a, entonces a? — a = 0. |
De este teorema se sigue que ordga | ¢ — 1, andlogo a lo que se sabia para Z/(n). A partir

del Teorema 2.1.3 se tiene también que
2! —x=x(x—0b) - (r—by—1)

en K|z].
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2.3. Ley de Reciprocidad Cuadratica

La ley de Gauss de reciprocidad cuadratica afirma que si p y ¢ son primos, hay una relacién
directa entre, p ser cuadrado médulo g y ¢ ser cuadrado médulo p. Este teorema suministra
un rapido algoritmo para determinar si a es cuadrado médulo p, donde a es un entero
y p un numero primo. Esta ley fué establecida por primera vez por Euler una forma muy
complicada y fué redescubierta por Legendre, quien la demostré parcialmente en 1785. Gauss

descubrié esta ley a la edad de 18 anos en 1796 y presento su primera demostracion completa.

Definicién 2.3.1. Sea p un numero primo impar y a un entero tal que (a,p) = 1. Si la
congruencia

2 = a(mod p)

tiene solucion, se dice que a es un residuo cuadratico médulo p.
Ejemplo 2.3.1. Como los residuos cuadraticos médulo p, son precisamente los cuadrados
modulo p, veamos que si p = 7, los residuos cuadraticos incongruentes médulo 7 son 1, 4 y

2 ya que,
12 =6° = 1(mod 7), 2> =5° = 4(mod 7) y 3° = 4> = 2(mod 7).

En general si (a,p) = 1, se sigue de la definicién que a? es un residuo cuadrético médulo p.

Para facilitar el estudio de los residuos cuadraticos se introducird el simbolo de Legendre

mediante la siguiente definicion.

Definicién 2.3.2. Sea p un primo y a un entero donde (a,p) = 1. Se define el simbolo de

Legendre <ﬁ) por
p

(a) { 1 siaes un residuo cuadratico médulo p

p —1 sia no es un residuo cuadréatico médulo p

Ejemplo 2.3.2.
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Proposicién 2.3.1. Sea p un primo impar y a un entero tal que p t a. Entonces

(3) = 4" (mod p).

p

Demostracién: Se sabe que si p { a entonces a?~! = 1(mod p), o sea, XP~! — 1 tiene como

raices 1, 2,...,p—1en Z/(p). Por otro lado,

p—1 pP—

Xrl 1= (X"T —1)(X"T +1).

Si existe b € Z tal que a = b*(mod p) entonces
a'T =l = 1(mod p);

0 sea,

<9) = 1= a"" (mod p).

p
Como

X2 =Y?(mod p) <= X = +Y (mod p),

hay por lo menos P~ " cuadrados en (Z/(p))*, luego los cuadrados son exactamente las
rafces de X"z — 1 en Z /(p), donde los que no son cuadrados son exactamente las raices de

p-1 (b
X2 4+1,0sea,si [ —) = —1 entonces

p—1

bz = —1(mod p).
|

Lema 2.3.1 (Lema de Gauss). Sea p un primo impar y sea a un entero tal que (a,p) = 1.

Sea S el conjunto formado por los menores residuos positivos modulo p, de los numeros

p—1
2

a,2a,3a, ..., a.

Si k representa el nimero de residuos que son mayores que p/2, entonces

(0)-or

Demostracién: Se define ¢t por k +t = (p — 1)/2 y se representan los elementos de S por
ai,ag,...,a;,b1,ba, ..., by donde a; < p/2 para cada i y b; > p/2 para cada j.

Primero hay que probar que todos los elementos de S no son congruentes modulo p. De
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hecho, si my # my mia = moa(mod p) entonces p | (my — ms)a y como (a,p) = 1 entonces
p | (my; —my) lo cual es imposible porque 0 < my,ms < (p —1)/2.

Lo segundo que hay que ver es que a; # p — b; para todo ¢ y para todo j. De hecho, si
a; = p — b, entonces a; + b; = 0(mod p) y como a; = m,a, b; = mja para ciertos enteros
m; y m; con my # mgy, entonces se tendria m;a + mja = 0(mod p). Luego p | (m; +mj)ay

como (a,p) = 1 entonces p | (m; +m;) lo que es imposible porque 2 < m; +m; <p — 1.

Se tiene entonces que ai, as,...,a;,p — by, p — ba, ..., p — by son todos diferentes, luego ellos
son simplemente los nimeros 1,2,...,(p — 1)/2 en algin orden, por lo tanto se tiene,
p—1
1‘2--~T = (p—=b1)(p—>y) - (p—bx)ajay---a;(mod p)

= (=by)(=bg) - (=bx)ajay - --a;(mod p)
= (=1)*biby- - - brasas - - - ay(mod p),

y como

se tiene

Proposicién 2.3.2. Sip es primo impar y sea a un entero tal que (a,p) = 1. Sea

M=/l + afpl+ -+ [

donde si a =bq+r con o <r <b se tiene que [a/b] = q entonces

1. Sia es impar, (a/p) = (—1)M.
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2. (g):(_l)%{ 1 Sip==+1(mod 8)

P —1 sip=+3(mod 8)
Demostracion: Sean 1,75, ...7p-1 los menores residuos positivos modulo p de los niimeros
2
-1
a,2a,3a,...,p 5 a.

se tiene entonces que

a = pla/p]+mr
2a = p[2a/p] + 1y

+ T'p—1

2

b1, y[Lte=0)
p

sumando estas ecuaciones se obtiene

(1—|—2+...+p%1)a = p([a/p]+[2a/p]+__.{%w

p’—1
8

})+r1+r2+---+7’p71

a = pM+ritryt 4T

Con las notaciones del lema de Gauss se puede escribir la ecuacién anterior en la forma

2
—1
p8 a=pM+ (ay +as+- - +a;)+ (b +ba+ -+ by). (2.1)
En la demostracién del lema de Gauss se vi6 que los nimeros p—by, p—bs, ..., p—bg,a1,as ..., a4
son simplemente los nimeros 1,2, ..., p—gl en algin orden, por lo tanto
p—1
1+2—|—~~~—|—T:kp—b1—b2—~--—bk+a1—|—a2—|—~--+at,
o0 sea
p’ -1
8 :kp—b1—bg—---—bk+a1—|—a2—|—---+at (22)
restando (2.2) de (2.1) se obtiene
p’—1
8 (a—l):p(M—k)+2b1+2b2+2bk

y como p es impar
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Si a es impar, la congruencia anterior implica que M = k(mod 2) y por lo tanto por el lema

de Gauss,

Ahora si a =2, M = 0 puesto que [2j/p] = 0 para 1 < j < (p—1)/2 ya que para estos casos
2 < 25 < p, se tiene que
p-1
8

(a —1) = —k = k(mod 2),

y por el lema de Gauss

-1

por otro lado, se tienen dos posibilidades, la primera es que »¢— sea par, luego

p*—1
8

=2k = 8[pP-1=(p-1)(p+1)
= 8[(p—1o8[(p+1)
= p=+1(mod 8)

2
entonces (—) = 1si p = £1(mod 8). La segunda posibilidad es que pQT_l sea impar, luego
p

2
pe—1
= 2%k +1
3 +
pP—1 = 8(2k)+38
P’ —9 = 8(2k)

(p—3)p+3) = 8(2k)=8|(p—3) 08| (p+3)=p==£3(mod 8)

2
entonces (—) = —1si p = £3(mod 8). [
p

Teorema 2.3.1 (Ley de Reciprocidad Cuadréatica). Sean p y ¢ primos

(S) (}%) = (—1)-D/2aD/2,

impares diferentes. Entonces,

Demostracion: Sean
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por el teorema anterior se tiene que

(§> (J%) = (DY) = (=)

y es suficiente demostrar que M + N = (p—1)/2(¢ — 1) /2.
Consideremos el recténgulo R en el plano cuyos vértices son (0,0), (p/2,0), (0,q/2), (p/2,q/2)

sin incluir su frontera.

(0,q/2) (p/2,q/2)
(n, (q/p)n)

(0,0) (p/2,0)
(n,0)

Si se llama punto reticular a un punto (z,y) que tiene ambas coordenadas enteras, se ve que
el rectdngulo contiene (p — 1)/2(q — 1)/2 puntos reticulares. También hay que observar que
sobre la diagonal que une (0,0) con (p/2,q/2) no hay puntos reticulares. De hecho, como la
ecuaciéon de la recta que une estos puntos es py = gz, si hubiera un punto reticular sobre la
recta se tendria que p | gz y como (p,q) = 1 entonces p | z, pero esto es imposible porque
T <p/2.

Por otra parte, para todo entero positivo n, el numero d puntos reticulares sobre la recta
vertical que pasa por (n,0) y que se encuentran por debajo de la diagonal es [ng/p]. Por lo
tanto, el niimero de puntos reticulares en el rectangulo R que estan por debajo e la diagonal
es precisamente M. Similarmente, el nimero de puntos reticulares en el rectangulo R que

estan por encima de la diagonal es NV, y por lo tanto

(p—1)(g—1)
M+ N =" o

[
Como (q/p) = +1, entonces (¢/p)*> = 1y se puede expresar la ley de reciprocidad cuadratica

(§>._(_1yp1vmq1V2(g>

que es mas conveniente para estudiar el caracter cuadratico de un entero.

en la forma
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Ejemplo 2.3.3. Determinemos si 60 es un residuo cuadratico modulo 239.

Como 60 = 22 - 3 - 5, entonces

()~ () () ()

(&) -

multiplicando, hallando el residuo al dividir por tres y aplicando 2.3.2, se tiene:

() = ()

ahora

O\ L Ly (239) (239
239 5 5

Por lo tanto, (60/239) = 1 y asi, 60 es un residuo cuadratico médulo 239.

2.4. Extensiones Cuadraticas de Campos Finitos

Sean p primo y d un entero que no sea cuadrado perfecto. El anillo (Z/(p))[v/d] es el conjunto
{a+bVd, a,b€Z/(p)}
donde la adicién y la multiplicacién se definen como,

(a+bVd) + (d +VVd) = (a+ad)+(b+V)Vd,
(a+0Vd)(d +0Vd) = (ad' + dbb') + (ab + a'b)Vd.

Por definicién,
a+bVd=d +VVd<=a=d, b=V.
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Como grupo aditivo, (Z/(p))[Vd] = Z/(p) x Z/(p). Se va a investigar una estructura multi-
plicativa de (Z/(p))[v/d]. Obsérvese inicialmente que, si d es un cuadrado médulo p entonces

(Z/(p))[v/d] no puede ser un campo, pues si a®> = d en Z/(p) entonces (a + v/d)(a — Vd) =

a?> —d=0en (Z/(p))[Vd]. La siguiente proposicién es el reciproco de este hecho.

d
Proposicién 2.4.1. Si (2—9) = —1 entonces (Z/(p))[Vd] es un campo.

Demostracion: Para esta demostracién solo se probara la existencia del inverso ya que
las demads propiedades se verifican con facilidad teniendo en cuenta como se definieron las
operaciones, entonces si (a,b) # (0,0), (a4 bvd)™" = (a — bv/d)/(a® — db?). Se tiene que
a’ — dv* € (Z/(p))* pues d no es cuadrado médulo p. Para probar que el inverso siempre

existe basta con mostrar que a? — db? # 0.
1. Sib#0,ya?—db? =0, que equivale a d = (a/b)?, se tendria una contradiccién.
2. Sib=0, a®> —db®> = a®> # 0 pues (a,b) # (0,0) = a # 0= a® # 0.

entonces el inverso siempre existe. [ |



Capitulo

Primos de Mersenne y Pruebas de
Primalidad.

Varias formulas han sido propuestas para generar niimeros primos arbitrariamente grandes,
Fermat, por ejemplo, conjeturé que todo ntmero de la forma 22" + 1 es primo, lo que
fué desmentido por Euler (225 +1=641-6700417 es compuesto). A pesar de los esfuerzos, no
se conoce ninguna férmula simple para generar primos arbitrariamente grandes y la mayoria
de los matematicos creen que no existe una férmula de este tipo.

Existen algunas férmulas que generan familias interesantes de primos. La féormula de este
tipo que mds interesa es M, = 2P — 1, llamados ntimeros de Mersenne. Cuando M,, es primo,
se dira que M, es un primo de Mersenne. Parte de la razén por la cudl los nimeros de esta
forma son interesantes es que a pesar de que M, no siempre es primo es relativamente facil
probar para un exponente p dado, incluso bastante grande, si M, es primo o compuesto.
En gran parte por este motivo los diez mayores primos conocidos hasta hoy son primos de
Mersenne y a lo largo de la historia el mayor primo conocido casi siempre fué un primo de

Mersenne.

3.1. Foérmulas para Primos y Pruebas de Primalidad.

Se menciono en la introduccién de este capitulo que no se conoce ninguna féormula simple para
generar primos arbitrariamente grandes. Existen férmulas que generan ntimeros primos pero
que son tan complicadas que no ayudan mucho a generar ntimeros primos explicitamente ni

a responder preguntas tedricas sobre la distribucion de los primos. Un ejemplo de féormulas

36
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para p,, el enésimo primo es

1 1 1(d)
S Y ,
P a3t 2

‘Pnfl

donde P,—1 = pip2 - pn-1.

Ejemplo 3.1.1. Vamos a calcular p4, tenemos que py_1 = p3 = 2 -3 -5 = 30, primero

calculemos la sumatoria:

p(d) L T N SRS NS S S
201 ~ \2—1 22—-1 '"28—71 "25—-1 261 ' 2001 25 _1 "' 230_]

d|30

_ [ 11 1 . 1 . 1 . 1 1
B 3 7 31 63 1023 32767 1073741823
= 0,50843250985111343660495564025357

ahora reemplazando en la formula

1 1
Py = {1 o In (—5 + (0, 50843250985111343660495564025357))J
n

1
= {1 — E(_4’ 7756608227974954871908741949008)J

= |7,8898221860176533812220207918263
= 7

Otra férmula es
pn = [10%"¢| — 10%" " [10%" '¢],

donde

o0

= —— = 0,0203000500000007 .. .
C — 10277. Y

La inutilidad de esta tltima férmula viene del hecho que para calcular ¢ se debe encontrar
todos los primos; la formula se tornaria mas interesante si existiera otra interpretacion para
el nimero real ¢, lo que parece muy improbable. Por otro lado, existe un nimero real a > 1
tal que [a®" | es siempre primo.

Algo relacionado con generar niimeros primos es el de probar si un determinado nimero es
primo. Existe un algoritmo bastante simple para probar si cualquier entero positivo n es
primo: calcular el residuo de la divisién de n por cada entero m con 2 < m < /n. Si el

residuo es cero en algiin caso entonces n es compuesto y se encuentra un divisor; si esto
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nunca ocurre, n es primo. El inconveniente de este algoritmo es que es muy lento: incluso
para un entero de 200 digitos se tendrian que hacer aproximadamente 10'% divisiones lo que
por el momento esta fuera del alcance de nuestra tecnologia para lograrlo rapidamente.
Algunos teoremas de teoria de nimeros pueden ser usados para probar la primalidad de un
entero positivo n. Por el teorema de Wilson, por ejemplo, se puede probar la primalidad de n
calculando (n—1)! mod n, infelizmente, esta operacién parece ser tan dificil de efectuar como
la bisqueda de los divisores del algoritmo anterior, claro que no esta excluida la posibilidad
de que alguien invente un algoritmo rapido para calcular (n — 1)! mod n.

Una idea mejor es la de usar el pequeno teorema de Fermat, se toma a, 1 < a < ny se
calcula ™! mod n. Si n es primo se tiene a"~! = 1(mod n); cualquier otro resultado indica
que n es compuesto incluso se encontré un factor de n.

Si "' = 1(mod n), por otro lado, no se demostré que n es primo; si n es compuesto
satisfaciendo a"~! = 1(mod n) se dird que n es un pseudoprimo de a. Los pseudoprimos
existen pero son raros: el menor pseudoprimo de 2 es 341 = 11 - 31 y existen apenas 21853
pseudoprimos de 2 menores que 2, 5-101° (contra 1091987405 primos). Pomerance (mejorando
un resultado anterior de Erdés) probé que si P, (z) es el nimero de pseudoprimos hasta x
de a se tiene que

_Inzlnlnlna

P’/‘(‘a(aj) S €T - e 2Inlna

para x suficientemente grande. La siguiente proposicion exhibe una familia infinita de pseu-
doprimos de a (para cualquier a > 1 dado); asf la simple verificacién de "' = 1(mod n) no

demuestra la primalidad de n.

Proposicion 3.1.1. Sea a > 1 y p primo, p > 2. Entonces

a?—1 a?—1 a’+1

2—1 a—1 a+1

n =
es un pseudoprimo de a.

Demostracion: Por el pequeno teorema de Fermat,

al — 1 aP + 1
= =1 d
1= a1 - Umodp)

primero se probara que estos nimeros son impares,

al —1

:aP*1+ap*2+ap73_’_...a_|—1
a—1
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1. Si a es par, a" es par y como g”_l +aPr P -a tiene una cantidad par de

-~
nuimeros, entonces su suma es par y al sumarle 1 el resultado da impar.

2. Siaesimpar, a” es impar y como a? ' 4+ aP % +aP3 4 .. a tiene una cantidad par de

-~

elementos entonces su suma es par y al sumarle 1 el resultado da impar.

aP+1
a+1

1 para k entero. Asi, como a®’ = 1(mod n) se tiene que a" = a****! = (a*)* - a = a(mod n),

para se realiza un razonamiento similar, entonces se tiene que n = 1(mod 2p) o n = 2kp+
entonces a” = a(mod n) lo que concluye la demostracion. |
Una idea natural es la de probar varios valores de a. Si (a,n) > 1, se tiene que a1 #
1(mod n); mientras que, si n es un producto de pocos primos grandes, los valores de a para
los cuales (a,n) > 1 son extranos y obligan a encontrar un valor tal de a que el progreso
serfa muy poco en relacién a los primeros algoritmos. De hecho, una vez encontrado a con
(a,m) > 1 es facil encontrar (a,n) por el algoritmo de Euclides, lo que da una factorizacién
(parcial) de n. Es un hecho interesante que existen algunos nimeros compuestos extranos n,
llamados nimeros de Carmichael, con la propiedad que si 0 < a < n'y (a,n) = 1 entonces

n—1 —

a (mod n). Un hecho demostrado por Alford, Granville y Pomerance es que si CN(z)
es la cantidad de niimeros de Carmichael menores que z entonces CN(z) > %7 para z
suficientemente grande, lo que implica la existencia de infinitos niimeros de Carmichael. Hay
apenas 2163 ntmeros de Carmichael menores que 2,5 - 10'° y los primeros son 561, 1105,

1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341, 41041, 46657, 52633, 62745, 63973 y 75361.

3.2. Pruebas Basadas en Factorizaciones de n — 1

Proposicién 3.2.1. Sea n > 1. Si para cada factor primo q de n —1 existe un entero a, tal

que a}~" = 1(mod n) y al" I 1(mod n) entonces n es primo.

Demostracién: Sea ¢*s la mayor potencia de ¢ que divide n — 1. Como a,(lnfl)/ Y% 1(mod n)
el orden de a, en (Z/(n))* es un multiplo de ¢*, ahora como ®(n) es miltiplo del orden de
ag, entonces ®(n) es multiplo de ¢*. Como esto vale para todo factor primo q de n—1, ®(n)

es un multiplo de n — 1 entonces n es primo. [ |

Proposicién 3.2.2 (Pocklington). Sin — 1 = ¢*R donde q es primo y existe un entero
a tal que "' = 1(mod n) y (a9 — 1, n) = 1 entonces cualquier factor primo de n es

congruente a 1 modulo ¢~.
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Demostracién: Si p es un factor primo de n y como a"* = 1(mod n) se tiene que a" ' =
1(mod p) ademés (a"1/7 — 1, n) = 1 entonces p no divide a a"1/7 — 1, luego el ord,a,

divide a n — 1 pero no divide a (n — 1)/q. Asi, ¢®|ord,a|p — 1, entonces p = 1(mod ¢*). W

Corolario 3.2.1. Sin—1=FR, con F'> R y para todo factor primo q de F existe a > 1

tal que a” ' = 1(mod n) y (™ Y/ — 1, n) =1 entonces n es primo.

Demostracién: Sea ¢ un factor primo de F' y ¢* la mayor potencia de ¢ que divide F’; por
la proposicién anterior, todo factor primo de n debe ser congruente a 1 médulo ¢*. Como
esto vale para cualquier factor primo de F', se sigue que cualquier factor primo de n debe ser
congruente a 1 médulo F. Como F > /n, esto implica que n es primo. [
De hecho, basta conocer un conjunto de factores primos cuyo producto sea mayor que
(n — 1)'/3 para, usando el resultado de de Pocklington, intentar demostrar la primalidad
de n. Los siguientes criterios clasicos son consecuencias directas de las proposiciones de arri-
ba.

Fermat conjeturé que todo ntimero de la forma F,, = 22" 41 es primo y verificé la conjetura
para n < 4. Euler mostré mas tarde que Fj no es primo (Fy = 4294967297 = 641 - 6700417)
y yva se demostrdé que F), es compuesto para varios valores de n, ningiin otro primo de la
forma F,, = 22" + 1 es conocido, pero se conocen muchos primos (algunos bastante grandes)

2

de la forma a®" 4 1 que son conocidos como primos de Fermat generalizados. La prueba que

sigue muestra como probar eficientemente la primalidad de F;,
Corolario 3.2.2 (Prueba de Pépin). Sea F,, = 22" + 1; F, es primo si y solamente si
3F=1/2 = _1(mod F,).

Demostracién: =| Si F,, es primo por la proposicién 2.4.1 se tiene que

3

(F) = 3 Y2(mod F),)

ahora aplicando la ley de reciprocidad cuadratica

S) — (cpyE-uE-na
F,

_ (L) @E" o (

2n F
()2 fn
(-1) .

e |

)
)

w‘;j
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ya que F,, = —1(mod 3), luego
—1=3""Y2(mod F,)
entonces
3E=1/2 = _1(mod F,)
&) Si 3Un=D/2 = _1(mod F,), tenemos que 3"~V = 1(mod F,) y 3F=Y/2 £ 1(mod F,),
luego por la proposiciéon 3.2.1, F), es primo. |

Corolario 3.2.3 (Teorema de Proth; 1878). Sea n = h-2¥ + 1 con 2% > h. Entonces n

es primo si y solamente si existe un entero a con a""1/2 = —1(mod n).

Demostracién: =]Si n es primo, se puede tomar un a cualquiera tal que no sea un cuadrado

médulo n es decir (%) = —1; la mitad de los enteros entre 1 y n — 1 sirven como a. Por la

proposicion 2.4.1 se tiene que

entonces, "z = —1(mod n).

&] Si hacemos F = 2 tenemos que n — 1 = h - F' donde F > h, ademés como a("~1)/2
—1(mod n) entonces ™Y = 1(mod n) y (a™Y/2 — 1, n) = 1; utilizando el corolario 3.2.1

la prueba queda terminada. [ |

Corolario 3.2.4. Sin = h-¢*+1 con q primo y ¢* > h. Entonces n es primo si y solamente

si existe un entero a con a™ /2 = 1(mod n) y (a" V1 —1, n) =1,

Demostracién: =] Si n es primo, se puede tomar un a cualesquiera tal que (£) = 1 o sea

que sea un cuadrado modulo n. Por la proposicion 2.4.1 se tiene que

1= <ﬁ> = anT_l(mod n)

entonces, a"z" = 1(mod n).

&] Si hacemos F' = ¢* tenemos que n — 1 = h - F donde F' > h, ademds como am=1/2 =
1(mod n) entonces a"Y = 1(mod n) y por hipétesis (a®1/9 — 1, n) = 1; utilizando el
corolario 3.2.1 la prueba queda terminada. [ |
Una gran mayoria de los 100 primos mas grandes conocidos cumplen las condiciones del
Teorema de Proth. Esto se debe al hecho que los primos de esta forma son frecuentes y que

su primalidad es facilmente demostrada usando este resultado.
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3.3. Primos de Mersenne

Se debe recordar que un nimero de Mersenne es un numero de la forma M, = 2P — 1. Se

vera primero que 2P — 1 solo es primo cuando p es primo.
Proposicion 3.3.1. Si 2" — 1 es primo entonces n es primo.

Demostracion: Supéngase que n es compuesto, es decir si n = ab con a, b > 2 entonces
1<20—1<2"—1y2"—1=2%_-1=(2%"—1 por otro lado

2% = 1(mod 2* — 1)
(29" = 1°(mod 2* — 1)
(2" -1 = 0(mod 2* — 1)

por lo tanto 2" — 1 es compuesto, lo que contradice que 2" —1 es primo, entonces n es primo.Hl
Por otro lado, no se sabe demostrar que existen infinitos primos de Mersenne ni que existen
primos p para los cuales M, es compuesto. Se conjetura, entretanto, que existen infinitos
primos p para los cuales M, es primo y que, si p, es el enésimo primo de este tipo, se tiene

que

Inp,
n

para ciertas constantes A y B. Existen algunas conjeturas mas precisas en cuanto al valor de

0< A<

< B <+

lim,, .o /pn; Eberhart conjeturé que este limite existe y es igual a 3/2; Wagstaff por otro
lado conjeturd que el limite es
2¢" ~ 1,4757613971

donde v la ya mencionada constante de Euler-Mascheroni.(final capitulo 1)
Los primos de Mersenne son interesantes también por causa de los nimeros perfectos.

Dado n € N*, se define
o(n) =) d,
din

la suma de los divisores (positivos) de n. Por el teorema fundamental de la aritmética se

tiene que si

€1 .62

n=py'ps P
con p; < pg < --- < pp, entonces

on) = (I+pr+---p") - (L +pm+-p7)

PPt -1 ptt -1

-1 pm—1
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En particular, si (a,b) = 1 entonces o(ab) = o(a)o(b). Un entero positivo n es llamado
perfecto si o(n) = 2n; los primeros nimeros perfectos son 6, 28,496, 8128, 33550336 que se

pueden factorizar de la siguiente manera
6 = 2(2°-1)
28 = 2%(2°-1)
496 = 2%(2°—1)
8128 = 26(2" —1)
33550336 = 2'%(2'% —1)

El préximo resultado caracteriza los niimeros perfectos pares.

Proposicién 3.3.2. Si M, es un primo de Mersenne entonces 2P~ M, es perfecto.

Demostracion: Sea n = 2771 M, = 2P~1(27 — 1) donde (27 — 1) es primo. Entonces
o(n) =o(2P71(2F — 1))

como (2P71 2P — 1) =1 se tiene que

on) = o2 Ho(2? —1)

2P — 1
- ?_1+41
51\ +1)
= 2°(2¥ —1)
= 2n,
por lo tanto, n es un nimero perfecto. [ |

Ahora se demostrara el reciproco de la proposiciéon anterior

Proposicién 3.3.3. Si n es un nimero perfecto par, entonces n es de la forma 2°~1M,,

donde M, es un primo de Mersenne.

Demostracién: Como n es un nimero perfecto, se puede escribir n = 2P"'r conp > 1y r
impar positivo. Como n es perfecto se tiene
2n =2r = o(n)
= (2 )a(r)
2 — 1

o
2-1
= 2P —1o(r).
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por lo tanto

a(r)—2p_1—r+2p_1.

Como 2Pr = 2P — 10 (r), entonces 2P —1 | 2Pr, y ya que (2P —1,2P) = 1 se tiene que (2P —1) | r

y como consecuencia | . Ahora r tiene solo dos divisores ya que o(r) es la suma de los

21”1

divisores, entonces
r

2r —1
Luego 7 = 2P — 1 es primo y n es de la forma 2P71(2F — 1) = 21 M. |

Por otro lado uno de los problemas sin resolver mas antiguos de la matematica es el de

=1.

la existencia de nimeros perfectos impares. Solo se sabe que si existe un nimero perfecto

impar, debe ser muy grande (mas de 300 digitos) y satisfacer varias condiciones complicadas.
Conjetura 3.3.1. No existe ningin nimero perfecto impar.

El siguiente resultado es el criterio de Lucas-Lehmer, la base de los algoritmos que prueban

para grandes valores de p si 2P — 1 es 0 no primo.

Teorema 3.3.1. Sea S la secuencia definida por Sy = 4, Sky1 = S; — 2 para todo natural

k. Sean > 2; M, =2"—1 es primo si y solamente si S,_o es multiplo de M,.

Demostracion: Obsérvese inicialmente que
Sp=(2+V3)" +(2-v3)"

para todo natural n.
La demostracién es hecha por induccién, S =4 = 24+ v3)¥ +(2—-v3)¥ y

Sk:+1 =
2+xf +(2 x/§)2’“>2—2
2+ V3)? ) -(2+¢§)2’“-<2—ﬁ)2k+((2—\/§)2k)2—2

(

= (¢

= (2+v3y ) 2 (43 + (2 V3)*) -2
2+v3)¥ "+ (2- V3P

Si M, es primo, n > 2. Hay que recordar que n es un primo impar. Por reciprocidad
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cuadratica se tiene que

(Min) _ (—1)@- D0/ (%)
(—1)@E"-1-1)/ (%)
(~1yee o (M?)

. M,
_ (Lp@wert-yy
(=1) 3

/\\
~

pues 2”71 — 1 es impar y

2 = —1(mod 3)
2" = —1(mod 3)
2" -1 = —2=1(mod 3)
2" —1 = 1(mod 3)

Asi, 3 no es un cuadrado en Z/(M,) y K = (Z/(M,)[v/3])* es un campo de orden M?2. Se
quiere probar que

2+ V3% +(2-3)""" = 0(mod M,),

0 sea, que es igual a 0 en K. Esto equivale a demostrar que (2 +v/3)2" " = —(2 — V/3)¥""

en K, lo que puede se puede reescribir como

2+V3)T 7T 2+V3)TT = —2-V3)TTT 2+V3)Y
24 V37T~
2+V3)*7 = -1
(@+v3P ) = (-1
2+Vv3)* =1
asi, es claro que el orden de 2 + v/3 es un divisor de 2" se debe por lo tanto probar que el

orden de 2 + v/3 es exactamente 2"

Como K tiene M?—1 = 2"+1(27~1 —1) elementos, se debe probar que 2-++/3 no es una cuarta
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potencia en K. Nétese que (2 ++/3)*" = 1 demuestra que 2 + v/3 es un cuadrado, lo que de
hecho puede ser visto més directamente: 2 + /3 = (1 +v/3)2/2 y 2 = 271 = 20*+1” ¢5 una
cuarta potencia em K. Falta demostrar que #(1 + v/3) no son cuadrados en K. Supéngase

por absurdo que

e(1+V3) = (a+bV3)? e=+1; (3.1)

se tiene

(1 —V3) = (a — bV3)? (3.2)

multiplicando (3.1) y (3.2)
—2 = (a® — 3b*)?

lo que significa que —2 es un cuadrado médulo M,, (pues a y b son enteros). Esto, es falso:

()G ()

pues M,, = 3(mod 4) y ya se vio que 2 es un cuadrado médulo M, esto concluye la demos-
tracion.

Ahora supéngase por absurdo que M,,|S,,_2, donde
Spo=02+V3) T+ (2-V3)*
y que M, es compuesto, con un factor primo ¢ con ¢> < M,,. Se tiene
2+ V3 +(2-V3)""" = 0(mod q),
luego, en el grupo multiplicativo G' = (Z/(q)[v/3])*, se tiene
O+ VB = 2 VB
Como 2 — /3 = (2+ \/§)_1 esta ecuacién puede ser reescrita

2+vV3)7 7 2+V3)Y T = —(2-V3)TT 2+V3)
2437
2+V3)*%"7 = -1
(@+v3P ) = (-1
2+v3)" =1
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lo que significa que el orden de 2 4+ /3 en G es 2". Esto es un absurdo, pues el nimero
de elementos de G es apenas ¢> — 1 < 2". Queda por lo tanto demostrado que si S,_o es
multiplo de M,, entonces M,, es primo. [ |
Cuando M, no es primo, se puede garantizar que sus factores primos son de ciertas formas
especiales. Esto es muy 1til cuando se buscan primos de Mersenne, pues se puede eliminar
algunos exponentes encontrando factores primos de M,. Esto también puede ser 1til para
conjeturar cual es la probabilidad de que M, es primo, o mas precisamente, cual es la relacién

en la distribucién de los primos de Mersenne.

Proposicién 3.3.4. Sean p y q primos con q un dwisor de M, y p > 2. Entonces ¢ =
1(mod p) y ¢ = +£1(mod 8).

Demostracién: Si ¢ divide a M, entonces 2P = 1(mod q), lo que significa que el orden de
2 médulo ¢ es p (pues p es primo). Esto quiere decir que p es un divisor de ¢ — 1 ya que
2171 = 1(mod q), o sea, que ¢ = 1(mod p). Por otro lado, 2 = 2P*! = (20+1/2)2(mod q),
lo que quiere decir que 2 es un cuadrado modulo ¢, entonces (%) = 1, lo que significa que
q = +1(mod 8). |
Los valores de p para los cuales la primalidad de M, ha sido probada, sugieren que para
una amplia mayoria de valores de p, M, no es primo. Esto es apenas una conjetura: no se
sabe demostrar siquiera que existen infinitos primos p para los cuales M, es compuesto. La
siguiente proposicion sirve para garantizar que para ciertos valores especiales de p, algunos

muy grandes, M, no es primo.

Proposicién 3.3.5. Sea p primo, con p = 3(mod 4). Entonces 2p + 1 es primo si y solo si
2p+1 divide a M,

Demostracién: =] Sea ¢ = 2p + 1, si es primo entonces,

2
M,=2"—1=2012_1= (—) — 1(mod q).
q

Pero p es de la forma 4t + 3 lo que significa que

qg = 2(4t+3)+1
= 8t+7

entonces ¢ = 7(mod 8), luego (%) = 1. Entonces, M, = 0(mod q), o sea 2p + 1 divide a M,,.

<] Supongamos que 2p+1 no es primo, luego tiene factores primos r con r # 1(mod p) (pues
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r < p). Si2p+ 1 divide a M, r serfa un factor primo de M, contradiciendo la proposicién
3.3.4. [ |
Los primos p para los cuales 2p+1 es primo son llamados primos de Sophie Germain. Algunos
primos de Sophie Germain bastante grandes son conocidos como py = 18458709 - 232611 — 1,
asi, por la proposicién anterior, M, es compuesto. Se sabe también que si mgg(x) denota el
nimero de primos de Sophie Germain menores que x entonces existe C' tal que para todo x

T

7T50<£L‘) < CW

Se cree que Tsg(z) es asintético a Cw/(Inz)? para alguna C' > 0 mas no se sabe demostrar,

aun, que existen infinitos primos de Sophie Germain.

3.4. Pruebas Basadas en Factorizaciones de n + 1

Supéngase n > 1y P, Q enteros tales que D = P? — 4(Q no es un cuadrado médulo n. Sea

_P+VD

@ 2

rafz de la ecuacién X? — PX + Q = 0, y para todo natural m U,, y V,, son definidos

recursivamente por

Uy = 0, U, =1, Uyso = PUpy1 —QU,p,
‘/E) = 27 ‘/IZPa Vm+2:PVm+1_QVm-

Se probara por induccién que

m Vit UnVD

@ 2
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para m + 1 se tiene que

Vint1 + U1 Vd PV — QVino1 + (PUp — QUp1)VD
2 2
PV, + Upn'D — Q(Vy_y + Up_1V/D)
2
P<Vm + []m\/E _ Q(mel + Umfl\/ﬁ)
2

2
= Pa™—Qa™ !
= " Y Pa—Q)

= o™ P <¥> _ Q)

m—1 P2+2P\/5_Q)

_ wa (P2 PVD - 2@)
2

por otro lado

P+vD , P?4+2PVD+D
a:Tﬁa: 1

reemplazando D se tiene

) P?+2PVD + P? —4Q
4
2P? +2P\/D — 4Q

4
P?+ PVD —2Q
2

entonces reemplazando tenemos

amfl (P2+P\/5_2Q> :Oémfl ‘042 :am+1
2

Si
P—+/D

a=——,

2
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es la segunda raiz de la ecuacién X? — PX + Q = 0, se puede probar utilizando un razona-

miento similar al de arriba que

— Vu-U.VD
am = ——————
2
también se puede escribir
a™ —am
Um: 7Vm:&m+ama

las cuales se demuestran por induccion.

Para m + 1 se tiene que

am-l—l _ am—l—l
vD vD
Vm+1 + Uvm—i—l\/E - Vm-‘,—l + U'm—}—l\/5
2v'D

Vi1 +Um1VD . Vint1=Um41VD
2 2

2Um-&—1\/5
2v/D

= Um+1

De igual forma para V,, = o™ 4+ @™, se tiene por inducciéon para m + 1

Vit + U1 VD . Vins1 — Ui VD

am+1 + am—s—l

2 2
Vm+1 + Um—l—l\/ﬁ + Vm+1 - Uvm—s-l\/E
2
o 2va+1 _
- 9 — Vm+1
De estas férmulas se sigue que

PU,+V, DU, + PV,
Unt1 = 5 Va1 = 5

donde la demostracion por induccién para U, es

PUn—H + Vn—H P(PUn - QUn—l) + PVn - Qvn

2 2
_ P?U, — PQU,.)+ PV, —QV,
N 2
_ P(PU,+V,) — Q(PUp_1 + V1)
N 2

o (PUn; vn) 0 (PUn12+ an)
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utilizando la hipdtesis de induccién se tiene
= PUn+1 - QUn
= Un+27

para V1 se hace un razonamiento similar, otras formulas que también se desprenden de las

anteriores son

U2m - Umvm7 Vv?m = Vn% - QQm

Estas férmulas permiten calcular U, y V,, modulo n. Recordemos del capitulo anterior que
si p > 2 es primo y d no es un cuadrado médulo p entonces K = (Z/(p))[v/d] es un campo

con p? elementos.

Proposicion 3.4.1. Sin es primo y D no es un cuadrado modulo n entonces o = @ en

K = (2/(n))[VD].

Demostracion: Supdngase que n es primo. En K se tiene la siguiente identidad
(X+Y)'=X"+Y"

dado que del binomio de Newton tenemos que

()= s =

es multiplo de n si 0 < m < n. Aplicando esta identidad a « se tiene

. Pr+D0V2/D  p—\/D

a on 5 = Q.
pues P" = P(mod n), 2" = 2(mod n) y D™ Y/2 = —1(mod n), ya que D no es un cuadrado
moédulo n. L
Andlogamente, si n es primo, se tiene que a@” = o en K. Asi, todavia en K, o™ =a" ™! =

aa. De la férmula para U, se sigue que U, 1 = 0(mod n). Con esto queda demostrada la

siguiente proposicion.

Proposicién 3.4.2. Si n es primo impar, (%) = —1 y las secuencias U,,, V,, son definidas

por las recurrencias

Uy = 0, U =1, Upso=PU,i1 —QU,,
% - 27 ‘/1:P7 Vm+2:PVm+1_QVm7

entonces U,1 = 0(mod n).
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Esta proposicion nos brinda otro algoritmo para probar la primalidad de n.

Proposicién 3.4.3. Sin # 2 es primo, nt Q, nt D y D es cuadrado mddulo n entonces
Un—1 = 0(mod n).

Demostracién: En el anillo K = Z/(n)[v/D], se tiene que

., P*+D"Y2/D P++D
= _= = X
2n 2

(67

pues P" = P(mod n), 2" = 2(mod n) y D"V/2 = 1(mod n), ya que D es un cuadrado

moédulo n, entonces o' =1 en K, pues « es invertible en K; de hecho aa = Q,

i (252) (252)

PP —4Q
B 4
por otro lado
D = P*-4Q
P?—-D
Q = 1 = aa =@

que es invertible en K. Del mismo modo, @*~! =1 en K y por lo tanto se tiene, en K
ot —armt 11

vD vD
o sea, U,_1 = 0(mod n). |
En general, si n # 2 es primo, n 1 @, n 1 D entonces U,_(p) es miultiplo de n, lo que se

debe al hecho de que o™ es igual @™ si m = n — (£) en el anillo K = Z/(n)[v/D]. Obsérvese

ahora que si ™ =a™ en K entonces existe un entero r tal que

U1 = 0

o =a" +nrvD

am—am

pues S € Z. Este hecho se usa para probar por induccién el siguiente resultado.

Proposicién 3.4.4. Sin # 2 es primo, n 1 Q, n {1 D entonces para todo natural k > 1,

U,ni—1 €s maltiplo de n*, donde m = n — (%)
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Demostracién: Supéngase, por hipdtesis de induccién, que

k—1

o™ =@ Lk VD, g €
Elevando los dos lados de la ecuacién a la n-ésima potencia se tiene
m-nk —mnk—1 k \/— " —m-nk k+1 \/—
« = | +n"r,vD) =« +n""r VD
donde 7,1 pertenece a Z[v/ D] por un lado, y por otro

. —m-nk
o™ — gmn —|—nk+17‘k+1 /D

k1
= N Tkt

k

entonces n**1r, , = U,,..» es un entero, lo que implica que 7, € QNZ[V D] y por lo tanto

es entero, lo que concluye la prueba. [ |
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Apéndice A

Tablas

En esta ultima seccién presentaremos algunas tablas indicando los mayores primos conocidos
hasta el momento.

Los diez mayores primos conocidos

Primo N° de digitos Descubridor Fecha
225964951 _ 7816230 Martin Nowak.(GIMPS) 2005
224036583 _ 1 7235733 Josh Findley.(GIMPS) 2004
220996011 _ 7 6320430 Michael Shaker.(GIMPS) 2003
213466917 _ 4053946 Michael Cameron.(GIMPS) 2001
20972543 _ 2098960 Nayan Hajratwala.(GIMPS) 1999
23021377 _ 909526 Clarkson, Woltman.(GIMPS) 1998
22976221 _ 895932 Spence, Woltman.(GIMPS) 1997
21398269 _ 1 420921 Armengaud, Woltman.(GIMPS) 1996
QL257T8T _ 378632 Slowinski, Gage 1996

2859433 _ 1 258716 Slowinski, Gage 1994

Recordemos que cuando p y p 4+ 2 son ambos primos, se dice que ellos son primos gemelos.

Los diez mayores pares de primos gemelos conocidos

o4
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Primo

361700055 - 239020 4 1
835335 - 239014 4 1
242206083 - 238880 4 1
40883037 - 223456 11
843753 - 222222 41
7485 - 220023 4
8182815 - 217838 4
570918348 - 10°120 £ 1
697053813 - 216352 4 1
37442007 - 215440 + 1

N° de digitos Descubridor

11755
11751
11713
7069
6696
6032
o377
5129
4932
4656

Henri Lifchitz
Bellinger y Gallot
Jarai e Indlekofer
Lifchitz y Gallot
Rivera y Gallot

Fecha
1999
1998
1995
1998
1997

Buddenhagen y Gallot 1998

Smith y Gallot
Harvey Dubner
Jarai e Indlekofer
Hanson y Gallot

1998
1995
1995
1999

Sea nf, llamado el primorial de n el producto de todos los niimeros primos menores o iguales

a m. Se usa también la notacion n!!...!!; con k£ puntos de admiracién, para simbolizar el

producto de n(n—k)(n —2k) ... de los enteros positivos menores o iguales a n y congruentes

a n modulo k. Un primo de la forma nf 4+ 1 es llamado primorial y un primo de la forma

nll.. !l es llamado multifactorial.

Los diez mayores primos multifactoriales y primoriales conocidos

Primo N° de digitos Descubridor

6917 — 1 23560
6380! + 1 21507
422094 + 1 18241
1461411 + 1 13632
10830!1! + 1 13000
3610! — 1 11277
3507! — 1 10912
240294 + 1 10387
233014 + 1 10273
11915111 + 1 11277

Cladwell y Gallot
Cladwell y Gallot
Cladwell y PrimeForm
Charles F. Kerchner 111
Charles F. Kerchner 111
Cris Caldwell

Cris Caldwell

Cris Caldwell

Cris Caldwell

Charles F. Kerchner 111

Fecha
1998
1998
1999
1998
1998
1993
1992
1993
1993
1998

Recordemos que p es llamado un primo de Sophie Germain si 2p + 1 también es primo y

que M, es compuesto para los valores de p es los que p = 3(mod 4). Este nombre es usado

porque Sophie Germain prob¢ el primer caso del dltimo teorema de Fermat (recientemente



56

A TABLAS

demostrado por Wiles) para primos de esta forma.

Los diez mayores primos de Sophie Germain conocidos

Primo

18458709 - 232611 1
14516877 - 224176 _ 1
72021 - 223630 _ 1

N° de digitos

2375063906985 - 219380 — 1

276311 - 219003 4 1
92305 - 216998 4 1

8069496135 - 105072 — 1
470943129 - 216352 _ 1
157324389 - 216352 — 1
5415312903 - 1026 — 1

9825
7285
7119
o847
5726
0122
5082
4932
4931
4536

EL mayor primo conocido a traves de la histéria

Primo

21T —1

219 — 1

231 — 1
999999000001
(29 —1)/179951
(253 +1)/(3-107)
2127 -1

(218 +1)/17
180(21%7 —1)2 4+ 1
2521 -1

N° de digitos

6
6
10
12
13
14
39
44
79
157

Descubridor Fecha
Kerchner y Gallot 1999
Kerchner y Gallot 1999
Ywves Gallot 1999
Jarai e Indlekofer 1999
Ballinger y Gallot 1998
Kerchner y Gallot 1998
Harvey Dubner 1995
Jarai e Indlekofer 1995
Jarai e Indlekofer 1995
Harvey Dubner 1994
Descubridor Fecha
Cataldi 1588
Cataldi 1588
Euler 1772
Loof 1851
Landry 1867
Landry 1867
Lucas 1876
Ferrier 1951
Miller y Wheeler 1951
Robinson 1952
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Primo N° de digitos Fecha Comentario
2007 1 183 Robinson 1952
21219 1 386 Robinson 1952
22203 _ 1 664 Robinson 1952
22281 1 687 Robinson 1952
23217 _ 1 969 Riesel 1957
242 1332 Hurwitz 1961
29689 _ 1 2917 Gillies 1963
29941 _ 1 2993 Gillies 1963
2H213 3376 Gillies 1963
219937 6002 Tuckerman 1971
221701 _q 6533 Noll y Nickel 1978
223209 1 6987 Noll 1979
244497 _ 13395 Nelson y Slowinski 1979
286243 25962 Slowinski 1982
2132049 1 39751 Slowinski 1983
2216091 _q 65050 Slowinski 1985
91581 - 2216193 _ 65087 Amdahl Six 1989
2756839 227832 Slowinski y Gage 1992
2859433 _ 1 258716 Slowinski y Gage 1994
QL257T8T _ 378632 Slowinski y Gage 1996
21398269 _ 420921 Armengaud, Woltman, (GIMPS) 1996
22976221 _ 895932 Spence, Woltman (GIMPS) 1997
23021377 _ 909526 Clarkson, Woltman.(GIMPS) 1998
26072543 _ 2098960 Nayan Hajratwala.(GIMPS) 1999
213466917 _ 1 4053946 Michael Cameron.(GIMPS) 2001
220996011 _ 7 6320430 Michael Shaker.(GIMPS) 2003
224036583 _ 1 7235733 Josh Findley.(GIMPS) 2004
225964951 _ 7816230 Martin Nowak.(GIMPS) 2005
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Los cien mayores primos conocidos

Primo
1 225964951 -1
92 224036583 -1
3 220996011 -1
4 213466917 -1
5 26972543 -1
6 23021377 -1
7 22976221 -1
8 21398269 -1
9 21257787 -1
10 2859433 -1
11 2756839 -1
12302627325 - 2590101 41
13 481899 - 2481899 4 1
14 361275236127 11
15 302442855 - 2336211 4 1
16 9 . 2304607 + 1
17 3. 2303093 + 1
18 7. 2283034 + 1

19 272532272347 _ |
20 6723416384 11

21 262419 - 2262419 4 1
22 9183 - 2262112 1
23 111113277 - 2250132 41
24 22695 2%7131 4
25 217807 - 2243537 _ |
26 5. 2240937 + 1

27 982451707 - 2239848 1 |
28 25229 . 2238652 _ 1

N° de digitos Fecha

7816230
7235733
6320430
4053946
2098960
909526
895932
420921
378632
258716
227832
159585
145072
108761
101219
91697
91241
85203
81990
79096
79002
78908
75306
74399
73318
72530
72211
71846

2005
2004
2003
2001
1999
1998
1997
1996
1996
1994
1992
1999
1998
1998
1998
1998
1998
1998
1998
1999
1998
1997
1998
1999
1999
1997
1998
1998

Comentario
Mersenne 42
Mersenne 41
Mersenne 40
Mersenne 39
Mersenne 38
Mersenne 37
Mersenne 36
Mersenne 35
Mersenne 34
Mersenne 33

Mersenne 32

Cullen
Cullen

Fermat generalizado

Cullen
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29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
20
ol
52
23
54
95
26
o7

Primo
73.9227334 |
1927 . 9220417 _ 1
20 . 9219317 4

391581 - 2216193 _ |
2216081 -1
3.9213321 4
5. 9209787 4 |
7 . 9207084 +1
132599 - 2206032 _ 1
331139 . 2201240 _ 1
281143 - 2187639 _ 1
81 . 2185745 + 1
15 - 2184290 + 1
60541 - 2176340 11
39781 - 2176088 1 1
73 . 2171854 + 1
127 - 2170393 -1
159821 - 2168770 _ 1
48833 - 2167897 4 1
74269 - 2167546 1
2. 3105106 + 1
285 . 2165957 + 1
111253 - 2165379 _ 1
21 . 2164901 + 1
10027748192 1
27423 - 2158625 4 1
3. 2157169 + 1
325859 - 2196148 _ 1
285 . 2155637 + 1

N° de digitos
68437
66355
66023
65087
65050
64217
63153
62340
62027
60585
56491
55917
55478
53089
53013
51736
51296
50811
50547
50442
50149
49961
49790
49642
49162
47756
47314
47011
46854

Fecha
1999
1999
1999
1989
1985
1997
1997
1998
1999
1999
1999
1999
1998
1997
1997
1998
1999
1999
1999
1999
1999
1998
1999
1999
1999
1997
1995
1999
1998

Comentario

Mersenne 31

Fermat generaizado
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o8
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
1)
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86

Primo
111763 - 2155351 _ 1
201 . 2154544 + 1
151023 - 2151023 _ 1
16 - 2149146 + 1
9. 2149143 + 1
185767 - 2149009 _ 1
256267 - 2148911 —
165 - 2147953 4 |
90 . 9147316 _ |
Q. Q147073 4 |
Q. 9145247 4 q
99 . 9144937 | |
178747 - 2144789 _ 1
231 - 2143949 + 1
165 - 2143437 + 1
1809248192 + 1
143018 - 2143018 _ 7
333 . 2142307 -1
190229 - 2141576 _ 1
63 - 2141497 + 1
203 - 2141477 + 1
285 . 2141253 + 1
1501528192 + 1
288759 - 2140001 4 7
165 - 2139459 + 1
12630808192 + 1
81 - 2138239 + 1
122463 - 213752 4 1
1118508192 + 1

N° de digitos
46831
46525
45468
44899
44898
44862
444842
44541
44348
44275
43725
43632
43592
43336
43182
43070
43058
42842
42624
42597
42592
42524
42407
42150
41984
41791
41616
41473
41359

Fecha
1998
1999
1998
1998
1995
1999
1999
1991
1999
1995
1995
1999
1999
1998
1998
1999
1998
1998
1999
1999
1999
1998
1999
1999
1998
1999
1998
1998
1999

Comentario

Woodall

Fermat generalizado

Woodall

Fermat generalizado

Fermat generalizado

Fermat generaliado
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87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98

99 577294575 - 2130639 4 1

100

Primo
245 - 2136993 + 1
130297 - 2136645 _ 1
70175 - 2135753 4 1
438523 - 2135415 _ 1
203 - 2135125 + 1
105 - 2133443 + 1
718528192 4 1
2132049 -1
63 - 2131325 + 1
2. 382780 + 1
10038165 - 2131040 4
5581 - 2131000 1 1

195 - 2130388 +1

N° de digitos Fecha

41242
41140
40871
40770
40679
49173
39784
39751
39535
39497
39454
39439
39336
39253

1999
1999
1998
1999
1999
1998
1999
1983
1999
1999
1997
1999
1999
1998

Comentario

Fermat generalizado

Mersenne 30

Un primo se llama de Cullen si es de la forma n-2" +1, de Woodall si es de la forma n-2" —1

y de Fermat generalizado si es de la forma a?" + 1.
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