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GLOSARIO

Topologia Rama de las matematicas que estudia los espacios topoldgicos.

Magnetohidrodinamica (o también MHD) es el conjunto de ecuaciones diferencia-

les parciales que modelan un fluido cargado sin corrientes de desplazamiento.

Ecuaciones de London Sistema de ecuaciones diferenciales que modelan los as-

pectos electrodinamicos de la superconductividad a escala macroscépica.

Plasma Gas ionizado cuasi-neutro con comportamiento colectivo.
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RESUMEN

TITULO: Invariantes topolégicos en magnetohidrodinamica y superconductividad

ke

AUTOR: JULIAN ALBERTO ALZATE CARDENAS

PALABRAS CLAVE: Topologia, Magnetohidrodinamica, Ecuaciones de Euler, Equilibrio MHD, Heli-

cidad, Invariantes topolégicos, Ecuaciones de London.

DESCRIPCION:
En este proyecto de grado estudiamos los invariantes topolégicos de la magnetohidrodinamica ideal,

las ecuaciones de Euler; y encontramos una aplicacién de éstos a las ecuaciones de London.

Para el estudio de los invariantes topolégicos en mecanica de fluidos, nos basamos en los arras-
tres de Lie. Con éstos, construimos objetos geométricos conservados; prestando especial atencion
a aquellos con caracteristicas topolégicas. Con base a éstos, construimos un invariante integral lla-
mado helicidad magnética para MHD, y helicidad cinética para las ecuaciones de Euler. Mostramos
gue la helicidad tiene un significado en términos de un nimero de linking asintético, y que acota la
energia. Adicionalmente argumentamos el porqué esto Ultimo es un resultado esperado en teorias

de campos con caracteristicas relativamente generales.

Ademas de esto, recreamos el resultado de Kruskal en el que se halla la caracteristica de Euler
de la superficie de un plasma en equilibrio. También, con base a los arrastres de Lie, construimos
una geometrizacion de las ecuaciones de fluidos en 3-variedades, donde el grupo de difeomorfismos
que conserva el volumen surge naturalmente. Esto, al imponer que la helicidad sea invariante a la
escogencia de la métrica. Con ello, justificamos el uso de este grupo, de una manera alternativa a
la de Arnold. Asi mismo, mostramos que el equilibrio MHD es consecuencia de extremar la energia

magnética bajo el grupo mencionado anteriormente.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Antonio Calixto Guitierrez Pifierez, Pregrado
en fisca.

12



En lo que respecta a superconductividad, usamos este grupo de difeomorfimos que conserva la for-
ma de volumen para demostrar que las ecuaciones de London 2-D corresponden a un extremo de la
energia electromagnética; al variar sobre este grupo. Con ello, conectamos los métodos topolégicos

en hidrodinamica, con las ecuaciones de London.
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ABSTRACT

TITLE: Topological invariants in magnetohydrodinamics
AUTHOR: JULIAN ALBERTO ALZATE CARDENAS ~

KEYWORDS: TOPOLOGY, MAGNETOHYDRODIMACIS, EULER EQUATIONS, MHD EQUILIBRIUM,
TOPOLOGICAL INVARIANTS, LONDON EQUATIONS.

DESCRIPTION:

In this work, the topological invariants in MHD is studied, and an aplications of them in the London’s
equations is founded. In particular, the helicity is analized by employing the Lie dragging formalism
and an analogy between the Gaussian linking number of closed curves in space, and the helicity of
divergenceless vectorfields. Additionally, a review is made in the relationship among MHD equilibrium
and the Euler charartetristic of the plasma boundary on a fusion reactor. Also, a new geometrization
of the Euler and MHD equations is proposed using the Lie dragging formalism on a Riemannian
manifold, leading to a comparisoon between this formalism, and the Arnold one. Futhermore, an
analogy between the topological invariants in fluid dynamics and superconductivity is made and, as
a result, is prooved that the London equations extrems the electromagnetic energy under volume-

preserving diffeomorphism.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Antonio Calixto Guitierrez Pifierez, Pregrado
en fisca.
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INTRODUCCION

La primera idea detras de este trabajo nacié hace 4 afios cuando me encontraba en
el semillero de fisica computacional del plasma. En aquel entonces nos centraba-
mos en estudiar un tema relacionado con la fisica del plasma, y la fisica computacio-
nal, cada semestre. Entre métodos numéricos y simulaciones, un dia concentramos
nuestra atencion en la magnetohidrodinamica. Estas ecuaciones, nuevas para mi,
presentaban una interesante amalgama entre mecanica de fluidos y electromagne-

tismo; que parecia tan compleja como interesante.

A lo largo de ese semestre recuerdo estar cautivado por sus implicaciones fisicas,
y lo natural que era, para mi, el pensar en el plasma como un fluido cargado. Si
bien esto hacia que me interesara mucho el tema, fue el estudio de la estabilidad
lo que realmente dispard mi curiosidad. Especialmente el fendbmeno conocido como

inestabilidad de salchicha (ver imagen 1).

Al ver la tipica imagen que se muestra para ilustrar este fenédmeno, no pude evitar

pesar que esta inestabilidad era una consecuencia principalmente de la geometria

Figura 1. Inestabilidad de salchicha. Tomado de freidberg2014ideal.
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del plasma. Esto me llevé a plantearme una pregunta que fue fundamental para la
concepcion de esta tesis: ¢ Son las inestabilidades en los plasmas una consecuen-

cia de la geometria del mismo?.

Si bien esta pregunta aun se mantiene abierta, lo cierto es que fue la semilla que ger-
mind en las primeras discusiones que tuve con mis directores: el Dr Antonio Calixto
Gutiérrez Pineres, y el Dr Eduadro Alberto Orozco Ospino; y como consecuencia,
fue el origen de los objetivos de esta tesis. En estas discusiones mi interés vird hacia
los aspectos topoldgicos de la magnetohidrodinamica. Esto ultimo, debido a que a
lo largo de mi carrera creci6 una fascinacion por la topologia, ya que presentaba un

contexto mas general que la geometria.

El estudio de los aspectos topolédgicos de la magnetohidrodindmica me llevo a en-
contrarme con diversos textos y articulos, que me ayudaron a entender mas la fisica
detras de las ecuaciones. El resultado de esta investigacion en MHD y mecanica de

fluidos, esta condensado en los capitulos 2 y 3 de este manuscrito.

Cercano a la etapa final de mi escrito, tuve una noticia inesperada: una beca de la
que pude ser beneficiario en 2020, y crei perdida por la pandemia, aparecié. Ha-
ciendo uso de estos recursos, tomé una pasantia en la Universidad Autébnoma de
México, sede Azcapotzalco, Ciudad de México; bajo la direccidén del Dr Cesar Simén

Lopez Monsalvo.

En esta pasantia continué trabajando en mi tesis, y discutiendo sobre diversos pro-
yectos que el Dr Cesar estaba realizando. En uno de ellos, habia descubierto re-
cientemente que las ecuaciones de London 2-D correspondian a un tipo de métri-

cas relacionadas con estructuras de contacto. De esta forma, se demostraba que
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las ecuaciones de London eran una consecuencia de un tipo de métrica al dotarlas

con una estructura de contacto.

Cuando me mostrd sus resultados no pude evitar notar que las ecuaciones de Lon-
don, en su versién geométrica, tenian la forma de los conocidos campos de Beltrami:
un tipo de campo vectorial solenoidal, que corresponde a una solucién de las ecua-
ciones MHD en equilibrio para el campo magnético, o una solucién de las ecuacio-
nes de Euler estacionarias para la velocidad del fluido. Debido a mi anterior estudio
de los métodos topoldgicos en hidrodinamica, sabia que estas ecuaciones prove-
nian de extremar la energia de los campos, bajo ciertas restricciones topoldgicas.

Esto me hizo pensar que quizas sucedia algo similar para la superconductividad.

Explorar esta idea tuvo como consecuencia el teorema demostrado en el capitulo
4, el cual considero el resultado mas importante de esta tesis. Con este teorema,
se mostré como los métodos topolédgicos en hidrodinamica tienen también una apli-
cacion en superconductividad. De esta forma, a partir de este resultado podemos

entender las ecuaciones de London desde una nueva perspectiva topoldgica.

0.1. Sobre fisica y matematica

A lo largo de esta introduccién, y en el resto del texto, se encuentra implicita la idea
de que las matematicas responden a la realidad fisica. En esta seccion me concen-
traré en justificar esta opinién, que siempre ha hecho parte de mi visién de la fisica
y las matematicas. A pesar de esto, basaré mis justificaciones principalmente en

argumentos de diversos autores, para que mis prejuicios fisicos no sean solo mios.

Histéricamente, las matematicas siempre han sido una rama del conocimiento hu-
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mano que ha estado ligada a la fisica. Por una parte la fisica ha inspirado numerosos
desarrollos matematicos, mientras que las matematicas han entregado a la fisica un
lenguaje en el que puede ser escrita. En palabras de Eugene P. Wigner: “el milagro
de lo apropiado del lenguaje de las matematicas para la formulacion de las leyes
de la fisica es un maravilloso regalo que nosotros ni entendemos ni merecemos”

wigner1990unreasonable.

Lo apropiado que son las matematicas, como lenguaje de la fisica, puede ilustrarse
con el fenémeno electromagnético. En palabras de Arnold, “La forma correcta de
pensar en una teoria electromagnética surge de las ecuaciones de Maxwell, y no de

una precisa especificacién de razas de gatos y tipos de ambar” arnol1999mathematics.

Asi mismo, la afinidad entre fisica y matematicas no solo hace que la fisica dependa
de ella, sino que también hace que la matematica necesite de la fisica. Dirac decia
que la forma correcta de pensar en una teoria matematica, y desarrollarla, es con-

siderando al mismo tiempo aplicaciones a modelos importantes.

Incluso el mismo Hilbert declaraba explicitamente que la geometria era una rama de
la fisica, ya que, tanto el gedmetra como el fisico, halla sus resultados de la misma
forma. Otros mateméaticos como Arnold han llegado a afirmar directamente que las
matematicas son una rama de la fisica. Incluso si no se comporte la idea de Arnold,
lo cierto es que todo lo mencionado en esta seccién nos permite pensar, al menos,

que la fisica y las matematicas son realmente inseparables.

18



0.2. Organizacion de este trabajo

En el capitulo 1 se explora de manera general los conceptos necesarios para com-
prender el resto del manuscrito. Este comienza con definiciones fisicas relacionadas
con la fusion nuclear, la fisica del plasma y las ecuaciones MHD. Posteriormente se
hace énfasis en aspectos matematicos como la topologia algebraica, la geometria
Riemanniana, los grupos y algebras de Lie, y la integracidén en variedades mediante
los grupos de cohomologia. Este capitulo puede excluirse de la lectura siempre que

se tenga un conocimiento considerable de los temas anteriormente mencionados.

En el segundo capitulo se hace un primer acercamiento a los invariantes, en meca-
nica de fluidos no disipativa, con un interés especial en los invariantes con carac-
teristicas topologicas. Para ello, se construye la estructura matematica de las leyes
de conservacion: los arrastres de lie de objetos geométricos (vectores, formas, ten-
sores ...). Esto ultimo basado en argumentos fisicos relacionados con la evolucién
temporal del sistema. Con este formalismo se geometrizan las ecuaciones de fluidos
en R3 y se clasifican los invariantes locales en funcién del objeto geométrico conser-
vado, haciendo especial énfasis en las formas diferenciales (debido su relacion con
la integracion). A partir del estudio de formas locamente conservadas se demuestra
que las 2-formas arrastradas tienen asociadas un campo vectorial congelado en el
medio. Es decir, un campo en el que las curvas integrales se mueven con el mismo.

Usando este campo congelado se construye un invariante integral llamado helicidad.

Posteriormente se introduce el nimero de linking de Gauss: un invariante topolé-
gico de curvas cerradas en el espacio. Este cuantifica el numero de veces en las
gue una curva cerrada C1, atraviesa el area delimitada por otra curva cerrada Cs.
A partir de esto se muestra como la helicidad de un campo esta relacionada con el

namero de linking asintotico de sus curvas integrales. Finalmente se muestra que
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la helicidad acota la energia del campo congelado, y se realiza una discusién en la
qgue se propone la siguiente afirmacion: En general, los nudos o links de un campo

deben acotar la energia siempre que sean invariantes a su evolucién.

En el tercer capitulo se caracteriza topolégicamente la frontera del plasma en equi-
librio, y se estudian los grupos de Lie asociados al espacio de configuracion de las
ecuaciones MHD y de Euler. Para la caracterizacion de la frontera del plasma, se
introduce la notacion de la geometria diferencial de superficies encajadas en R?, y
se muestra el teorema de indice de Poincaré Hopf. Este resultado se construye con
base al teorema de Gauss-Bonnet, y otros conceptos expuestos alli y en el marco

teodrico.

Usando argumentos fisicos y el concepto de adherencia; se propone una definicién
de frontera MHD. Posteriormente se usa el teorema de clasificacion de superficies,
y el teorema de indice de Poincaré Hopf, para demostrar que la frontera MHD debe

ser homeomorfa a un toroide, bajo condiciones relativamente generales.

Mas adelante se generaliza, para una 3-variedad riemanniana, la geometrizacién de
las ecuaciones de fluidos propuestas en el segundo capitulo. A partir de las ecua-
ciones de Euler geometrizadas se demuestran nuevos teoremas relacionados con
los arrastres de lie, con los que se construye la helicidad. Con esta ultima se llega a
los difemorfimos que conservan el volumen al imponer que esta sea independiente
de la métrica. De esta forma, se llega a este grupo de difeomorfismos de manera
paralela a la de Arnold. Ademds de esto, se encuentra una relacion entre el opera-

dor de inercia de Arnold y los arrastres de Lie de 2-formas y vectores.

Ademds de esto se presentan unos teoremas en donde se relaciona el equilibrio

20



MHD vy la energia, con el grupo de difeomorfismos anteriormente mencionado. En
el primer teorema se demuestra que las ecuaciones de equilibrio MHD correspon-
den a un extremo de la energia magnética, bajo difeomorfismos que conservan el
volumen. De igual forma, se muestra que las ecuaciones de Euler estacionarias son
producto de extremar la energia cinética del fluido, bajo los mismos difeomorfismos.
Este teorema se presenta utilizando casi amente el lenguaje de formas diferencia-
les, por lo que la demostranicacién esta escrita de una forma nueva y alternativa a

la original.

En el siguiente teorema se muestra que siempre que un campo con divergencia cero
modele links no triviales, la energia de éste no puede reducirse a cero bajo difeo-
morfismos que conserven la forma de volumen. Con esto ultimo se refuerza la idea
propuesta al final del segundo capitulo. Para finalizar, se discute un reciente teorema
relacionado con la helicidad y el grupo de difeomorfismos anteriormente menciona-
do. Este teorema demuestra que la helicidad es el Unico invariante integral de este
grupo, bajo algunas condiciones técnicas. Con ello se propone una definicion de in-
variante topoldgico, en fluidos no disipativos, con base al grupo de difeomorfismos

que conserva la forma de volumen.

Finalmente en el cuarto capitulo obtenemos un nuevo y muy importante resultado
en superconductividad: la demostracion de que las ecuaciones de London 2-D ex-
treman la energia electromagnética, bajo difeomorfismos que conservan la forma
de volumen en una 3-variedad Lorentziana. Para esto se definen algunos conceptos
de geometria de contacto y se muestra brevemente la geometrizaciéon del electro-
magnetismo. Posteriormente, se exhibe como las ecuaciones de London surgen
naturalmente bajo una condicidén en la métrica llamada e-contact, en base al trabajo

flores2021contact.
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Luego, se hace una primera variacion de la energia electromagnética sobre difeo-
morfismos que conservan la forma de volumen, mostrando el resultado principal.
Por ultimo se demuestra que una primera variacién sobre contactomorfismos no da
como resultado a las ecuaciones de London, y se discute una posible interpretacion
fisica. En esta interpretacién se propone que la helicidad sigue teniendo un rol si-
milar al que posee en las variedades riemannianas, con lo que lo que se plantea
la siguiente hipoétesis : LA SUPERCONDUCTIVIDAD EN SISTEMAS BIDIMENSIONALES
ESTA CARACTERIZADA POR LA TOPOLOGIA DE CAMPO, Y NO POR LA ESTRUCTURA

DE CONTACTO DEL ELECTROMAGNETISMO.
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1. OBJETIVOS

Objetivo general
= |dentificar invariantes topoldgicos presentes en las ecuaciones MHD, en el con-
texto de plasmas para fusion.
Objetivos especificos
= Hallar invariantes topol6gicos presentes en la magnetohidrodinamica ideal.

» Caracterizar Topolégicamente el equilibrio MHD del plasma confinado a una

region toroidal.

m Relacionar las inestabilidades, desde el estado de equilibrio, con los invarian-

tes topoldgicos del sistema.
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2. MARCO TEORICO

En este capitulo presentamos los conceptos y definiciones basicas y necesarias, pa-
ra entender los resultados contenidos a lo largo de este manuscrito. Empezaremos
con algunas generalidades de fisica del plasma y las ecuaciones centrales en este
trabajo: las ecuaciones de MHD ideal. Posteriormente se definiran conceptos basi-
cos en geometria Riemanniana, topologia algebraica e integracion en variedades;
para comprender el lenguaje en el que esta escrito los resultados de este trabajo.
Todas las definiciones y teoremas presentados aqui estan escritas de manera con-
cisa y sin muchos detalles; ya que corresponden a pre requisitos conceptuales a
fin comprender el desarrollo central de este trabajo, el cual esta contenido en los

capitulos siguientes.

2.1. Generalidades de fusion nuclear

Se habla de fusion nuclear cuando dos nucleos atémicos superan la repulsion elec-
trostética entre ellos y forman un nuevo elemento. En este proceso se libera energia
si la masa del atomo resultante es menor a la de los atomos iniciales, de acuerdo
con la relatividad especial: AE = Amc?, donde Am es la masa total inicial menos la

masa final Lopez2018.

Los reactores de fusién termonuclear buscan emplear este fenémeno para transfor-
mar la energia liberada en eléctrica, y con ello aprovecharla en el uso doméstico e
industrial. Para esto el reactor se hace valer de una temperatura lo suficientemente
alta como para romper la repulsidn electrostatica y causar la fusién. Esta fusién pue-
de darse con distintos elementos entre los cuales los isétopos de hidrogeno: Deute-

rio y Tritio; son comunes en reactores de primera especie varela2011disrupciones .
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2.2. Generalidades del plasma

Un plasma es un gas ionizado cuasi neutro que exhibe comportamiento colectivo
bellan2008fundamentals. Los pardmetros mas importantes a la hora de describirlo
son la LONGITUD DE DEBYE (\p) , EL PARAMETRO DEL PLASMA (Np) Yy FRECUENCIA
PLASMICA (wp).

La longitud de Debye es

eokpT
)\D = %7 (1)
V. nee

donde ¢, es la permitividad eléctrica, T" es la temperatura del plasma, kp es la cons-
tante de Boltzmann, n. es la concentracion electrénica y e es la carga del electron.
Esta es una medida de la distancia a la que el campo eléctrico producido por una

particula se atentia debido a otras particulas alrededor.

El parametro del plasma es

Np

A4 (€0RBT)3/2 A
T3\ 23 3

73
3 ezn}a/g - )\Dn& (2)

y da una medida del nimero total de electrones dentro de una esfera cuyo radio es
la longitud de Debye. Por tanto este pardmetro mide la razén entre la energia térmi-
cay la energia potencial de interaccion entre los electrones. Cuando se habla de un
plasma fuertemente acoplado Np < 1y los efectos cuanticos son notables, por otro
lado si Np > 1 la energia térmica es mas dominante en la dinamica y se dice que

el plasma es débilmente acoplado.
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Por ultimo, la frecuencia plasmica se define como

e’n,

wy = (3)

)
P €0MMe

donde m,. es la masa del electron. Esta es la frecuencia natural de oscilacion del

plasma cuando hay una separacion local de la carga idnica y electrénica.

Dada la caracteristica de gas que tiene un plasma, su descripcidén se basa en un
sistemas de particulas. Por tanto, su descripcion exacta se da cuando se tiene la
posicion y momento de cada particula (Modelo de Klimontovich). No obstante, de-
bido a la complejidad que esto supone se suelen realizar diversas simplificaciones

sobre el modelo.

Una primera simplificacién es la de suponer que el sistema esta totalmente descri-
to por una distribucidén estadistica sobre el espacio de fase, para cada especie de

particula. Esta distribucién sigue la ecuacion de Vlasov-Maxwell

of  (6f
+Z jax Z B>Ja_vj— (E>col’ (4)

donde E es el campo eléctrico, f la funcion de distribucion, v, los componentes de
la velocidad en el espacio de fase, z; los componentes de la posicion en el espacio
de fase y B el campo magnético. Por tanto, resolver la ecuacién 4 permite la des-

cripciodn total del plasma.

Ahora, al tomar los momentos centrales (con funciones de peso g = 1, g = mv y
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g = mv?/2) de esta distribucion, usar la velocidad promedio en lugar de la velocidad

como componente del espacio de fase y considerar esfuerzos isétropos, se llega a

una ecuacion de fluido para cada especie (iones n; y electrones n.)

on,
ot

+V-(nVe)
dVv.,

NeMe—7—

dt

=0,

Oni
ot

dv;
=Vp.—en. (E+V.xB)+ R, nimi——

=0

dt

(9)

(6)

donde V es la velocidad de deriva de cada especie, p es la presion creada por cada

tipo de fluido y R es una fuerza asociada a colisiones entre iones y electrones.

Finalmente al pensar en un solo fluido: tomando en cuenta que el trasporte en este

se debe principalmente a los electrones y suponer que los campos electromagneé-

ticos estan bajo la aproximacién cuasi estatica, se tienen las ecuaciones de Mag-

netohidrodinamica ideal. Un resumen de las diferentes descripciones del plasma se

tiene en el cuadro 1.

MHD ideal

Dos fluidos

Girocinética

Cinética

Particula a particula

Descripcién

Plasma como fluido Gnico.
La masa se asocia a la
componente i6nica, pero la
corriente se asocia a la
componente electrénica.

Considera a la componente
ionica y electrénica como dos
fluidos separados.

Modelo cinético que
considera el movimiento de
superparticulas.

Las posiciones y velocidades
de las particulas dependen
de la funcién de distribucion
y realiza el seguimiento a
superparticulas.

Seguimiento a cada
particula en cada instante.

Mirado macroscépica del

Incorpora algunos efectos que

Captura algunas propuedade del

Es capasde describir una gran

Modelo mas preciso

Lorentz y ecuaciones de
Maxwell.

Lorentz y ecuaciones de
Maxwell.

Vlasov-Maxwell.

Ventajas lasma y relativamente facil . modelo cinético. Es practico . ) .
) P y la MHD ideal no. K P Y variedad de fenémenos. posible.
de resolver. sencillo de resolver.
Se pierde la mirada " . ) )
K P . X o No es aplicable a sistemas Requiere dl trabajo duro e . .
) microscépoca del plasma. | Perdida de la descripcion A - ) Usualmente, imposible de
Desventajas o . . o efectos que requiera largas impréctico para resolver sistemas
No predice inestabilidades | cinética del plasma. . resolver.
. escalas de tiempo. muy grandes como reactores.
cinéticas.
Acople de ecuaciones de Acople de ecuaciones de
. Navier-Stokes, fuerza de Navier-Stokes, fuerza de Expansion de la ecuacion de " - .
Matematica P Ecuacion de Vlasov-Maxwell. Modelo de Kilimontovich.

Plasma como fluido conductor.

Plasma como gas de particulas cargadas.

Tabla 1. Resumen de las diferentes descripciones del plasma tomado de
Lopez2018.
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2.2.1. Ecuaciones MHD EI modelo MHD es de los modelos mas simples para
estudiar un plasma altamente colisionar dado que no toma en cuenta varios fe-
némenos. No obstante, esto no significa que las ecuaciones MHD sean simples
freidberg2014ideal.

Descripcion del modelo MHD  Las ecuaciones MHD describen un fluido carga-
do con comportamientos macroscépicos de plasma a baja frecuencia. Esto hace

gue MHD no describa correctamente:

» Radiacion.

Calentamiento por ondas Electromagnéticas de alta frecuencia.

Efectos de particulas resonantes.

Micro-inestabilidades.

Transporte Clasico y anémalo.

Inestabilidad resistiva.

Comportamiento de particulas «.

No obstante, lo que si describe bien MHD es la relacién entre la geometria de campo
magnético con inestabilidades macroscépicas’. Las ecuaciones de MHD ideal se

dividen en:

' A pesar de la sencillez del modelo, resolver las ecuaciones para sistemas 3-D o 2-D es una
ardua tarea, ya que, en la practica corresponden a las ecuaciones de Euler acopladas con las de
Maxwell.
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Ecuacién de continuidad

Ipm
— . m p— 7
By +V-(pnV)=0 (7)
m Ecuacién dinamica
DV
= _4ix B-—
Py =3 % Vp (8)

Ecuacion de evolucion adiabatica (y = 5/3)

(2)-o
m Ley de Ohm
E=-V xB (10)
m Ecuaciones de Maxwell
VXE:—%—?, VxB=uj, V-B=0 (11)

Con estas ecuaciones se describe la evolucidén de la masa, momentum y energia, asi
como también los campos electromagnéticos a bajas frecuencias (sin la correccién
que introdujo Maxwell a la ley de Ampére). Al confinar plasma en equilibrio estatico

se tiene que

Vp=3j x B. (12)

Por otro lado, la ley de ohm E = —V x B implica que el plasma es un conductor

perfecto (de aqui proviene el caracter ideal del nombre MHD ideal). Es importante
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tomar en cuenta los fenédmenos de transporte para que la estabilidad del plasma se

mantenga al resolver las ecuaciones para escalas de tiempo largas.

2.3. Topologia algebraica

A lo largo de este escrito se hace ilusién a muchos conceptos topolégicos que, aun-
que intuitivos, corresponden a definiciones precisas de la topologia algebraica. Por
ello, esta seccidn esta dedicada a algunos conceptos basicos de topologia algebrai-

ca.

La Topologia algebraica fue creada con el fin de estudiar propiedades topoldgicas
de espacios por medio de la teoria de grupos croom2012basic. Si bien es posi-
ble asignar diversos grupos a un espacio topoldgico, en esta seccion nos centrare-
mos en los grupos de homologia y homotopia guiados de munkres2000topology,

gallier2013guide, croom2012basic y nakahara2003geometry.

2.3.1. Complexes geométricos y poliedros

Definicion 1 (Independencia geométrica). Un conjunto de k+1 puntos A = {ag, a1, ...,ax} C
R™ se dicen que tienen independencia geométrica si no existe un hiperplano de di-

mension k — 1 que los contenga a todos.

Definicion 2 (Simplejo k dimensional). Dado un conjunto de puntos A = {ay, a4, ... ,ax} C
R™ geometricamente independientes, llamamos simplejo geométrico k dimensional

generado por {ag, a1, . .. ,a;}, y denotamos o*, al conjunto de puntos x € R para los
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cuales 9\, \1, . .., A\, reales positivos tales que

k k
'IZZ)\iah Z)\Z:L
=0

1=0
y denotamos (ay, as, . . ., a).

Definicion 3 (Cara, cara propia). Un simplejo o* es una cara de un simplejoc™,
k < n, si cada vértice de o* es un vértice de o". Las caras de o" diferentes a el

mismo son llamadas caras propias.

Un ejemplo sencillo de simplejo en R? es (ayg, a1, az), donde los a; son simplemente
puntos no colineales en el plano. Es evidente entonces que este simplejo corres-
ponde a los puntos dentro del triangulo de vértices ag, a1, as, y l0s valores de \;
corresponden a sus coordenadas baricéntricas. Sus caras propias son sus aristas y

vertices: (ao), (a1), (as), (agp, a1), (agp, az), (a1, as).

Definicion 4 (Unién correcta). Dos simplejos ¢™ y o™ estan unidos correctamente

Si sus unicas intersecciones son caras de ambos o vacio.

Definicion 5 (Complejo simplicial). Un complejo simplicial es una familia finita K de
simplejos geomeétricos unidos correctamente con la propiedad de que cada cara de
un miembro de K tambien pertenece a K. La dimension de K es el mayor entero

positivo r tal que K contiene un o”.

Definicion 6 (Poliedro asociado). Dado un complejo simplicial K, la union de miem-
bros de K con la Topologia heredada por el espacio euclidiano forman el espacio

topoldgico llamado poliedro asociado de K y denotado como |K|.

Definicion 7 (Espacio triangulable). Sea X un espacio topoldgico, si existe un com-

plejo simplicial K tal que |K| es homeomorfo a X, se dice que X es un espacio
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triangulable.

Con estas definiciones podemos construir un procedimiento para formar el homeo-

morfismo con una superficie regular y un poliedro asociado.

Teorema 1 (Convexidad y simplejos). Cada simplejo es un conjunto convexo y es el

conjunto convexo mas pequerio que contiene a sus vértices.

Demostracion. Sean a,b € o* = {(ag, a1, ..., a;)

k k
= a= E ai)\i,b: E a; o
=0 i=0

donde Zf:o N=1= Zf:o «;. Entonces para cualquier punto en la recta que une

ambos puntos

k k k
1=0 =0 =0
donde Zf:o (thi+ (1 —t)oy) =t +1—1t =1, por lo que cualquier punto en la recta

también es parte del simplejo.

Sea By, el conjunto convexo mas pequefio que contiene todos los vértices de o*, es
claro que B, C o". Sea x» = Zf:o \ia; € of. Es claro que si k = 1 ¢! = B,. Ahora
suponga que para k = n, 0" C B,. Sea = = Y.".' \ia; € o"*'. Es claro que por

hipotesis de induccién ¢ C B, C B, 1.

Considere la recta que une a x con a,,,. Para ver que o"*' C B, bastara con
ver que esta recta se intersecta con ¢” = B,, C B, para, por convexidad, tener

T e Bn+1.
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. )\n An =
L={a;+ (1 —t)z|t € R} = si t:—+1y:(1+—+1 >§ Nia;  (13)
—

)\n—O—l - 17 11— )\n—l-l
A
”+1 n+1 n+1
con \i = \i = — ) (1=q) =1
Z ( n+1) ( n+1) Z < >\n+1) ( Jrl)
(14)
=yeLNB,=2¢€ B, (15)
Por tanto, por induccién o™ = B,, Vn € N. O

Con este teorema anterior justificamos que, dada una superficie regular, podemos
encontrar un poliedro asociado cuyos puntos (a excepcion quizas de los vértices)
estén contenidos en el volumen encerrado por la misma, lo que nos permite hacer
un homeomorfismo proyectando los puntos del poliedro a la superficie 2. Esto ultimo
no corresponde a una demostracion formal, pero da una idea geométrica que valida

la existencia de una tiangulacion para una superficie regular.

Definicion 8 (Clausura). Dado un simplejo o*, llamamos Clausura, y denotamos

Cl(o*), al complejo simplicial formado por o* y sus caras.

Definicion 9 (r-esqueleto). Dado un complejo simplicial K, llamamos r-esqueleto
al complejo simplicial formado por todos los simplejos de K con dimension menor o

igual ar.

Definicion 10 (n-simplejo orientado). Dado un n-simplejo o™ = {aq, ..., a,), S€ 0b-
tiene un n-simplejo orientado asignando un orden a los vértices. Las clases de equi-

valencia de permutaciones pares del orden escogido en los vértices determinan los

2 Esto es analogo a las homotopias de linea recta munkres2000topology
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simplejos orientados positivamente, mientras que la clase de equivalencia de per-

mutaciones impares determinan los simplejos ordenados negativamente.

Definicion 11 (Complejo simplicial orientado). Un complejo simplicial orientado es

un complejo simplicial en donde cada uno de los simplejo poseen una orientacion.

Definicion 12 (Numero de incidencia). Sea K un complejo simplicial orientado con
simplejos o? y oP*, cuya dimensién difiera por 1. Asignamos a cada par (o?,cP*1)

un numero de incidencia, denotado como [o?, oc**], de la siguiente forma:
Si o? no es una cara de o', entonces [o?, o] = (.

Si o es una cara de o?*!, etiquetamos los vértices ay, ..., a, de o? tal que +o? =
+{ag, . ..,a,). Sea v el vértice de oP*' qué no esta en o, entonces si +o?™! =
+(v,ag,...,a,) = [oP,0P™] = 1, en caso contrario +o?™ = —(v,ay,...,a,) =

[oP, 0P| = —1.

Teorema 2. Sea K un complejo simplicial orientado y o? un p-simplejo de K, sea

o?~2? una (p — 2)-cara de o?, entonces

I e e P
oP~1lcK
Demostracion. Sea vy, .. .,v,_ l0os vértices de 0?2 de tal suerte que +0772 = +(vg, ..., v, 2).
Dado que o tiene dos vértices adicionales a y b, supongamos que o? = +(a, b, vo, . . ., Vp_2).
Por tanto solo hay cuatro casos en los que [0?~!, oP7%] # 0: o?~! = £(a, vy, ..., Vp_2)

y ot = £(b,vg, ..., vy 2).

w Siol ' = +{a,v0,...,0p0)yob = +(b,vy,...,v, ), entonces [o7, oV ] = —1,

o7 o2 =1, 0?05 = 1, [o5 0P = 1
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. —1 —1 —1
m Siol = +{a,vo,...,0p-0) Y 05 = —(b,vy,...,v,-2), €ntonces [o?, 0] ] =

—1, [o? 0P =1, [oP, 07 = —1, [0) !, 0?72 = —1.

m Sio? = —(a,v0,...,0,0) Yy 0b " = +(b,v,...,v,_2), entonces [o?, 0] =1,
(ot o = =1, [, o} =1, [ o = 1

m Sio? ' = —(a,v0,...,0,0) y o5 ' = —(b,v,...,v,_2), entonces [o?, 0] = 1,
o7 0 = =L P, o) ] = 1, [0y 0P = .

En cada caso

S oot o oP Y = —1+1=0.

oP~leK
L]

Definicién 13 (Matriz de incidencia). Sea K un complejo simplicial orientado con
{oP} y {o"™'} p-simplejo y p+1-simplejo respectivamente. Entonces llamamos matriz
de incidencia a la matriz n(p) = (n;;(p)) tal que n;;(p) = [o7"", o”].

7 » Vg

2.3.2. Grupos de homologia y simplejos

Definicion 14 (p-cadena, grupo de cadenas). Dado un complejo simplicial K orien-
tado, una cadena p-dimensional es una funcion c, : K — Z. La familia de p-cadenas
forman un grupo, con la suma, llamado grupo de cadenas p-dimensional de K, y
denotado como C,(K). Parap < 0 yp > dim(K) estos grupos se definen como los

triviales.
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Definicion 15 (p-cadena elemental). Una p-cadena elemental es una p-cadena tal
que c,(tP) =0 V1P # oP.

Esto permiten escribir cualquier cadena en términos de combinaciones lineales de
cadenas elementales. Cada p-cadena ¢, es denotada como go”, donde g = ¢,(+0?),
por loque V d, € C,(K), d, = > gio¥, donde los indices corren por todos los p-
simplejos de K. De esta forma, es facil ver como C,(K) es un grupo con la suma,
yaque sic, =Y. fio¥ yd,> gioF, entonces ¢, + d, = > (g; = f;)o}. Otra propiedad

inmediata es que

Cp(K) = [[ oz, (16)

donde m es el numero de p-simplejos en K.

Definicion 16 (Frontera). Sea go? una p-cadena elemental con p > 1, entonces

llamamos frontera de go?, y denotamos 0(go?), a

d(go?) = Z (07, a? ) go? " (17)

oPTleK
Asumiendo que 0 es un homomorfismo®, se define analogamente la frontera de una
p-cadena cualquiera: dd,, =Y, 0(gio?).

Teorema 3. Sea K un complejo simplicial orientado y p > 2, entonces a la compo-
sicion 90 : C,(K) — C,_(K), en el diagrama C,(K) % C,_i(K) % C,_»(K), es el

3 Es evidente que la aplicacion frontera depende de p para sus dominio e imagen, por tanto lo
adecuado seria denotarla como 9,. No obstante, se hara omision de este indice cuando sea
evidente la dimensién del grupo de cadenas en el dominio.
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homomorfismo trivial.
Demostracion. Note que

00(ga*) =0 | > lo"ol ol | = Y D lo% ol ol o Mgl (18)

P lek o?leK ot T2eK

7 7

= > | D el et ot gt | =0, (19)

o? ek \o? ek

debido a un teorema anterior. O

Definicién 17 (p-ciclo,grupo de ciclos p dimensionales). Sea K un complejo sim-
plicial orientado, llamamos p-ciclo a la p-cadena =, tal que 0z, = 0. La familia de
p-ciclos corresponde al kernel del homomorfismo 0 : C,(K) — C,_1(K) y por ende

forma un subgrupo denotado por Z,(K) y llamado grupo de ciclos p dimensionales.

Definicion 18 (p-frontera, grupo de fronteras p dimensionales). Sea K un complejo
simplicial orientado, dado p > 0, una p-cadena b, es una p-frontera en K si existe
una (p + 1)-cadena c,, tal que 0c,1 = b,. El conjunto de p-fronteras corresponden
a 0(Cy41(K)) por lo que corresponde a un subgrupo de C,,. Este es llamado grupo

de fronteras p dimensionales de K y se denota como B,(K).

Con estas definiciones y el teorema anterior es claro ver que, en general, B,(K) es

un subgrupo de Z,(K).

Definicion 19 (Homdlogo). Decimos que dos p-ciclos z, y w,, en un complejo sim-
plicial K, son homologos, y escribimos w, ~ z,, si existe c,.1 € Cp1(K) tal que

Ocp1 = Wy — 2p.

Esta ultima definicion crea clases de equivalencia que particionan a Z,(K):
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[2p] = {wy, € Z,(K)|wy ~ 2,}. (20)

Estas clases también corresponden a cosets de la forma z, + B,(K).

Definicion 20 (Grupo de homologia p dimensional). Si K es un complejo simplicial

orientado, y p > 0, llamamos grupo de homologia p dimensional al grupo cociente
Hp(K> = Zp(K)/Bp(K)- (21)

Para comprender mejor estos conceptos tomaremos un ejemplo. Considere el con-
junto S', es claro que éste es homeomorfo a |K|donde K = {{aq, a1), (a1, as), {ag, as)},

con la orientacion heredada del orden de los indices de los vértices.

Tenemos entonces que Co(K) = gen{{ao), {(a1), (as)} = Z3,
Ci(K) = gen{{ag,ay), {ai,as), {ap,az)} = Z3, y Co(K) = {0}. Note que 9{a,b) =
(b) — (a) para todo simplejo en K.

Ahora bien, By(K) = 0C1(K) = gen{(a1) — (ao), (az) — (a1), (az) — (ao)} = gen{{a1) —
{ag), {as) — (a;)} por independencia lineal, luego By(K') = Z2. Por otro lado Zy(K) =
ker 0y = Z3 ya que todo elemento de Cy(K) es mapeado con el operador frontera a
cero. Por tanto, Hy(K) = 73/7* = 7.

En el otro caso tenemos que B;(K) = 0Cy(K) = {0}. Para los 2-ciclos tenemos
Zy(K) = ker 0y, por tanto dado que dimoC,(K) = 2y dimCy = 3, se debe tener
dimkerd; = 1 por lo que Z,(K) = Z = Hy(K) = Z. Es claro que para otros valores

de p los grupos de homologia son triviales.
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Estructura de grupos de homologia

Teorema 4. Sea K un complejo simplicial con 2 orientaciones. Sea K, K, los com-

plejos geométricos orientados respectivamente, entonces H,(K,) = H,(Ks)

Demostracion. Vo? € K llamaremos ‘o? a la versién orientada positivamente en
C,(K;). Sea a(o?) = +1 tal que 'o? = a(o?)?c*. Definiremos ahora la secuencia de

homeomorfismos

T2 CP(K) — Cp(K>

D giol — ) gia(o”)’a?.

Note que

sopl(a(glap))=<p< > gPU’”fU“PU’”) = > a(e* Ngl'e" o ]!

oP~leK oP~leK

= Z a(c® Ha(e? Ha(a?)glPo? > P ?oP! = a(oP) Z gl2a? 2oP PPt

oP~leK oP—leK

= 9(pp(ga®)),

por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo de homeomorfismo
oK) —— Cy(I)

o L

Cpa (K1) = Cpa(K).

Con esto podemos definir el morfismo inducido:
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©* Hp(Kl> — HP<K2)

[2p] = [p(2p)]-

Es claro que * esta bien definida debido a la conmutacién de ¢ con 9. De manera
analoga se define una funcién v, : C,(K;) — C, (k) tal que ¥, = ¢,*. Con esto
tenemos un isomorfismo entre los grupos de homologia.

]

Con esto vemos que estos grupos no son caracteristicas de la orientacién del com-
plejo, sino del propio complejo simplicial. No solo eso, sino que ahora veremos que

H, tiene un significado topoldgico claro en términos de conexidad.

Definicion 21 (Simplejos conectados). Decimos que dos simplejos s, y s, en K

estan conectados si alguna de la siguientes condiciones se satisface:
" o5 N sy # .

= 3 una secuencia de 1-simplejos o, o4, dots, o, en K de tal suerte que s, Mo, €s
un vértice de sy, s2 N o, s un vértice de de s, y 0; N 0,11 €S Un vértice comun

deo; yoi1.

Con esto es posible definir clases de equivalencia que permiten una particion de K

en componentes combinatorios.

Teorema 5. Sea K un complejo simplicial con »r componentes combinatorias, en-
fonces Hy(K) = 7.

Demostracion. Sea K’ un componente combinatorio de K'y (a') € K'. Dado (b) € K’

existen (bay), (apas), ..., (apa’). Vn € Z considere ¢; = £n((bag)+(apai)+---+{a,a’)),
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entonces dc; = £n((b) — (d')).

Debido a esto ¢g(b) es homologo a g(a’) 0 —g(a’), por lo que cualquier 0-cadena en
K’ es homdloga a n(a’) para algun entero n. Analogamente, aplicando esto a cada
componente combinatorio K, ..., K, tenemos que todo 0-ciclo ¢, es de la forma
>, hi(a"). Con esto dltimo es natural construir un isomorfismo entre Hy(K) y Z"
siempre que los (a') pertenezcan al K; componente combinatorio respectivamente.

[

Teorema de Euler-Poincaré

Definicién 22 (independencia lineal respecto a la homologia, nimero de Betti). Sea
K un complejo simplicial. Una familia {z,, ..., z,} de p-ciclos es linealmente inde-
pendiente con respecto a la homologia si no existen g, ..., g, € 7Z todos no iguales

ao, tal que Y g;z}, no son anélogos a 0.

El mayor entero r para el cual existen r p-ciclos linealmente independientes respecto
a la homologia es llamado el r-esimo numero de Betti. Este es denotado como
R,(K).

Teorema 6 (Teorema de Euler-Poincaré). Sea K un complejo simplicial orientado de

dimensionn, y parap =0,1,...,n sea «, el numero de p-simplejos de K, entonces

n n

D (1Pa, = (F1)PR,(K).

p=0 p=0

Demostracion. Considere que en general R,(K) € Q, por lo que Z,(K) y B,(K) son
espacios vectoriales sobre Q. Sea {d;}ieA el conjunto maximal de p-cadenas tal que

ninguna combinacién lineal sea un ciclo. Es decir, 3 gid), % 0 V{g;}.
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Definiendo D,(K) = gen{d,}, es claro ver que C,(K) = D,(K) ® Z,(K), por lo que
o, = dim C,(K) = dim D, (K) + dim Z,(K) V1 < p < n. Ahora bien, sea b}, = d(d, ),
conjunto de p-ciclos linealmente independientes con respecto a la homologia; defi-

nimos G,(K) = gen{z}}.

Por tanto Z,(K) = G,(K) + B,(K) V1 < p < n = dim Z,(K) = R,(K) + dim B,(K)
= R,(K) = a,, — dim D,(K) — dim B,(K) V1 < p < n. Note que 9(c?*") = 3" mi;(p)o”
= dim B,(K) = n(p) = dim D,(K) ya que el nimero de {d;} es el mismo de {b}},
por lo que R,(K) = o, — n(p — 1) — n(p). Por ultimo note que Ry(K) = dim Zy(K) —
dim By(K) = a9 — n(0), y R,(K) = dim Z,(K) = a,, — n(n — 1) lo que termina la

demostracién al hacer la sumatoria:

]

Puede demostrarse que los numeros de Betti son invariantes topol6gicos. Es de-
cir, si existen 2 espacios triangulables |L| y | K| homemorfos, sus numeros de Betti
coinciden. Este resultado sera clave en el capitulo 3 cuando se busque caracterizar
topolégicamente la superficie de un reactor en equilibrio, basdndonos en la siguiente

definicion

Definicion 23 (Caracteristica de Euler). Si K es un complejo simplicial orientado de

dimension n, llamamos caracteristica de Euler, y denotamos como x(K), a
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Definicion 24 (n-pseudovariedad). Una n-pseudovariedad es un complejo simplicial

K con las siguientes propiedades:
» Cada simplejo de K es una cara de algun n-simplejo de K.
» Cada (n — 1)-simplejo es cara de exactamente 2 n-simplejos de K.

» Dado un par de n-simplejos o} y o}, existe una secuencia de n-simplejos em-
pezando con o} y terminando en o} tal que ¥ simplejos sucesivos en la se-

cuencia, se tenga una (n — 1)-cara comun.

Definicion 25 (Orientacion coherente, Orientable). Sea K una n-pseudovariedad.
Dado un (n — 1)-simplejo o™~ de K, sean o7 y o 2 simplejos para los cuales o"~!

es una cara. Decimos que una orientacion es coherente si se tiene la propiedad

n—l] n—l].

[0?70 = [(T;L,O‘

Una n-pseudovariedad es orientable si existe una orientacion coherente de ella.

Teorema 7 (Homologia y orientabilidad). Una n-pseudovariedad K es orientable si

y solo si H,(K) # {0}

Demostracion. Supongamos que K es orientable y por tanto, posee una orientacion
coherente. Luego, si un (n — 1)-simplejo es la cara de dos n-simplejos o} y o5, se

tiene que [o7, 0" = —[0%, ™.

Entonces, cualquier n-cadena de la forma C' = gy ) .., 0", para cualquier g, € Z

fijo pero arbitrario, es un n-ciclo:
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0 (go Z a”) = qo Z Z (0", 0" 1] = 0.
oneK o"eK on-leK

Por tanto Z,,(K') # {0} ya que existe por lo menos un subgrupo H = 7Z contenido en
Zn(K). Por tanto, dado que B,(K) = {0}, H,(K) = Z,(K)/B,(K) # {0}.

Ahora supongamos que existe un n-ciclo z = ZU?EK giol # 0y veremos que K

debe ser orientable, lo que terminaria la demostracion.

Dado que, por la definicién de pseudovariedad, cada par de n-simplejos puede unir-
se con una secuencia de (n — 1)-simplejos, se sigue que 2 coeficientes en z pueden

diferir Gnicamente en signo, digamos g; = +go.

Si 9z = 0, reorientando ¢, escogemos g; = go y obtenemos 3 ... 9oo7" = go (ZU?eK a?).
Luego .. o €s un n-ciclo. Esto significa que cada uno de los (n — 1)-simplejo
deben tener un nimero de incidencia positiva con uno de los n-simplejo del cual es
cara, y positivo con el otro. En otras palabras, K es orientable.

O

Para entender mejor estos ultimos conceptos considere el complejo simplicial 7' de
la figura 2 con su respectiva orientacién.

Este complejo es claramente homeomorfo a un toro ya que la identificacion de sus
aristas inducen un espacio cociente que corresponde a éste. Ademas de esto, po-
demos ver que ap = 1, oy = 3y ay = 2, por lo que su caracteristica de euler es

1-3+2=0.
Ahora analicemos sus grupos asociados:
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il b w0

D2

D1

v b vQ

Figura 2. Complejo simplicial correspondiente a una pseudovariedad homeomorfa a
un toro.

Co(T) = gen{D1, D2} SLEN Cy(T) = gen{a,b,c}3 SN Co(T) = gen{vy} SN}

Calculando las fronteras de los simplejo que generan estos grupos, obtendremos
los grupos de homologia. 9Ds = a+b—¢, 0D =a+b—cy da = 0b = dc = 0.

Entonces

Ho(T) =ker0p/Im o, = Cyp(T)/{0} = Z

gen{a} @ gen{b} @ gen{c}

=~ 72
gen{a+b—c}

H\(T)=ker0,/Im 0y, = C1(T)/gen{a + b — c} =

Hy(T) = ker 0y/ Im 03 = gen{D1 — D2} /{0} = Z

2.3.3. Grupo fundamental

Homotopia de caminos
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Definicion 26 (Homotdpico, nulamente homotépico). Sean f y ¢ funciones conti-
nuas entre los espacios topologicos X e Y. Decimos que f y g son homotdpicas si

existe una funcion continua

F:Xx[0,1]+—Y

tal que F(x,0) = f(x) y F(z,1) = g(x), y denotamos f = g. Si f es constante, en-

tonces es llamada nulamente homotopica.

Definicién 27 (Camino). Dado un espacio topolégico X y dos puntos x,, x1, llama-
mos camino, de x, a x, a una funcion continua f : [0,1] — X, tal que f(0) = zo y

f(1) = .

Definicion 28 (Homotopia de caminos). Dados dos caminos f y g sobre el espacio
topoldgico X, decimos que f y g son caminos homotdpicos, y denotamos f =, g, Si

existe un funcién continua

F:[0,1] % [0,1] — X (22)

tal que F(s,0) = f(s), F'(s,1) = g(s), F(0,t) = f(0) = g(0) y F(1,£) = f(1) = g(1).

Definicién 29 (Operador x). Sea f un camino del punto xy a x1, y g un camino de

x1 a xo definimos f x g como

f(2s) si s€0,1/2]

g(2s —1) si se[l/2,1]
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Las relaciones de homotopia mencionadas anteriormente definen un clase de equi-
valencia (=,) en cada caso: para caminos y mapeos continuos. Denotando la clase
del camino f como [f], es inmediato ver que dado un camino g, si f * g esta bien

definido, se tiene que [f * g] = [f] * [g]-

Teorema 8. La operacion = sobre las clases de equivalencia de caminos satisface

las propiedades de un grupoide :

m Sean f,g y h caminos, si [f] = ([g] * [h]) esta bien definido, entonces es igual a

([f] = [g]) = [n].

» Dado un punto x llamamos camino identidad al camino e, — x. Si f es un

camino en X de xy a z; entonces [f]  [ex,] = [f] ¥ [ex] * [f] = [f]-

= Dado un camino f en X de x, a z,, sea f el camino f(s) = f(1 — s). Este

camino es llamado inverso y se tiene que [e,,| = [f] = [f] ¥ [ex,) = [f] * [f]-

Demostracion. Es claro que si Y es otro espacio topolégico, y £ es un mapeo con-

tinuo entre X e Y entonces: f =, f' = kof =, kof'yque ko(fxg) = (ko f)*(kog).

Ahora bien, sea ¢, el camino de I = [0, 1] a el mismo cuyo Unica imagen es 0, en-
tonces e * i =, i (gracias a la convexidad de I) donde i es el mapeo identidad de 1.
Dado que f = f o4, por la segunda propiedad enunciada al principio, se tiene que
f=, foleoxi) = (foe)*(foi)=e, *f. Un argumento analogo, partiendo de que
i =, 1*e; muestra que f = f x e, |0 que demuestra la existencia de identidades

por derecha e izquierda.
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Para mostrar la existencia de inversas basta con definir un camino inverso en I del
mapeo : como i(s) = i(1 — s). De esto se obtiene que, i x i =, ¢, por lo que (por la
segunda propiedad enunciada al principio) fo (i*i) = (foi)* (foi) = f * f, y dado

que, f oey = e,, Se tiene que, [e,,] = [f] * [f]. Una construccion analoga demuestra

lea,] = [f]* [f].

Para probar la primera propiedad usamos los conocidos como mapeos lineales po-
sitivos. Esto es, dados 2 intervalos cerrados [a, b] [c, d], la funcién lineal pcd(x) tal que
p4(a) = cy pd(b) = d. Con esto, la definicion de el operador * puede escribirse

como

f (pglé(s)) si s€[0,1/2]
frg= (24)
g (p%ﬁ(s)) si s€[1/2,1]

Ahora, con el uso del mapeo lineal positivo definimos el triple producto. Dado a,b €
[0, 1], con a < b, el camino K, se define como

’

f(Pha(z)) 2 €10,d]

Kav =9 g@li(x)) =€ [a,0] (25)

h(pp(z) webl]

\

Mostraremos que [K ;] no depende de la escogencia de a, b. Con esto, seleccionan-
doa =1/2y b = 3/4 se tendria f % (g * h), mientras que con a = 1/4y b = 1/2
Ku = (f*xg)*h.

Considere un par de numeros ¢,d € [0,1] tal que ¢ < d. Sea p : [0,1] — [0,1]
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una funcién continua tal que al restringir la p a los diferentes intervalos [0, al, [a, 0]
y [b,1], esta coincida con los mapeos lineares postivos definidos en los intervalos
0,¢], [e,d] y [d, 1] respectivamente. Es decir, p|jo.q(z) = pi(z), Dlay(x) = pii(z) y
Pl (x) = pd(z). Por tanto K40 p = K, y dado que p es lineal a trozos p =, i, por

lo que por la propiedad del principio K 4 =, K. ]

Corolario 8.1. Sea X un espacio topologico y x, un punto de X . La clase de equiva-
lencia de caminos que empiezan y terminan en x, forman un grupo con la operacion
x. A este grupo lo llamaremos el grupo fundamental relativo al punto base x, y

denotaremos como (X, xo).

2.4. Geometria Riemanniana

Como veremos desde el comienzo del siguiente capitulo, la geometria diferencial es
el lenguaje natural para hablar de magnetohidrodindmica. Por ello, introducimos los

siguientes conceptos basicos.

Definicién 30 (n-variedad, carta coordenada). Una n-variedad M es un espacio
topolégico compacto, T, conexo y en el cual cada punto posee una vecindad V;
homemorfa a una bola abierta U; en el espacio euclidiano n-dimensional R™. Este

homeomorfismo ; junto con el abierto U; forma la carta coordenada.

Definicion 31 (Vector, espacio tangente). Dado p € M, una funcién suave entre
una variedad diferenciable y los reales f : M — R, y un camino c(t) en M tal que
¢(0) = p. Llamamos vector al operador derivada direccional, en p, de f a lo largo de
c(t). En términos de las cartas coordenadas un vector Z

_ Of da(c(t)) 0

= _— Z =/t — 2
t=0 Ozt  dt t=0 = oz’ (26)

donde z» = b))

T \ ._o- El conjunto de estos vectores forman un espacio vectorial
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Vp € M. Llamamos a este espacio el espacio tangente a la variedad en p, y lo

denotamos como T, M.

De esta definicibn vemos que cualquier vector puede ser expresado como combi-
nacion lineal de {0/0z*}. Por tanto, estos vectores 9/0z* corresponden a una base

coordenada.

Definicion 32 (1-forma, espacio cotangente). Dado un p € M, llamamos 1-forma
cualquier funcion lineal entre los espacios tangentes y los reales. Por ello, el conjunto
de 1-formas en p corresponde al espacio vectorial dual del espacio tangente. Nos

referimos a este espacio como el espacio cotangente y lo denotamos como T,y M

Estos covectores o 1-formas pueden expandirse también en una base coordenada,
dada por la base dual a la base coordenada de los vectores. Esta base sera denota-
da como {dz"} y la condicién de dualidad viene dada por (32, dz") = o7 Por tanto,

una 1-forma w en la base coordenada puede escribirse como w,dx".

Las definiciones anteriores hacen que una variedad diferenciable siempre tenga es-
trucutras de espacios vectoriales en cada punto p. Por ello, dada un funcién f entre
dos variedades diferenciables, se inducen mapeos sobre estos espacios tangentes

y cotangentes.

Definicion 33 (Mapeos inducidos (pushfordward y pullback)). Dada una funcién
suave f : M — N entre dos variedades diferenciables M y N. Llamamos mapeo

diferencial (pushfordward) a

I TpM — Tf(p)N, (27)
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talque, dada g: N — N suaveyV € T,M

(fV)lgl = Vigo fl. (28)

Por otro lado, denotamos como f* al mapeo transpuesto de f. (pullback)

Definicion 34 (Tensor de tipo (¢,7)). Llamamos tensor de tipo (q,r) al objeto multi-
lineal T que mapea q elementos del espacio tangente y r del tangente a un nimero

real, para cadap € M

T (T; M) x (T,M)" — R. (30)

Usando las bases coordenadas para vectores y formas que introducimos anterior-

mente, podemos escribir un tensor arbitrario de tipo (¢,r) como

a 8 @ (oa (o o
T:To%llo)-\ZZ.-.:j\qrax)\l ® ax)\Q ®...®W®d:€ 1®dm 2 ®...®daj q, (31)

donde ® corresponde al producto tensorial usual. De esta forma, es posible escribir
la accion de mapeos inducidos para un tensor, haciéndolos actuar en cada com-
ponente. En otras palabras, los mapeos inducidos por difeomorfismos en un tensor
tipo (¢,r) actuan en cada base de (7, M)?y (T,M)" de manera independiente. Por

tanto, dado un difeomorfismo ¢ de M a M
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T:T”i@)dl’“ = (b*T:Taay 3 8x

0
. 2
ool Y 0x Oy° @ oy’ ay (32)

Tal y como sucede para el espacio euclideo, una asignacion suave de vectores en
cada punto de M es llamado campo vectorial. Analogamente una asignacion suave
de formas y tensores en cada punto de M es llamado 1-forma diferencial y campo

tensorial respectivamente.

Dentro de los campos tensoriales existe un tipo de campo particular, que es de gran
relevancia: las r-formas diferenciales. Su importancia yace en a su relacién con la
integracion en variedades (esto ultimo lo veremos con mas detalle en la siguiente

seccion).

Definicion 35 ( r-forma diferencial, producto exterior). Decimos que un tensor de
tipo (0,7) es una r-forma diferencial si es totalmente antisimétrico. Llamamos pro-

ducto exterior A\ a la antisimetrizacion del producto tensorial.

Con esto, el producto exterior entre dos o tres 1-formas {dz*'} puede escribirse

como

dz" A dz” =dz" @ dz¥ — dz¥ ® dzt, (33)

da* A dzt A do” =da @ da* @ do¥ + do¥’ @ da @ dat (34)
+ do* @ dr¥ @ do? — do? @ de¥ @ da” (35)

—da’ ® da* @ da? — dat @ da? @ da”. (36)

De esta manera, una r-forma w puede representarse en la base coordenada como
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W = Wy .. dx? Adz?? A - - Adz* . De ahora en adelante nos referiremos al conjunto
de r-formas de M como Q*(M), y denotaremos su aplicacién a un vector j como i;.
En otras palabras, sea I" una p-forma (y por tanto un tensor totalmente antisimétrico
de (T'M)P) denotaremos i,I' = T'(j, ... ).

Definicion 36 (derivada exterior). La derivada exterior d, es un mapeo entre el con-

junto de r-formas y (r + 1)-formas, tal que

W = Wy e dxt N dx!? N AdatT —g, dw = (9,\wmu2mmdx’\ A dxtt N dxt? N - A datr.

(37)

En algunas ocaciones es necesario que la variedad diferenciable tenga una estruc-
tura de producto punto para cada espacio tangente, ya que esto induce nociones de
distancia en la variedad (como sucede en relatividad). En este trabajo sera necesa-

rio introducir esta estructura que sera definida a continuacion.

Definicion 37 (Variedad Riemanniana/ pseudoriemanniana). Una variedad rieman-
niana es un par (M, g) conformado por una variedad diferenciable M y un campo
tensorial g de tipo (0,2) que satisface la siguientes propiedades para todo punto
peE M.

m g(U,V)=g(V,U)YV,U € T,(M).
m g(U,U)>0VU €T,(M), y solo se tiene g(U,U) =0 cuando U = 0.

Por otro lado, decimos que (M, g) es una variedad pseudoriemanniana si g satisface

para todop € M
m g(U,V)=yg(V.U)VV,U € T,(M).
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n Sig(U,V)=0VU € T,(M) =V =0.

Con la introduccion de la estructura métrica en la variedad diferenciable es posible
definir un isomorfismo entre formas y vectores dado por ¢(, B). Cuando una 1-forma
wp = ¢(,B), decimos que B y wp son duales métricos, y denotamos B = Fwp
0 ¢’B = wp. Estos isomorfismos permiten definir los operadores de divergencia y
rotacional, y producto cruz, en variedades riemanninas, mediante el operador de es-

trella de Hodge que definiremos a continuacién flanders1963differential.

Definicién 38 (Producto interno de k-formas). Sea (M, g) una variedad Riemannia-
na,yoa=oy N --Noy, n=mn,\---An, unas k-formas, las cuales son un producto
exterior consecutivo de 1-formas. Llamamos producto interior de Hodge al mapeo

bilinear

(1) : (M) @ QF (M) — Q(M)° (38)

(ce,m) — det(g(g* o, g*n;)), (39)

donde det(A;;) es el determinante del operador A. Dado unp € M fijo, (|) constituye

un producto punto para Q*(M) \p.

Definicion 39 (Operador estrella de Hodge). Sea (M, g) una variedad Riemanniana
n-dimensional, con una forma de volumen p. El operador estrella de Hodge es el

mapeo lineal

*: QF (M) — Q" F (M), (40)
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de tal suerte que
a A = (aln)p Va,n € Q*(M). (41)

Con esto, es posible dotar a Q*(M) de un producto punto siempre que M sea com-

pacta

Definicion 40 (Producto interno de hodge). Sea (M, g) una variedad Riemanniana

compacta, llamamos producto interno de hodge al mapeo lineal

() QR (M) @ QF (M) - R (42)
(o) = [ (@l (43)
—>/ a A\ *m, (44)

M

done 1. es la forma de volumen de M.

Finalmente, este operador permite definir naturalmente la divergencia, rotacional y

producto cruz de manera geométrica.

Definicion 41 (Producto cruz). Sea (M, g) una variedad Riemanniana, y A, B cam-

pos vectoriales en ella. Llamamos producto cruz entre A y B al campo vectorial

FF(x(g"AN g B)). (45)

Definicion 42 (Divergencia, rotacional). Sea (M, g) una variedad Riemanniana n-
dimensional, y F' un campo vectorial sobre ella. Llamamos divergencia a la 0-forma

(funcion suave)
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*d* (¢°F), (46)

y denotamos como div(F'). Por otro lado, decimos que el rotacional de F es el

campo vectorial

gt *d(g’F), (47)

y denotamos como curl(F').

También es posible definir la divergencia sin el uso de la métrica, mediante p. Esto

se hace con la ecuacion
Lyp = (div(V))p, (48)

donde Ly sera definida en la siguiente subseccién. Cuando . corresponde a la for-

ma de volumen métrica, las definiciones coinciden.

2.4.1. Derivadade Lie  La nocién de derivada es de suma importancia en la fisica
en general, y la mecanica de fluidos no es la excepcién. Debido a esto definiremos
la derivada que, como discutiremos en el siguiente capitulo, surge como necesidad

fisica en la fisica de fluidos.

Definicion 43 (Curva integral). sea X un campo vectorial en M una variedad di-
ferenciable. Una curva integral x(t) de X es un camino en M en el que el vector

tangente en z(t) es X|.. Esto es, dada una carta coordenada
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= X)) (49)

Definicion 44 (Flujo de un campo vectorial). Sea o*(t,z*(0)) un mapeoo : Rx M —
M, tal que corresponde a una curva integral del campo vectorial X, que pasa por
zo = x(0) ent = 0, es decir o*(0, xy) = xf,. Decimos que o (t, ) es un flujo generado

por X.

Este flujo satisface

%a“(t, ot(s,x0)) = X*(o(t, 0" (s, 70))), (50)

lo que permite definir un grupo uniparamétrio bajo la composicion
o) = o(t,x) = 01(0s(2) = 0115(), o0(x) =2, 0_(x) = (00(x))"". (51)

Ademas de esto, este flujo permite definir una derivada a lo largo de las curvas

integrales:

Definicion 45 (Derivada de Lie). Seano(t,x) y 7(t, x) flujos generados por los cam-

pos vectoriales X eY respectivamente

W = X"(o(s,x)) (52)
dr(t,z) .
— = YH(7(t, x)). (53)

Llamamos derivada de Lie del vector Y a lo largo del flujo o, de X a limite

lim [CESRYRER YN (54)

e—0 €
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y denotamos como LxY o [X,Y].

En una base coordenada donde X = X*0,yY = Y*0, se tiene que

LxY = (X"0,Y" -Y"0,X")0,. (55)
Esta nocion de derivada puede ser extendida a formas con el limite
Lxw = lim - (o) Wy, (@) = wla | (56)

el cual puede escribirse en una base coordenada como

Lyw = (X 0w, + 8,X"w,) dz", (57)

donde w = w,dz”. Asi mismo, la derivada de Lie también puede ser extendida a
campos tensoriales de tipo (¢, ) usando en la definicion ®7_, (0.)" @ Q);_,(0_c )+, en

lugar de (o_)..

2.5. Grupos y algebras de Lie

Los grupos de Lie son algo transversal en fisica tedrica ya permiten el estudio de
simetrias en la naturaleza. Debido a esto, es necesario introducir algunos conceptos

de arnold1999topological para posteriormente hacer uso de ellos en el capitulo 3.

Definicion 46 (Grupo de Lie). Sea G un conjunto de transformaciones suaves de

una variedad M a si misma. Decimos que G es un grupo de Lie si tiene una estruc-
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tura diferenciable y si cumple las siguientes propiedades

m Vg,h € G goh € G, siendo o la composicion usual que actua de manera suave.
m Vg € G existe g~! € G suave.

Definicion 47 (Algebra de Lie). Llamamos &lgebra de Lie del grupo G, y denotamos

como g, al espacio tangente a al identidad de G (T.G).

Definicion 48 (Traslacién a izquierda y derecha). Dado g € G llamamos traslacion

a izquierda y derecha a los mapeos L, : h — gh y R, : h — hg, respectivamente.

Definicion 49 (Automorfismo interno). Llamamos automorfismo interno, y denota-

mos como A,, al difeomorfismos en G dado por h — ghg™".

Definicion 50 (Operador adjunto del grupo). El diferencial de A, restringido a la
identidad e es llamado operador adjunto del grupo, y denotado como Ad,. De esta

forma
Ady g —g, Ady(a) = (Agle)a. (58)

Dado que Ay, = AjA;, se tiene tambien que Ady, = Ad,Ady,. En consecuencia, Ad

puede pensarse como un mapeo del algebra al grupo.

Definicion 51 (Representacion adjunta del algebra de Lie). El diferencial de

Ad: G — g, (59)
restringido a la identidad es llamado Representacion adjunta del algebra de Lie:
. d
ad = Ad,.: g — g*, adg = E|t:0,40zg(t), (60)
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donde ¢(t) es una curva en el grupo G de tal suerte que g(0) = e y §(0) = &.

Definicion 52 (Representacion coadjunta del algebra de Lie). La representacion
coadjunta de un grupo G en el espacio g* corresponde a la asignacion de cada

g € G con la transformacion lineal

Ad; gt — g (61)

dual (transpuesto) a la transformacion Ad, : g — g.

Definicion 53 (Conmutador). E/ conmutador de un algebra de Lie g es la operacion

[,] : g X g — g definida por [a,b] = Ad,b.

Definicion 54 (Grupo de 6rbita adjunta). Dado un elemento € € g, llamamos orbita

al conjunto

Orbit(¢) = {Ady¢ : g € G}. (62)

2.6. Integracion en Variedades

En esta seccion usaremos los resultados en topologia algebraica y geometria Rie-
manniana para definir la integracion de formas en una variedad arbitraria M, ba-
sados en nakahara2003geometry y flanders1963differential. Esto es necesario
porque la integracion en variedades es fundamental a lo largo de los proximos capi-
tulos, debido a que es mediante la integracion que las leyes de conservacion locales

pasan a ser globales.

Sea M un variedad, o, un r-simplejoen R"y f : o, — M un mapeo suave.
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Definicién 55 (r-simplejo, r-cadena). Llamamos r-simplejo a la imagen de o, bajo
f, y denotamos como s, = f(o,). Dado un conjunto de r-simplejos {s, .} con coefi-

cientes reales {a;}, llamamos r-cadena a

c= Z a;Sp ;- (63)

Definicién 56 (Grupo de cadenas, frontera). Llamamos grupo de cadenas, y de-
notamos C, (M), al grupo formado por el conjunto de r-cadenas bajo la suma de
coeficientes. Decimos que un (r — 1)-simplejo es frontera de s, si es la imagen de

do, bajo f, es decir f(0o,). Lo denotamos de la misma manera Os,..

Es claro que, debido a los resultados para simplejos en el espacio euclidiano, 0 :
C.(M) — C,._1(M) es nilpotente. Por consecuencia, es posible definir en variedades

los grupos de frontera, grupos de ciclos y grupos de homologia.

Definicion 57 (r-ciclo, r-frontera, grupo de ciclos, grupo de fronteras, grupo de ho-
mologia). Sea ¢, una r-cadena. Si dc, = 0 decimos que c, es un r-ciclo. El grupo
de los r-ciclos bajo la suma es llamado grupo de ciclos y es denotado como Z,.(M).

Este corresponde a ker(0,).
Sea ¢, una r-cadena. si existe una (r + 1)-cadena c,, tal que ¢, = Jc, 1, decimos
que c, es unar-frontera. El grupo de las r-fronteras es llamado grupo de fronteras y

denotado como B,.(M). Este corresponde a 0,1(C+1(M)).

Llamamos grupo de homologia, y denotamos como H,.(M), al coset de B.(M) en
Z.(M), es decir
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Hy(M) = Z,(M)/B,(M). (64)

Con esto ya es posible definir integracién en variedades.

Definicion 58. Seaw, unap-formayc=73".a;s,; unap-cadena en M. Definimos la

integracion de w,, en ¢ como

/w=2/w=2/fw (65)

P

Con esta ultima definicion también se generaliza el teorema de Stokes para varie-

dades.

Teorema 9 (Teorema de Stokes). Sea ¢ € C.(M) y w una (r — 1)-forma (w €

Q ~1(M)), entonces
/dw :/ w. (66)
c dc

2.6.1. Grupos de Cohomologia  Es esta seccidn estudiaremos los grupos de co-
homologia de una variedad orientable. Con esto veremos una relacion clara entro

los grupos de simplejos en variedades, y las formas diferenciales.

Sea M una variedad diferenciable m-dimensional y orientable.

Definicién 59 (Grupo de cociclos, grupo de cofronteras). El conjunto de las r-formas
diferenciales w en M cerradas (dw = 0) con la suma es llamado grupo de cociclos,
y denotado como Z"(M). Este grupo corresponde al kernel del mapeo derivada ex-

terior sobre el conjunto de r-formas.
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El conjunto de las r-formas diferenciales w en M exactas ( aquellas para las que
existe una (r — 1)-forma n tal que dn = w) con la operacion de suma, es llamado el
grupo de cofronteras y denotado como B" (M ). Este grupo corresponde a la imagen

del mapeo derivada exterior sobre el conjunto de las (r — 1)-formas.

Debido a la nilpotencia de la derivada exterior, es claro que B" (M) C Z"(M). Por
tanto, al igual que para los grupos de fronteras y de ciclos, existe el coset de B" (M)
en Z"(M).

Definicion 60 (Grupo de cohomologia de Rham). Dados los grupos anteriormente
definidos, llamamos grupo de cohomologia de Rham al coset de B" (M) en Z" (M),

y denotamos como

H' (M) = 27 (M)/B"(M). (67)

Los elementos de H"(M,R) corresponden entonces a la clase de equivalencia de
r-formas cerradas que difieren por una derivada exterior de una (r — 1)-forma. Es

decir, cada elemento |w] es el conjunto [w] = {w + dp : ¢ € Q"1 (M)}, con dw = 0.

Dualidad de los grupos de cohomologia y homologia  Veremos ahora que los
grupos de cohomologia y homologia son duales, y por tanto, deben ser isomorfos

siempre que sean finito dimensionales.

Sea M una variedad diferenciable m-dimensional, C,.(M) el grupo de r-cadenas en

My Q (M) el conjunto de r-formas en M.
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Definicion 61 (Producto interior). Definimos el producto interior (,) entre formas y

cadenas como

(,): Cho(M) x Q"(M) — (68)
(c,w »—>/ (69)

Con esta definicion, el teorema de Stokes puede escribirse como (¢, dw) = (0c, w).
Ademas de esto, debido a las caracteristicas de los grupos ciclos, cociclos, de fron-
teras y cofronteras; este producto interno induce un producto interno entre elemen-

tosde H"(M)y H,(M).

En efecto, sea [c] € H. (M) y [w] € H'(M),conw +d¢p =w' € [w]yc+ 0c = €[]

(d,w') = (c,w) + (¢c,d@) + (0¢,w) + (9¢, dep) (70)
= (c,w) + (0c, P) + (¢,dw) + (¢,d*¢) = (c,w). (71)

Por tanto solo habria que demostrar que este producto interno es no degenerado
para ver que que H,.(M) es dual a H"(M). Esto es consecuencia del teorema de
Rham, que presentaremos a continuacién. No habra una demostracién de este ya

que su prueba no es para nada trivial nakahara2003geometry.

Teorema 10 (Teorema de Rham). Si M es una variedad compacta, H,.(M) y H" (M)

son finitodimensionales y el mapeo dado por
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A H (M) x H (M) - R (72)
([c], [w]) = (c,w), (73)

es bilinear y no degenerado.

Note que con esto ultimo se establece una relacidén entre orientabilidad de una varie-
dad M n dimensional, dada por una forma de volumen, y la nocién de orientabilidad
concebida en los grupos de homologia discutidos anteriormente. Esto siempre y
cuando el complejo simplicial corresponde a una n-pseudovariedad homeomorfa a
M.
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3. UNA INCURSION EN LOS INVARIANTES TOPOLOGICOS DE MHD

Los invariantes juegan un rol central y transversal en cualquier teoria fisica, ya que
ellos revelan simetrias en la propia naturaleza. Esta revelacién de simetrias puede

ser de tal importancia como para describir por completo una teoria.

Por ejemplo, en la mecanica, la simetria de traslacién espacial estd caracterizada
por la ley de conservacién del momentum lineal. Incluso en los casos donde se rom-
pe esta simetria, como lo es en presencia de fuerzas, el entendimiento de la ruptura
de la simetria es clave para comprender y formular la fisica. En este caso concreto
la formulacion de la segunda ley de Newton, es consecuencia de la ruptura de la
conservacion del momentum lineal. En otras palabras, no hay concepto de fuerza

sin ruptura de la simetria anteriormente mencionada.

En formulaciones de teorias de campos como el electromagnetismo, el grupo de si-
metrias de la accidn caracteriza por completo la teoria, y por tanto a sus ecuaciones.
En este caso el grupo de simetrias es U(1), y las ecuaciones correspondientes son

las de Maxwell.

Con esto en mente, conocer los invariantes en una teoria como la magnetohidrodi-
namica es fundamental para entender las simetrias correspondientes a un reactor
de fusion. Si adicionalmente estos invariantes tienen un caracter topoldgico, esto
nos permite entender las simetrias desde la topologia. Por esta razén, en este ca-
pitulo nos centraremos en entender algunos de los invariantes topolégicos en la
magnetohidrodinamica, ver su significado fisico, y como éste tiene efectivamente un

caracter topoldgico.
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3.1. Conservacion e invariantes en MHD

Las teorias en fisica clasica suelen poseer leyes de conservacion, y por su puesto, la
magnetohidrodinamica no es la excepcidn. De hecho, basta con ver que la ecuacion
7 corresponde a una ley fundamental de conservacién: la de la masa. El estudio de
estas leyes de conservacion ha sido de gran interés para fisicos y matematicos, a lo

largo de la historia.

Un ejemplo de esto en MHD es el conocido teorema de Alfvén alfven1942existence.
Este teorema establece que en un fluido con cero resistividad (como sucede en MHD
ideal), el campo magnético esta congelado en el fluido y se mueve a lo largo de el *.
Como consecuencia de ello, el flujp magnético sobre una superficie que se mueve

con el elemento de fluido es constante.

Si bien el caso del teorema de Alfven es un ejemplo especifico, tiene una caracteris-
tica que es fundamental en los invariantes en MHD, y de fluidos no discipativos: la
necesidad de referirse al movimiento del fluido para expresar la conservacion. Para

entender mejor esta idea, haremos una analogia con la mecanica.

Considere un sistema mecanico con coordenadas generalizadas ¢° y momentums
generalizados p’. Una funcién A(q', p*) es un invariante del movimiento si A(¢', p') =
cte a lo largo de el. No obstante, el movimiento en la mecénica no es mas que
la evolucién en el tiempo de las cantidades que caracterizan el sistema mecéanico

(¢%, p*), por lo que la condicién de invariante se convierte en

4 Fisicamente esto se explica debido a que un movimiento perpendicular a las lineas de campo
tiene como resultado corrientes de Foucault infinitas, y por tanto no es fisicamente posible.
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d ., . 4 0

—A(q"(t),p'(t) = =A+{A H} =0 74
A 0.0(0) = A+ (A H) =0, (74)
donde {, } corresponde al corchete de Poisson, y H es el hamiltoneano del sistema.
En otras palabras, las cantidades conservadas en mecanica son constantes de mo-

vimiento porque no cambian en la direccién de los flujos de (q¢'(t), p(t)).
De igual forma, en MHD e hidrodindmica, el valor de la velocidad del elemento de

fluido V' da direccion a la evolucién del mismo. Tanto es asi que en la propia ecua-

cion dinamica

+(V V). (75)

®lo

D p—
Dt
Por consiguiente, cualquier ley de conservacién local en MHD debe estar dada por
un cambio total en el tiempo constituido por: una variacién explicita en el tiempo 0,

y un cambio temporal debido al flujo de V' . Esto dltimo es la razén por la que es

necesario definir el arrastre de Lie tur1993invariants.

3.2. Arrastre de Lie y geometrizacion de las ecuaciones MHD

Antes de definir el arrastre de Lie, es importante precisar la estructura matematica
a la que haremos referencia, para las ecuaciones MHD. De ahora en adelante se
supondra que los campos vectoriales como la velocidad V' y campo magnético B
pertenecen al fibrado tangente 7'M de alguna 3-variedad Riemanniana M compacta
y orientable. Para muchos casos, esta variedad no sera mas que una regién conteni-
da en el espacio euclidiano M c R3. Sin embargo, cuando se refiera a una variedad

en general se hara explicito.
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La razoén principal para enmarcar estas cantidades en el contexto de la geometria
diferencial, es la necesidad de evolucionar temporalmente las cantidades fisicas a
través del flujo de V', como discutimos anteriormente. Esta necesidad que parte de
las propias ecuaciones MHD, y se convierte en una exigencia fisica para las leyes
de conservacion, hacen que de manera natural la derivada de Lie con respecto a la
velocidad del fluido Ly sea la artifice de este cambio temporal. En otras palabras,
la geometria diferencial es lo mas natural para en marcar las leyes de conservacion
en MHD porque la derivada de Lie es la derivada definida con respecto a flujos de

fase de campos vectoriales.®

Definicion 62 (Arrastre de Lie). Sea G un objeto geométrico (tensor, forma, vector
efc..) construido con base a cantidades fisicas en MHD ideal (o de hidrodinamica no
disipativa), se dice que es un advected o arrastrado por el flujo webb2018magnetohydrodynan
deV si®

0

) B _
(aJrv.v)G:(EJFLV)G_o. (76)

Dada una solucion de magnetohidrodinamica en M (bien sea una region de R? o
una 3-variedad) El grupo de r-formas arrastradas, con la operacion de suma, sera

denotado como X7 (M), mientras que el de vectores como 3, (M).

Este formalismo, que ya hemos justificado desde la fisica, nos permite ahora cons-

5 Note que debe ser la derivada de Lie y no una derivada covariante Vv ya que lo importante en
este caso no es la nocién de transporte paralelo, sino la de flujo de fase, o el grupo uniparametrico
de las curvas integrales de un campo.

6 Note que se consideran objetos geométricos cuyas componentes pueden depender explicita-

mente del tiempo, sin que las bases coordenadas lo hagan. De esta forma, 9, conmuta con
productos tensoriales 0, y dz*.
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truir diversas leyes de conservacion locales. Por ejemplo, considerando la 3-forma

de masa p,,dV = m y usando la definicion anterior tenemos

0
(a N cv> oV = Dy + Y - (pV))dV = 0. 77)

Geométricamente la relacién anterior nos dice que la 3-forma m no cambian en el
tiempo ya que, debido a la conservacion de masa, los cambios explicitos respec-
to al tiempo (0;) se ven compensados con el arrastre de la forma por la velocidad
del fluido. Esto hace que la ecuacion de conservacion de la masa pueda escribirse
unicamente con objetos geométricos (como se esperaria ya que la fisica no debe

depender de las coordenadas thorne2000gravitation).

La conservacién del flujo magnético, de una superficie arrastrada por el fluido, tam-
bién puede escribirse de forma mas compacta con este formalismo. Considere la

2-forma ap = B - dS, entonces

(%+£V)B.dsz(atB+Vx(B><V)+V(V-B))-dS:O. (78)

Note como este formalismo no solo da informacién clave de las leyes de conserva-
cién, sino que nos permite escribir las ecuaciones MHD ideal de manera geométrica.
De hecho solo con las leyes de conservacion de la masa, el flujo y la de evolucién
adiabatica en forma geométrica, ya es posible escribir las ecuaciones 7, 10, 9, y

parte de 11 como:



donde la exactitud de la forma a es consecuencia de la ley de Gauss para el campo

magnético.

Por ello, si quisiéramos reescribir por completo las ecuaciones MHD ideal de mane-
ra geométrica; bastaria con definir wy = V - dx, y usar el dual de hodge junto con el
producto exterior flanders1963differential, para adicionar a 79 las siguientes ecua-

ciones

2

0 \%
w; =*d*ag, pm <a + ﬁv) wy = dp + pmd (7) + *(w; A xap) (80)

—dp s pd (V?) ~ij(ap), (81)

donde p es la presion del fluido y w,; es una 1-forma cuyo dual métrico es el vector
densidad de corriente. Con estas ecuaciones 81 se completaria 11 y se tendria 8,

teniendo asi todas las ecuaciones MHD ideal.

Analogamente, es posible hacer lo mismo para las ecuaciones de Euler incompresi-

bles. Estas pueden escribirse como

V-V =0, %(VXV):VX((VXV)XV), 85;;”+V'(PmV):O (82)

en R3. Por tanto dwy = V x V - dS, y las ecuaciones geometrizadas se reducirian a

ay =dwy =V XV -dS (83)
day =0 2+£ =0 g—l—ﬁ =0 (84)
ay =Y, 3t v |y = U, 825 v | M=
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Con base a este formalismo y propiedades de la derivada de Lie, veremos algunos
teoremas que permiten obtener leyes de conservacion a partir de otras conocidas
basados en los resultados presentados en webb2018magnetohydrodynamics y

tur1993invariants.

Teoremas relacionados con Arrastres de Lie A continuacion veremos algunos
resultados que nos permiten construir invariantes locales en base a otros conoci-
dos. En todos los teoremas siguientes hay un protagonismo claro de las formas
diferenciales y los campos vectoriales, en lugar de los tensores. La razén de esto es
qgue, aunque los tensores también son objetos geométricos, las formas presentan
un camino natural para convertir los invariantes locales, a globales, por medio de la

integracion.

Teorema 11. siw? es una p forma invariante o arrastrada de Lie, entonces también

lo es su derivada exterior dwP = wPt+!
Demostracion. Por definicién

0

(a ; zv) W =0, (85)

y usando la formula de Cartan para la derivada de Lie (d(ix) + ixd)w = Lxw €s
posible ver que la derivada de Lie conmuta con la derivada exterior. Dado que 0,
también conmuta con esta, la ecuacién anterior es valida para w?*!.

O

Teorema 12. siw! es una p forma invariante o arrastrada de Lie, y w\ una I-forma

invariante, entonces su producto exterior w! A W', también lo es
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Demostracion. De manera similar a la demostracién anterior, esto es consecuencia

directa de

(% + ﬁv) W = O, (86)

y la formula de Cartan para la derivada de Lie (d(ix) + ixd) w = Lxw. Esto junto
con las propiedades del propiedades asociativas y distributivas del producto exterior,

la derivada exterior y el producto interior llevan a

Owl Ow!
. 4 ly - 771 l hbad’]
5 (wh A wh) g @ twih o (87)
Ly (W] Aws) = Ly (W) Awh +wh A Ly (wh) = (88)
0 D l 0 P P l
e + Ly | W) ANws = prd + Lywi | Aws (89)
+ Wl A (%wé + vaé) =0 (90)

Teorema 13. si w? es una p forma invariante o arrastrada de Lie, y J es un vector

también invariante, entonces w?~! = i w? es una (p — 1)-forma que se conserva

Demostracion. Para esta demostracidén usaremos las relaciones de conmutacion de
la derivada de Lie y el producto interno Lyiy — iyLy = iy g ([V,J] = Ly J), la

relaciébn conmutacion de 9, con el producto interno 9,i; — i;0, = is,5 ¥ la linealidad
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del mismo iy + iy g = ig4v,J)-

iy (0, + Ly)w? = 0= (92)
6tipr — iathp — i[VJ]wp + Evipr =0= (93)
(at + ,Cv) ipr — iJ+[V’J}wp =0= (6t + ﬁv) ipr (94)

lo que termina la demostracion.

Teorema 14. si w? es una p forma invariante o arrastrada de Lie, y J es un vector

también invariante, entonces L jw? es una p-forma que se conserva

Demostracion. Usando la formula de Cartan se tiene
ﬁpr = d(ipr) + inwp. (95)

Por teoremas anteriores sabemos que dw” es un invariante, y como J lo es también,
iydw? es invariante. De la misma forma, por el teorema anterior sabemos que i jw?
es invariante y su derivada exterior también. Por tanto, la suma de estos 2 invariantes
da a su vez una cantidad invariante debido a la linealidad de la derivada.

O

Teorema 15. Sean J, y J, vectores invariantes, entonces [J 1, J,| es invariante, si

y solo si, {J 1, J,, V'} obedecen la identidad de Hamilton-Jacobi’.
Demostracion. partiendo de la definicién de vectores invariante

0J,

7 Por consiguiente, el arrastre de Lie define un algebra de Lie entre los campos vectoriales inva-

riantes.
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Figura 3. Diagrama que ilustra la construccién de invariantes a partir de otros
conocidos, en la magnetohidrodindmica. Tomado de tur1993invariants

(%+£V> [Jlan]:%[J17J2]+£V[J17J2] (97)
- {J1,t,J2]+[J1,J2,t]+[V, [Jl,JQ]]:O (98)

= [ [V, Ju], o] + [J1, = [V, Jo] + [V, [J1, J 2] (99)

= [V, (31, Jo)] + [J1, [J2, V]| + [Ja, [V, J4]] = 0. (100)

OJ

Con todos estos teoremas tenemos ahora una serie de resultados con los que es
posible construir una gran cantidad de invariantes. Dado que el espacio (bien sea
una variedad o una region de R?) es tridimensional, existen 4 tipos de formas que
pueden ser conservadas: 0-formas, 1-formas, 2-formas y 3-formas. Esto hace que
la construccién de invariantes con los teoremas anteriores pueda ser ilustrada en un
diagrama como el siguiente.

Ademas de esto, la limitaciéon en la dimension implica que existen 4 tipos distintos
de cantidades invariantes locamente: funciones invariantes, 1-fomas invariantes, 2-
formas invariantes y 3-formas invariantes. En otras palabras, cualquier invariante en
MHD ideal debe tener una de estas formas. Con esto en mente, veremos el signifi-

cado de estas distintas formas conservadas cuando M es una region contenida en
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R3.

Las funciones invariantes corresponden a la tipica nocién de funcién conservada en

la dinamica de un fluidos, ya que

0 _Jg B
(a—i—ﬁv) —E+V-Vg—0, (101)

lo que coincide con la derivada material en mecanica de medios continuos bird2002transport.E

variables lagrangianas x(x,, t) se diria entonces que g(x,t) = go(xo).

De manera similar, las 3-formas conservadas también tienen una ecuacién fami-
liar ya que corresponde a una ecuacion de continuidad, como vimos para la for-
ma de masa. Por tanto, la interpretacién de 3-formas n = fdV conservadas es
la misma que para la ecuaciéon de continuidad con una densidad igual a la Unica
componente de la 3 forma f. Siendo precisos, esto es que el cambio explicito en
el tiempo (0;) de f es debido a flujos de densidades de corriente fV. En térmi-

nos de variables lagrangianas, esta ecuacion de continuidad puede escribirse como
f(wo, t) = fo(iEo)det(a.’Eo/aw)

Por otro lado, dada una 1-forma invariante w = L;dz’ = L - dx, su conservacion local
implica claramente que esta no cambia en el tiempo y por tanto los planos normales
en cada punto a L son arrastrados por el flujo. Esto es consecuencia de que, en
cada punto, el plano normal a L esta dado por ker(w), el cual es arrastrado por el
flujo siempre que w lo este. De esta forma, si w se conserva, es porque los planos

normales a su dual métrico también se conservan.

Adema@s si estos planos son integrables, es decir, existe una superficie cuyo plano
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tangente coincida con ellos en cada punto; entonces esta superficie también seria
arrastrada por el flujo. Este tipo de invariantes, si bien no es tan conocidos, ya han

sido presentados en textos como batchelor2000introduction:

(%+gv)w:(%_f_vX<wL>+v<v-L>)-dw:o (102)

:(%_fHV.V)L—L(V.V)—(va)xv).dx:o, (103)

por lo que para MHD incompresible (V-V = 0) la conservacién local puede escribirse

como

DL oL;
np— !
D (LxV)xV =

) T

ot oxk T g (104)

lo que coincide con la ecuacion presentada en batchelor2000introduction. En tér-
minos de variables lagrangianas las leyes de conservacion para w = L - dx son de

la forma LZ'<£C0, t) = LOj (wo)amf)/@:cj

Por otra parte, dada una 2-forma conservada a = W - dS, entonces

(%Jrﬁv)a:(%—‘:/—VX(VXW)JrV(V-W))-dS:O (105)
:(%—V;f—i—(V-V)W—W(V'V)—(W'V)V)‘dS:O- (106)

Esto tiene una interpretacion topoldgica para fluidos incompresibles (V - V = 0): El
campo W, o sus lineas, estan encajadas en el medio. Para probar esto considere

una linea de campo de W parametrizada por s en el medio continuo. El vector
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tangente a esta linea esta definido como

=W 107
> , (107)
mientras que en cualquier punto
dx(s,t)
=V. 1
o (108)

Por tanto, diferenciando 107 con respecto al tiempo se obtiene

dde(s,t)  dda(s,t) d A W

Note que este hecho es indudablemente topoldgico ya que todo encajamiento 4 :
X — Y entre variedades X e Y es un homeomorfismo entre X y h(X). Por tanto,
esto sera crucial a la hora de definir los invariantes topolégicos en préximas sec-
ciones. Este tipo de invariantes también es conocido como invariante de campo
congelado en el medio, ya que el encajamiento de las lineas de campo en el fluido
genera este efecto. Observe que en términos de variables lagrangianas esta ley de

conservacion local para 2-formas puede escribirse como Wi(x, t) = W ()02 /0],

Todas estas leyes de conservacion pueden unificarse en una estructura algebraica
de super algebras de Lie, como se muestra en volkov1995hidden. Esto muestra
una estructura super simétrica en la hidrodinamica no disipativa. En este texto no
se estudiara a fondo esta estructura, sin embargo, algunos resultados del siguiente
capitulo muestran un puente entre esta estructura y los grupos de Lie estudiados en

arnold1999topological.
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3.2.1. Invariantes integrales y topolégicos = Como se mencioné anteriormente,
el uso de formas diferenciales para las leyes de conservacion local favorecen la
extension a invariantes mas globales. Esto debido a que dada una p-forma w,, y
una region p-dimensional fija y arrastrada por el fluido D,, el formalismo anterior

permite, en términos de Feyman, diferenciar bajo el signo integral

dI? 0 0
P = (2 - hd .
/Dpwp:> o (at+ﬁv)/[)pwp /Dp(at—i-ﬁv)wp (110)

Esto es posible debido a que en coordenadas lagrangianas los elementos de volu-
men, area y linea; transforman de manera inversa a las formas invariantes. De aqui
viene la importancia de centrara nuestra atencion en las formas diferenciales desde

un principio.

Tomando en cuenta esto, la interpretacion de los invariantes integrales es entonces
una consecuencia logica de los locales. De esta forma, los invariantes integrales
relacionados con 2-formas, para fluidos incompresibles, tendran también un signifi-
cado topoldgico; mientras que los invariantes integrales de otras p-formas (a menos
de que sean construidos a partir de una 2-forma) probablemente tengan un caracter

mas dinamico o geométrico.

A pesar de esto, la idea de que los invariantes integrales relacionados con 2-formas
exactas sean invariantes topolégicos, aun es un poco vaga. Cémo se sabria si un
invariante integral de una p-forma diferente a 2 es topolégico o no?, es decir, dada
una forma invariante cualquiera w?, ;como saber si existe una 2-forma conservada
la cual construye w? usando los teoremas relacionados con el arrastre de Lie?. Es-
tas peguntas permaneceran abiertas hasta que exploremos el grupo de simetrias

de la magnetohidrodinamica ideal en el siguiente capitulo.
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Sin embargo, e independientemente de su naturaleza, estos invariantes deben dar
cuenta a simetrias en la teoria y por tanto es valido preguntar: ¢ Existe una cantidad
finita de invariantes que caracterice o integre las ecuaciones MHD como sucede en
otros sistemas?. En otras palabras, ¢ Una cantidad finita de simetrias integra mis
ecuaciones?. La respuesta a estas preguntas es negativa, y su razén parte de la

construccion de los invariantes y los grados de libertad en un fluido.

En primer lugar, existen un numero infinito de invariantes integrales en MHD kats2003variation:

Esto se debe a que dado un numero finito de invariantes integrales de p-formas,

ff_/ W i=1,2,...n (111)
D

P

y una funcién arbitraria de las componentes de estas formas f((w?););

Ji= | [l (112)
Dy

también es un invariante integral para toda i. Ademas de esto, si existiese un nu-
mero finito de integrales que resuelvan las ecuaciones MHD (a parte de resolver un
problema del milenio) significaria que los fluidos tienen un nimero finito de grados
de libertad y esto no es cierto. Esto ultimo se verd reflejado cuando estudiemos su

algebra de Lie en el segundo capitulo.
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3.3. Helicidad

En la seccion anterior vimos como, a partir de una formulacion geométrica inspira-
da en la fisica, se construyen una serie de invariantes locales que se clasifican en
cuatro tipos. Dentro de estos tipos, vimos que las 2-formas arrastradas poseen una
caracteristica topoldgica. Con esto en mente, en esta seccién vamos a explorar un
invariante construido a partir de una 2-forma arrastrada, y veremos que su signifi-
cado es realmente topolégico. Para ello, mostramos a detalle como este invariante

tiene una interpretacion en términos de la topologia de curvas en el espacio.

La razon para prestar especial atencion a este tipo de invariante, ademas del interés
del autor, parte de la geometrizacién de las ecuaciones MHD ideal incompresible, y
las de Euler. Esto debido a que la ecuacion 79 y 84 muestra como la conservacion
de la forma de flujo magnético agp = B - dS'y de vorticidad ay = V x V - dS hace
parte de las ecuaciones geometrizadas. Esto, como consecuencia de la Ley de Fa-
raday y la de Ohm en MHD; y la ecuacion dinamica del fluido en las ecuaciones de

Euler.

Note que, en una region M simplemente conexa se tiene el primer grupo de ho-
mologia trivial, y por tanto el de cohomologia también como sabemos del marco
tedrico. Con esto, existe v = A - dx, dual al vector potencial magnético, de tal
suerte que dy = ap. Esto nos permite definir v A d+, que en coordenadas seria

dy Na = B - AdV. Con base a esto esta inspirada la siguiente definicion.

Definicion 63 (Helicidad o invariante de Hopf). La Helicidad o invariante de Hopf
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arnold1999topological de/ campo solenoidal ¢ en el dominio M C R? es

?ﬂﬁ)::<£,cuﬂ1£>::L/)£~cuﬂ1£dVﬁ (113)
M

donde - es el producto punto usual de R3, (,) es el producto punto entre campos

vectoriales heredado por -, y curl™' es calculado con la ley de Biot-Savart.

Esta definicion es consistente siempre que ¢ sea tangente a M 8, ya que curl™!
esta bien definido, con un gauge de un gradiente, debido al teorema de Helmholtz.
En otras palabras si curl ' £ = A también es posible curl ™' ¢ = A + V f para alguna

funcion f. Sin embargo, el valor de (&) no cambia

HE)— | &- (curl_1£+Vf) dV:H(£)+/MV-(f£)dV:H(£)+ f€-dS =H(E).

M oM
(114)

Como se mencion6 anteriormente, esta cantidad se mantiene constante en la mag-
netohidrodinamica ideal cuando ¢ = B webb2018magnetohydrodynamics. En

efecto, de la ley de Faraday y la definicién de potencial magnético se tiene

0B
E—FVXE:O (115)
A
%E+E+V¢:Q (116)

ahora, al sumar las ecuaciones 115y 116 y multiplicar cada una - con Ay B res-

8 Como veremos en el siguiente capitulo, asumir esto en el contexto de equilibrio MHD es razona-

ble.
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pectivamente se obtiene

A-(%—?+VXE>+B-(%—?+E+V¢):O. (117)

Luego, usando las identidades

V. (ExA)=A-VXE-E-VxA B=VxAV-B=0,V-(¢B)=B -V,
(118)

de 117 sellega a

A-%—?+A-VXE+B-%—‘?+VXA-E+B-v¢=o (119)
%(A-B)+V-(E><A+¢B):—2E-B. (120)

La ecuacion 120 implica directamente la conservacion de la helicidad, en el contexto
ideal, debido a que por laley de Ohm E- B = —V x B- B = 0y dado que el campo

magnético es tangente al volumen de integracion, entonces

/M%(A-B)deva'((VXB)XA—ébB)dV (121)
:/ V. (V- -A)B-¢B— (B A)V)dV
(122)
/M[%(A~B)+V-((A-B)V)]d1/—de(f)—/ZW((V'A)—@B‘CZS_O-
(123)

Por otro lado, usando el lenguaje de formas diferenciales y el formalismo de arrastres
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de Lie, la demostracién de la invarianza en la helicidad es mucho mas sencilla.

Considere la forma diferencial w = A - dz,

<£V+%>A-dm:(%—Vx(VxA)+V(V-A)>-dac (124)
:(%—VxB+V(V-A)> - dz, (125)

por lo que con el gauge V- A = ¢y laley de Ohm se obtendria que w esta arrastrado
por el flujo. Dado que dw =V x A - dx, entonces w Adw = A - (V x A)dv = A - Bdv
también lo es, siguiendo uno de los teoremas de arrastres de Lie. Esta condicion de
gauge en A puede ser presidida al integrar el invariante local con la condiciéon de

frontera: B tangente a 9M, como se mostré anteriormente °.

3.3.1. Extension del numero de linking como Helicidad  Previamente demos-
tramos que existe un invariante en MHD ideal al que llamamos Helicidad magnética.
No obstante, aun hay una razén soélida por la cual llamarlo invariante topolégico
aparte de su construccion a partir de a« = B - dS. Es por esto que para ello veremos
como este invariante tiene una interpretacion directa desde la cantidad conocida

como numero de linking en la teoria de curvas berger2009topological.

Definicion 64 (Numero de linking Gaussiano). Dadas dos curvas cerradas en el
espacio con parametrizaciones x(t) y y(o) respectivamente, entonces el numero de

linking gauusiano de las curvas es

9 Note que este resultado mediante arrastres de Lie puede ser extendido para el campo de vortici-

dad debido a la forma de las ecuaciones 84.
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Liy= - Ja{ f <| y((o_a))‘g didea) (126)

Teorema 16. E/ numero de linking gaussiano provee el numero de veces que la cur-

va 1 atraviesa la region delimitada por la curva 2, tomando en cuenta su orientacion.

Para demostrar este resultado se seguira el procedimiento de Ricca ricca2011gauss
debido a que evidencia la conexion natural entre topologia y fisica desde antes si-
quiera que se acufara la propia palabra "topologia". Por consiguiente, en la proxima
subseccién se “olvidara” el contexto MHD, para darle paso a la fisica que se presu-

me fue inspiracion para la demostracion de este resultado: El geomagnetismo.

Numero de linking Gaussiano introducido desde la fisica  Con el fin de estu-
diar el campo magnético de la tierra, Gauss examind las propiedades de las corazas
magnéticas, es decir, superficies que producen un campo magnético debido a una
magnetizacién normal a ellas. De esta forma, las corazas magnéticas funcionan co-
mo si existiera un dipolo magnético apuntando en direccién normal a la superficie

en cada punto.

En este trabajo Gauss modelaba el campo magnético de la tierra como el generado
por dos corazas magnéticas: una en el hemisferio norte y otra en el sur. Estudiando

este modelo llegé al siguiente resultado.

Teorema 17 (Gauss, 1839). El potencial de una coraza magnética > en un punto

fuera de ella es igual al angulo sdlido que subtiende a ese punto, multiplicado por su
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fuerza magnética'®.

Figura 4. Coraza magnética. Tomado de ricca2011gauss.

Demostracion. Dado un dipolo magnético m es posible definir & = =3* de tal suerte

que —VV = H = B/uy. Por tanto, extendiendo la definicion a la coraza magnética

qf:/—r'ﬂfdvz/—r'”jdzza/dg (127)
r ) r b

]

Este resultado no solo facilita el calculo de los campos magnéticos mediante el po-
tencial escalar, sino que también da un sentido a este angulo sélido en términos
de energia potencial. Esto debido a que este potencial escalar tiene un significado
fisico: el trabajo que hace la coraza magnética, por unidad de carga dipolar magné-
tica, a un dipolo traido desde el infinito. En otras palabras, este resultado conecta el
trabajo que se hace a un dipolo magnético, con el &ngulo sélido que este subtiende

a la coraza magnética.

10 En este contexto la fuerza magnética hace referencia a la densidad superficial de magnetizacion.
Tomado de ricca2011gauss.
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Figura 5. Teorema de Ampére. Tomado de ricca2011gauss.

Teorema 18 (Ampére, 1831). Un circuito galvanico C' produce el mismo efecto que

una coraza magneética ¥. de cualquier forma, siempre que 0% = C.

Demostracion. Este teorema se puede pensar como un corolario del teorema de
Gauss ya que corazas magnéticas con la misma frontera subtienden el mismo an-
gulo solido. Una demostracién alternativa se obtiene considerando el teorema de

Stokes y la magnetizacién en términos de la corriente superficial inducida K

adzzéerdE;»qf:/<”K3>"'°d2:/(r-K)r'dl. (128)
ox

= r 23
O

Corolario 18.1. Dos puntos infinitamente cerca uno del otro, pero a lados diferentes

de la coraza magnética, tiene una diferencia en el potencial de 4x

P’

C PH

Figura 6. Corolario del teorema de Ampére. Tomado de ricca2011gauss.

De los ultimos teoremas se obtiene este interesante corolario, cuya demostraciéon es

directa considerando que el angulo sélido de P’ tiende a 2x, mientras que el de P”
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tiende a —27.

Ahora con estos resultados calcularemos explicitamente el angulo sélido para un
sistema fisico en el cual se acerca un dipolo a una coraza magnética. Con ello lle-

garemos directamente al resultado que buscamos.

Lemma 1 (Maxwell). Dada una coraza magnética con una frontera parametrizada
con (x(s),y(s),z(s)) la longitud de arco, y un camino (z'(c),y'(0),2'(c0)), también
parametrizado con la longitud de arco. Entonces el diferencial de angulo sélido que

subtiende cada punto del camino viene dado por

Lo £ % %
dsdo dsdo ° ° ° dsdo
— _ dx’ dy’ dz’ _
d§) = 2 [t mon = & E T | T2 I1, (129)
A L v x/;x y/r—y z’;z

donder = |r(s) — (o)

Demostracion. Considere una coraza magnética arbitraria. Por el teorema de Am-
pére, la influencia magnética de la misma solo depende su frontera. Ahora bien,
esta influencia esta caracterizada por el angulo sélido que se subtiende desde cada

punto del camino »’.

Esta influencia magnética corresponde exactamente el trabajo, por unidad de carga
dipolar, ejercido por la coraza a un dipolo que proviene del infinito. Es por ello que
el potencial de la coraza, y por tanto su angulo sélido, debe corresponder a una

integral de linea doble

dS) = Ildsdo.
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Considere un desplazamiento do hacia C' como se ve en la figura 7. Visto desde

P, C tiene un movimiento aparente a C’ de do en direccion contraria. Con esto es

. PZP(&:T’JC)
4 §

d

Figura 7. La idea de Maxwell para calcular explicitamente el angulo sélido. Tomado
de ricca2011gauss.

posible hallar el angulo sdélido usando la geometria de la piramide que se forma en

la figura 7, obteniendo 129. O

Ahora bien, considere una coraza magnética fija y un dipolo magnético moviéndose
con posicién I'. Por teoremas anteriores, el potencial magnético de la coraza depen-
de solo de la frontera de esta. Suponga que la parametrizacion de la frontera de la
coraza es de la forma r, por el lemma de Maxwell podemos escribir

1
17“3’d§2 = —r31ldsdo,
3 3

donde
=l - - -]
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Portanto V = [dQ = [, [, Tldsdo

f j{ (2" — ) (dydz' — dzdy') + (v — y) (dzdz’ — dxdz")
o J e

(& = 2) (dedy' — dyde')] /[0 =)+ (4 ) 4 (= 2]

Por tanto, si C, trayectoria del dipolo, es una curva cerrada, la integral anterior coin-
cide con la definicién de nimero de linking /47. Ademas de esto, por el corolario del
teorema de Ampére, cada vez que C; atraviesa la superficie que tiene como frontera
a () la integral cambia en un factor de +4x. Esto termina la demostracion ya que
cuando C; no atraviesa la superficie que tiene como frontera a (', la integral tiene

un valor nulo, justificado en su interpretacion en términos de trabajo.

Con este teorema se muestra que el niumero de linking gaussiano es un invariante
topolégico de las curvas. Esto debido a que si se deforma una de las curvas sin al-
terar los cruces entre estas, es decir, sin cortarla; el numero de linking se mantiene
invariante. Como esta transformacién no corta a la curva, la transformacién debe

ser continua y por ende un homeomorfismo si es ademas biyectiva.

Sin embargo, dado que en la Magnetohidrodinamica ideal se trata mas con cam-
pos vectoriales que con curvas, es necesario generalizar el concepto de niumero
de linking a una cantidad que describa apropiadamente la topologia de los campos
vectoriales. Veremos pues, que la helicidad juega un papel importante a la hora de

generalizar estas ideas.
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Introduccién intuitiva  Quizas la idea mas natural para generalizar el nimero de
linking gaussiano sea el pensar un campo vectorial como un conjunto de curvas en
el espacio. En otras palabras, imaginar al campo vectorial como un numero infinito
de curvas que tejen trayectorias en R? ''. En ese orden de ideas, el analogo a una
curva cerrada seria un campo vectorial en el cual las lineas de campo no divergen
0 convergen a un punto, sino que simplemente siguen trayectorias que se cierran
en si mismas o nunca convergen. Con esto en mente, es natural pensar que si un

campo F tiene estas caracteristicas, se debe tener divergencianula V- F = 0.

Por otro lado, siguiendo con la idea de las curvas tejiendo el espacio, la ecuacion
126 deberia tomar en cuenta no solo una linea de campo si no todas las posibles
para cada campo vectorial. Si ademas de esto tomamos en cuenta que el analogo
al vector tangente, en este caso, es el propio campo vectorial evaluado en cada
punto; nuestra generalizacién de numero de linking para dos campos vectoriales

F(r),G(r) sobre R? seria berger2009topological

JA—— / Fr ( r-r G(r’)dVdV’). (130)
LAY

r—r3

Note que la idea de cambiar los vectores tangentes, en la definicion de numero de
linking, por el campo vectorial evaluado en cada punto surge de pensar naturalmen-
te en un encajamiento de un campo en el espacio, tal y como se mencioné en el

andlisis de las leyes de conservacion de 2-formas.

" Esto claramente apela a la idea intuitiva de foliacion del rango del campo vectorial, por parte de
las curvas integrales del mismo. Si bien no hay razén para pensar que esto siempre es posible,
asumiremos que es cierto con fines de comprender el concepto.
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Ahora bien, usando el teorema de Helmholtz arfken1967mathematical, y tomando

V, V' — R3, es posible escribir

/ ’
F— ol / VX F)
A7 rs T — 1|
L[ r=m) 9 x Beyav

T

o en términos de curl ' W = F

1 (r—1')
/’3

curl H(F) = I Je o=

x W (r")dV". (131)

Con esto, la ecuacién 130 podria escribirse como

Ly = / curl '(F) - WaV. (132)
R3

Esta ultima ecuacién coincide con la definicién de helicidad magnética que demos-
tramos invariante anteriormente cuado F' = G = B, y por ello le d& un significado
topolégico a la misma. Ademas de esto, abre la posibilidad de pensar en este inva-

riante para campos cruzados F # G.

Helicidad como numero de linking asintotico  El resultado anterior nos mues-
tra de manera casi instintiva como la helicidad magnética debe corresponder de
alguna forma a un numero de linking, 0 a su generalizacién mas natural para el ca-
so de campos vectoriales. Sin embargo, este procedimiento falla rotundamente en
ignorar el caracter estructural del dominio de los campos considerados. Por ejem-

plo, aunque un campo tenga divergencia cero, no se sigue necesariamente que sus
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lineas de campo se cierren en si mismas. De hecho, existen reactores como el Ste-
llarator spitzer1958stellarator, en el que las lineas de campo no se cierran en si

mismas debido a una torsion propia del instrumento (ver figura 8).

Figura 8. Linea de campo magnético, junto con la trayectoria de una particula
cargada, en un reactor tipo Stellerator. Tomado de
https://terpconnect.umd.edu/ "mattland/

De esta forma, el pensar en lineas que se cierran en si mismas no es correcto para
cualquier configuracién de campo y por tanto es necesario formular la relacién entre
helicidad y numero de linking de manera mas rigurosa. Para ello nos basaremos en

el trabajo arnold1974asymptotic.

Primero extenderemos la nocion de numero de linking entre una curva y un campo
vectorial solenoidal. Para ello haremos un limite entre el numero de linking de la
curva, con lineas de campo “cada vez mas largas”. En otras palabras un nimero
de linking asintético. Con esto se construird también un numero de linking asintotico
entre 2 curvas integrales cualesquiera. El promedio espacial de este ultimo coincidi-

ra con la helicidad del campo.

Considere una 3-variedad M simplemente conexa y orientada con elemento de volu-

men p normalizado ([, 1 = 1), sea v un encajamiento suave de una curva orientable
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en M. Definiremos el nimero de linking asintético de las lineas de campo de B, par-
tiendo de un punto x, con la curva . Para esto usaremos el grupo uniparametrico

{¢' : M — M}, generado por B. Sea ¢ una 2-cadena de tal suerte que do = ~ 2.

Definicion 65 (Curva corta). Dados 2 puntos x, y en M, llamamos curva corta
A(x,y) arnold1999topological a una curva que une estos dos puntos con las si-

guientes propiedades
» six ¢+, entonces A(z,y) no intersecta a .

» E/ numero de intercesiones de A(z,y) con -y esta acotado por una constante

independiente de x e y.

Puede demostrarse que siempre es posible construir un sistema de curvas cortas,
dados x e y'3. Por tanto, fijando un sistema de curvas A y considerando una seccion
de orbita {g'z}ic0.177, de tal suerte que ¢g” = y, es posible construir curvas cerradas
I'r(z) como el camino formado al pegar {¢'z}cjo.r) cOn A(x,y). Asumiremos que

I'r(x) no intersecta a +.

Sea Nr(z) en numero de linking entre I'r(x) y v entonces

Teorema 19. Para casi cualquier z € M ', el limite

lim ~ Np(z) = A(z), (133)

T—oo

2. En este contexto, la 2-cadena esta formada por simplexes suaves. Sin embargo, su definicion en

términos de estos es analoga a la discutida en el marco tedrico.

3 de hecho la dependencia de A con z e y puede ser medible (en el contexto de teoria de la
medida) y suave a tramos.

4 Decir que casi para cualquier z € M este limite existe, hace referencia a que el conjunto para el

cual el limite no existe tiene medida 0.
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existe (donde T toma valores en los cuales I'r(x) no intersecta a v) y es indepen-
diente del sistema de curvas A. \(x) es llamado numero de linking asintdtico de la

orbita g'x con ~.

Para demostrar este teorema introduciremos una definicion de namero de linking
asintético equivalente. Sin embargo, antes de ello ya es clara la interpretacién del
anterior resultado: cerrando las lineas del campo B con curvas cortas A, A(z) es al
nuamero de linking sobre el T" al que se tiende para parametros de las curvas inte-

grales largos.

Ahora considere la variedad M — ~. En esta podemos construir una 1-forma n con

las siguientes propiedades

= El nimero de linking de ~ con toda curva cerrada en § en M — v es igual a la

integral de n sobre §.

= Existe un encajamiento diferenciable u : S' x D* — M, donde D? es un disco,
de tal suerte que u(S' x {0}) = v y el pullback de u induzca en 7, sobre el
complemento de S* x {0}, el mapeo u*n = (1/27) arctan (y/z) (donde z, y son

coordenadas en D?).

Siempre es posible encontrar una 1-forma con estas caracteristicas debido a que
hay libertad en u. Sin embargo, si bien la primera condicién claramente restringe a
con el fin de calcular el numero de linking; la segunda no parece tener tanta relacion

con nuestro protagonista: numero de linking.

Esta segunda condicion nos dice que existe una forma de encajar un toro sélido en
M de tal suerte que la imagen del eje toroidal bajo u sea ~, y el mapeo diferencial

inducido a i de una medida angular en cada punto de D?. Esto se construye de
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esta manera para que n sea medible, en el sentido de teoria de la medida, y poder

aplicar el teorema ergodico de Birkhoff birkhoff1931proof.

Teorema 20. Dada una forman que cumple con las condiciones anteriormente men-

cionadas, el limite

1T rd o, .
lim — n|—g'z)dt=\x), (134)
0 dt

existe independientemente de la 1-forma seleccionada.

Demostracion. Considere la funcién f(x) = n(B(z)), donde dg'z/dt|,—o = B(x), de-
bido a que ¢' es un flujo de fase de B nakahara2003geometry. La existencia del
limite es consecuencia de la segunda propiedad y el teorema ergddico de Birkhoff,
como se discutié anteriormente. Por tanto, solo queda probar la independencia del

mismo respecto a la escogencia de la forma.

Note que por la primera propiedad diferentes n difieren en una 1-forma exacta, ya

gue dada una funcién suave f

Jm+an=[n+ [ar=[n (135)

Ahora, tomando ¢ suave de M — v a R, se tiene que

/OT i (%gtx) dt = o(g" z) = p(x). (136)
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Si g'z no se aproxima asintéticamente a v cuando ¢t — oo, es posible escoger una

sucesion T; — oo tal que la distancia entre g%iz y v se mantenga acotada por debajo.

No obstante, ¢ esta acotada por arriba por una constante C(e), fuera de una e-
vecindad V, de v, ya que M — V, es un conjunto compacto en M. En consecuencia,
para todos los puntos z € M tal que g‘x no tiende asintéticamente a ~, existe una
sucesién T; — oo tal que g’z esta acotada por arriba. Por tanto el limite no depende

siempre que g’z no tienda a algun punto de v. A pesar de esta restricciéon el conjunto
de puntos = que tienden a ~ tiene medida cero porque B es solenoidal.
O

Con esto, el probar la equivalencia entre las dos definiciones de numeros asintoticos
de Linking demostraria el teorema 19. Es decir, se demostraria que \(z) existe y no

depende del sistema de curvas cortas A.

Teorema 21. Para casi cualquier = € M, el limite \(x) existe y es igual a \(z).

Demostracion. La primer propiedad de n permite escribir A\(x) como

Az) = lim = ( /0 o (Bl)di + /A (ng,x)n(B(x))dt>, (138)

por lo que basta con demostrar que
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lim l/ n(B(z))dt = 0. (139)

Dado que e numero de intersecciones entre A y o esta acotado (por la segunda
propiedad de los sistemas de curvas cortas A), se sigue que las integrales de n a lo

largo de A esta acotada

1
lim —Cy| = 0.
1m T 0

T—o00

/ n(B(:c))dt‘ < Co=
A(gTz,x)

1
lim —/ n(B(x))dt’ <
A(gTz,)

T—oo '

(140)

]

Con estas ideas ahora construiremos un namero de linking asintético para un par
de curvas integrales arbitrarias de B. Sea x1, x» un par de puntos en M, tomare-
mos dos numeros grandes Ti, Ts, y cerraremos las trayectorias de los segmentos
{g" x1}iepo,m,), con una familia de curvas cortas A(g*xy, xx) (k = 1,2). Con esto,
tal y como hicimos para el procedimiento anterior, obtenemos las curvas cerradas

I'y = 'z, como se ven en la figura 9.
Asumiendo que estas curvas no se intersectan (lo cual sucede para casi cual-

quier z; y x9, Ya que el conjunto para el cual se intersectan tiene medida cero

arnold1974asymptotic) llamamos Nr, 1, (z1, z2) al nimero de linking de I'; y I's.

Definicion 66 (nimero asintético de linking de un par de trayectorias). E/ numero

asintético de linking de un par de trayectorias g'x1y g'x, es definido como el limite
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Iy (xy)
ﬁ\
) [7,(x,)
12 \ \/

L--—__—_—-

Figura 9. Par de curvas cerradas construidas a partir de A(g"zx, x1) Y {9 s heon,]
(k = 1,2). Tomado de arnold1999topological.

Y NTl,Tg(x17I2)

(141)

donde T, y T, varian de tal suerte que I'; y I’y no se intersectan.

Mostraremos que en este limite también es independiente de la escogencia de A 'y
existe para casi cualquier par de puntos. Para ello haremos una definicion integral
analoga a la que hicimos con A(z) y veremos como los limites coinciden. No obstan-
te, para en este caso la integral de la forma n debe ser reemplazada por la conocida
como integral de Rham de doble formas. Para esto nos restringiremos a M C R3
compacto, ya que la definicién de \(z;, z,), el andlogo a A(z), es mas sencilla e in-

tuitiva.
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Definicion 67. Sea {4'} un grupo uniparametrico del campo solenoidal B definido
en una regién M C R?® compacta, y con B tangente OM . Llamamos nimero asinto-

tico de linking de un par de trayectorias al limite

To Tl
. g 1 ,g 1'2,33'1 )
N I dt,dt 142

(1, 72) = Ty Thoo 1271 47 / lz1(t1) — 2a(t2)? o (142

donde (,,) es el triple producto escalar.

Es muy claro como esta definicidén apela a la intuicion usada en la subseccién ante-
rior, en donde se pensaba en un campo vectorial solenoidal como una conjunto de
curvas que llenaban el espacio cuyo vector tangente en cada punto era el mismo
valor del campo en ese punto. También muestra como el concepto de flujos de fase
de campos vectoriales no solo es clave para el estudio de invariantes con la deriva-

da de Lie, sino para entender las implicaciones topoldgicas de los mismos.

Teorema 22. El limite f\(ml, xo) existe para casi cualquier par de puntos en M x M,

y coincide con definido anteriormente \(x1, x2).

Demostracion. Para probar la existencia de nuevo tendremos que acudir al teorema
ergédico birkhoff1931proof dado que A(z1,z,) corresponde a un promedio tem-

poral de funciones en la variedad M x M, en la que actia el grupo conmutativo

{9} x {g"}.

Debido a que el integrando
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_ d
(Bh BQ: L1 xQ), : Bi = — gthlﬁ (143)
dtk tr=0

o =
tiene una singularidad en la diagonal de M x M de un orden no mayor a |z; — z5| 2
y la codimensién de la diagonal es 3, ®(z1,x2) es medible y por el teorema de

birkhoff1931proof, el limite existe.

Ahora bien, como en el caso para A(x) y A(x), separaremos las integrales por tramos

de tal suerte que [)* + [N

9T kxy)

= Jp,» llegando a

g a:l,g T2, T1 — 2)
\ dt,dts. 144
(Il’ xQ) Ty Tz%oo T2T1 47'(' /Fz /F1 |$1 tl - xQ(t2)| o ( )

De esta forma, basta entonces con mostrar que las integrales con términos [, =,

tienden a cero. Esto se garantiza con las propiedades de las curvas cortas A, ya que

estas integrales estan acotadas por una constante que no depende de los caminos

< Cy= (145)

/ D,
A(Ik,ngCCk)

. , |
A(l‘b x2) - A(l‘l, x2) N Tl’ljlgoo T, (/T1 /A(IQ,QTQCL‘Q) " /TQ /A(m,ngxl)) -0 (146)

]

Teorema 23 (Helicidad y el promedio del niumero de linking asintético). E/ valor

promedio del numero asintotico de linking de un par de trayectorias de B

101



// >\($1,$2)d,u1d/ﬁ2/ // dprdpi, (147)
MxM MxM

es igual al invariante de Hopf del mismo campo B

H(B) = (curl ' B, B). (148)

Demostracion. Usando la integral de Biot-Savart

[ By, (149)

A J |331 - $2|3

C(%)

donde curl { = B. Por tanto

eB=g [[ P e, (160)

T — I2|3
lo que termina la demostracién ya que u es una forma de volumen normalizada. [

Con estos resultados de numero de Linking y la helicidad podemos apreciar varios
puntos. En primer lugar, ahora queda claro y sin lugar a duda que el invariante de

Hopf tiene un significado topolégico demostrable de manera formal.

Ademas de esto, los resultados nos permiten ver como en un sistema donde las
lineas de campo no se cierran, como el stellerator, la idea del numero de linking era
correcta ya que siempre se pueden cerrar con una familia de curvas cortas A que no

altera A\(z,y) y por tanto la helicidad. En otras palabras, por la igualdad entre A\(z, y)
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y A(z,), la idea de que div B = 0 permite pensar en la helicidad como niimero de
linking es correcta, y nuestra introduccion intuitiva de la helicidad como ndmero de

linking tiene un sustento matematico.

3.4. Invariantes topoldgicos y energia: parte 1

Hasta ahora hemos hablado de varios aspectos en MHD. Principalmente haciendo
énfasis en las caracteristicas geométricas y topolégicas de la teoria. Para esto ulti-
mo hemos desarrollado minuciosamente una justificacion para llamar topolégico al

invariante integral definido como helicidad.

Sin embargo, aunque esto ayuda a entender la importancia de la topologia en las
ecuaciones MHD ( y por tanto en el estudio teérico de los reactores de fusidn) a prio-
ri, “solo” hemos ganado en entendimiento fisico a través de la topologia. En otras
palabras, hasta ahora solo podriamos decir que entendemos aspectos topolbgicos

de la teoria y por tanto podriamos entender mas la fisica a través de ellos.

Aunque esto ya sea satisfactorio por el mero hecho académico de conectar, de ma-
nera clara y precisa, dos ramas del conocimiento; lo cierto es que desde un punto
de vista mas pragmatico este trabajo hasta ahora puede parecer una mera curiosi-
dad matematica. Es por ello que, con esto en mente, procederemos a presentar un
resultado relacionando el invariante topolégico mas estudiado en este trabajo, la he-
licidad, con una cantidad fisica que es transversal a casi cualquier teoria de campos

clasica: la energia.
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3.4.1. La helicidad como cota inferior de la energia magnética  La energia, co-
mo el cualquier teoria fisica, juega un rol fundamental en la magnetohidrodinamica
ideal. No solo porque existe una formulacion lagrangiana y hamiltoniana de la mis-
ma, en la que la densidad de energia total juega el rol usual webb2018magnetohydrodynamic
sino porque es a través de la energia que conectamos las ecuaciones MHD con la
aplicacion que buscamos en un reactor de fusién. Esto como consecuencia de la

termodinamica.

Dicho de otra manera, el comportamiento de la energia del plasma U es importante
porque su cambio dictamina el trabajo que hace el plasma con un ente externo,

siguiendo la primera ley de la termodinamica

AU = —dW + dQ. (151)

Dentro de los elementos que constituyen esta energia total, es la energia electro-
magnética la que hace diferente a la magnetohidrodinamica ideal de los fluidos sin
carga (ecuaciones de Euler, Navier Stokes, etc..), y por ello la energia de mayor
interés al estudiar un reactor de fusién. Dado que en MHD ideal, el campo eléctrico
esta totalmente caracterizado solo por el campo magnético y la velocidad, gracias a

la ley de Ohm, el estudiar el comportamiento de la energia magnética es crucial.

Con esto en mente, procederemos a mostrar como la helicidad magnética, el in-
variante que hemos estudiado detalladamente, presenta una cota inferior para la

energia magnética'®.

5 Este resultado también se tiene para las ecuaciones de Euler
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Teorema 24. Para un campo vectorial solenoidal arnold1999topological £ sobre

M c R3 con energia

BE) =566~ [ &-¢av. (152

se tiene que
E(&) > C-[H(E)|, (153)

donde C' es una constante positiva que depende de la forma de M.

Demostracion. Por la desigualdad de Schwartz se tiene que

H(E)? = (&, curl "t €)% < (curl &, curl T €)(€, €). (154)

Ahora por la desigualdad de Poincare'® aplicada a curl ' &€ tenemos

(curl * &, curl ' ¢) = / curl M€ - curl ' €aV < i/ £-&dV = i(ﬁ,f), (155)
M 02 M CQ
Por lo que la energia esta acotada por debajo por la helicidad.
[

Este resultado tiene una implicacién directa y muy fisica: el trabajo que puede llegar

a hacer el plasma a través de la energia magnética esta limitado por la helicidad del

16 Usar esta desigualdad implica asumir que los espacios de funciones que trabajamos son de

Sobolev. No obstante, esto no es una ligadura para la fisica ya que asumimos que las integrales
de energia convergen.
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campo. Recordemos que, por los resultados anteriores, la helicidad corresponde al
promedio espacial de los numeros de linking asintéticos de curvas integrales de B.
Por consiguiente, es la propia forma de enlazarse de las lineas de campo la que im-
ponen una restriccidn en la energia minima posible. Este resultado puede resumirse

en una frase contundente: La topologia del campo acota su energia.

Como veremos en el siguiente capitulo, esta frase es cierta incluso cuando M es
una 3-variedad compacta, y nuestra nocioén de invariante de Hopf se adapta a ello.
Sin embargo, antes de esto es necesario discutir mas a profundidad las implicacio-

nes del teorema anterior desde nociones aun mas fisicas.

3.4.2. ¢ Por que los links deberian acotar la energia?  Todo modelo fisico tiene
un limite de predictibilidad, es decir, un rango en el que los resultados del mismo
se corresponden con la realidad. Es por ello que cualquier prediccion de un modelo
debe contrastarse con argumentos fisicos que le den validez al mismo. Haciendo
una analogia con el trabajo de David Hume hume2020tratado, en el problema del
ser y el deber ser, las predicciones del modelo son el ser del mismo, mientras que
las predicaciones fisicamente posibles corresponden al deber ser. Del ser no nece-

sariamente se sigue el deber ser.

Estos argumentos (el deber ser) sirven como filtro para conocer las predicciones
que consideremos fisicamente plausibles en una teoria fisica. En otras palabras,
este filtro es el conjunto de prejuicios fisicos que aceptamos a razén de “intuicién

fisica”. Un ejemplo de esto son las condiciones de energia en relatividad general.

Por tanto, es valido preguntarse ¢Por que los links del campo deberian acotar la

energia?. Ya sabemos que esto es una prediccion del modelo (ser), pero ¢qué hace
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que lo consideremos fisicamente plausible y no una consecuencia descartable cual
solucién patolégica de relatividad general?. En esta subseccidn intentaremos darle

respuesta a esto.

Para ello, reconstruiremos el teorema 24 usando, en la medida de lo posible, exclu-
sivamente argumentos fisicos en el contexto de una teoria clasica de campos. Més

especificamente, usaremos el concepto de energia en un experimento mental.

Considere un sistema fisico localizado compuesto por una serie de campos Q, y
fuentes ¢;, que se relacionan de alguna forma medible empiricamente. La existencia
de estos campos y fuentes no serian necesarias sin interacciones, y por tanto pode-
mMos asociar una energia total al sistema. Dado que esta energia es consecuencia
de la existencia de interaccion en el sistema, tenemos entonces que, independien-
temente de su definicion, esta debe ser distinta de cero. En otras palabras, como
este sistema existe, existe también su interaccion y por ello debe tener una energia
diferente de cero. Esto ultimo parte de asumir el siguiente prejuicio fisico: la energia

es una medida de interaccién.

Siguiendo con el experimento mental ;qué puede interaccionar en este tipo de siste-
mas?. Dado que es un sistema macroscdpico, ya que es clasico, sus interacciones
deben estar relacionadas con las particulas que lo componen y sus campos. No
obstante, la interaccién entre particulas y campos entre si deben ser dependientes
de las posiciones aparentes de los mismos, ya que en caso contrario no podria exis-
tir la nocidén de sistema localizado. Es decir, las interacciones deben depender de
posiciones de particulas y campos porque, de no tener esta dependencia, no habria
diferencia entre tener el sistema fisico en un laboratorio o esparcido por todo el uni-

verso. Por tanto, medir la interaccion del sistema a través de la energia es también
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un acto de medir, en cierta manera, la configuracion espacial del mismo. '’

Esto dltimo hace que las restricciones en las configuraciones espaciales accesibles
tengan un efecto en la energia. Dado que en la topologia la continuidad juega un pa-
pel central, una restriccién en la topologia del campo debe corresponder, en alguna
medida, a una restriccidén en las configuraciones espaciales accesibles bajo transfor-
maciones continuas. De esta forma, fijar la topologia del campo debe corresponder
a fijar la estructura espacial del mismo con cierta libertad entre configuraciones ac-

cesibles bajo transformaciones continuas.

Con esto, solo queda argumentar que estas restricciones correspondes a una cota
inferior de la energia cuando hay links en el campo. Para ello usaremos el concepto

del trabajo que puede realizar el sistema de nuestro experimento mental.

Si nuestro sistema mantiene la topologia de los campos en su evolucion, también
la debe mantener en cualquier proceso. Por consiguiente, cuando el sistema hace
trabajo, dado que es un proceso, también mantiene la topologia. De esta forma, si
nuestro sistema realiza una serie de trabajos consecutivamente tendra cada vez una
energia menor. Escogiendo una sucesion de trabajos que lleven a la energia minima

posible, lamemosla E, se debe tener E, > 0.

En efecto, ya que los links tienen una energia asociada (partiendo del prejuicio fisi-
co: crear un link no tiene un costo cero de energia), y que estos procesos continuos
no puede desenlazarse el campo (por definicion de conservacion de la topologia);

entonces la energia final como minimo debe corresponder a la energia de los links.

7" Un ejemplo claro de esto es la energia electrostatica de una conjunto de cargas puntuales.
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4. SOBRE EL EQUILIBRIO MHD IDEAL, LAS ECUACIONES DD EULER Y LOS
INVARIANTES TOPOLOGICOS

La topologia es probablemente una de las ramas mas importantes y transversales
de las matematicas. Concebir el analisis matematico o la geometria diferencial sin
ella es imposible, o por lo menos incompleto. Es por esta importancia, y la influencia
del andlisis y la geometria en la fisica, que también es fundamental en la fisicoma-

tematica.

En el capitulo anterior se mostro la existencia de cantidades invariantes (en MHD y
las ecuaciones de Euler) que poseian caracteristicas topoldgicas cuando se realiza-
ba una analogia entre curvas cerradas y campos vectoriales soleniodales. Aunque
ello ya sea un resultado que muestra la importancia de la topologia en las ecuacio-
nes MHD, y por tanto en el estudio de plasmas para fusion nuclear, en este capitulo
ahondaremos aun mas en la topologia del sistema, con el fin de entender con mas

detalle las caracteristicas fisicas del mismo.

Hasta ahora el resultad mostrado mas importante que relaciona invariantes topolé-
gicos con la fisica del sistema, es el como la energia se ve acotada por la helicidad
del campo; sus implicaciones y porqué esto es un resultado esperado en teorias
de campos clasicas (al asumir caracteristicas fisicas relativamente generales). No
obstante, existen mas resultados donde se ilustra la influencia de los invariantes to-

poldgicos en la energia, y es importante profundizar en ellos.

Con lo anterior en mente, este capitulo estudiara con mas detalle la influencia de
los invariantes topolégicos (en magnetohidrodinamica ideal y las ecuaciones de Eu-

ler) en el contexto de equilibrio; el cual es clave para comprender la estabilidad en
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plasmas de fusion. Ademas de esto se hara mas clara la relacién de los invariantes
topolégicos y la energia, mediante el estudio del grupo de Lie, como espacio de con-

figuracion, correspondiente a las ecuaciones de Euler y MHD ideal incompresible.

Esto ultimo se llevara a cabo con base en a la la geometrizaciéon propuesta en el
capitulo anterior, que esta inspirada en los arrastres de Lie. De esta forma, cons-
truiremos un puente entre la formulacion de Arnold para las ecuaciones MHD y de

Euler, mediante argumentos topolégicos y nuevos resultados sobre arrastres de Lie.

En esta formulacion de Arnold se propone un grupo de Lie como espacio de con-
figuracion, y en el se define una métrica invariante a izquierda con la energia del
sistema. De esta forma, los flujos geodésicos del grupo corresponden con las ecua-
ciones de movimiento del sistema fisico. Con esto en mente, nuestra conexion con
la formulacion de Arnold mostrara una manera alternativa de llegar al espacio de
configuracién, a través de restricciones topolégicos en la versién generalizada de

las ecuaciones geometrizadas.

4.1. Geometria diferencial de superficies y equilibrio MHD

En esta seccion sera necesario incluir algunos resultados propios de la geometria
diferencial de curvas y superficies. Si bien ya hemos usado el concepto de variedad,
lo cierto es que siempre se ha pensado en 3-variedades o regiones contenidas en
R? cuyos espacios tangentes son el hogar de los campos vectoriales como By V.
Debido a esto, y para evitar confusiones, se usara la notacion de do2016differential
en lugar de la expuesta en el marco teorico, para cuando hablemos de 2-variedades
(que en nuestro sistema fisico, corresponderan a la frontera que limita el plasma en

una region M C R3). Por ello procederemos a aclarar nuestra nueva notacién en
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este contexto, basados en do2016differential.

Definicién 68 (Superficie regular). Un subconjunto S C R? es una superficie regular
siV p € S, existe un entorno V en R? y una aplicacion x : U — V U S de un

subconjunto abierto U de R? sobre V U S C R? tal que
» Cada componente de x = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) €s C*°.
= x es un homeomorfismo.

» Para cada punto q € S, la diferencial dz, : R* — R? es inyectiva.

Es claro que con esta notacion que dx, puede escribirse para una base coordenada

como
oz Oz
ou ov
de,= | % 9 156
q ou ov ( )
0z 0z
ou  Ov?

donde (u, v) corresponden a las coordenadas en R2. Por tanto, el espacio tangente
en cada punto de la 2-variedad (superficie regular) corresponde a su vez al plano

tangente a la superficie, que esta contenida en RR3.

Es este contexto no es necesario hablar de una estructura adicional, como lo es la
métrica, para definir el producto punto en cada espacio tangente. Esto es asi, ya
que el producto punto de R? se induce en cada plano contenido en el espacio. No
obstante, podriamos decir que la definicion analoga a métrica, en la geometria de

curvas y superficies, corresponde a la de la primera forma fundamental.
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Definicion 69 (Primera forma fundamental). Sea p € S una superficie regular, y
T,S C R? su plano tangente. Dados w;,ws € T,S, llamamos (w;,ws), al producto
punto de w;,w, como vectores en R3. A este producto punto le corresponde una

forma cuadratica I, : T, — R dada por
L(w) = (w,w), = |w[* (157)

Esta forma cuadratica es denominada la primera forma fundamental de la superficie

regularS Cc R3enpc S.

Por tanto, dada una parametrizacion x(u,v), y un vector representado en la base

coordenada w = apx, + box, € TS

I, = (w,w), = (x,, a:u>pa3 + 2(xy, ) paobo + (xy, wv>pbg, (158)

donde x, hace referencia a derivadas parciales. Llamamos a E = (x,, x,),, F =
(Tu, xy)p Y G = (x,,x,), lOS coeficientes de la primera forma fundamental. Note
gue su equivalente en términos Riemannianos corresponde a las componentes de
la métrica en una base coordenada. Note también que dada una regi6on acotada

R C Sy una parametrizaciéon x : U — S, el nUmero

// @y X | dudy, Q= 2\ (R), (159)
Q

Corresponde al area de R, y en términos de la primera forma fundamental es posible

escribir |z, x x,| = VEG — F2.
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Para terminar esta subseccion, procederemos a presentar conceptos y resultados
necesarios en la demostracion del teorema Egregium de Gauss. Con este ultimo
demostraremos el teorema de Gauss-Bonnet, y el teorema a de Poincaré Hopf, con

el que caracterizaremos la frontera del plasma.

Definicion 70 (Orientacion). Decimos que una superficie regular S es orientable si
es posible recubrirla con una familia de entornos coordenados de forma que si un
punto p pertenece a dos entornos de esta familia, entonces el cambio de coorde-
nadas v = u(u,v), v = v(u,v) tiene un jacobiano positivo en p. A la eleccion de tal
familia se denomina una orientacion de S y, en esta caso, S se denomina orientada.

Si no es posible tal eleccion, la superficie se denomina no orientable.

Teorema 25. Una supefficie regular S C R? es orientable si y solo si existe un campo

diferenciable de vectores normales unitarios N : S — R3.

Demostracion. Si S es orientable definimos para cada punto p = x(u, v)

T, X Ty

N(p) (160)

@y X x|

Por la definicion N es diferenciable, y dado que a cambios de parametrizacion el

jacobiano es positivo, N esta bien definido.

Por otro lado, si existe N : S — R3 campo diferenciable de vectores unitarios norma-
les podemos considerar una familia de entornos coordenados conexos que recubran
a S. Para los puntos p = x(u,v) de cada entorno coordenado =(U),U C R?, es po-

sible, gracias a la continuidad de N escribir
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T, X T,

N(p) (161)

- |x, X x|’

intercambiando « con v si fuese necesario. De hecho,

T, X T,

N(p) = f(p) = £1, (162)

. |z, X x,|

es una funcién continua en x(U) y como x(U) es conexo, f(p) debe ser constante.
De esta forma si S no fuera orientable existiria un cambio de parametrizacidén nega-
tivo lo cual seria una contradiccion con el hecho anterior.

]

Con el resultado anterior vemos que una orientacién esta totalmente caracterizada

por

N— T, X Ty
|z, X x,|

(163)

Esto esta relacionado directamente con la nocién de orientacion usual en varieda-
des dada por una forma de volumen (en 2-variedades, una 2-forma de area). Ya que
en términos de Riemann, x, y x, tienen como duales métricos a du y dv respectiva-

mente. Por ello, la forma candnica es de area du A dv.

Definiciéon 71 (Aplicacion de Gauss). Sea S C R? una superficie con una orienta-
ciéon N. Dado que N(S) solo toma valores en S?, llamamos aplicacion de Gauss a
N:S — S2
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Note que dN, : 7,8 — T,S es una aplicacion lineal autoadjunta (x, - dN,(x,) =
dN(xz,) - x,) yaque N -z, = N -z, = 0. Por consiguiente, es posible asociar una

forma cuadratica ©,(v) = dN,(v) - venT,S.

Definicion 72 (Segunda forma fundamental de Gauss). La forma cuadratica, defi-

nida enT,S porll,(v) = —dN,(v)-v, se llama segunda forma fundamental de S en p.

De manera andloga a la primer forma fundamental, la segunda puede ser escrita en

la base coordenada. Dado w = apx, + box, € T),S

I, (w) = —dNy(w) - w = —N, - &, a5 — 2N, - T a0by — N, - T,bj = eai + 2faghy + gbs,
(164)

dondee =-N,-x,, f =—-N,-x,y g =—N, - x,. Asi mismo, es posible escribir la

diferencial de la aplicacion de de Gauss en esta base coordenada {x,, x,}

Qo @11 a2 Qg

dN = : (165)

bo Q21 Q22 bo

Por tanto, combinando estos resultados anteriores se puede escribir
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fF —eG

=1 (166)
- ?Eg;_fg (167)
- % (168)
- % (169)

Definicion 73 (Curvatura Gaussiana y media). Seap € S y sea dN, : 1,5 — T,S
la diferencial de la aplicacion de Gauss. El determinante de dN, es la curvatura
gaussiana K de S en p. El inverso de la mitad de la traza el llamada curvatura media
H.

Con el resultado anterior podemos ver que la curvatura Gaussiana puede escribirse

en términos de la primera y segunda forma fundamental como

2
o
K = det (a;;) = EQG—_sz. (170)

Gracias a que las superficies regulares estan encajadas en R3, la conexion coincide

con los simbolos de Christoffel. Es decir, los numeros F{j tal que
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Ty = 1@, + 12,2, + L1 N, (171)
Ty = o, + Tx, + LyN, (172)
Xy = Iy + T2, + LyN, (173)
Ty, = oy + Do, + L3N, (174)
Ny = an®, + anx,, (175)
NU = U122, + A22L,,. (1 76)
Por tanto, puede verse que
ML EAT2F = o p 177
11 + 11 - 5 us ( )
1
,F+THG =F, — 5 Ev, (178)
1 2 1
PB4+ T F = §Ev7 (179)
1 2 1
Pl + 1,6 =56, (180)
1 2 1
3B+ T5F = F, = 5 G, (181)
1
[, F +15,G = §GU, : (182)

Con esto ya es posible definir la derivada covariante de manera usual.

Definicion 74 (Derivada covariante para superficies regulares). Seay = y'(u, v)x,+
v*(u,v)z, = y'(u,v)e; +y*(u, v)ey un campo vectorial tangente sobre una superficie
regular S y w = w'z, + vz, = w'e; + wley € T,S. Dada una curva C regular

contenida en S, y sea «(t) una parametrizacion de C' tal que a(0) = p, y o/(0) = v.
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La derivada covariante de y en la direccion de «(t)" es

(e Oy* (u, v) 9y* (u, v)

Voy = Z (Z Z wy'(u, U)Ffi + w? 9 + w? 5 ) €. (183)
k=1 \j=1 i=1

Definicion 75 (Curvatura geodésica). Sea C' una curva regular orientada contenida

en una superficie orientada S, y sea «(s) una parametrizacion respecto a la longitud

de arco de C, en un entorno p € S. La norma de la derivada covariante de o'(s) con

respecto a si misma, en p, se denomina curvatura geodésica de C en p.

Ya teniendo clara la notacion en ésta, la geometria diferencial de Gauss, procedere-

mos a mostrar los resultados necesarios para llegar al teorema de Poincaré-Hopf.

4.1.1. Teorema de Poincaré Hopf = En esta seccién nos basaremos en do2016differential
y croom2012basic para demostrar el teorema de Poincaré Hopf. Este lo construi-
remos usando la notacién de Gauss que ya vimos, y basandonos en el teorema de

Gauss-Bonnet que demostraremos.

Teorema 26 (Teorema de Egregium). La curvatura gaussiana K de una superficie

es invariante ante isometrias locales.

Demostracion. Por la diferenciabilidad usual tenemos conmutatividad de las deriva-

das mixtas en N y x, por tanto

(@), — (Bw), =0, (184)
(wvv)u - (wvu)v =0, (185)
Nuv - Nvu = 07 (186)
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lo que puede escribirse en términos de los simbolos de Christoffel y los coeficientes
de la segunda forma fundamental. Ahora bien, debido a la independencia lineal de
este triedro {x,,x,, N} el reescribir las ecuaciones 184, 185 y 186 en términos del

mismo nos llevara a las ecuaciones

Ay, + By, + CLN = 0, (187)
AQ.’Eu + BQ:.BU + CQN = O, (1 88)
Agwu + Bgﬂ)v + CgN = O, (1 89)

donde cada coeficiente debe ser 0 por independencia lineal. Empezando con la
ecuacion 184 junto con las ecuaciones que definen los simbolos de Christoffel tene-

mos al derivar

Filmuv + F%lmvv +eN, + (F%l)v Ty + (F%I)v Ty + e N (190)

= Doy + Do + [Ny + (Tly), 20 + (T]) , o + fulV, (191)

luego reescribiendo a su vez cada termino en el triedro local podemos obtener una
ecuacion para cada componente. Si tomamos las componente de x, obtenemos la

ecuacion equivalente a B; = 0 que es

Por ultimo, reagrupando los valores de I' a un lado y los «;; al otro, obtenemos
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fF —gFE el' — fE
@@u—@%L+HJ%—WJ%—WJ%—HJ%=—ec———— S

EG — F? EG — F?
(193)

_egE - f’°E
=Y — B (194)

Con esto podemos ver que la curvatura gaussiana solo depende la primera forma

fundamental y sus derivadas, lo que la hace invariante a isometrias locales. O

Teorema 27 (Teorema local de Gauss-Bonnet). '® Sea x : U — S una parametri-
zacion ortogonal (F=0) de una superficie orientada S donde U es homeomorfo a un
disco abierto. Sea o : I — S tal que OR = «(I). Admitamos que « esta orienta-
da positivamente, y esta parametrizada por la longitud de arco s, siendo a(sy), ...,

a(sk), ¥ o, ..., 0y los vértices y angulos externos de o entonces

k Si41 k
Z/ k;g(s)ds+// KdA+) 6; =2, (195)
i=0 v $i R i=0

donde k, es la curvatura geodésica de los arcos regulares de . y K es la curvatura

gaussiana de S.

Demostracion. Usando la expresion para k,(s) en un parametrizacion ortogonal se

tiene que

8 Este teorema surgio por el estudio de los poligonos sobre superficies. Esto es claro ya que cada

«; corresponde a un lado del poligono sobre la variedad y este teorema nos cuantifica como
cambia la relacidon de angulos externos del poligono, con respecto a lo que se tiene en el plano.
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1 dv du do;
- & _p L 2% 1
ky(s) VEC {Guds E, 7 } + 15’ (196)

donde ¢; mide en &ngulo positivo entre x,, y o/(s) en [s;, s;11]. Integrando esta expre-

sién en cada intervalo [s;, s;11], obtenemos

S oS (st S e o

Ahora bien, utilizando en teorema de Gauss-Green

3 [ [ () (i) Jaare 3o [ 2

(198)

Como sabemos del teorema Egregium de Gauss, K solo depende de la primer forma

fundamental. En el caso en el que F' = 0 se tiene que

1) (o) Yo, T com

_ / KdA. (200)
R

Por consecuencia, por el teorema de rotacion de tangentes tenemos

[ dgy
Z/ T ds = D (@i (sip1) — ¢i (1) = 27 — Zeh (201)
i=0 7 i

=0
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lo que finalmente, por la orientacion positiva de «, nos muestra que

k Si+1 k
> / kg(s)ds + / KdA+Y 60, =2r. (202)
R i=0

i=0 v 5
O

Definicion 76 (Triangulacién). Una triangulacion de una region R C S es una familia

finita de triangulos T; tal que
" UL =R
» SiT; UT; # 0 solo comparten un lado o vértice.

Note que si existe una triangulacién de la superficie regular S, entonces S es triangu-
lable como espacio topoldgico, en el sentido discutido en el marco teérico. En otras
palabras existe un complejo simplicial K cuyo poliedro asociado |K| es homeomorfo
a S. Con ello, cada triangulo T; corresponde a la imagen bajo este homemorfismo
de un 2-simplex, cada lado de éste a la de un 1-simplex y cada vértice a la de un
0-simplex en |K|. Note también que las condiciones de la triangulacién hacen que

|| sea igualmente una 2-pseudovariedad.

Con esto en mente, tal y como se menciond en el marco tedrico con el teorema 1,
podemos justificar la existencia de esta triangulacion geométricamente '°. Esto de-
bido a que, como cada simplex es el conjunto convexo mas pequefo que contiene

a sus vértices, es posible escoger un poliedro asociado de tal suerte que todos sus

9 Esta justificacion no es del todo precisa, ya que para demostrar su existencia de manera ade-

cuada es necesario incluir el concepto de Celdas. No obstante, da una idea de porqué deberia
existir la triangulacion.
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puntos estén contenidos dentro de una superficie, y pueda crearse un homeomor-

fismo con ella proyectandolos a esta.

De esta forma, dada una triangulacién ¢ de una region regular, el nimero F—E+V =
x; donde I es el numero de triangulos, F el de lados y V' el de vértices; es invariante
a la escogencia de la triangulacién ya que corresponde a la caracteristica de Euler

del poliedro asociado con el homeomorfismo construido.

Teorema 28 (Teorema global de Gauss-Bonnet). Sea R C S una region regular de
una superficie orientada y Sean C; curvas requlares a trozos, cerradas y simples
que forman la frontera de R. Suponiendo que cada C; esta orientada positivamente,

entonces

Z / $)ds + / / KdAJrZH — 27x(R), (203)

=1

donde s corresponde a la longitud de arco.

Demostracion. Considere una triangulacién de la superficie. Al aplicar el teorema

local se tiene

F3

Z/ ds+//KdA+ZHk—27rF (204)

J,k=1

donde los §;;, son lo angulos externos de cada triangulo. Ahora bien, en términos de

los &ngulos internos ¢ esto se puede escribir como
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Zejkzzﬂ-_z(bjk:gﬂ-}?_z(bjk' (205)
5k 3k 3k 3k

Denotando E. = el numero de aristas externas de (, E; = el nUumero de aristas
internas de ¢, V, = el nUmero de vértices externos de ( y V; = el nimero de vértices
internos de ¢ (note que V., = E. porque las curvas son cerradas). Por induccion

tenemos que 3F= 2E;+E,, por tanto

Y 0 =2rE +7E.— ) . (206)
5.k 4.k

Por ultimo, separando los vértices V, = V,.+V,; en los vértices que coinciden con los
vértices de las curvas V.. con los que no V., y tomando en cuenta que para nuestro

caso V, = E,, tenemos

Zﬁjk =2rE;, + 2nE, — 27V, — 7wV, — 7wV — Ve + Zei

Pk ' (207)
=2nE — 27V + ZQZ,

que finalmente nos lleva a

i/ ky(s)ds + // KdA + i@i =2n(F - E+V)=2nx(R). (208)
i=1 7 Ci R i=1

]

Definicion 77 (Punto singular). Dado v, un campo vectorial tangente sobre una
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superficie orientada S. Decimos que p € S es un punto singular si v(p) = 0. Este es

aislado si existe un entorno de p en el que es el unico punto singular.

Definicion 78 (indice). Sea p = x(0,0) con x consistente con la orientacién de S y
sea« : [0,l] — una curva parametrizada, regular a trozos, orientada positivamente,
cerrada y simple «([0,1]) C x(U) que contiene a p como unico punto singular. Sea
v = v(t) la restriccion de v a lo largo de o y ¢ alguna determinacion local del angulo

entre v(t) y x.,,, entonces existe un nimero entero 1?° que llamaremos indice tal que

l
27T = (1) — 6(0) = /0 Cfl—fdt. (209)

Es claro que el indice no depende de la parametrizacion ya que por el teorema local
de Gauss-Bonnet, dada una parametrizacion diferente y con otro angulo diferencial

1) con respecto a y,,

(1) — (0) :/RKdA;» /RKdA—ZWI:A(w—gb), (210)

donde claramente ¢y — ¢ no depende de x,. Esta definicidbn también es indepen-
diente de la escogencia de la curva, ya que las curvas cerradas son homotdpicas
(en términos topoldgicos m (zo, U) = {0} para cualquier bola abierta en el espacio

euclidiano).

Teorema 29 (Teorema Poincaré-Hopf). La suma de los indices de un campo vecto-
rial diferenciable v con puntos singulares aislado sobre una superficie compacta S,

es igual a la caracteristica de Euler-Poincaré de S.

20 Este es analogo al nimero de Winding
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Demostracion. Considere una superficie compacta que solo tiene puntos singulares
aislados. Observemos que el numero de éstos es finito. En caso contrario, la com-
pacidad haria que los puntos singulares tuvieran un punto limite que seria un punto
singular no aislado. Ahora bien, tomando {¢,} una familia de parametrizaciones

compatibles con la orientacion de S, y sea ¢ una triangulacién tal que

» Cadatriangulo T' € { esta contenido en algun entorno coordenado de la familia

{®a}-

» Cada T € ( contiene a lo mas un punto singular.

= La frontera de cada T € ( carece de puntos singulares y esta orientada positi-

vamente.

Al aplicar 210 en cada triangulo veremos que cada una de las aristas aparece 2

veces con direcciones opuestas por lo que el resultado total nos da

k
//Kda—?wZ[i =0.
S i=1

Por ultimo, al combinar esto con el teorema global de Gauss-Bonet tenemos final-

mente

d L= %//SKdU:X(S).

4.1.2. La necesidad de torodicidad en el equilibrio MHD A continuacién pre-
sentaremos uno de los resultados centrales de este capitulo: La caracterizacion
topolégica de la frontera de un reactor de fusidén en equilibrio magnetostatico. La pri-
mera version de este resultado fue presentado por primera vez en kruskal1958equilibrium.

En este trabajo, Kruskal usa el teorema de Poincaré-Hopf para justificar que toda

127



superficie de p = cte corresponde a un toroide (y en consecuencia la frontera del

plasma) siempre que B y j nunca se anulen en estas superficies.

No obstante, en kruskal1958equilibrium no se da realmente un justificacion fisica
clara para afirmar esto, ni se define precisamente la regidén correspondiente a la fron-
tera del plasma. Ademas de esto, este resultado no suele mostrarse en la literatura
de fisica del plasma y MHD como freidberg2014ideal o bellan2008fundamentals.
Es por ello que aqui presentaremos esta caracterizacion de la frontera con todo de-

talle.

Empezaremos definiendo el protagonista de esta subseccion: La frontera del plas-
ma. Para ello es necesario conocer a que llamamos plasma dada una solucién de

las ecuaciones MHD.

Definicion 79 (Volumen MHD, Vacio MHD). Dada una solucion de las ecuaciones

MHD en un abierto de R? 2!, llamamos volumen MHD a

VMHD = {$ < RS :p(w,t) > O} (21 1)

Llamamos vacié MHD al complemento en R? de Vy;p, €s decir

‘/Uac - VJ\ZHD - {JJ - R3 p(.’l),t) - 0}, (212)

ya que p es una funcion no negativa en este sistema.

21 Para esto asumimos que la funcién presion esta definida para todo el espacio.
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De estas definiciones, podemos construir la de frontera apelando a nociones fisicas.
Esta idea de frontera en un sistema fisico caracterizado por la presion del fluido
(dado que es natural pensar que la region donde hay plasma va hasta donde seria
medible la accién del fluido con un aparato por medio de la presién) debe dar cuenta

de la transicion entre volumen MHD vy vacio.

Por tanto, dado un q en la frontera, existe una sucesién x,, — q tal que p(x,t) — 0*,
y x, solo toma valores dentro del volumen MHD. Asi mismo, toda vecindad de q
debe contener puntos en el vacio, porque de lo contrario no habria esa nocién de
transicion entre volumen MHD y vacié. Esto queda caracterizado con el concepto de

frontera de un subconjunto en un espacio topolégico neiratopologia.

Definicion 80 (Frontera MHD). Dada una solucion de las ecuaciones MHD en un
abierto de R3, llamamos frontera MHD al la interseccidn entre las adherencias?®® del

volumen MHD y el vaci6 MHD

Frarerp = Viae N Varap (213)

Asumiremos que Fr,,5p corresponde a una superficie siempre que las soluciones a
las ecuaciones sean fisicas, y que para el equilibrio magnetostatico Fry,;;p no cam-
bia en el tiempo. Con estas definiciones ya podemos caracterizar topolégicamente
la frontera para el plasma en equilibrio, cuando se asumen algunas condiciones fi-

sicas relativamente generales.

22 La adherencia de un conjunto corresponde a la interseccion de todos los conjuntos cerrados que
contienen al mismo.
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En primer lugar, asumiremos que Fr,;;p es una superficie regular orientable. El he-
cho de que sea regular es una necesidad dado que existen cantidades fisicas, como
corrientes o campos, que habitan en la superficie del plasma. En consecuencia, de-
beria ser posible hacer calculos sobre la superficie y, por tanto, el que ésta sea una
superficie regular es deseable 22. Por otro lado, la condicion de orientabilidad es ne-

cesaria para la contencién del plasma.

En caso de que la superficie no fuese orientable, se tendria que los jacobianos del
cambio de cartas (y por tanto N) pueden cambiar de signo. Considerando una par-
ticula que se mueve dentro del volumen MHD, pero tan cerca como se quiera de la
frontera, el que N cambie de signo hace que exista una curva por la que la particula
pueda tener distintos /N al iniciar y terminar el recorrido. Con esto, si la particula
yace dentro de V),yp €s posible que entonces al terminar el recorrido se encuentre
en V,..i.- En consecuencia, la superficie no encierra un volumen bien definido y esto
no es fisicamente deseable para un reactor. En otras palabras, la orientabilidad es
necesaria para que la superficie Fry,zp separe Vyup ¥ Viae- Con estas considera-
ciones, el siguiente teorema es una consecuencia del equilibrio MHD, el teorema de

poincaré Hopf y el teorema de clasificacion de superficies.

Teorema 30 (Torodicidad de la frontera MHD). La frontera de un reactor en equilibrio
es homoemorfa a un toroide si es una superficie regular. Es decir, tiene caracteristica
de Euler =0.

Demostracion. Sea S la superficie frontera MHD. Es claro que esta region constituye

28 Note que esto impone que exista una capa de p. en la frontera del plasma, por la ecuacién de

equilibrio. No obstante, esto es razonable si el plasma es ideal debido a la conductividad infinita
del mismo.
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una superficie isobarica para p — 0. Dado que Fry,zp €s una superficie regular y
orientable, el vector normal unitario a esta puede definirse continuamente. Por el

analisis anterior

Vp

p—0
Ahora bien, de las ecuaciones de equilibrio se tiene que la densidad de corriente y
el campo magnético son tangentes a las superficies isobaricas, en especifico a la

superficie p — 0

Vp=JxB=J -Vp=B-Vp=0. (215)

Por este motivo, la densidad de corriente y el campo magnético corresponden a cam-
pos tangentes que nunca se anulan en la frontera del plasma. En efecto, si existe
un x € S para el que B|, = 0, entonces Vp|, = 0 por lo que N|, no estaria bien de-

finido en este punto, y esto es absurdo ya que S es una superficie regular orientable.

Por esta razén, la suma de los indices de B en S es igual a cero, y en consecuencia
la caracteristica de Euler de S es cero debido al teorema de Poincaré-Hopf. Por
ultimo, basados en el teorema de clasificacion de superficies gallier2013guide, S
debe ser homeomorfo a un toro.

O

Este teorema no solo es importante porque caracteriza la frontera del plasma en
equilibrio, sino también porque responde a una pregunta mal contestada por la li-
teratura en MHD: ; por qué todos los prototipos de reactores de fusion son homeo-

morfos a un toro?. La respuesta que usualmente contienen los textos de fisica del
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plasma y MHD ideal se basa en una razén empirica.

Se suele argumentar lo siguiente: los primeros experimentos de plasmas se daban
en tubos de descarga de gases, por tanto, lo mas natural y practico para tener un
sistema cerrado era identificar los extremos y formar un toroide. Con el teorema
presentado anteriormente se muestra cdmo tener de frontera a un toroide (topol6gi-
camente hablando), no solo es lo mas practico, sino también lo Unico posible. Esto

ultimo debido a los propios requerimientos de funcionamiento del reactor.

Dado que se requiere que el reactor genere energia constantemente, las ecuacio-
nes MHD deben estar en equilibrio todo el tiempo, o0 en su defecto, regresar a el
luego de perturbaciones. En consecuencia, la frontera del plasma debe tender la

mayor parte del tiempo a la frontera en equilibrio.

4.2. Grupos de Lie en las ecuaciones de Euler y MHD

En esta seccién nos concentraremos en hallar el grupo de Lie, como espacio de
configuracién, de las ecuaciones MHD ideal incompresibles. Todo esto, mediante la
geometrizacién analizada en el capitulo anterior, con nuevos resultados relaciona-
dos con el arrastre de Lie. Este grupo de Lie ya ha sido propuesto y estudiado por

Arnold khesin2005topological mediante el siguiente procedimiento general:

Considere un grupo de Lie G (posiblemente infinito dimensional), que describe el
flujo geodésico con respecto a una métrica invariante a izquierda bajo la accién de
G. Este grupo puede pensarse como el espacio de configuracion del sistema fisico.
Tomando su algebra g, se fija una forma cuadratica a la que correspondera la ener-

gia, y ésta se extiende bajo traslaciones adecuadas de g. De esta forma, la energia
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define una métrica Riemanniana en el grupo G. Por consiguiente, el flujo geodésico
en G con respecto a esta métrica representa los extremos de minima accién, y en

consecuencia los movimientos fisicos del sistema.

Con esta idea se han estudiado diversas ecuaciones a parte de las de MHD, como
las de Euler, las de Kirchhoff para cuerpos rigidos en un fluido y las ecuaciones de
cadenas magnéticas de Heiserberg; ya que representa un marco general de ideas
en fisicomatematica. No obstante, en este procedimiento es necesario proponer el

grupo de Lie a patir del espacio de configuracion.

En esta seccion justificaremos el grupo de Lie propuesto por Arnold (para MHD ideal
e incompresible y las ecuacioens de Euler) mediante la geometrizacién anterior de
las ecuaciones, y restricciones en el grupo de difeomorfismos de las mismas. Esto
ultimo, basandonos en nuevos teoremas de arrastres de Lie. De esta forma, el resul-
tado que sera presentado a continuacién corresponde a un vinculo entre una formu-
lacidn geométrica de los fluidos basada en los arrastres de Lie tur1993invariants,
y la formulacion de Arnold. Es por ello, que presenta uno de los resultados mas im-

portantes en esta tesis.

4.2.1. Grupos de Lie en la magnetohidrodinamica ideal y las ecuaciones de
Euler: Una consecuencia geométrica y topoldgica.  Considere una variedad
Riemanniana (M, g) cerrada, compacta y orientable, con una forma de volumen p
que fijaremos (a priori relacionada con la métrica). Las ecuaciones MHD ideal in-
compresible pueden extenderse a M mediante la geometrizacién realizada al prin-
cipio del capitulo anterior. Esto, introduciendo objetos geométricos como formas y
vectores dependientes del tiempo. En otras palabras, dada una 2-forma ag, un vec-

tor V', y unas funciones p,, y p; decimos que estas cantidades son solucién de las
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ecuaciones MHD geometrizadas si

dog = (216)
9, —0 (217)
ot V) HE T
2_{_5 =0= ﬁ—f—ﬁ =0, Lvu=0
ot V| Pmit = ot V| Pm = Y, Vi =
(218)
0 P
(a ; £V> L (219)
j=g xdxag (220)
9 1 .
Pm <E + Ev) gV = pmd (59(‘/7 V)) = dp —ij(oup). (221)

De manera andloga es posible escribir las ecuaciones de Euler geometrizadas para

M como

ay =d(g’V) (222)
dayy =0 (223)
0
(21 ) =0 a2
L, 0= (2 ry) p =0, Lup=0 (225)
ot V| Pmit = ot VvV | Pm =Y, vib =Y.
(226)

Estas pueden construirse a partir de las de MHD geometrizadas tomando ag = 0

en un fluido barotrépico (p(p)):
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0 1
o (51+£3) 4V = i (JoV.V) ) = = (227)

0 1 0
dpm N {Egl’v + ivav + §d(g(V, V)):| + Pm <a + Ev> oy = 0= (228)

dp 0 0
dpm A p—m + Pm (a + £V> ay = 0= <§ + /Jv) Ay . (229)

Una caracteristica inmediata dada por la geometrizacién, es la invarianza a la ac-
cién de difeomorfismos; es decir, dado un difeomorfismo ¢ en M, las funciones y
objetos geométricos mapeados con los pullbacks y pushfordwards también cumplen
las ecuaciones MHD y Euler geometrizadas. Esto es consecuencia del uso exclusi-
vo de objetos y operadores geométricos en las ecuaciones. A pesar de que sea un

resultado esperado, lo haremos explicito.

Teorema 31. Las Ecuaciones de Euler y MHD geometrizadas son invariantes a la

accion de difeomorfismos.

Demostracion. Nos centraremos en demostrar que las ecuaciones MHD geometri-
zadas son invariantes a la accién de difeomorfismos y con esto estara demostrado
para ambos sets de ecuaciones, ya que las de Euler son una restriccion de las MHD.
Sea ¢ un difeomorfismo en M, es decir ¢ € Diff(M). Denotaremos ¢. como el ma-
peo diferencial de ¢ para vectores, y ¢* como el mapeo diferencial inducido para

formas. De la ecuacion 216 es inmediato que ¢*ap también es exacta dado que
d(¢*ap) = ¢*dag.
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La ecuacién 217 también es mapeada correctamente ya que

Lyv(p'ap) = (ig,vd+dig,v) p.ap = dig,vo.op (230)
—d :z'¢*vawg—$ gz: dy’ A dy"] (231)
—d :w gii O g;cz g;: dy"} (232)
—d :w(szag,, g;’: dy"] (233)

=d[¢"ivap] = ¢*d(ivap) = ¢"Lyap, (234)

y 0, conmuta con ¢*. De esta forma, la ecuacién 216 para ¢*ap y ¢.V se obtiene

simplemente aplicando ¢* a 216.

Dado que para funciones f cuales quiera

w08 _ o i = ool f, (235)

Lovlf o) =V 5 oy

y, tomando u = daz* A dz?? A dz?® (donde \; es una permutacién de {1,2,3} que

mantiene la orientacion de M)

Oy® 0z Ox*2 O3

= digey & = VF dy® A dy® 2
Loved'n=digv o' n = Vg os 50 g W W (236)
)\2 8 )\3
—yn OO sy = gLy, (237)
oyB 0y°

se tiene que 218 y 219 mapean correctamente ya que las ecuaciones inducidas se

obtiene aplicando un ¢* a 218 y 219.

La ecuacién 220 puede ser reescrita como
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*x¢"j = d* ap. (238)
En vista de que el operador de Hodge para cualesquiera formas a, n € QF(M) esta

definido por

o A xgn = (aln)p = (239)
0" (e Axg) = 6" A%y B = 67 (@) = (@l n)d" ) = 6" A xgegd™,  (240)

por lo que = también mapea correctamente. Esto junto con

oz* 0x¥ , Oy~ ox”
x/ b - A\ Y 6 — on d 0 ¥ b . 241
0 (9°) 0T = Guv 90 057 9 Ay’ = Guwj 057 Y ¢*(9°7) (241)
hace que se tenga
Ko g(0°0°) (00f) = ¢ % ¢ = d xgeg O*x = ¢*d % a, (242)

por lo que la ecuacién 220 es mapeada correctamente.

Por dltimo, para ver que 221 es también mapeada correctamente, basta con mostrar

que

¢rijop = is 0 ap, ¢"Lyvg’V = Loy [¢*(")(6: V)], (243)
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y usar algunos argumentos anteriormente utilizados. Esto se verifica con calculo

directo
, . L, 0y Oz Oxt L, Ozt ..
Z¢*j¢ aB - ] ax’/ O[)\Maya ayo dye — ] O{V,ua—yadye — QS ZjaB (244)
Lov [6°(9")(0:V)] = (ig.vd + dig,v) (6°9") (6. V) (245)
. . or”
= (ig,vd + dig,v) g#,,V“a—yedy@ (246)
, , 9(g\V?) 0¥ Oxt
* b a 0
= d(is.v(0°9)(0.V)) +isv | =5 Y AL
(247)
g V?) 0¥ dat_ dy a
= . * Vo, QPx 24
d(¢°9(0:V, 0. V)) + =2 oy aygV oo Y (248)
= ¢"d(g(V, V) + ¢"iv [d(g°V)] = ¢" Ly g’V . (249)
O

Otro aspecto a destacar de las ecuaciones, es su dependencia de la métrica. Si bien
216, 217, 218, 219, 223, 224 y 225 no dependen explicitamente de la métrica; las
ecuaciones 220, 221 y 222 si lo hacen, por lo que en general ag, ay, V, 3, Y pm, P
dependen de g. En otras palabras, si se fija la estructura diferencial de M, pero se
varia en la escogencia de métrica g, también podrian cambiar las soluciones a las

ecuaciones geometrizadas.

No obstante, cuando analizamos el significado de las formas arrastradas, notamos
que las 2-formas locamente invariantes poseen un significado topolédgico en térmi-
nos de un campo congelado en el medio. Con esto en mente, veremos cual es el
campo correspondiente para el caso de las ecuaciones de Euler geometrizadas (que

son una restriccion de las MHD), y posteriormente usaremos argumentos fisicos que
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nos llevaran al grupo de Lie propuesto por Arnold como espacio de configuracion.
Después de esto, extenderemos este grupo de Lie para obtener el relacionado con

MHD geometrizado.

Teorema 32. Existe un isomorfismo entre un subgrupo de campos vectoriales arras-
trados de Lie, con la suma, y el grupo de 2-formas exactas arrastradas de Lie

(1,2%(M)) con la suma.

Demostracion. Sea £ un campo vectorial arrastrado de Lie con divergencia nula

(% + cv> £=0, *d*(g°¢) = 0. (250)

Usando la siguiente propiedad (la cual es cierta para cualesquiera campos vectoria-

les £, en una variedad Riemanniana)

curl(§ x ) = —L,€ + n(divE) — &(divn), (251)
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podemos reescribir la ecuacion anterior como

25 —curl(V x€)=0= (252)
%gl’é ¢ eurl(V x €) =0 = (253)
9,
506 —d'g xd (g7 (V <€) =0= (254)
0
E*gf d(g"(Vx¢€)=0= (255)
0
§*95 d(g°g % (VN g°€)) =0 = (256)
0
a*gg d(x(g’V Ag€))=0= (257)
9,
a*gé—kd( (gf/\gbV)): (258)
0
a*gﬁ—kd(zv*gb): (259)
(260)
por lo que definiendo o = x¢”¢ se debe tener que
0 .
8_? +d(iva) =0. (261)
Dado que ¢ tiene divergencia nula, daa =0y
9 +Lyv|a=0 (262)
ot V)T
En consecuencia
da=0 2+£ =0= 2+£ £E=0 (263)
*=n A\ V)T ot TV)ST
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A causa de que las derivadas son operadores lineales, y del procedimiento anterior,

el siguiente mapeo es un monomorfismo

O 4, XH(M) = X(M) (264)
a— gf xa, (265)
por lo tanto 4, %%(M) = @ (X, (M)). O

Con este resultado tenemos entonces que, dado un «a;, solucioén (para las ecuacio-
nes de Euler), existe un campo vectorial g% x vy arrastrado. Ademas de esto, por la
interpretacion que dimos en el capitulo anterior, este campo esta congelado en el
medio. En el caso de las ecuaciones de Euler, este juega el papel de la vorticidad
curl(V).

Por tanto, existe la helicidad de este campo que podemos escribir como

H(g#*av):/ ay A A, (266)

M

donde dA = oy, asumiendo que H2(M) = {0} 2*. H(g*~ ay) esta bien definida dado
que dM = . En efecto, si A — A + dn

/avAA+/av/\dn:/av/\AJr/d(A/\n):/av/\Azo, (267)
M M M M M

24 Asumir esto tiene un significado en términos de ausencia de agujeros dos dimensionales. En
otras palabras, H?(M) = {0} dice que toda curva cerrada es la frontera de alguna superficie que
yace en M.
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por el teorema de Stokes. Ademas de esto, por su construccién, H(g* « ') debe
ser arrastrada de Lie para un gauge de A fijo, tal y como se mostr6 para R* en el

capitulo anterior

0 - o) - B N

— = — = 2

(8t+£v>/1\/[aV/\A /J\‘/j(at—Fﬁv)av/\A—f—/A‘/fav/\(at—f—ﬁv)A (68)
:/ avA(2+gv)A:o. (269)

Aunque H(g* x ) es invariante local, sigue dependiendo de la métrica a través de
avy. Por lo tanto, al fijar la estructura diferencial de M y variar g, H (g% x ay/) podria

cambiar.

No obstante, este no deberia ser el caso siempre que H(g* x ay/) siga apelando a
una nocion de linking entre curvas integrales, tal y como se demostr6 en el caso
euclidiano. Esto Gltimo debido a que, si se varia suavemente g,,, — g, (€n el espa-
cio de métricas), se inducirian nuevos campos congelados en el medio dados por

g*+ 'y, e inducidos por el mapeo en el espacio de métricas.

Este Gltimo definiria un homeomorfismo entre curvas integrales de ¢+’ o’y y ¢ xay,
por lo que los numeros de linking asintéticos no se veria afectados, y la helicidad no
dependeria de la métrica. Esto, como consecuencia de que el nimero de linking
gaussiano de dos curvas, no cambia ante deformaciones continuas de las mismas.
Dicho de otra forma, H(g* x /) no deberia depender de la métrica siempre que siga
relacionado con invariantes de las curvas integrales como el numero de linking, ya
que al variar en métricas se induciria un homeomorfismo en las curvas integrales de

gt vy gf xay, en (M,g')y (M, g) respectivamente.
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En adicién a este andlisis, tenemos que fisicamente la ecuacién 223 corresponde
a la descripcion dinamica de las ecuaciones de Euler (como vimos en el capitulo
anterior). Dado que esto es una consecuencia fisica, y da una idea de la estructura
de las lineas de campo; es razonable pensar que por razones fisicas, a; no deberia
depender de la métrica. En caso de que dependiera de la métrica, la nocidén de flujo

podria variar con ella y esto no es deseable fisicamente.

Con estos argumentos desde las matematicas y la fisica, es razonable imponer que
H(g* « ar’) No depende de la métrica para soluciones fisicamente plausibles de las
ecuaciones de Euler geometrizadas. Esta imposicion hace que, para fines fisicos,

siempre se conserve la forma de volumen debido a que la dimensién de M es 3:

Mg+ ) = |

M

oy NA = /M flx, t)pu, (270)

para alguna funcién f. En consecuencia si H(gf « ay’) tampoco varia bajo difeo-
morfismos, por lo que ¢*1 = p para cualquier difeomorfismo ¢ que sea fisicamente

posible. Esto hace que naturalmente se considere el grupo de Lie

SDiff(M) = {6 € Diff(M)|¢* 1 = pl, (271)

que es subgrupo del grupo de difeomorfismos al que las ecuaciones son invariantes

bajo su accion.
Note que en este grupo, la helicidad de un campo £ esta definida independiente de la
métrica (aunque se puede escribir con ella) mediante la forma exacta ¢/ y su poten-

cial A (dA = i¢p), con lo que la helicidad se escribe como arnold1999topological

143



[ aana=[iuna= [ icann= [ sopa = eu e, @)

ya que xdA = xigu = &.

Este grupo SDiff(M) es el propuesto por arnold1999topological como espacio de
configuracion de las ecuaciones de Euler 2°, y subgrupo del correspondiente en
MHD (no obstante, el grupo de MHD se construye partir de SDiff(M) y su algebra,

mediante el fibrado cotangente T*G, como veremos en la proxima subseccion).

De esta forma, podemos afirmar que el grupo de Lie de Arnold (espacio de confi-
guracion) constituye un grupo construido a partir de restricciones topoldgicas en el

grupo de difeomorfismos al que naturalmente es invariante la geometrizacion.

Este resultado es intuitivo fisicamente, ya que se espera que el espacio de confi-
guracién de un sistema fisico corresponda a los estados accesibles del mismo. De
esta forma, el limitarlas posibles transformaciones de las ecuaciones geometrizadas
mediante argumentos topoldgicos (como lo fue el que la helicidad no dependiera de

la métrica), deberia mostrar naturalmente estos estados accesibles.

Ademas de esto, y dado que nuestra geometrizacion esta inspirada en el formalis-
mo de arrastres de Lie, este resultado también presente un puente a explorar entre
los trabajos de Arnold en mecanica fluidos, y la estructura super simétrica de los

arrastres de Lie presentada por primera vez en volkov1995hidden.

25 Note que SDiff(M) debe corresponder por completo con el grupo G de su espacio de configura-

cién, ya que las ecuaciones estan totalmente caracterizadas por el arrastre de ay y la ecuacién
de continuidad.
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SDiff(M), su algebra y el grupo de Lie de MHD  Antes de inspeccionar conse-
cuencias directas de tener SDiff(M) como espacio de configuracién, mostraremos
algunos resultados generales de este grupo basados en arnold1999topological y
khesin2005topological. Posteriormente construiremos el grupo de Lie (dado por
Arnold arnold1999topological) para las ecuaciones MHD a partir de dotar a T*G

de operaciones suaves que lo hagan un grupo de Lie.

Teorema 33. E/ algebra de SDIff(M) corresponde al espacio vectorial de campos

vectoriales con divergencia cero en M, denotado como SVect(M)

Demostracion. Considere una curva sobre SDiff(M) cerca a la identidad ¢(t) : ¢ —
x + tv(x) + O(t*). Dado que g(t) conserva la forma de volumen V¢, el determinante

del jacobiano asociado a z + tv(x) + O(t*) debe ser 1, por tanto

o' +t'(x) +O(t?)) ;0 00 o'\
det e = det | 0; + t(%cj + el 14t 5i ) = 1= (273)

<g;’]) = div(v) = 0. (274)

0
Teorema 34. E/ conmutador de SVect(M) corresponde a la derivada de Lie.

Demostracion. Considere dos caminos sobre SDiff(M): g(z) : t — x + tv(z) + O(t?)

y h(z): s — x+ sw(z) + O(s?), tal que v, w € g. Con esto
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h(s)(g(t) ™" a2’ —t'(z) + O(F) + sw'(x — to'(x) + O(t*)) + O(s*)  (275)

Z:j V() + O(t2)> +O(s?),

=z —t'(x) + O(t?*) + s (wz(x) —1

(276)

por lo que

5 plieca lBOR @) ) = (G500 = F500(0)) > adw = Low. (278)

Teorema 35. Los grupos de orbita adjunta en SVect(M) coinciden con la accion

natural de los difeomorfismos en SVect(M ), es decir, pushfordwards.

Demostracion. Sea & € g, por definicion

Orbit(¢) = {Ad,¢ : g € SDIff(M)} = {%lt:o (gohog)€:ge SDiff(M)} , (279)

donde i : z — x + t€(x) + O(t*), entonces

gohog =g (g7 (x) + & (9 (2) t+0O(1%)) (280)
=2+ %5]’ (97" () t+O*) = (281)

Orbit(¢) = {S—Z i(g7\(x)) 1 g € SDiff(M)} = {g.£ : g € SDIff(M)}.  (282)
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Definicion 81 (Extension magnética del grupo G a T*G). Sea G un grupo de Lie,
llamamos extension magnética del grupo G a T*G al grupo de Lie constituido por

Gx g ={(¢,a): ¢ € G,a € g*}, con la operacion

(¢,a) o (1h,b) = (¢ 0 b, Adya + b). (283)

Con esto, el grupo de Lie propuesto por Arnold para MHD ideal incompresible co-

rresponde entonces a

SDiff(M) x SVect(M), (284)
con la operacion
(91, C) o (92, D) = (g1 © g2, 92.C + D). (283)

Note que esta operacién es suave, ya que corresponde a un producto de SDiff(M),
junto con la accién de SDiff(M) en SVect(M). Esto Ultimo muestra que la extension
magnética de SDiff(M) corresponde a una extensién natural de SDiff(A/) actuando

en su algebra y, en si mismo, con la composicion.

Es necesario hacer esta extension de SDiff(AM) para MHD ideal incompresible, de-
bido a que en éste existe una configuracién de velocidad y de campo magnético.
Recordemos que para llegar a las ecuaciones de Euler fue necesario anular la in-

fluencia magnética en MHD geometrizado. De esta forma, si ap # 0, aparte de los
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difeomorfismos que conservan la forma de volumen 25(que deberian estar conte-
nidos en grupo para MHD ya que son una consecuencia de una restriccion de las
ecuaciones), se tiene un campo con divergencia cero arrastrado (por el teorema 32),
es decir, un elemento de SVect(M ). Con esto, el grupo de Lie de MHD debe ser, co-

mo espacio topoldgico, el producto de SDiff(M) y SVect(M).

Ademas de esto, dado que las ecuaciones MHD geometrizadas son invariantes a la
accién de difeomorfismos en general, el producto de este grupo debe ser una acciéon
de SDiff(M) en SVect(M), y una composicion consigo mismo; coincidiendo con la

definicion de extensién magnética.

Algo importante a recalcar antes de continuar con nuestro analisis, es que el teo-
rema 32 ahora puede ser entendido como en términos del algebra SVect(M). Es
posible demostrar que el espacio vectorial dual a SVect(M) es isomorfo a un espa-
cio de 2 formas exactas arnold1999topological. De esta forma, la funcion ® en el

teorema 32 corresponde a lo que Arnold llama como OPERADOR DE INERCIA.

¢Por qué centrarse en la estructura de las lineas de campo y no en la incom-
presibilidad?  Si bien el procedimiento que usamos para hallar SDiff(M), cons-
tituye una restriccion topoldgica razonable en Diff()M). Lo cierto es que desde un
principio pudimos usar la incompresibilidad del fluido para llegar a SDiff(M) tal y

como Arnold hace para construir su espacio de configuracion.

La raz6n por la que tomamos un camino mas largo para llegar a SDiff(M), esta

26 También podria decirse que la restriccion en los difeomorfismos es una consecuencia de la inde-
pendencia de la métrica en 7—[(9# * Q)
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basada en la importancia de los invariantes topologicos, y el interés de los mismos
en otras teorias de campos. Dado que el interés central de este texto radica en los
invariantes topoldgicos, y ya vimos como la helicidad constituye uno para soluciones
en R?; es natural tomar un camino relacionado con éste, con el fin de resaltar la im-
portancia de hacer que la helicidad constituya un invariante topoldgico al extender

las ecuaciones a variedades.

Ademas de esto, el formalismo de arrastres de Lie nos llevé naturalmente a ver la
caracteristica topolégica que poseen las 2-formas arrastradas. Dado que la helici-
dad se construye a partir de éstas; el llegar al grupo SDiif()) a través de la helicidad

constituye un camino natural dentro de las ideas en los arrastres de Lie.

Por otro lado, como se discutié al final del capitulo anterior, el pensar en las es-
tructuras de las lineas de campo es general en cualquier teoria clasica de campos.
Ademas de esto, como veremos en el siguiente capitulo, el pensar en helicidad es lo
que lleva a encontrar una aplicacion de los métodos topoldgicos en hidrodinamica,

a la superconductividad.

Por ultimo, como veremos en la siguiente seccion, puede demostrarse que la heli-
cidad es el unico invariante integral de SDiff(M) bajo algunas suposiciones relati-
vamente generales. De esta forma, no se perdido generalidad en centrarnos en H,

para llegar a SDiff(11).

4.2.2. Invariantes topolégicos y energia: parte 2  Ya teniendo el grupo de Lie
en MHD y en las ecuaciones de Euler, podemos proceder de manera mas gene-
ral y precisa, con el estudio de la relacion entre invariantes topologicos y la ener-

gia. Para ello procederemos a mostrar dos resultados de freedman1988note y
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arnold1999topological.

En el primero es claro que la topologia, en MHD ideal, acota la energia mostra-
do desde una perspectiva mas general que con el teorema 24. Por otro lado, de
arnold1999topological veremos como la condicion extremal de la energia mag-
nética, bajo el grupo de SDiff()), constituyen las ecuaciones de equilibrio MHD;
mientras que la condicion de extremal en la energia cinética de un fluido, bajo el

mismo grupo, constituyen las ecuaciones de equilibrio de Euler.

En ambos escenarios presentados en arnold1999topological es necesario una de-
finicion de energia compatible con el contexto de geometrizacién de las ecuaciones

de fluidos:

Definicion 82 (Energia). Sea M una 3-variedad Riemanianna equipada con una
forma de volumen 1, y € un campo vectorial solenoidal en M. La energia del campo

£ es la integral

B€) - 368 =5 [ som (286)

donde (,) es el producto punto heredado a T'M por g.

Equilibrio como extremal de la energia A continuacién enunciaremos y proba-
remos el teorema de arnold1999topological, basdndonos en la demostraciéon de
Arnold. Sin embargo, y con el fin representar todo en el lenguaje de formas diferen-
ciales, la escritura de la misma contiene aspectos nuevos en la literatura de meca-
nica de fluidos y originales del autor. Esto sera util en el siguiente capitulo cuando

es estudie la injerencia de invariantes topolégicos en las ecuaciones de London, ya
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que las formas diferenciales presentan un camino natural para aplicar variantes de

los siguientes teoremas en variedades lorentzianas.

Teorema 36. Las ecuaciones de equilibrio

& x curl € = grad f, (287)

corresponden a la condicion de extremal de la energia de un campo € con divergen-
cia nula, al variar & sobre difeomorfismos que conservan la forma de volumen 1. en

M arnol1999mathematics.

Demostracion. Denotando 5, como una variacion bajo difeomorfismos que conser-

van el volumen, por las propiedades de (, ) se tiene que

0uE (&) = (€, 0.,8). (288)

Ahora bien, dado que los difeomorfismos que conservan el volumen constituyen
un grupo de Lie, un difeomorfismo infinitesimal viene dado por la derivada de Lie
con respecto a un elemento del algebra, en otras palabras 6, = £,,, 7 € g. En

consecuencia,

0, E(&) = (€, Ly€)- (289)

Usando la propiedad

curl(§ x n) = —Ly€ + n(div) — &(divn), (290)
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véalida para 3-variedades Riemannianas arnold1999topological, y tomando en cuen-

ta que divny = div& = 0, la primera variacion de la energia se escribe como

5LB(E) = (€ curll€ xm) = [ g€, curl x ) (291)
_ /M FENxxd (gt * (€A g"n)) (292)
_ /M FENd (> (€ A gn)) (293)
_ /M “P € Axd (x (¢°€ A g'n)) (294)

= (xdx (€N g'm),g°€) = (6 ("€ Ng'm) . g°€)  (295)

— (d(e€). (€A gPm)) = / (g 1 (g€ 1 g'm) (290

- /M 1A GE A *d(g"€) = (9" m, +(gPE A +d(g°E))). (297)

Ahora suponga que & constituye un extremo de la variacion de la energia bajo difeo-

morfismos que conservan el volumen, y ® = x(¢°¢ A xd(g°€)). Con esto se tiene

/ PN AxO =0= (O, ¢n). (298)
M

Sin embargo, n € g por lo que tiene divergencia cero. Dado que la ultima expresién
debe ser valida para cualquier 1-forma ¢°n, entonces ¢*® es ortogonal a cualquier
vector con divergencia cero, y por el teorema de Helmholtz, debe ser igual a un
gradiente. Por tanto, ® = df para alguna funcién f. Finalmente, la condicién de

extremal es

GPE N xd(g°€) = *df = € x curl € = grad f. (299)
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Con este resultado vemos que la forma de la ecuacion de equilibrio MHD ideal es
consecuencia de extremar la energia magnética sobre SDiff(M), por lo que cabe
preguntar, ¢Cual es el significado fisico de este teorema?, o ¢por qué deberia ser

un resultado esperado desde la fisica?.

Para responder esto debemos tomar en cuenta el significado de la energia en térmi-
nos de las simetrias en fisica, y para ello hay que hacer uso del teorema de Noether.
En este contexto, la energia no es mas que la carga conservada para sistemas fi-
sicos invariantes a traslaciones temporales. En otras palabras, que se conserve la
energia en un sistema fisico implica una invarianza temporal del lagrangeano del

sistema.

Considerando que las ecuaciones de equilibrio se obtienen cuando la parte derecha
de 221 se anula, y esa cuantifica la evolucién temporal del plasma (ya que es la
geometrizacién de p,,D/dtV'), se espera que cuando la energia no varie §,F = 0,
el sistema sea invariante a la evolucion temporal 2’. El hecho de que esta variacion
sea sobre SDiif(M), no es méas que un reflejo de que la variacion de la energia (y en
general de cualquier cantidad) debe seguir las restricciones topoldgicas que posee

el sistema fisico de manera natural.

Es claro que este analisis en términos de simetrias es también aplicable a las ecua-

ciones de Euler, ya que cuando 0,V = 0 en las ecuaciones de equilibrio de Euler;

27 De hecho, un resultado analogo al del teorema anterior fue obtenido en kruskal1958equilibrium
antes de que se conocieran los resultados de Arnold. Para esto se hacia uso de una serie de
integrales de flujo y helicidad que se presumian invariantes, y se hacia una variacién de la energia
potencial del plasma.
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estas coinciden con las de equilibrio magnetostatico haciendo una identificacién en-

tre los campos: V' con B,y curl(V') con j.

Es importante notar también que el variar sobre el grupo SDiff(A/) no ignora que el
espacio de configuracion de la magnetohidrodindmica ideal incompresible coincide
con la extension magnética de SDiff(M), ya que para la energia nos centramos so-
lo en la configuracion de campo magnético, es decir, en la accion de SDiff(M) en
SVect(M). Esto hace que el procedimiento anterior funcione tanto para las ecuacio-

nes de Euler, como para las ecuaciones MHD.

La topologia del campo como cota inferior de la energia  Ahora mostraremos
el teorema de freedman1988note siguiendo detalladamente su procedimiento, no
sin antes definir los conceptos necesarios para comprender el teorema, y su demos-

tracion. Para ello empezaremos definiendo lo que llamaremos link

Definicion 83 (Link). Llamamos link, y denotamos L, a un encajamiento suave de
n circulos S* en una 3-variedad M. Si estos acotan n discos encajados suaves y

disyuntos, decimos que el link es trivial. De otra forma, es llamado esencial.

Esta definicién es necesaria porque, si bien en R? es claro que las lineas de un cam-
po solenoidal deban cerrarse en si mismas, esto no necesariamente tiene sentido
en un variedad arbitraria ya que las caracteristicas del campo tiene un caracter mas
local. Con esto en mente, procederemos a definir los conceptos necesarios para

generalizar la idea que un campo se anude en un link ya sea esencial 0 no.

Definicion 84 (Fibrado normal). Sea S una subvariedad de una variedad M, deno-
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tamos NS como el fibrado normal de S con respecto a j, y nos referimos al conjunto

NS ={(x,v) € TM :x € S,v e NS}, N,S={veT,M:gv,x)=0xecT,S}.
(300)

Teorema 37 (Vecindad tubular). Para toda subvariedad S, existe un difeomorfismo
de una vecindad abierta de S en NS a una vecindad abierta de S en M. A esta

ultima la llamamos vecindad tubular de S.

Definicion 85 (Campo vectorial modelando un link L). Decimos que un campo vec-
torial € en M modela un link L si existe una vecindad tubular invariante (a difeomor-
fismos que conservan la forma de volumen) de L. C M foliada por curvas integrales

de & que es difeomorfa a
Ui, (D7 x 5%, (301)

foliado por circulos {punto} x S* (Donde D?* son discos 2-dimensionales) 28.

Lemma 2 (Lemma de Dhen). Sea M una 3-variedad que contiene una 2—celda D
(espacio homeomorfo a un 2-simplex) con auto intersecciones y una curva poligonal
simple C' sin puntos singulares en su frontera; entonces existe una celda 2 dimen-
sional Dy con frontera C que puede ser encajada con un funcion lineal por partes en

M papakyriakopoulos1957dehn.

Teorema 38. Si ¢ es un campo vectorial con divergencia cero sobre una 3-variedad
M cerrada en donde modela un link essencial L. Entonces existe una cota inferior de
la energia (positiva) de & por la accion de difeomorfismos que conservan el volumen

freedman1988note. Es decir, dado

28 Esta definicion claramente apela a describir el enlazamiento de las lineas de campo de £ en una
variedad general.
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() = /M €1, (302)

E(f.€) tiene cota inferior positiva sobre la drbita, f € SDIff(M), de difeomorfismos

que preservan el volumen.

Demostracion. Sea T una vecindad tubular de L ¢ M. Debido al teorema de formas

de volumen moser1965volume; existe un difeomorfismo que preserva el volumen :
p:UL (D2 x SY) = T. (303)

Sea J el campo vectorial ¢;0/00 donde ¢; : D,, — R™ U0 es una funcion test que
cae suavemente a cero a un radio r; y /90 es el vector unitario tangente a cada S'.
El campo vectorial £, dado que modela a L, puede escribirse como p,J en T'y cero
en M —T. Esto apela a la idea intuitiva de que si el campo modela el link, debe tener
la direccién de cada S! en cada toro sélido, mientras que la libertad en ¢; hace que

la magnitud de £ coincida con la de p..J .

Ahora con estas definiciones probaremos la afirmacién contra reciproca del teore-
ma; es decir, veremos que si existe una sucesion de difeomorfismos f; € SDiff(M)
tal que E(f;,€) — 0, entonces L es trivial. Para ello probaremos un resultado mas

fuerte: si existe una sucesién de difeomorfismos f; € SDiff(M) tal que

E\(f.€) = /M 1o €l = 0,

entonces L es trivial.
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Considere (f;);en C SDiff(M) tal que E; — 0. Sea T' una vecindad tubular (invariante
a difeomorfismos que conservan el volumen) de L. Sea¢: X = U, (D2 x S') —» T
un difeomorfismo tal que ¢ mapea {punto} x S* a érbitas de £. Dado que ¢ es continua
y las érbitas, al ser homeomorfas a {punto} x S!, son cerradas; entonces existe c € R

tal que
%H&II < |q0|| < cl|€]l. %dvol(t) < ¢ Vdvol(z) < cdvol(t)Vt = q(z) € T.  (304)

Debido a esto

/X 1(f: 0 ).05|[dvol(z) — 0. (305)

Podemos pensar en X como X =Y x S', donde Y = U, D? al integra en cada toro
soélido. Por ello, y usando el teorema de Fubini (integrando primero en S! y luego en
Y),

/ |(fi © q)«Op||dvol(x) = / longitud[f; o q(y x S*)] = / longitud[v;] — 0.  (306)
X Y Y

Por tanto, Ve > 0 existe un j tal que, para i > j longitud[y;] < ¢ paratodoy € Y~ C
Y, donde Y~ tiene medida (1 — ¢) (note que estas 7;' corresponden entonces a cur-

vas integrales).

Ahora considere una componente [; de L (componente en términos de los S*). Para
i grandes, esta componente se encuentra representada por varias curvas integrales
cortas; es decir, con longitud menor a . Sea +! una de ellas y sea x un punto base

de 4!, es decir, el punto final e inicial de ~. Si ¢ es suficientemente pequefio, la bola
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geodésica de radio 4e¢ centrada en x B(x;4¢) no puede contener todos los circulos
cortos paralelos a ninguna componente de L, dado que estos llenan un volumen

acotado por debajo independiente de i mientras que vol B(x, 4¢) — 0.

Esto ultimo es consecuencia de que dadas 2 componentes paralelas de L, y iy Su-
ficientemente grande, las curvas v/ y 73 Vj > i, llenan el volumen correspondiente
a la imagen bajo ¢ de dos toros solidos. Uno por cada componente. De esta forma,
si los 2 toros sélidos estuvieran dentro de la bola geodésica B(x;4¢) no se podria

tener que volB(x, 4¢) — 0.

Con esto el link f;L representado por n lazos posee n — 1 fuera de B(x;3¢). Asi
mismo, podemos excluir un conjunto pequefo (para i suficientemente grande) de
curvas representativas, para obtener la condiciéon de que 4, ..., v/ estén fuera de
B(ys;3¢),y2 € ~4. Procediendo de manera inductiva, se encuentra +%, ...~ donde
cada uno esta en una bola geodésica con radio 3¢ disyunta de otras. Por tanto, f;L
para i suficientemente grande (y en consecuencia L) esta totalmente separado en el
sentido de que existe una coleccion de bolas suaves disyuntas (cada una centradas
en algin punto base de cada ~i,...,~!) de tal suerte que las preimagenes bajo f;
de éstas contienen exactamente una sola componente. Con esto ultimo, junto con

que E; — 0, veremos que efectivamente L es trivial.

La condicién de que L esté completamente separado no significa necesariamente
que L es trivial, ya que en cada bola geodésica puede tener componentes anudadas.
Sin embargo, note que si £ modela a L, también lo hace con algun 2L (separando
cada componente en 2 copias paralelas) de 2n componentes. Esto, definiendo dis-

cos disjuntos D’y D" tal que D' U D" C D? y restringiendo q}U?:I(D,UD,,Xsl).
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De esta forma, si una curva +’ es paralela a un nudo v que yace en una de las
bolas disyuntas, la homotopia radial de esta bola, junto con el cilindro formado por
~"y v. lleva a que exista A (un disco de Dehn) para el que sus singularidades no
se intersectan con su frontera. Usando finalmente el Lemma de Dhen, A puede ser
reemplazada por un encajamiento de un disco A’ tal que 0A’ = 0A = vy A’ posee
una vecindad arbitrariamente chica de A. En consecuencia, el nudo original limita

un disco encajado, y por tanto, es trivial.

]

La importancia del teorema anterior radica en el como generaliza, para variedades
Riemannianas, una de las ideas centrales del capitulo anterior: En linking o anuda-
miento de las lineas de campos vectoriales solenoidales (con divergencia nula) aco-
tan la energia del mismo. Ademas de esto, debido a la generalidad del resultado, se
tiene una justificacién aun mas fuerte para presumir que en situaciones relativamen-
te generales de teorias de campos, el anudamiento de las lineas de campo acota la

energia del mismo.

Esta ultima idea sera fundamental para escudriiar las caracteristicas topologicas
de las ecuaciones de London, que seran estudiadas en el proximo capitulo. De esta
forma, el pensar en anudamientos del campo, nos llevard naturalmente a las ecua-

ciones de London y, en consecuencia, a la superconductividad

4.3. Helicidad: el invariante fundamental de SDiff(/)

Hasta ahora en este capitulo hemos estudiado aspectos topoldgicos de la frontera
del plasma, y de la propia dindmica MHD mediante la geometrizacién de las ecuacio-

nes. Esto nos ha permitido obtener resultados en donde los invariantes topolégicos
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juegan un rol decisivo a la hora de caracterizar aspectos como la frontera (con el teo-
rema 30). Ademas de esto encontramos el grupo de Lie correspondiente al espacio
de configuracion de las ecuaciones MHD y Euler usando argumentos topolégicos.
Con esto ultimo, recreamos algunos resultados importantes en la mecanica de flui-

dos no disipativa.

A pesar de esto, y aunque hallamos a SDiff(M) basandonos fuertemente en la inva-
rianza topolégica de la helicidad, aun no es claro que tan imporante es esta cantidad
para el grupo SDiff(M). Es por ello que, en esta seccidon enunciaremos un teorema
qgue hace que la helicidad tenga un rol fundamental en las ecuaciones de Euler y
MHD. Este resultado corresponde al teorema demostrado en enciso2016helicity,
que da solucién a una conjetura planteada por arnold1999topological: La helici-
dad es el Unico invariante integral del grupo de difeomorfismos que conservan el

volumen. En otras palabras, no existe otro invariante de la forma

T(u) = /M Glar, . am (21, uen))dzy - dan, (307)

para funciones G, bien comportadas.

Definicién 86 (Derivada de Frechét). SeanV y W dos espacios vectoriales norma-
dos, y U C V un abierto en V. Decimos que f : U — W es Frechét diferenciable, si

existe un operador lineal acotado A : V — W, tal que
@+ h) = flz) — Abllw

lim
||| =0 |7y

— 0. (308)

Si A es unico, escribimos D f(x) = A y llamamos a A la derivada de Frechét de f en

X.

160



Definicion 87 (Invariante integral regular). Sea M una 3-variedad Riemanniana
compacta. Dado un funcional T sobre los vectores C' con divergencia cero en M

(x'(M)), decimos que T es un invariante integral reqular si

» Es invariante a la accion de difeomorfismos que conservan el volumen, es de-
cirZ(w) = Z(¢,w), Yw € SDIff(M).

» En cada puntow € x'(M) la derivada de Fréchet de I es un operador integral
con kernel continuo, es decir
(DL)w(u) = [ K(w)-u, (309)
M

donde K : x'(M) — x'(M) es continua.

Teorema 39. Sea 7 in invariante integral regular, entonces I es una funcion C* de
la helicidad

Z=f(H), (310)

donde la helicidad es calculada con la generalizacién de curl™' para 3-variedades

compactas, mediante el operador de Biot-Savart k(z,y) 2°:

29 Este operador esta bien definido sobre y! (M) por el teorema de Helmholtz, tal y como sucede
en R3.
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curl "t w(z) = / k(x,y)w(y)dy = H = / w - curl ! w(x)da. (311)

Si bien no presentaremos la demostracion de este teorema, vale la pena ahondar
en su rango de aplicabilidad y su significado a la luz de los resultados anteriores.
Para esto veremos mas precisamente como este teorema responde a la conjetura
anteriormente mencionada, y el significado, en la ecuacién 307, de que G sea una

funcién bien comportada.

Dado que la derivada de Fréchet corresponde a una generalizacion de la deriva-
da para espacios vectoriales normados, la segunda propiedad de los invariantes
integrales regulares hace referencia a la continuidad de DZ. Por tanto, podria inter-
pretarse como una continuidad de 7 al derivar bajo el signo integral. Por otro lado, la
primera propiedad de los invariantes integrales regulares nos dice claramente que
al movernos sobre la 6rbita de w en SDiff(M) esta integral no cambia. En términos
de la conjetura de Arnold, entonces se tiene que las integrales 307 deben tener in-

tegrandos construidos a partir de la forma de volumen y diferenciables.

Con esto en mente, es claro que dado f : M — M, los invariantes integrales de la

forma

'F(fa ’LU) = /];[ fw : Clll"lil w(m)d$, (31 2)

no son regulares, ya que V¢ € SDiff(M)
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OF(fow) =F(foo™", pw) # F(f. pow). (313)

Por tanto, considerando el procedimiento del capitulo anterior, tenemos queno todos
los invariantes integrales de las ecuaciones son regulares. Si bien esto da una res-
triccion al tipo de invariantes integrales que son funciones de la helicidad, lo cierto
es que el conjunto de invariantes integrales regulares sigue siendo bastante general.
Basado en esta generalidad es que en el siguiente capitulo usaremos a SDiff(M) en
un contexto donde la forma de volumen no parece relevante a priori, pero la helici-
dad si.

Ademas de esto, este ultimo analisis y resultado nos permite dar una definicién sa-

tisfactoria de invariante topoldgico.

Definicion 88 (Invariante topolégico). Sea (M, g) una variedad Riemanniana ce-
rrada, compacta y orientable, con una forma de volumen . Llamamos invariante
topoldgico de una solucion a las ecuaciones MHD (de Euler) geometrizadas, a las

integrales sobre M invariantes bajo la accion SDiff(M).
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5. INVARIANTES TOPOLOGICOS Y LA ESTRUCTURA DE CONTACTO DE LAS
ECUACIONES DE LONDON

A principios del siglo XX diversos experimentos mostraron que, en algunos materia-
les, la conductividad eléctrica decae a cero por debajo de una temperatura critica,
haciendo que los materiales sufran una transicion de fase kittel1955solid. Este fe-
ndémeno, llamado superconductividad, comenzé a ser estudiado y desde entonces
se ha convertido en una de las ramas de investigacion mas importantes en la fisica

de materiales.

La importancia de la superconductividad, aparte del interés tedrico, radica principal-
mente en la aplicabilidad de la teoria. Esto, porque de tenerse materiales supercon-
ductores estables a temperatura ambiente, las pérdidas en la transmisidén de energia
eléctrica bajarian drasticamente. Con ello, la sociedad entera tendria una evolucién

tecnoldgica sin precedentes.

Existen diversos modelos para describir los fendmenos superconductores a escala
microscoépica. Sin embargo, todo modelo microscopico de superconductividad debe
coincidir, a grandes escalas, con el unico modelo (electrodinamico) macroscopico

de la superconductividad: las ecuaciones de London. Estas corresponden a

94,  mns€?

= 314
2
Vxj.=-"2°pB (315)
m

donde j, es la densidad de corriente superconductora, e la carga del electrén, m su
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masa y n, una constante fenomenoldgica que depende de la densidad de electro-
nes. La ecuacién 314 hace referencia a que dentro del superconductor las cargas
se aceleran por campos eléctricos sin disipacion, y es llamada también ecuacion de
aceleracién london1935electromagnetic. Por otro lado, la ecuacién 315 es analoga
a la ley de Ohm, y fue propuesta por los hermanos London para acotar el conjunto
de soluciones de la ecuacion 314. Esto ultimo debido a experimentos realizados por

ellos.

Estas ecuaciones también pueden escribirse de manera compacta como

A, (316)
m

para un gauge fijo del vector potencial V- A, = 0. En algunos textos como kittel1955solid,
se presentan las ecuaciones de London como un postulado a partir de la ecuacién
316.

Debido a esto, el entendimiento de las ecuaciones de London es fundamental para
comprender el fendbmeno superconductor, y recientemente se han dado pasos en
ese camino. Uno de estos pasos corresponde al trabajo de flores2021contact, en
el que las ecuaciones de London (para superconductores bidimensionales) se ob-
tienen al imponer una condicion llamada epsilon contact. Esta condicion actia en
la geometrizacidon de las ecuaciones de Maxwell sobre una variedad lorentziana de

contacto.

En este capitulo repasaremos este resultado de flores2021contact. Posteriormen-
te, mostraremos una versidén del teorema 36 para variedades lorentzianas. Con ello,

demostraremos que las ecuaciones de London extreman la energia electromagné-
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tica, al variar sobre difeomorfismos que conservan la forma de volumen. De esta
forma, presentaremos un resultado que permite entender estas ecuaciones desde

un nuevo punto de vista.

En consecuencia, este capitulo presenta el resultado mas importante de la tesis ya
gue crea una conexién entre hidrodinamica y ecuaciones de London mediante la
topologia. Siendo, no solo un resultado nuevo, sino también dando un significado
topolégico al estado superconductor desde la teoria macroscépica de superconduc-
tividad.

5.1. Estructuras de Contacto

Antes de discutir los resultados de flores2021contact, es necesario comprender
algunos conceptos matematicos. Mas especificamente, es primordial entender las
estructuras de contacto, es por ello que en esta seccion, nos centraremos en definir
formalmente: las estructuras de contacto y la condicion e-contact. Para esto nos ba-

saremos principalmente en arnol2013mathematical y murcia2020contact.

Definicion 89 (Estructura de contacto). Una estructura de contacto de una variedad
M 3-dimensional corresponde a un campo suave de planos (2 dimensionales) que

satisfacen una condicion de no degenerancia que formularemos mas adelante.

Esta condicidén de no degenerancia, que definiremos posteriormente, esta relaciona-
da con la condicién de no integrabilidad del campo de planos. El campo de planos
se dice integrable si existe una 2-subvariedad de M de tal suerte que el espacio
tangente de ésta coincida con el campo de planos. Dado un campo suave de pla-
nos, es posible identificar el plano en cada punto como el conjunto ker(w),,, donde

w es una 1-forma (Note que dado w, la 1-forma aqw también define el mismo plano
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VYay # 0 € R). Por tanto, la 1-forma w caracteriza la integrabilidad del campo de pla-

nos con el siguiente teorema.

Teorema 40 (Integrabilidad). E/ campo de planos con 1-forma asociada w es inte-

grable si y solo si dw = 0 para el espacio nulo de w.

De esta forma, la condicion de integrabilidad del campo de planos hace referencia
a que dw = 0, siempre que w = 0. Esto puede escribirse de otra forma usando el

teorema de integrabilidad de Frobenius.

Teorema 41 (Condiccion de integrabilidad de Frobenius). La condicion de integrabi-

lidad dw = 0, siempre que w = 0, es equivalente a la condicién de Frobenius 3°

wAdw=0. (317)

Con esto ya es posible definir la condicién de no degenerancia del campo de planos

y tener todos los elementos para comprender la definicion de estructura de contacto.

Definicion 90 (No-degenerancia). Decimos que un campo de planos es no-degenerado
en un punto p, si el rango de la 2-forma dw|..... €S igual a la dimension del plano en
ese punto. Llamamos no-degenerado un campo de planos en M, si es no degene-

rado para cada puntop € M.

Ahora bien, teniendo claro lo que constituye una estructura de contacto, finaliza-
remos esta subseccién definiendo los tipos de difeomorfismos que mantienen in-

variante esta estructura. Por ultimo, definiremos un tipo de variedades de contacto

30 Note que la condicon de Frobenius tiene forma de helicidad nula para el campo cuyo flujo esta

asociado con dw. Por tanto, la restriccién topoldgica que presenta la helicidad no nula puede
pensarse como una restriccion de integrabilidad. En otras palabras, si un campo se enreda en
si mismo generando helicdad no nula, los planos normales al campo en cada punto no son
intgrables en una superficie.
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llamadas e-contact.

Definicion 91 (Contactomorfismos). Llamamos contactomorfismo a los difeomorfis-
mos entre 2 variedades, cada una con una estructura de contacto, que mantienen

la estructura de contacto invariante, es decir

U (w) = Aw, (318)
donde )\ : M — R es una funcion no nula. Los contactomorfismos forman un sub-
grupo de Diff(M) con la composicion.

Definicion 92 (Condicién e-contact). Dada una 3-variedad con una estructura de
contacto, decimos que esta variedad es c-contact si a su vez es una variedad rie-

manniana o pseudoriemannina en la que

w=Ilxdw, |w|,= ¢l (319)

paral #0 € R, ye € {£1,0}.

Este tipo de variedades de contacto fue propuesta por primera vez en murcia2020contact
para obtener teorias de super gravedad en 6 dimensiones. Posteriormente, fue usa-
da en flores2021contact para conseguir las ecuaciones de London, tal y como

veremos en la préxima seccion.
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5.2. Ecuaciones de London y estructuras de contacto en electromagnetismo

En esta seccion presentaremos brevemente las ecuaciones de Maxwell geometriza-
das, su significado, y el cdbmo pueden derivar en las ecuaciones de London siguiendo
el trabajo de flores2021contact. Para ello, al igual que en los capitulos anteriores,
haremos uso de formas diferenciales, y operadores geométricos como el de Hodge.
Posteriormente, discutiremos el significado de la métrica en esta geometrizacién, y
terminaremos presentado el resultado principal de flores2021contact, al imponer

la condicidn de s-contact.

5.2.1. Ecuaciones de Maxwell geometrizadas, y las ecuaciones de London
Al igual que con la magnetohidrodindmica y las ecuaciones de Euler, la electrodiné-
mica puede geometrizarse usando formas diferenciales. Dado que las ecuaciones
de Maxwell son intrinsecamente relativistas, esta geometrizacién debe realizarse en
una variedad lorentziana. Con esto en mente, considere M una variedad lorentziana

y orientable. Las ecuaciones de Maxwell geometrizadas corresponden a

dF =0, dG =J, (320)

donde F es la 2-forma de Faraday, J es la 3-forma de corriente (o 2-forma si la

dimension de M es 3) y la relacion entre G y F viene dada por la métrica.

Comunmente se suele tomar, como relacién entre G y F', la condicion G = xF'. No
obstante, independientemente de la relacion con la que se defina G, esta es la Unica
parte de las ecuaciones que dependen de la métrica. Esto es consecuencia de las

ecuaciones 320, ya que la derivada exterior no depende de la métrica.
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Ademas de esto, el vinculo entre G y F relaciona el campo F' con su fuente J. En
consecuencia, G = xF corresponde a una relacién constitutiva dependiente de la
métrica. Debido a esto, en esta geometrizaciéon del electromagnetismo, la métrica

caracteriza los materiales.

Ecuaciones de London geometrizadas = Cuando el espacio-tiempo es tridimen-
sional (2 dimensiones espaciales y una temporal), es posible definir una estructura
de contacto en M cuya forma w (que caracteriza la estructura de contacto) viene
dada por la 1-forma potencial A; es decir, la 1-forma tal que dA = F 2'. De este
modo, si se escoge una métrica con la condicién e-contact flores2021contact se

tiene

*A =1dA = (321)
A=I+F = (322)
dA=F=1ld+F =1J = (323)
dxJ =I*F, (324)

lo que corresponde a las ecuaciones de London sternberg2013curvature para i =
uonse? /m. Esto implica que las ecuaciones de London no son méas que la condicién

e-contact para el electromagnetismo.

31 Asumiéremos de nuevo que H?(M) = {0}, para que este potencial A pueda definirse de manera
global.
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5.3. Ecuaciones de London como un extremo de la energia electromagnética

Ahora nos centraremos en demostrar el resultado principal de este capitulo, el cual
es el como la energia electromagnética, para sistemas bidimensionales espacial-
mente, tiene un extremo sobre difeomorfismos que conservan el volumen en las

ecuaciones de London.

Teorema 42. Las ecuaciones de London (condicion -contact) son un extremal de
la energia electromagnética al variar sobre difeomorfismos que conservan la forma

de volumen, en una 3-variedad lorentziana.

Demostracién. Considere el campo vectorial £ = g% x F sobre M. Por su construc-

cién, su energia ([,, (&, €),u) esta relacionada con la electromangética

(£,€) = ("€, g°€) = —(xg€, %g’€) = —(F, F). (325)

Por lo que los extremos de la energia de &, y los de le energia electromagnética

estan relacionados por la definicién de &.

Como hicimos anteriormente, denotaremos las variaciones sobre el grupo de difeo-

morfismos que conservan el volumen como 4,,;, por tanto

6UOZ<£7€> = /]\4 51}0[(575)9# - 2/]\/[(57 51}0[5)9“ = 2<£a 6v0l£>- (326)

La primera variacion del campo vectorial £ es un difeomorfismo infinitesimal dado

por la derivada de Lie de £ a lo largo de algun n € g de SDiff(M), en consecuencia
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uot{€.€) = 2(€, L) =2 /M (€, Lof) gt (327)

Usando la expresion derivada en el apéndice 346, la Ultima ecuacion puede escri-

birse como
Suat (€,€) = 2(g°€, L&) = —2(g* €, xd x ("€ N g'n)) = (328)
Suat(€,€) = —2(g°€,8(g°€ A g"n)) = —2(d(¢°€), "€ A g"n) = (329)

vol(§: &) = —2/

W€ N (FENgm = -2 [ Pnngdensde) (@80
M M

= 2(xg’n, g°€ A *d(g°€)). (331)

Asumamos que £ es extremal del funcional (£, £). En consecuencia

(. +(E Axd(gE))) = /M P A g€ Axd(gE) = 0. (332)

Tomando © = «(g"¢ A xd(g°€)), tenemos

/ ' A+ = 0. (333)
M

Sin embargo, n € g por lo que d x (¢°n) = 0. Debido a que H?(M) = 0, existe una
1-forma A tal que x¢’n = dA = ¢°n = xdA haciendo que la condicién de extremal

sea
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/ WA A %O = 0 = (xdA, ©) = 0 = (x@,dA) = (334)
M

/dA/\@zO:/d(AA®)+/AAd®:O:/A/\d®. (335)
M M M

M

La ultima ecuacién debe ser valida para cualquier 1-forma A, luego d® = 0, de esta
forma ©® = d® + Zézl a;o; para alguna funcion ® : M — R, y formas cerradas o;
no exactas linealmente independientes 2. Finalmente la condicion de extremal se

convierte en

! I
FEN *d(gbf) =*xdd + *Z a;0; = *F Nxd* F = xd® + *Z a;0;, (336)

i=1 =1

para alguna funcién ¢ y reales {a;}.

Usando las ecuaciones de London
ldxF = F, (337)

se tiene un extremo de la energia electromagnética tomando ® =0y {a;} =0. O

Es claro que este resultado es anélogo al del teorema 36, con una diferencia debido
a la signatura de la métrica. Esta diferencia radica en que no existe una descomposi-
cién de Helmholtz para variedades lorentzianas, por lo que no podemos argumentar
que para un vector &, ortogonal a todos los que tienen divergencia cero, se debe

tener que ¢ sea el gradiente de una funcion. Esto hace que debamos limitar uno de

32 Note que [ constituye un nimero de Betti, y o; una base para B'(M)
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los grupos de cohomologia para obtener un resultado similar al del teorema 36, tal

y como hicimos en el teorema anterior.

Esta diferencia en la signatura también afecta la interpretacién del resultado en tér-
minos de simetrias. Dado que en relatividad no hay un tiempo absoluto, no se sigue
que este extremal implique alguna solucién estacionaria de las ecuaciones de Max-
well (si es que esto siquiera esta bien definido). No obstante, usaremos lo que cono-
cemos del grupo de difeomorfimos que conserva el volumen, para intentar entender
este resultado. De esta forma, nos basaremos en que este grupo de difeomorfismos

no depende de la signatura, para explorar una posible interpretacidén del teorema 42.

No obstante, buscar una interpretacion en base a SDiff(M) se aleja de la estructura
de contacto que caracteriza las ecuaciones, como sabemos de flores2021contact.
En otras palabras, si las ecuaciones de London son producto de un tipo de métrica
sobre una estructura de contacto, no parece légico que SDiff()) tenga un protago-
nismo, en lugar del grupo de contactomorfismos. Esto lleva a plantear la siguiente

pregunta:

¢ Por qué se deberia variar bajo SDiif(1/) y no bajo contactomorfismos?  Sea
d.una variacidén con respecto a contactomorfismos, y u un generador de contacto-

morfismos. Con esto tenemos

5. = / S(dA A xdA), (338)
M

5. = / Lo(dA N *dA) = / Lo(dA) A *dA + dA A Lo (xdA). (339)
M M
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Usando la identidad,

Lyxw=(divX)*w+*[(Lxg) g " w] +*Lxw, (340)
podemos escribir

6.E = / Lo (dA) AN*dA + dA A [div(u) x dA + % [(Lyg) g 'dA] ++L,dA]  (341)
M

= / d(AA) A +dA + dA A [div(u) * dA + x [(Lag) g7'dA] +xd(AA)] . (342)

Finalmente usando el teorema de Stokes

5.5 — / dA N [(Lag) g dA] + / div(u)dA A +dA (343)
M M
+2/ A(A/\d*dA)+2/ ANA N *dA (344)
M oM
— / dA N+ [(Lug) g~ dA] + / div(u)dA A *xdA + 2/ MANd*dA). (345)
M M M

En donde las ecuaciones de London no son extremales.

Dada la importancia del teorema 42, y los célculos realizados al variar con respecto
contactomorfismos, es menester intentar darle una interpretacion fisica a estos re-
sultados. Para ello la pregunta clave es ¢ por qué se deberia conservar la forma de

volumen en la variacion, y no la estructura de contacto?.
Si bien la estructura de contacto es necesaria para definir la condicién epsilon-

contact, lo cierto es que las ecuaciones de London geometrizadas pueden tener

la forma d«J = [*F, sin acudir a una estructura de contacto, tal y como se presenta

175



en sternberg2013curvature. Ademas de esto, sabemos por la teoria BCS que el
estado superconductor se encuentra en un minimo de energia, por lo que las ecua-
ciones de London deberia ser el resultado de extremar la energia electromagnética

de alguna forma.

El como extremar la energia es entonces la clave. Extremar bajo difeomorfismos
daria naturalmente una solucion trivial porque en ausencia de campos la energia es
constantemente nula. Extremar sobre isometrias (ya que la métrica caracteriza al

material) no permitiria variar a su vez sobre materiales, y esto seria muy restrictivo.

Sabemos que en el caso riemanniano, la helicidad caracteriza la estructura del cam-
po y al grupo de difeomorfismos que conservan la forma de volumen (ya que esto lo
mostramos en el capitulo anterior). Si esta nocion se mantiene para variedades lo-
rentzianas podriamos extrapolar nuestras ideas en hidrodinamica, a las ecuaciones

de London.

De esta forma, la interpretacion fisica de este resultado podria ser que LA SUPER-
CONDUCTIVIDAD EN SISTEMAS BIDIMENSIONALES ESTA CARACTERIZADA POR LA TO-
POLOGIA DE CAMPO, siempre que sea posible definir una helicidad del campo elec-
tromagnético, y SDiff(M) se relacione con ella como lo hace para el caso rieman-
niano. No obstante, del teorema 42 no se sigue que las ecuaciones de London son
el unico extremal de la energia. Es por ello, que se debe seguir investigando esta

relacion entre SDiff(M) y las ecuaciones de London.

176



6. OBSERVACIONES FINALES

6.0.1. Perspectivas futuras La estabilidad en magnetohidrodinamica ideal es
de interés general debido a que, de obtenerse, se tendria un paso importante en
la construccion de reactores de fusion nuclear. Por ello, estudiar una segunda va-
riacion de la energia en el teorema 36 seria de gran ayuda para entender mejor la
estabilidad del plasma. Algunos trabajos han demostrado cémo el extremo al que co-
rresponde las ecuaciones de equilibrio es a su vez un minimo para algunos tipos de
variedades de contacto Sasakianas, siempre que el campo (velocidad para las ecua-
ciones de Euler y campo magnético para MHD) sea de beltrami peralta2021energy.
No obstante, aun no se ha explorado si existe una condicién de estabilidad sin ape-
lar a una estructura de contacto. Es por ello que una perspectiva a futuro de este

trabajo, es el enfocarse en una segunda variacién en el teorema 36.

Ademas de esto, se ha encontrado que los arrastres de Lie volkov1995hidden po-
seen una estructura super simétrica; es decir, las cantidades conservadas hacen
parte de una super algebra de Lie. Con esto en mente, y dado que nuestra geome-
trizacion se basa en los arrastres de Lie, seria posible explorar con mas detalle la
relacion de las estructuras algebraicas en la formulacion de Arnold, y en esta super
algebra. Hasta ahora, con nuestro nuevo teorema 32 mostrado para arrastres de Lie,
podemos identificar las 2-formas exactas arrastradas de Lie con el dual del &lgebra
de Lie de SDiff(M) debido a un isomorfismo mostrado en arnold1999topological.
No obstante, aun no se conoce si cada forma arrastrada corresponda un algebra o
sub-algebra de SVect(M) o SVect(M)*. Por tanto, una perspectiva a futuro de este
resultado, es conectar por completo la estructura super simétrica de Volkov, y la for-

mulacion de geométrica de Arnold.
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Con respecto a los nuevos resultados en superconductividad, y dado que la cons-
truccion de super conductores es de gran interés general, se necesita explorar las
condiciones en las que las ecuaciones de London no solo extreman la energia, sino
qgue corresponden a un minimo de ésta. Esto ultimo como consecuencia esperada
del principio de correspondencia, ya que en predicciones de teorias como la BCS,
la energia del estado superconductor es minima. Para ello es necesario estudiar
con mas detalle y precision, el significado fisico del grupo de difeomorfismos que

conservan la forma de volumen en una variedad Lorentziana.

6.0.2. Conclusiones  El trabajo presentado en este proyecto de grado representa
un acercamiento a los invariantes topolégicos en MHD vy fluidos no disipativos, junto
con una aplicacién de éstos en las ecuaciones de London para superconductividad.
Hemos aprendido como los invariantes topolégicos en MHD surgen de manera na-
tural al estudiar los invariantes locales mediante arrastres de Lie, los cuales a su vez

aparecen como una necesidad fisica dado el analisis que propusimos.

Partiendo de los arrastres de Lie se estudio el invariante topolégico llamado helicidad
(magnética y cinética) y se mostré su significado en términos de invariantes topol6-
gicos (asintéticos) de curvas integrales, para posteriormente analizar el significado
fisico del mismo demostrando que acota la energia. Esto ultimo fue analizado con
mas detalle de manera conceptual, donde se propuso que en general la topologia

del campo debia acotar su energia bajo consideraciones relativamente generales.

Ademas de esto, se recred de manera detallada el resultado de Kruskal que ca-
racteriza la frontera del plasma en equilibrio, y con base a los arrastres de Lie; se
geometrizaron las ecuaciones de fluidos no disipativos. En el contexto de esta geo-

metrizacion se mostré que la necesidad de tomar en cuenta al grupo SDiff(M) en
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las ecuaciones de fluidos puede explicarse desde la imposicion de que la helicidad

no dependa de la métrica, constituyendo una razén paralela a la incompresibilidad.

Esta ultima idea fue extrapolada en las ecuaciones de London 2-D, en las que se
mostrd un nuevo resultado. Este resultado consiste en la demostracion de que las
ecuaciones de London extreman la energia electromagnética bajo difeomorfismos
que conservan la forma de volumen; pero esto no sucede cuando se extrema bajo
contactomorfismos. Con esto, y en base a los resultados anteriores para fluidos, se
realizo la siguiente conjetura: LA SUPERCONDUCTIVIDAD EN SISTEMAS BIDIMENSIO-

NALES ESTA CARACTERIZADA POR LA TOPOLOGIA DE CAMPO.
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ANEXOS

Anexo A. Derivada de Lie sobre variedades Lorentzianas

En este apéndice deduciremos la ecuacion usada en el teorema 42

Ly =—xdx(gENG'N) = —6(g°€ A g'm), (346)

Dado que esta relacion solo depende de primeras derivadas de la métrica, podemos

demostrar 346 usando coordenadas geodésicas, por lo que g,, = 7., ¢°n = n,da*
y gbé = fudx“,

= "N A $E = (N1 — m&o)dtdr + (m&y — may)dady + (no&s — bo)dtdy.  (347)

(348)

Dada una dos forma o = a, dx*dz”

= %oy = oz“”eu,,,\d:cA, (349)
donde ¢, es el objeto de Levi-civita. Por tanto

*(dtdr) = —egirdr® = —dy, x(drdy) = e1ondx™ = dt, *(dtdy) = —epprda™ = da.
(350)

Luego,
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(g A g°€) = — (&1 — m&o)dy + (méa — ma&a)dt + (mola — mbo)dz =
d(x(g'n A g°€)) = —{(Om&1 + m0di&r — D — mdréo)dudy (
+ (Domo&r + M0d&1 — domio — mBomo)dtdy} (
— {(01&1m2 + 1012 — 011 &e — M O1&2)dadt (
+ (02&1m2 + 1001y — Oam&a — M 02&o)dydt } (
+ {(0onoéa + 1M00o&2 — Oona2éo — N200&0)dtdx (
+ (Oano&a + o0& — Dam&o — 120280 )dydr} = (357)
= dzdy{no(—01& — 026) + & (O + Oanp) (
+ mdi&o — £101m0 + 1120250 — §200m0} (
+ dtdy{& (om0 + dom2) + M1 (G0 — 9262) (
+ &00om — o0& — 2021 + 120261} (
+ dtdz{& (om0 — 1m) + 12(—=0o&o + 01&1) (
(

+ 19002 — E00one + £101m2 — m01€2}

Note que d x g°¢€ = d««F = 0, por lo que & es solenoidal n, entonces —dyny + 0111 +
Oomo = —0p&o + 01€1 + Du&y = 0. Por esta razon
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d(x(g"n A g°€)) = dwdy{no(—doéo) + &(Doto) + mi& — E101m0 + 12020 — E20amo}

(364)
+ dtdy{ & (=0im) + 11(0161) + §00om — M06&1 — &a0amy + 120261 }
(365)
+ dtdz{&2(02m2) + M2(—02€2) + 1M000&2 — EoOoma + £10112 — MO1&a} =
(366)
xd(x(g"n A g°€)) = dt{—1000&0 + EDomo + M — E191m0 + 120abo — E2Dam0}
(367)

+ dx{—=£101m +m0i& + £00om — Moo — E20om + 120261 }

(368)

— dy{&202m2 — 1202&2 + M00o&2 — E00om2 + 1012 — M1 &} =
(369)

g# * d(*(gbn A gbf)) = 0, {+1°06€" — 20" + M€ — £1010° + 120" — £0om"}
(370)

+ 0, {—&"0m" +n'0:&" — 0om" + 006" — E0om" + 202"}
(371)

D {—E20om" + 02 0sE” + 06 — 200 — £ O + ' 01} (372)

= —(£ 0" — 1 0\E")O,. (373)

Ahora, dado que £ también es solenoidal £ € g arnold1999topological se tiene

Lp€ =0, & = (£0m" — n*0\EM)D,, (374)

lo que termina la prueba .
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