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DESCRIPTION

The Fibonacci’'s numbers, were born as a result of the solution to the problem of the rabbit's
lineage where a pair of rabbits just born are put in a cage the first day of January, assuming
that the rabbits don’t die and don’t succed nothing unexpected and these engender a pair of

sons when they are exactly two months. How many rabbits will be on January first the next year?

Leonardo Fibonacci founds that we can have the solution to this problem with special numbers

(Fibonacci’'s numbers) founded from a recurrence formula.

This monograph presents the study of these numbers, divided in four chapters. The first one
presents a short history of Fibonacci and his numbers. The second one shows some proper-
ties of the Fibonacci’'s numbers with addictions and products, using induction and elementary
calculus. The third chapter presents another properties of the Fibonacci’'s numbers related with
the elementary numbers’s theory. The fourth chapter presents the relation of these numbers
with others such as the Lucas’s numbers, the relation with the golden ratio with the continues

fractions too.

The elaboration of this monograph results useful because it presents the simplicity of the Fibo-

nacci’'s numbers, its properties and is relation with the nature and art.
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PALABRAS CLAVES :

Sucesion, recurrencia, induccion, Fibonacci, seccion aurea, fracciones continuas.

DESCRIPCION

los nimeros de Fibonacci, nacieron como resultado de la solucion al problema de la progenie
de los conejos, en donde un par de conejos se ponen en una jaula recién nacidos el primer dia
de enero, suponiendo que los conejos no se mueren ni les sucede nada inesperado y estos
engendran un par de hijos cuando tienen exactamente 2 meses. ¢ Cuantos conejos habra el

primero de enero del aio siguiente?.

Leonardo Fibonacci encuentra que la solucion a este problema se puede dar con unos nume-

ros especiales (nUmeros de Fibobacci) hallados a partir de una férmula de recurrencia.

Esta monografia presenta el estudio de estos niimeros, dividida en cuatro capitulos. En el pri-
mero se presenta una breve historia de Fibonacci y sus nimeros. En el segundo capitulo se
demuestran algunas propiedades de los niumeros de Fibonacci con sumas y productos, utili-
zando induccion y calculo elemental. En el tercer capitulo se presentan otras propiedades de
nameros de Fibonacci relacionados con la teoria de numeros. En el cuarto capitulo se presen-
ta la relacion de estos nimeros con otros como los nimeros de Lucas, también la relacion con

la seccion aurea y las fracciones continuas.

La elaboracion de esta monografia resulta Gtil porque nos presenta la sencillez de los nUmeros

de Fibonacci, sus propiedades y su relacion con la naturaleza y el arte.

“Monografia
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DIRECTOR Edilberto J. Reyes G.
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INTRODUCCION

Este trabajo nos presenta la forma como nacieron los nimeros de Fibonacci; gracias a que
un hombre llamado Leonardo Fibonacci quiso dar solucién a un problema (la progenie de
los conejos). Luego de encontrar estos nimeros, se dio cuenta que presentaban muchas
propiedades interesantes y que tenian una estrecha relacion con la naturaleza; méas adelan-
te otro matemético (Lucas) los estudio y creo combinaciones con unos nimeros similares
a estos llamados los nimeros de Lucas. Los ntimeros de Fibonacci también se relacionan

con la conocida razén aurea que es utilizada en el arte.

Esta monografia presenta el estudio de estos nimeros, dividida en cuatro capitulos. En
el primero se presenta una breve historia de Fibonacci y sus nimeros. En el segundo
capitulo se demuestran algunas propiedades de los nimeros de Fibonacci con sumas y
productos, utilizando induccién y calculo elemental. En el tercer capitulo se presentan
otras propiedades de niimeros de Fibonacci relacionados con la teoria de niimeros. En el
cuarto capitulo se presenta la relacion de estos nimeros con otros como los niimeros de

Lucas, también la relacion con la secciéon aurea y las fracciones continuas.



CAPITULO 1

BREVE HISTORIA DE FIBONACCI Y
SUS NUMEROS

Leonardo Fibonacci (1170 - 1250) conocido también como Leonardo Pisano o Leonardo de
Pisa naci6 en Pisa ahora Italia. Su padre Bonaccio fue secretario en una de las numerosas
fabricas de la costa suroriental del Mediterraneo. Leonardo adquirié un fuerte gusto por
las matematicas, cuando su padre le enseno el uso del abaco, fue educado primero por un
maestro de escuela de Moorish, y anos mas tarde durante los viajes por el Mediterraneo,

visitando Egipto, Siria, Grecia, Sicilia y sur de Francia se dio cuenta que los comerciantes
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de alli, utilizaban diferentes sistemas aritméticos, los cuales fue recopilando y estudiando.

Al volver a Pisa publicd en 1202 su gran trabajo “Los abacos de Liber”, en el cual trata
la aritmética y el algebra elemental. Escribié sobre el sistema indt - arabigo, suma, resta,
multiplicacion y division de enteros, trabajo también con fraccionarios, precios de bienes,

trueque , sociedad, regla de posicion falsa, raices cuadradas y cibicas y geometria.

Fibonacci publicé otros tres trabajos; en 1220 publico la geometria practica, la cual con-
tiene todos los escritos por €l sobre geometria y trigonometria y algunas recopilaciones de

Euclides y otros maestros griegos.

Después de la publicacion de ‘Los dabacos de Liber”, Leonardo fue presentado por el as-
tronomo Dominicus al emperador Federico II de Hoeristaufen, quien a su vez presenté a
John de Palermo proponiéndole varios problemas, los cuales resolvié rapidamente, el pri-
mero fue encontrar un niimero z tal que 22 +5 y 22 — 5 son cada uno niimeros cuadrados;

su magistral solucién esta hecha en su libro El Liber Quadratorum publicado en 1225.

Otro problema presentado a Leonardo por el famoso cientifico fue la solucién de la ecua-
cién 3 + 222 + 10z = 20, el trabajo sobre esta ecuacién ciibica es presentado en uno de
sus libros junto con la solucién del siguiente problema dada a él por John de Palermo.
Tres hombres poseen en comun una desconocida cantidad de dinero ¢, la posicion del
primero es %, del segundo % y del tercero é, deseosos de depositar la suma en un lugar
seguro cada uno toma el riesgo de una cierta cantidad; el primero toma z pero deposita

x z
5 el segundo toma gy pero deposita solamente % y el tercero toma z y deposita 5’ de la

. . 1
cantidad cada uno podra recibir exactamente 3 en orden para poseer su parte de la suma

total. Encontrar z, y, z. Dando como respuestas t =47, x =33, y=13y z = 1.

Fibonacci encontro la serie que lleva su nombre gracias a un problema relativo a la progenie
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de los conejos la cual esta definida en forma recurrente:

Estos nimeros los denotaremos con U aunque se hubiera querido denotar con F' pero hay

Un+2 = Un+1 + Un

n=20,1, 2, 3,...

otros nimeros mas conocidos, los de Fermat denotados con esta letra (F},).

Progenie de los conejos:

Imaginemos que una pareja de conejos engendra un par de hijos cuando tienen exactamen-
te dos meses y luego otro par cada mes. Un par de recién nacidos se pone en una jaula

el primer dia de enero. ;Cuantos conejos habra el primero de enero del ano siguiente?

Suponiendo que los conejos no se mueren ni les sucede nada inesperado.

Para su primer mes el par de conejos son crias jovenes, para su segundo mes ellos ma-
duran, se reproducen y producen un par de su descendencia, de este modo en el tercer

mes hay dos pares de conejos, el original y el nuevo, el par original produce otra vez otro

o O®

¢
e 00 @

Mes Enero | Febrero | Marzo | Abril | Mayo | Junio | Julio | Agosto
Pares conejos | 1 1 2 3 5 8 13 21

1

1

2

3

5 Q
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par de descendencia pero el par inmaduro todavia no, ese par sin embargo madura, de
este modo en el cuarto mes hay dos pares maduros y uno inmaduro, en el quinto mes
aquellos pares maduros contintian siendo maduros, reproducen dos descendencias; y el
par inmaduro se transforma en un par maduro. Esta reproduccion total es de 5 pares de

conejos y el proceso continua. Este problema fue presentado en su libro el Liber Abaci.

También hay ciertos fendmenos de la naturaleza que conducen a estos niimeros. Situamos
la rama de una planta y a partir de un brote movemos la mano al brote mas préximo y
seguimos asi mediante un movimiento espiral, en torno de la rama, el nimero de brotes
comprendido en ese movimiento serd uno de los de Fibonacci y el nimero de vueltas

alrededor del tronco sera otro nuimero de estos.

Otras situaciones para los nimeros de Fibonacci son:

* El panal de abejas: Una abeja macho tiene madre pero no padre porque (nace de
un huevo no fecundado) pero una abeja hembra tiene padre y madre. El nimero de
antepasados de una abeja macho de una determinada generacién es también un nimero

de Fibonacci.
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No. abejas macho | No. abejas hembra | No. de abejas
1 0 1
0 1 1
1 1 2
1 2 3
2 3 5
3 5 8

Los numeros de Fibonacci presentan muchas propiedades algunas de las cuales llevan
nombres especiales gracias a que se conoce quien la demostré por primera vez, entre esos
esta uno de los viejos teoremas acerca de los nimeros de Fibonacci como es la identidad
de Cassini, debido al astréonomo francés Jean Dominiqui Cassini, en 1680.
Identidad de Cassini

Uns1Up_1 — U2 = (=1)" n >0

La cual sera demostrada mas adelante.
Asi como Cassini muchas personas se interesaron por estos nimeros, entre ellos Lucas
quien creo una serie semejante y también aquellos que vieron en estos niimeros una apli-

cacion en el arte como Leonardo Da Vinei.



CAPITULO 2

PROPIEDADES ELEMENTALES DE
LOS NUMEROS DE FIBONACCI

Como se presento en el capitulo anterior los nimeros de Fibonacci estan definidos recur-

sivamente por:

Un+2:Un+1+Un n:(), ]., 2, 3,
Los primeros términos de esta sucesion son:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ...

Estos niimeros han sido observados y estudiados por numerosas personas, algunas de ellas
aficionados o curiosos de la aritmética.
En la siguiente seccién presentamos algunas de las propiedades mas importantes de esta

sucesion agrupadas por rasgos comunes no tan evidentes.
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2.1. Propiedades de sumas de nimeros de Fibonacci

Los nuimeros de Fibonacci presentan propiedades con sumas, algunas de las cuales se
demostraran por induccién 6 aplicando otras propiedades de la aritmética o el algebra.
También se dejaran otras que se pueden demostrar en forma similar para que el lector las

realice dandole algunas sugerencias para su demostracion.

Proposicion 2.1. Suma de los primeros n numeros de Fibonacci

Ui+ Uzt +U, =) Up=Upr—1

k=1

Dada la relacion de recurrencia
Un+2 = Un + Un+1

tenemos que

Uy =Us— Uy,
U2:U4_U37
U3:U5_U47

Un—l - Un-‘rl - Un7

U, = Unq2 — Upyqq y por lo tanto
Y Uk =Un2 = Us
k=0

Como U, = 1 tenemos que
> Uk =Uppz— L.
k=1

Usando induccién puede hacerse otra prueba. Esta se deja como ejercicio para el lector.

Proposicion 2.2. Suma de los cuadrados de los nimeros de Fibonacci.

Ub+Us+... 4+ U =Y U} =UpUpsi

k=1
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Demostracion.

a. Verificamos paran =1

Como U; =1y 12 =1-1 se tiene
1

YR =Ur=UU,=1.
k=1

b. Tenemos por hipétesis de induccién

> UR = UnUna (2.1)
k=1

entonces debemos demostrar que

n+1

Y Ui =UniiUnos
k=1

sumamos U2, | a cada lado de igualdad 2.1

ZUlf + U1 = UplUnin + Up g

k=1
Factorizamos U,,;; al lado derecho de la igualdad y agregamos el término a la sumatoria
del lado izquierdo de la misma igualdad.

n+1

D UR = Unii(Un + Uns1) = Uns1Unsa.
k=1

Luego
n+1

> Ui = UniiUnso.
k=1
n

Esta propiedad se puede hallar aplicando el mismo procedimiento de la proposicion 2.1 o
mejor la propiedad telescopica de las sumas, bien conocida en el algebra elemental.

Propiedad telescopica

n
E QA — Qp—1 =— Q. — Qg.
k=1
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Proposicion 2.3.

U +Us+ ...+ U1 = ZUZk—l = Uyy.

k=1
Demostracion. tenemos Uy, = Us,_1 + Us,_o despejando Us, 1 = Uy, — U9

luego

Z Usp—1 = Z Uai, — Uz(kq) = Usp — Uy = Usp. Con Uy = 0.
k=1

Proposicion 2.4.
U3n+2 1
Up+Us+Us+ ...+ Usy = Zng :

Demostracion. Se demuestra por induccién:

a. Para n =1 se tiene

1
Usysr — 1 Us—1
D U= 20— = Uy = —

2 2
Us —1
U3: 52
5—1 4
2:—:—:2
2 2

b. Tenemos por hipdtesis de induccién

n

Uspio — 1
k=1

entonces debemos demostrar

n+1

i U U3n+5 —1
3k 9

k=1

Partiendo de la hipotesis de induccién y sumando a ambos lados Us, 13 se tiene que

n+1

Us, 1 Usy, 14 2Us,
Zng_ 3+2 b Uspis = 3n+2 — 2+ 3n+3

_ Uspto + Uspys + Uspgz — 1
2
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_ Uspia +Uspys — 1 _ Uspys — 1
2 2 '

Luego
n+1

Uspis — 1
E ng:%.
k=1

[ |
Proposicién 2.5.
Uo+ Us+Us+ ...+ Ui =Y U =Us,y — 1
k=1
Demostracion.
a. Probaremos paran =1
1
> Use = Ufinya — 1
k=1
U =U;—1
3=22-1=3=4-1=3
b. Tenemos por hipdtesis de induccion
Z U4k = U22n+1 —1
k=1
debemos demostrar o
Z Usge = U22n+3 —1
k=1
En esta demostracion se utilizara induccion.
Uern = mflUn + UmUnJrl (22)

La cual se demostrard mas adelante.
Partiendo de la hipdtesis de induccion y sumando Uy,.4 a ambos lados se tiene

n+1

Z Uy, = U22n+1 — 1+ Usna

k=1
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Teniendo en cuenta que 4n +4 = (2n+3) 4 (2n+1) y aplicando la propiedad de suma

de subindices se llega a:
Unt3)+@n+1) = U2nUzniz + Uz 1Uzpgg

n+1

Z Us = Usp1Uspni1 — 1+ (U2nUzpts + Uspi1 Uy a)
k=1

= Uznt1Uzns1 + U2nUszni3 + Uznia [Uanys + Usnya) — 1

= Usn11U2n11 + Uoni1Usnyo + Uy 3Uspy1 + Uz Uzps — 1
= Usnt1(Uznt1 + Uzni2) + Uznya(Uani1 + Usn) —

= Uzn+1Uant3 + Uzny3Uspio — 1

= Uznt3(Uzns1 + Uznya) — 1

= Uapy3Uznis — 1

U2n+3

Luego
n+1

Z Usk = Upys —

Proposicién 2.6.

> Usir = UslUznia

k=1

Demostracion.

a. Se prueba paran = 1. Como Uy =1, U3 =2y 2 = 1 x 2 se verifica que Uz = UyUs
entonces

1
Z Usi—1 = UU3
=1

b. Tenemos por hipétesis de induccién la siguiente igualdad

> Usior = UsUzna

k=1
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Debemos demostrar que
n+1

> Usicr = UsnyaUsznys

i=1

Sumando Uy, 3 a ambos lados de la igualdad en la hipétesis de induccién

n+1

Z Ust—1 = UsnUspi1 + Uspys

k=1

usando la ecuacién (2.2) mencionada en la proposicién anterior
Uin+3 = Ugns1)+@nt2) = U2nUsnyo + Uz U2n + 3

se tiene entonces

n+1

Z Usi—1 = UsnUspt1 + Uz Uspio + Uy 1Uspis

k=1

= Usn(Uzns1 + Usnt2) + Uspy1Uzpnis
= Uz Uiz + Uzpt1Uzp11Uzp 13

= Usnt3(Uzn, + Uspi1) = Usny3Uzpi0

Luego
n+1

Z Usie—1 = Usp13Usp42

k=1

Las siguientes proposiciones se pueden demostrar de manera similar como se demostraron
las anteriores proposiciones, se daran sugerencias para que el lector tenga algunas ideas

para su demostracion.

Proposicion 2.7.

U2+U4+U6+-~-+U2n:ZUQk:U2n+1_1
k=1

Sugerencia. Esta propiedad se demuestra restando la ecuacion de la proposicion 2.3 de

la ecuacion de la proposicion 2.1.
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Proposicion 2.8.

n

U= U+ Us = Us+ ...+ (=)0 = (-1 = ~Upy + 1

k=1
Sugerencia. Para demostrar esta propiedad basta con restar término a término la ecua-
cion de la proposicién 2.4 con la ecuacion de la proposicién 2.3 obteniendo

2n+1
U= U+ Us = Us+ ...+ (=)0 = > (=)' U, = —Upyy + 1

k=1
Esta demostracion el lector la puede realizar en forma sencilla agregando un término més

de la sumatoria a ambos lados y haciendo un cambio de subindices.

Proposicién 2.9.

n
U?m
U1+U4+U7+-~+U3k—2:ZU%—Q:T
k=1
Sugerencia. Esta demostracién el lector la puede realizar en forma similar a como se

probo la proposicion 2.4.

2.2. Propiedades de productos de numeros de Fibonacci

Existen también propiedades con productos de numeros de Fibonacci, en la presente
seccion se demostraran algunas de ellas; se probara la ecuacion 2.1 que se menciono para

la demostracion de la proposicion 2.5 utilizando el segundo principio de induccién.
Proposicién 2.10. (Suma de subindices)

Unin =Up1U, + U Upy1, para mn>1 y m > 1.
Demostracion. La demostracion de esta formula se hace por induccion sobre m.

a. Param=1

Un+1 = UoUn + UlUn+1 Ccomo Ug =0
Un+1 - UlUn—H - Un+1-
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b. Suponemos cierto para m = k + 1 y todos los anteriores en particular para m = k

entonces se probara que también se cumple para m = k + 2.
Untk = Up1Un + UpUpt1 ¥ Ungirr = UpUp + Up1Up i
Se probara que
Untire = Up1 Uy, + U 2Up

Sumamos término a término las férmulas para m = k y para m = k + 1 término a

término y obtenemos
Unt + Unsir1 = (U1 Uy + UpUy) + (UpUpgr + Up41Uni1)
Untir2 = Un(Up—1 + U) + Up1 (Ug + Uga)

Uniire = UnUry1 + U 1Usqoa.

Proposicién 2.11. (La diferencia de los cuadrados de 2 nimeros de Fibonacci.)
Uan = Us-&-l - Ug—1
Se hace m = n en la propiedad anterior y se obtiene
Usp, = Up_1Up, + U, Up i1
factorizando se obtiene Uy, = U,,(U,_1 + Upy1) y como U, = U, 1 — U,_1 se reemplaza
Uzn = (Uns1 — Un-1)(Un-1 + Uni1)
Uan = U3+1 - qu-

Proposicion 2.12. Identidad de Cassini
Para todon € N,
Up1Upi1 — U2 = (—=1)"

Demostracion. a. Paran=1,como Uy =0,U; =1, Uy =1y —12=1
UgUs — U = (—1)! y como Uy = 0 = tenemos UylUs — U = (—1)!
—12=-1

—1=-1



Numeros de Fibonacci

16

b. Tenemos por hipdtesis de induccién
Up1Upy1 — U2 = (—=1)"

Se debe demostrar que

UnUntz — Ugﬂ = (-

Partiendo de la hipdtesis de induccién U, U1 — U2 = (—1)" y multiplicando por

(—1)' a ambos lados se tiene U? — U, U, = (—1)""! luego sumando U,U,,,

factorizando y usando la definicién de los nimeros de Fibonacci:

U2 —UpUpy1 + U Upyy — UpUppq = (—1)"
Upn(Up + Uni1) = U1 (Upy + U,) = (—1)"H
UnUnio — Upy1Uny1 = (— 1>n+1

UpUpio — Uz = (—1)"

Proposicion 2.13.

UrUs 4+ UsUs + ... + Uz Us,, = U2,

Demostracion.

a. Paran=1. Como U =1,U; =1y 1 x1=1%se tiene U;U, = U2

b. Si U1U2 + U2U3 + ..+ Ugn_lUgn = U22n entonces

U1Us + UyUs + ...+ Usp—1Uspy + Uz Uspi1 + U1 Uspyo =

2
U2n+2

sumando Us,Uspi1 + Uspi1Uspio a ambos lados de la igualdad en la hipotesis de in-

duccién.

Tenemos:

UiUy + ... + Usp1Uspy, 4+ Uz Uspy1 + Uy 1Uspyo = U22n + U2 Uspi1 + Uzpp1Uspio

= Usn(Uzn + Uzni1) + Uy 1Uspgo

= UsnUspt2 + Uzpi1Uspto
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= Ugpt2(Uzp + Uzpt1)
- U2n+2U2n+2

772
- U2n+2

Luego
UrUs + UsUs + ... + UspUspiy = U3,

Las siguientes proposiciones se dejan como ejercicio para el lector.

Proposicion 2.14.

U3n - U3+1 + Ug - Usfl
Sugerencia. Se reemplaza m = 2n en la propiedad 2.10.

Proposicion 2.15.

U2n71 = UnUn+1 - UnflUn72

Sugerencia. Utilizando la propiedad 2.10 y reemplazando U,, = U, ;1 —U,,_1 se podra de-

mostrar.
Proposicion 2.16.
UUy 4+ UsUs +UsUy + ... + U Ugpg = U22n+1 —1

Sugerencia. Su demostracion se puede realizar en forma similar a la demostracion de la

proposicion 2.14.

2.3. Formula de Binet

La formula de recurrencia es la formula mas conocida para hallar los nimeros de Fibonacci,
sin embargo para hallar un nimero de Fibonacci con un subindice muy grande usando la
formula de recurrencia es un procedimiento muy tedioso. Algunos matematicos buscaron

otras formas para hallar estos nimeros en forma directa, uno de ellos fue Binet quien
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demostré la siguiente formula por primera vez, la cual lleva su nombre.

Formula de Binet e\ JE\™
14++/5 _ (1=V5 n n
Un:<2>ﬁ<2>:a\;gﬂ. (23)

Aqui se demostrara utilizando valores y vectores propios. Otra demostracién se puede ver

en [3].

Demostracion. Teniendo la definicién U, o = Upyy + Ug vy la identidad Upyy = Ugiq

formaremos el sistema:

Ukyo = Upp1 + Uy

Ukt1 = U
Ugto B 11 Ukt1
Uky1 10 Uk
Definimos A y z; con k > 0 por:
11 U, 1
A= y T = s , k>0 x5=
10 Uy 0

Entonces el sistema se reduce a la ecuacion x, 1 = Axy y conocemos xg, tenemos entonces
que r1 = Axg
Ty = Az = A(Azo) = A%z reemplazando

I3 = Ai[)g = A(A233'0) = A3x0

1y = Az = A(AFLxg) = Ak

Diagonalizando A, se tiene A = SDS~! entonces z;, = SDS~txy, luego
A—1 -1

det(AI — A) = det
-1 A
1

) =A=—DA=(-D)(-1)=X-X1-1=0
Vb

1++5
9

Por lo tanto \; = y Ay =

2
Hallemos los valores propios:
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0

0o —1_

A1—A2

1
1 A1—A2

o
A1—A2

A1
A1—A2

1—+/5
2\/_ = /5, por lo tanto

T
(A-\DV =0conV=[""
)
entonces
11 )\1 0 T 0
1 0 0 )\1 T2 0
1-— /\1 1 T 0
1 —>\1 T 0
(1—)\1)x1—x2:0yx1—)\1x2:0
= 21 =T\ Slay =1
A1
— I = )\1 luego v =
1
. A1 Az
De manera similar para V, = por lo tanto .S = y S~ =
1 1 1
1 I —A 1 5
luego S~! == 2 v A — Ay = +\/__
A — Ay 1 N 2
g1 L L=
Vil o
U
reemplazando en LA xp = SDS la
Uk
k
U] 1 [M A A0 I =X ny 1
Uy vilt 1/ \o an) \=1 ) \o) V5

concluimos que

Ahora dado que

k+1
>\2

_/\15
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Entonces

V5 2
para k suficientemente grande. Esta aproximacion sugiere que si observamos la razon U[’}“ ,
k
obtenemos
{ 1+ \/3>]k+1
2
Ui, — 5 — _1+V5 o
Uk ~ |:(1+2\/5):| k - 2 ~ I
V5

esta razon % fue llamada por los griegos razén aurea 6 razén de oro.

2.4. Nuameros de Fibonacci y coeficientes binomiales

En esta seccién se presenta una relacion interesante entre los nimeros de Fibonacci y los

coeficientes binomiales. Para ello veamos el triangulo de Pascal.

no (o)

mo (o) ()

e (o) () G

s (o) () G 6
o) ) G G 0

es decir,

—*t’ll
/2
3
8
4 |
10 10 5
6 15 20 15

En la ultima seccion se observa que:
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Proposicion 2.17. La suma de los niumeros de las diagonales ascendentes del tridngulo

de Pascal son numeros de Fibonacci.

Demostracion. Las dos primeras son las diagonales de un solo ntimero el 1, es decir U; y
Us.

Para probar la afirmacién, basta con demostrar que la suma de todos los niimeros de la
(n—2) diagonal y la (n— 1) diagonal es igual a la suma de los niimeros que se encuentran

en su n-ésima diagonal, es decir
Un—2 + Un—l = Un

La (n — 2)-ésima diagonal consiste en:
()02
(”52) (”;3> (”;4) Y
Si las sumamos
(o)1)= OO0

y la (n — 1)-ésima es

()0
y
(+(3) -emtiocien ettt
el i ()
:n(n—l)...('ﬁ.—.z'ﬂ)'i+}+n—z
- (n—|—1)171.(721'—‘.1‘)1...(n—i+12)+1
1-2-. i@ +1)

_ n+1
i1
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Tenemos que si se reemplaza cada uno de los paréntesis de (1) y (2) se obtiene

(n61)+<n12>+<ng3>+...+1

Que es la suma de los niimeros que se encuentran en la n-ésima diagonal del tridngulo de

Pascal. [ ]

Luego la suma de todos los coeficientes binomiales que se encuentran arriba de la n-ésima
diagonal ascendente del triangulo de Pascal mas la suma de los coeficientes en la diagonal

es igual a U, 1 — 1 que es lo que ya se demostro.



CAPITULO 3

NUMEROS DE FIBONACCI Y
TEORIA ELEMENTAL DE NUMEROS

En este capitulo se utilizaran algunos conceptos de la teoria elemental de niimeros que se
recordaran brevemente en la secciéon en donde se utilicen, como son el algoritmo de Eu-
clides y algunas propiedades sobre los méaximos comunes divisores. También se utilizardn

algunas notaciones especiales:
1. a|b significa a divide a b.

2. El maximo comun divisor de a y b se escribe (a, b).

3.1. Maximo comun divisor de los numeros de Fibonacci

los nimeros de Fibonacci presentan algunas propiedades relacionadas con el maximo

comun divisor, algunas de las cuales serdan demostradas en esta seccion.

Teorema 3.1. Dos numeros de Fibonacci consecutivos son primos relativos.

(Un7 U?’H-l) =1
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Demostracion. Induccion sobre n
a. n=1 (U1, Uz) =(1,1) =1
b. Teniendo como hipétesis de induccién
(Upn,Upy1) =1
entonces se debe demostrar que

(Un+1a Un+2) =1

Sea d= (Ups1,Upi2) = d | Ups1 y d | Upio = Upiy + U,
= como d | Uy,
= d | (Un1 + Uy),
=y como d | Uy,

= d | U,,

entonces d es un divisor comun de U, y U,y por lo tanto d | (U,,Upy1) = 1, d > 0

== d=1
Teorema 3.2. (U,,U,43) =172
Demostracion. Induccion sobre n
a. n=1 (U, Uy) =(1,3) =1
b. Teniendo como hipétesis de induccién
(Up,Upyz) =1 6 2

entonces se debe demostrar

Un+17 Un+4) =162
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Sea d = (Ups1,Upya) entonces d | Upyg Ad | Uiy

como

Un+4 = Un+3 + Un+2
— Un+42 + Un+1 + Un+2

=2Up42 + Unta

entonces d | (2U12 + Upt1) v d | Upyq luego d | 2U,, 45 entonces d | 2 6 d | Uy 1o.

Caso 1. d | 2 entonces d = 1 o 2.

Caso 2. d | Upyo. Como d | U, 1, entonces d | (Upya,Unyr1) = 1 por lo tanto d = 1. Luego
(Up,Unyz) =16 2. [ ]

Teorema 3.3. St m divide a n entonces U,, divide a U,

Demostracion. Vamos a demostrar que Uy, |Upp,
Se realizard la induccién sobre n.

Sea k =mn
a. paran =1, U,|U, v U,, = Uy por lo que U,,|U.

b. Supongamos cierto para n.
Sea k; = mn entonces U,,|Upn = Uy, . Debemos demostrar para n + 1
k1 = mn sumando a ambos lados m se tiene k; + m = mn +m y sea k1 + m = ks
entonces ky = m(n + 1) y mlks.
Sea Uk, ym = Uy, —1Upm + Uk, Upni1. Luego por hip6tesis de induccion se tiene que U, |U,,
Y Un|Ug,, por lo tanto U, |Uy Uk, —1 ¥ Uy |Ug, Upns1- Entonces U, divide a una combi-

nacion lineal de estos dos que es exactamente Uy, 1., luego

Um|Uk1+m = Umn+tn — Um(n+1)

lo que demuestra que Um|Um(n+1)

Corolario. St n es compuesto y no igual a 4 entonces U, es compuesto.
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Demostracion. Como n es compuesto se puede escribir de la forma
n=nnydonde 1 <n; <n A l1<ng<nymng >20ng>2

Supongamos el primer caso que n; > 2 entonces en virtud del teorema que acabamos de
probar U, es divisible entre U, ademas 1 < U,, < U, lo cual significa que U,, = U,,U,,

por lo tanto U, es compuesto. |
Teorema 3.4. (Uy,,U,) = U,

Demostracion. Supongamos que m > n. Si el algoritmo de Euclides se aplica a m y n

m = nqgop+ 11 donde 0 <r; <n
n=1"T1q) + 7o donde 0 < 7ry <1y
1 = T2Qs + T3 donde 0 < r3 < 1y

Ti—o = Ti—1q—1 +1r; donde 0 <7y <1y
Ti—1 = Ttqt

como ya se sabe r; es el maximo comun divisor de m y n. Como m = ngqy + r1, se tiene
(U, Un) = (Ungotr1> Un)
aplicando la propiedad de la suma de indices de los niimeros de Fibonacci tenemos que:
(Ums Un) = (Ungo—+Ury + UngoUry 41, Un)
aplicando el Teorema 3.1 como U,,, es divisible entre U,, se tiene
(U, Un) = (Ungo—rUry, Uy)
Si m = nqop + r, entonces (Up,, U,,) = (U,, U,) reemplazando m se tiene
(Ungors Un) = (Un, Ur)
Sea W = (Upngptr, Un) vy V = (U,, U,) entonces:

a. Como V = (U,,U,), entonces V|U, y V|U, y teniendo Up,g+r = Ungy—1Ur + UnqoU,41
entonces V|U,, luego

V|UpgorUy v VU, (3.1)
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Entonces por el teorema 3.3 se tiene que V|U,,,, luego
V|UngoUr1 (3.2)

por lo tanto V' |Upg—1U; + UpngUr41 que es una combinacién lineal de (3.1) y (3.2), que
es precisamente U, g+, de lo que se deduce que V|Upgy+, y como también divide a U,

por lo tanto V|(Upggtr, Un) = W luego V|W.

b. W = (Ung+r, Un), entonces W|U,yo4r ¥ WU, como WU,y 4r = Unge—1Ur +UngUrs1 ¥
WU, entonces, por el teorema 3.3, W|U,, . Por lo tanto W|U,4, Uy +1 luego W|U,q-10, -

1¢" caso: Si W|U,g,—1, entonces, como w|U,,,, se tiene que w|(Uygo—1,Ung) = 1, luego
W =1 por lo tanto W|V.

2% caso: Si W|U,, como W |U,, entonces W|(U,,U,) =V, luego W|V .

Por lo tanto de a) y b) se tiene:

V=W,
(Un7 T) = (Unqurrl; UT1> - (UWU Un)
Siguiendo con el algoritmo de Euclides y de modo semejante se puede probar

(UmUm) = (UrzaUn)
(UrzaUn) = (UrsaUrz)

(U’ft717 Unfz) - (UTH UTt_l)'

Comparando todas estas ecuaciones , se obtiene
(Uﬂ"m Un) = (Urtv UTt—l)

y como 7, es un divisor de r;,_; entonces U,, , es divisible entre U,,, se concluye que

(U,,,U,,_,) = U,,. Finalmente, si se observa que r;, = (m,n), se llega al resultado deseado

(Uma Un) = U’r’t = U(m,n)
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3.2. Propiedades de divisibilidad de los nimeros de

Fibonacci

Se presentan algunos criterios de divisibilidad para los niimeros de Fibonacci.
1. Un numero de Fibonacci es par si y solo si su subindice es divisible entre 3.

a. <=) Si 3|m, entonces por el teorema 3.3, fs|f, y como f3 = 2, entonces 2|f,, por

lo tanto f,,, = 2k luego f,, es par.

b. =) Si f,, es par entonces f,, = 2k, luego 2|f,, y como f3 = 2, entonces f3|fn y
como el maximo entre f3 y fy, es fs, entonces del teorema 3.4 (f3, fr) = f3,m) = 3,

luego 3|m.
2. Un ntumero es divisible entre 3 si y solo si su indice es divisible entre 4.

a <) Si 4|m, entonces f4|fn, por el teorema 3.3, y como f; = 3, entonces 3|f,,

b =) Si 3|fm y fi = 3, entonces fi|fm ¥ (fas fm) = fram), por el teorema 3.4,
y sabiendo que el maximo entre fy y f,, es fy entonces f4m,m) = f4 por lo tanto

(4,m) = 4 luego 4|m.

El lector podra probar con facilidad otros criterios de divisibilidad semejantes. Como

por ejemplo:
3. Un numero de Fibonacci es divisible en 4 si y solo si su indice es divisible en 6.
4. Un numero de Fibonacci es divisible en 5 si y solo si su indice es divisible en 5.

5. Un numero de Fibonacci es divisible en 6 si y solo si su indice es divisible en 8.



CAPITULO 4

NUMEROS DE FIBONACCI,
FRACCIONES CONTINUAS,
SECCION AUREA Y NUMEROS DE
LUCAS

En este capitulo se estudia la relacion de los nimeros de Fibonacci relacionados con otros
nimeros (nimeros de Lucas) se tendrd en cuenta cualidades de los niimeros de Fibonacci,
como que la razén de oro sea el limite de la proporcién de dos nimeros de Fibonacci

. U,
consecutivos {}“ .

n

4.1. Fracciones continuas simples

Una fraccién continua es un numero de la forma

by
bs

a2+
as +

a4+...
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donde ningun a;, excepto el primero es cero. Si los b; son todos 1 y los a; enteros positivos
excepto el primero que puede ser cero, lo llamamos fraccién continua simple. También se

puede escribir asi:
f = (al,ag, .. )

Estas pueden ser finitas o infinitas. Si f es la fraccién continua (aq, as, . ..) llamamos a a;
su primer limite, (a1, as) su segundo limite, ..., (ay,as,...,ax) su k-ésimo limite, el cual
puede escribirse en la forma 1;’—: donde pr v g son primos entre si.

La fraccién continua mas simple, en cierto sentido, serd aquella aquella en que las a; son

iguales a 1 y sus convergentes sucesivos son

que son los reciprocos de los cocientes de los niimeros sucesivos de la sucesion de Fibonacci.

Entonces tenemos

1+
1+

1
1+

1+4...
ya que esta fracciéon continua tiene el mismo valor si empezamos con el segundo termino

que si empezamos con el primero tenemos.

1
r=1+—
x
Resolviendo
r—1=—
x
z(r—1)=1
P —2—-1=0
Aplicando la formula cuadratica tenemos
z = # — 1,618034

Se escoge el signo positivo ya que x es positiva.
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4.2. Seccidon aurea 6 razon de oro

La seccién aurea corresponde a la relacién ¢, que se halla de la siguiente forma:

Dado un segmento AB, se situa BF perpendicular a AB, medimos un segmento BD igual
a la mitad de AB y ubicado sobre BF y se une A con D. Con un compas, tomando como
centro D, se obtiene DE = DB. Después tomando como centro A, se traza el arco del

circulo CE, encontrando el punto C' que es el que separa los segmentos a y b.

El nombre de seccion durea se le atribuye a Leonardo Da Vinci que fue quien la utilizé en
sus obras. De esta relacion resulta un nimero irracional cuyo valor aproximado es 1,618
llamado nimero de oro y se denota con la letra griega ¢.

Este ntimero presenta unas caracteristicas que lo hacen tnico.

La siguiente serie es una progresion, cuya razon es ¢: cualquier término de la serie es igual
a la suma de los dos anteriores igual que con los nimeros de Fibonacci.

Los primero términos son:

1,¢, 0% 0% ..., ", ...
El cuadrado del nimero de oro es muy interesante ya que se halla sumandole la unidad a
0.
¢ =od+1 (4.1)

Si se supone desconocido el valor de ¢, podria ser hallado a partir de la igualdad anterior

¢’ =d+1
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Si se hace ¢ = x y resolvemos la ecuacion
P?—x—-1=0
al hallar las raices se tiene:

1+V6 1-
2

= 1,618 o Ty =

S

7 = 0,618

Si ¢ = ¢ + 1, las potencias sucesivas de ¢ son:
# =8 +0

P=0+1+0=20+1

=0 +¢"=(20+1)+o+1

¢* =¢' +¢* =5¢+3

#°=¢°+¢*=8p+5

¢n - Un¢ + Un—l

La cual es una combinacion de los numeros de Fibonacci con el numero de oro.

4.3. Numeros de Fibonacci y Nimeros de Lucas

Los nimeros de Lucas aparecieron del estudio de Lucas sobre los nimeros de Fibonacci,
se definen en forma analoga:

Ln+2 = Ln+1 + L,

con 4, =1y Ly =3, y algunas de las propiedades de los nimeros de Fibonacci también

se cumplen para estos nimeros. Los primeros términos son:

1,3,4,7,11,18,29, 47,76, ...

4.3.1. Suma de los nimeros de Lucas

Proposicion 4.1. Suma de los nimeros de Lucas

Li+Ly+...+Ly=) Li=L,»—3
k=1
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Demostracion. La demostracion se hard por induccién

a Paran=1

1
Z Ly=1Li42—3
k=1

Ly=Ls—3
1=4-3
1=1

b Tenemos por hipdtesis de induccion

Y Li=La—3
k=1

entonces debemos demostrar que

n+1

> Li=Lass—3
k=1

Sumando a cada lado de la igualdad de la hipétesis de induccién Ly, .

Tenemos:
> Li+ Ligi = Luya — 3+ L
n+1
Z Ly = (Lnyo+ Lypt1) =3 = Lpy3 — 3
k=1
Luego

n+1

Y Li=Luss—3
k=1

Proposicion 4.2.

L3, 3
L3+ Le+ .. +L3k—ZL3k 3+2
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Demostracion. La demostracion se hard por induccién

a. Paran=1

11—-3
ZL3k—4—_— 5 =Ls—3=1L3yo—3=L3p2—3

luego
1

Z L3, = Lapi2 — 3

k=1
b. Tenemos por hipdtesis de induccién

n

Lspio—3

Entonces debemos demostrar que:
n+1

~ Lanys—3

Partiendo de la hipétesis de induccion y sumando a cada lado Ls, .3 se tiene

n+1
L3, 3
Z Ly = = +2 + Lsn+s

_ Lanyo =3+ 203043

2
_ Lsnio+ Lanis — 3+ 23543
B 2
_ Lanya+ Lanis—3
B 2
_ Lspys—3

2

Por lo tanto queda demostrado.

Proposicion 4.3. Suma de los n primeros numeros de Lucas con subindices pares

L2+l4+-~+L2k:ZL2k2L3n+1_1
k=1

Demostracion. La demostracion se hara por induccién
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a Paran =1,

1
ZL%:3:4—1:L3—1

k=1
luego

1
 Lu=Ls— L
k=1

b Tenemos por hipdtesis de induccion

> Low = Lopir — 1
k=1

entonces debemos demostrar que

n+1

Z Loj, = Lopy3 — 1
=1

Sumando Ls, . a ambos lados de la igualdad de la hipotesis de induccion,

n+1

Z Loy = Lopt1 — 1+ Lopyo
k=1

= (Lopy1 + Lopt2) — 1

= L2n+3 —1

Por lo tanto
n+1

Z Loy = Lopiz — 1
k=1

4.3.2. Combinaciones entre nimeros de Fibonacci y Nimeros de

Lucas

Los niimeros de Lucas se pueden combinar con los niimeros de Fibonacci por su estrecha

relacién, creando algunas propiedades como las que veremos a continuacién.
Proposicion 4.4. L, =U, 1+ U,y

Demostracion. Para realizar esta demostracion se utilizara el segundo método de induc-

cion, es decir si se cumple para un n se cumple también para todas las anteriores.
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a Paran=1

Ly =Uy+ U,
1=0+1
1=1

b Si Ln - Un+1 + Un—l ; Ln+1 = Un + Un+2

Por la definicién de los ntimeros de Lucas se tiene que L,,; = L, + L,_1 y dado que

L,=U, 1+U,1y L, 1 =U,_2+ U, se tiene entonces que

Ln+1 = (Un—l +Un + 1) + (Un—2 + Un)
- (Un—l + Un—2) + (Un—i-l + Un)

== Un + Un+2
que era a donde se queria llegar. [ |

Proposicion 4.5. Identidad Fundamental

L2 — 502 = 4(—1)"
Demostracion. Basandonos en la propiedad anterior

L2 —5U% = 4(—=1)" = (Up_1 + Ups1)® — 5U2
=U? |+ U4 +2U, 41Uy — 55U
= U214 (Uno1 4+ Upn)? + 2Up 11U,y — BU;
=U2  + U, +U?+2U, U, 42U, U,_1 — 5U?2
=202 | +2U, (U, +2U, U,y — 4U?
=2U, 1(Up_1 + Uy) +2U, 11U,y — 4U2
= 2U, 1Upiy + 20U, 11U,y — 4U?
=4U, 11U, — 4U?
= 4(Up11Un1 = U)
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como anteriormente ya se demostro
UpiiUy 1 — U2 = (=1)"
entonces L2 — 5U2% = 4(—1)" que era lo que se queria demostrar.

Proposicién 4.6. Relacion sucesor

1
Un = B(Lnfl + Ln+1)

Demostracion. Reemplazando L, = U, _1 + U, se tiene

U, = % (Un—s + Up) + Uy + Up)]
- é(UH + 2Up + Uny2)
_ éWn—? + (Uns = Uny) + 20, + Upya)
= S (Unos + Ups = Upos + 20, 4 Unya)
_ %(Un — Uny 42U + Uniy + Uy)
= %(4Un —Up-1+ Upi1)
= é(élUn + Unt1 — Un-1)
_ %(4Un LU
1
= 3(5Un)

Luego é(Ln,l + Lp) =U,
Proposicion 4.7. Formula de adicion
1
Demostracion. Partiendo de la identidad de la suma en los nimeros de Fibonacci
Um+n = UmUn—H + Um—lUn

reemplazando U, = %(Un + L,) queda

1 1
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= —[Un(Uy + L) + Up(Up—2 + Ly )]

NSRS NN

reemplazando L,, s = L,, — L,,_1 en la anterior igualdad,

Unn = % Un Uy, + U Ly + UpUpy—2 + Uy (L, — Lip—1))]
Unin = % UnUn + ULy + UpUpy—o + Up Ly, — Uy Ly 4]
Dado que L,,_ 1 =U,,_o+ U,
Untn = % UnUp + Up Ly, + UpUpy—s + Uy Uy, — UpUpy—g + U]

1

Cancelando los términos semejantes se tiene que

1

5 [Uan + Uan]
que era a donde se queria llegar. [ |
Proposicion 4.8.

n

> Lip-z = Usn

k=1
Demostracion. Se demuestra por induccion

a. Paran =1 .
Y Lu2=Ly=3=U,
k=1
luego

1
> Li2=1Us
k=1

b. Tenemos por hipdtesis de induccién

> Lio="U
k=1

Debemos demostrar que
n+1

Z Lag—2 = Uspys

k=1
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Sumando Ly,.2 a ambos lados de la igualdad de la hipétesis de induccion

n+1

Z Lyg—9 = Usp, + Luap42

k=1

y reemplazando Ly,.o = Uspi1 + Usny143 en la anterior igualdad

n+1
Z Lyp—2 = Uspy + Usng1 + Usnyz = Uspyo + Uspys = Ugypa.
=1
Luego
n+1
> Liko=Uinta
=1



Otros Resultados con base en los nimeros de Fibonacci

40

Los niimeros de Fibonacci presentan una estrecha relacion con la naturaleza, también tiene
muchas propiedades interesantes que nos muestran como se comportan estos nimeros
dadas algunas combinaciones entre ellos.

La razon de dos numeros de Fibonacci consecutivos, convergen a un numero especial
llamado nimero de oro o razoén aurea, la cual se utiliza en importantes obras de arte de
Leonardo Da Vinci, ya que se probd que al ser utilizado este nimero en obras de arte
mostraban ser mas agradables al ser humano. Es por eso que este trabajo mostré un
estudio de estos niimeros que no son tan escuchados, pero que sin embargo son utilizados

en la biologia, el arte, entre otras.
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