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RESUMEN

TITULO: Pilas de Arenay Grafos de Ramanujan”
AUTOR: Sterling Castafieda Jaimes .

Palabras claves: Modelo abeliano de pilas de arena, grafos de Ramanujan, auto-organizacion
critica, complejidad computacional.

DESCRIPCION:

El Modelo Abeliano de Pila de Arena y los Grafos de Ramanujan son los protagonistas de esta
historia. EI Modelo de Pila de Arena o modelo BTW, (introducido por los fisicos Per Bak, Chao
Tang y Kurt Wiesenfeld en 1988), es un sistema dinamico disipativo discreto definido sobre un
grafo en el que hay intercambio de informacion entre los vértices del grafo. Decimos que un grafo
G es oOptimo para el Modelo de Pila de Arena si y sélo si la dinamica del modelo se estabiliza
rapidamente.

En este trabajo se estudia el comportamiento asintético del Modelo Abeliano de Pilas de Arena
sobre grafos de alta conectividad. Centramos nuestra atencion en grafos de Ramanujan.

Nosotros conjeturabamos que el proceso de estabilizacion es veloz (eficiente) sobre clases de
grafos de Ramanujan, esto es: conjeturdbamos que sobre esta clase de grafos las avalanchas eran
mucho mé&s cortas. La mejor cota superior para la longitud de avalanchas criticas sobre grafos
generales es la cota de Tardos, la cual estipula que las avalanchas tienen una longitud acotada por
O(n3), donde n es el nimero de vértices del grafo, siendo esta cota 6ptima. Nosotros probamos
que sobre grafos de Ramanuijan, las avalanchas criticas tienen una longitud acotada por O(n*®).

i*Trabajo de Grado.
Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Prof. Dr. Juan Andrés Montoya Arguello.
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ABSTRACT

TITLE: The Abeliam Sandpile Model and Ramanujan Graphs.”
Author: Sterling Castafieda Jaimes.”
Keywords: The Abeliam Sandpile Model, Ramanujan graphs, computational complexity, Self-

organized critically.

DESCRIPTION:

The Model abelian sandpile and Ramanujan Graphs are the protagonists of this story. The sandpile
model or model BTW, (introduced by physicists Per Bak, Chao Tang and Kurt Wiesenfeld in 1988),
is a discrete dissipative dynamical system defined on a graph in which information is exchanged
between the vertices of the graph. We say that a graph G is optimal for the sandpile model if and
only if the dynamics of the model stabilizes quickly.

In this work we study the behavior of The Abeliam Sandpile Model on graphs of high connectivity,
we focus our research on Ramanujan graphs.

We conjectured that the avalanche process is optimal on Ramanujan graphs, that is: we
conjectured that the avalanches that can take place on Ramanujan graphs are short. For general
graphs the best upper bound is Tardos' bound which states that the lenght of the avalanches
triggered by the addition of two-critical configurations is O(n3) and this bound is tight. We prove that
on Ramanujan graphs critical avalanches are very much shorter, their lenght is O(n*®).

* Paper Work
* Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Prof.Dr. Juan Andrés Montoya Arglello.
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Capitulo 1

Introduccion

El Modelo Abeliano de Pila de Arena y los Grafos de Ramanujan son los protago-
nistas de esta historia. El Modelo de Pila de Arena o modelo BT'W, (introducido por
los fisicos Per Bak, Chao Tang y Kurt Wiesenfeld en 1988), es un sistema dindmico
disipativo discreto definido sobre un grafo en el que hay intercambio de informacién
entre los vértices del grafo. Decimos que un grafo GG es 6ptimo para el Modelo de Pila
de Arena si y sélo si la dindmica del modelo se estabiliza rdpidamente. La mejor cota
superior conocida para calcular la velocidad de convergencia de estas dindmicas, en

grafos generales, es la cota de G. Tardos [11]:

L(f) < V(&£ d(G),

(donde L(f) denota la longitud de la avalancha generada por la configuracién
f v d(G) denota el didmetro del grafo). El objetivo de nuestro trabajo consiste en
establacer una mejor cota superior para la longitud de las avalanchas en una clase
particular de grafos: los Grafos de Ramanujan, introducidos por A. Lubotzky, R.
Phillips y P. Sarnak en 1988. Estos grafos se definen en términos de los autovalores
de la matriz de adyacencia del grafo. Podria pensarse que estos grafos son paraddjicos,
pues sus vértices estdn altamente conectados y, sin embargo, poseen un niimero escaso

de aristas. En diseno de redes, los Grafos de Ramanujan son redes 6ptimas para la
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transmision de la informacién (ezpander graphs).

El resultado principal de nuestro trabajo es probar el siguiente teorema:
Sea (Gn)n21 una secuencia de grafos de Ramanujan k-regulares, dadon > 1y

dadas f,g € K (G,) se tiene que:

If + gl vm
L(f+g)§k_2( o1

donde || f 4 ¢|| es el nimero de granos de arena al inicio de la avalancha y m es

el tamafio del grafo, es decir, m = |V (G,,)|.

Este resultado, junto con el hecho de que los Grafos de Ramanjuan poseen

didmetro logaritmico, son demostrados en el capitulo 5, capitulo final de la tesis.

Conviene iniciar con algunas palabras acerca de los grafos en general. La teoria
de grafos, que se remonta al conocido problema de los “siete puentes de Konisberg”
resuelto por Euler, ha tenido gran desarrollo desde la segunda mitad siglo XX debido

a sus aplicaciones en las ciencias de la computacion.

Los grafos son los primeros objetos de estudio de la Matemdtica Discreta. Son
modelos matematicos de diferentes situaciones reales. En Ciencias Naturales y Hu-
manas ellos modelan relaciones entre muchas especies, sociedades, companias, etc.
En ciencias de la computacion ellos representan redes de comunicacién, estructuras
de datos; asi mismo, un algoritmo puede representarse mediante un grafo al que se
llama “diagrama de flujo del algoritmo”. En Fisica Estadistica, los grafos pueden
representar conexiones locales entre las partes que interactian en un sistema, asf
como las dindmicas de los procesos fisicos en estos sistemas. En matematicas, los

Grafos de Cayley son de vital importancia en Teorfa de Grupos.

El estudio de las propiedades estructurales de los grafos, usando la informacion
codificada en su matriz de adyacencia y en particular en los valores propios de estas
matrices, es la llamada Teoria FEspectral de Grafos, de la cual introduciremos algunos

conceptos y resultados necesarios para nuestro trabajo en el capitulo 1.
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Existe una clase bien particular de grafos a los que llamamos Grafos de Ramanu-
jan. Formalmente un grafo de Ramanujan es un grafo G, k-regular, finito y conexo
tal que para todo autovalor no trivial 4 de G, se tiene que |u| <2k —1. En el
capitulo 2 introducimos la constante de expansion de un grafo GG, denotada por el
simbolo h(G), y los principales resultados que relacionan dicha constante y el es-
pectro de autovalores del grafo, que son los que motivan y dan sentido a nuestra

definicién de Grafos de Ramanujan.

En el capitulo 3 se introducen las definiciones bésicas y algunos de los hechos més
importantes del Modelo Abeliano de Pila de Arena (ASM), introducido por el fisico
Indd D. Dhar en 1990 [8]. El Modelo Abeliano de Pila de Arena comienza con un
grafo que tiene un nimero finito de vértices y aristas y luego se colocan granos de
arena en cada vértice. Si existe un nimero suficiente de granos de arena en un vértice,
el vértice dispara (fires) o se derrumba (topples), enviando un grano de arena a través
de cada una de sus aristas hacia sus vértices vecinos; estos vértices a su vez pueden
alcanzar un nimero suficiente de granos de arena para disparar, y asf sucesivamente,
creando una avalancha. Se designa un vértice sumidero, que es un vertice que sélo
absorbe granos de arena. Como el grafo es conexo, para cada vértice en el grafo
existe un camino que lo comunica con el vértice sumidero, cualquier configuracién de
granos de arena dispuesta sobre el grafo serd, después de una secuencia de disparos,

eventualmente estabilizada. Este estado es independiente del orden de los disparos.

En el capitulo 4 se establecen cotas inferiores y superiores en la longitud de las
avalanchas que tienen lugar en diferentes clases de grafos de arena. Nuestra atencién
se concentra en un cierto tipo de avalanchas denominadas avalanchas criticas y en
familias de grafos de grado acotado. Los resultados referentes a la estadistica de las

avalanchas criticas tridimensionales son tomadas de la referencia [10].
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Capitulo 2

Teoria Espectral de Grafos: Una

invitacion

La teoria espectral de grafos [1] es el estudio de las propiedades estructurales
de los grafos usando la informacién codificada en su matriz de adyacencia, y en
particular en los valores propios de estas matrices. La matriz de adyacencia de un
grafo determina completamente el grafo, y sus propiedades espectrales se relacionan
con propiedades del grafo. Por ejemplo, si el grafo G es k-regular entonces para
cualquier autovalor A de G se tiene que |A\| < k. Intentamos en este capitulo resaltar
algunos resultados y definiciones de la teorfa espectral de grafos que serdn necesarios

en nuestra investigacion.

2.1. Definiciones basicas y notacion.

Un grafo es un par G = (V, E) de subconjuntos tales que E C [V]z; esto es, los
elementos de E son subconjuntos de V' de dos elementos. Los elementos de V' son los

vértices del grafo GG, los elementos de E son sus aristas.
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2.1.1. El espectro de un grafo.

Comenzamos por definir una matriz que jugard un papel importante en este
trabajo. Suponga que G es un grafo cuyo conjunto de vértices V' es el conjunto
{v1,vg,...,v,} y considere E como un conjunto de parejas no ordenadas de elementos

en V. Si {v;,v;} estd en E, entonces decimos que v; y v; son vértices adyacentes.

Definicién 2.1 La matriz de adyacencia de G que denotamos con el simbolo A(G),

es la matriz A(G) = [ai;]i j<n definida por

1 siv; yv; son adyacentes,
CL,L']' =
0 en otro caso.

Consideramos la matriz A sobre el campo de los complejos. Desde luego, se sigue
directamente de la definicion que A es una matriz simétrica real, y que la traza
de A es cero (no se permiten bucles). Puesto que las filas y las columnas de A,
estdn determinadas por la marcacién arbitraria que se fija sobre el conjunto V', es
claro entonces que nos interesan primeramente aquellas propiedades de la matriz de
adyacencia de G que sean invariantes bajo permutaciones de filas y columnas de
A. Entre tales propiedades esté el espectro de la matriz de adyacencia del grafo G.
Supéngase que A es un autovalor de A. Entonces, puesto que A es real y simétrica se
sigue que \ es real, y la multiplicidad de A como una raiz de la ecuacién det (A —A) =

0 es igual a la dimensién del espacio de los autovectores correspondientes a .

Definicion 2.2 FEl espectro de un grafo G es el conjunto de nimeros que son auto-
valores de A(G) junto con sus multiplicidades. Si los distintos autovalores de A(Q)
S0M Aoy A1y ..y As—1 Y sus respectivas multiplicidades son m(Xg), m(A1), ..., m(As—1),

entonces escribimos

Ao A A

Spect(G) = mo) mA) ... m(A_1)

14



Por ejemplo, el grafo completo K, es el grafo con n vértices en el que cada par
de vértices distintos son adyacentes. Asi, el grafo K, tiene por matriz de adyacencia

la matriz:

_ = = O
_ = O
—_ O =
S = =

y un cdculo facil muestra que el espectro de K es:

o lo que es equivalente (3, —1,—1,—1) . Usualmente nos referiremos a los auto-
valores de A como los autovalores de G. También el polinomio caracteristico P(\) =

det(AI — A) serd referido como el polinomio caracteristico de G.

2.1.2. Caminos de longitud fija.

Un camino de longitud ¢ en G, que va del vértice v; al vértice v;, es una secuencia

finita de vértices de G.

Uy = Wo, W1, ..., Wy = Uj

tal que w;_1 y w; son adyacentes para 1 <t < /. Considere el siguiente resultado
2]

Lema 2.1 Sea G un grafo, sea V(G) = {v1,va,...,v,} el conjunto de vértices y sea
(0)

A(G) = laij] la matriz de adyacencia. Entonces, la entrada a;;’ en la fila i y columna
j de A* es el niumero de caminos distintos de longitud ¢ que van del vértice v; al

vértice v;.
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Prueba. Procedemos por induccién. Comenzamos con A = A!. Cada entrada
ajj = al(-Jl-) de Aoes1oes0,segun si {v;,v;} es 0 no es una arista de G. Por tanto
ag) da el nimero de caminos de v; a v; de longitud 1 en GG. Asumimos para un entero
positivo L, que el nimero de caminos de v; a v; de longitud L en G estd dado por

(L) (L+1)

a;;”. De acuerdo con la definicién de multiplicacién de matrices, la entrada a;;

ij en

ALF1 es el producto de la fila i de A” y la columna j de A, es decir,
az(jLH) - Z ot ay = af ay; + alyas; + .+ afay

t=1
Por otro lado, todo camino W de v; a v; de longitud L + 1 es el resultado de
concatenar un camino W’ de v; a v; de longitud L, para algun v; adyacente a v;, con
la arista {v;,v;}. Por la hipétesis de induccién, el ndmero de caminos de v; a v, de

longitud L es az(f ), mientras que v; es adyacente a v; si y solo si a;; = 1. Se tienen

(L+1)

entonces que a;; " es igual al nimero de caminos de v; a v; de longitud L+ 1 en G.

Definicién 2.3 Se dice que un grafo es conexo si cada par de vértices estd unido por
un camino. El nimero de aristas recorridas en el camino mds corto que une a v; con
vj se llama la distancia en G entre v; y v; y se denota por d(v;,v;). El mdzimo valor

de la funcion distancia en un grafo conexro G se llama el didmetro de G denotado

como d(G).

2.1.3. Algebra de Adyacencia de un Grafo

Supongamos que A es la matriz de adyacencia de un grafo G. Podemos pensar
en A como en una variable y podemos considerar el dlgebra de polinomios C [A], que
es el dlgebra de polinomios en la variable A con coeficientes complejos. Esta dlgebra
tiene dimensién finita como un espacio vectorial complejo: en efecto, el Teorema
de Cayley-Hamilton afirma que A es raiz de su polinomio caracteristico por lo que
dim (C[4]) < n, siendo n el nimero de vértices en G. Al dlgebra C [A] la llamaremos

algebra de adyacencia de G y la denotaremos con el simbolo A (G)
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Proposicién 2.1 Sea G un grafo conexo de didgmetro d y sea A(G) su dlgebra de

adyacencia. Entonces la dimension de A(G) es al menos d + 1.

Prueba. Sea i < d, existen vértices x;,y; tal que el camino més corto conectando
los vértices x; y y; tiene longitud ¢, porque para que haya un camio de longitud d
es necesario un camino de longitud d — 1 y asf sucesivamente. Esto implica que la
entrada x;y; de la matriz A (G)l es diferente de cero, mientras que para todo k 5 i
la entrada z;y; de la matriz A (G)k es igual a cero. Se sigue entonces que para todo
i < d la matriz A(G)" es linealmente independiente del conjunto {I, A, ..., A""1},
y que en consecuencia {[ A, ...,Ad} es un conjunto linealmente independiente en
A(G). Puesto que este conjunto tiene d + 1 elementos, la proposicién estd probada.
[ |

Existe una relacién cercana entre el dlgebra de adyacencia y el espectro de G.
Si la matriz de adyacencia tiene s autovalores distintos, entonces, dado que es una
matriz real y simétrica, su polinomio minimo (el polinomio ménico de menor grado
que lo anula) tiene grado s. Por lo tanto, la dimensién del dlgebra de adyacencia es
igual a s. De esta manera se tiene la siguiente cota para el nimero de autovalores

diferentes.

Corolario 2.1 Un grafo conexo con didmetro d tiene al menos d + 1 autovalores

distintos.

2.1.4. Grafos k-regulares.

Se dice que un grafo es regular de grado k (o k-regular) si cada uno de sus vértices

tiene grado k.
Proposicion 2.2 Si G es un grafo k-reqular, se tiene lo siguiente:

1. k es un autovalor de G.
2. Si G es conexo, entonces la multiplicidad de k es 1.

3. Para cualquier v autovalor de G se tiene que |u| < k.

17



Prueba. 1. Sea U = [1,1,...,1]"; entonces si A es la matriz de adyacencia de G
tenemos que AU = kU, puesto que hay k£ unos en cada fila de A. Por lo tanto k es
un autovalor de G.

2. Sea X = [x1, X2, ..., x,]" un vector no nulo tal que Ax = kz y sea j < n tal que
para todo i < n se tiene que |z;| < |z;|. Luego al multiplicar la fila j de A por el

vector X se tiene que

in = kxj
J

donde Zx, denota la sumatoria de aquellos %k vértices v; adyacentes a v;. Por la

propiedaid extremal de x;, se sigue que z; = x; para todos estos vértices adyacentes.
Si G es conexo podemos proceder sucesivamente de esta manera: si tomamos una
nueva entrada r < n de X tal que |z;| < |z,| para todo i < n, excepto las entradas
de X iguales a z;, existen k vértices adyacentes con v, tales que z; = z,. Por tltimo,
la entrada de X con menor valor absoluto tiene igualmente k£ vértices vecinos con
sus correpondientes entradas iugales. Puesto que el grafo es conexo, existe un camino
desde este iltimo vértice hasta el vértice v;, mostrando que todas las entradas de X
son iguales. Asi X es un multiplo de U, y el espacio de autovalores asociado con el
autovalor £ tiene dimensién 1.

3. Supongamos que AY = AY, Y # 0y sea y; una entrada de Y cuyo valor

absoluto es maximo. El mismo argumento presentado en 2, nos permite probar que:
> v = y;.
J

Tenemos entonces que:

Al y;] =

S
J

<yl < kly;l
J

Ast cancelando |y;|, se obtiene que |A\| < k, como se requeria. m

Teorema 2.1 Sea G = (V| E), con V el conjunto de vértices y E el conjunto de
aristas, un grafo finito, simple y sin bucles, con n vértices y autovalores ug > uy >

v > Up_1. Se tiene que:
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1. ZZOUZ—O
2. Yy uf =2|E|.

33, u = 6Xx numero de tridngulos en G.

Prueba. 1. Sea A la matriz de adyacencia de G y p(z) = det(A — zI) el polinomio
caracterfstico de A. La entrada (i,;) de A* cuenta los caminos de longitud & del
vértice i al vértice j y los autovalores de A* son u¥. La entrada (i,7) de A cuenta
los caminos de longitud k£ = 1 del vértice ¢ al mismo vértice ¢ que es cero puesto que
el grafo no tiene bucles. Ahora la matriz A es ortogonalmente diagonalizable, esto
es, existe una matriz P tal que D = P7'AP, donde D = diag (uq, ..., U,_1), luego
Tr(A) =Tr (D)= 3" u; = 0.

2. La entrada (i,7) de A% cuenta los caminos de longitud k& = 2 del vértice ¢
al mismo vértice i, esto es, las aristas que inciden en el vértice 7. La suma de los
elementos de la diagonal de A% dividido en dos ser4 el total del niimero de aristas del

2

2 2 2 _
grafo. Los autovalores de A% son uj, ...,u%_;. Luego 3 Sl

= |E|, y por tanto:
n—1

> ul=2|E|.

=0

Nota: Se divide en dos porque cada arista se cuenta dos veces.

3. La entrada (i,i) de A% cuenta los caminos de longitud k = 3 del vértice i
al mismo vértice i, esto es, el nimero de tridngulos con vértice v;. La suma de la
diagonal de A? dividido por 6 serd el nimero total de tridngulos del grafo. Los

3 3 3 .
autovalores de A° son ug, ..., u;,_;, luego:

-1
1 n
G Z u} = mimero de tridngulos en G,
=0
y por lo tanto:
n—1
Z u? = 6 x nimero de trigngulos en G.
=0
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Nota: Se divide en 6 porque cada tridngulo se cuenta seis veces (dos veces por cada

vértice del tridngulo). m
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Capitulo 3

Grafos de Ramanujan

Sea G = (V, F) un grafo. Sea F' C V. Definimos la frontera de F', denotada por
OF', como el conjunto de aristas con un extremo en F' y el otro extremo V — F. En

otras palabras, F es el conjunto de aristas que conectan a F' con V — F

Definicién 3.1 La constante isoperimétrica o constante de expansion del grafo G,
denotado por h(G), se define como

F
h(G):inf{%:FgV,O<|F|§%}

Definicién 3.2 Sea (G.,)m>1 una familia de grafos finitos, conexos y k-regulares,
con V| — 400 si m — +oo. Decimos que (Gp)m>1 es una familia de grafos

expansivos (expander graphs) si existe ¢ > 0 tal que
h(Gp,) > € para todo m > 1

Si vemos al grafo G como una red de transmisién de informacién (donde la in-
formacién almacenada en un vértice se propaga, digamos en una unidad de tiempo,
hacia sus vértices vecinos), entonces h(G) mide la “calidad” de G' como una red de
transmision de informacién: si h(G) es grande, la informacién se propaga répida-

mente. Para ilustrar esto consideremos dos ejemplos extremos.
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Ejemplo 3.1 El grafo completo K,,, es decir el grafo con m vértices en el que todo
vértice estd conectado a cualquier otro vértice distinto. Es claro que, si |F| = ¢,

entonces |0F| = {(m — {), ast que h(K,,) =m — [%] = 2.

Ejemplo 3.2 El ciclo C,, conn vértices. Si F' es la mitad del ciclo entonces |0F| = 2,
asi h(Cy) = é ~ 2: en particular |h(C,,)| — 0 cuando n — +oc0. (Un ciclo consta
de un numero de vértices conectados en una cadena cerrada. Un grafo ciclo con n
vértices se llama C,,. El nimero de vértices en C,, es iqual al nimero de aristas y

cada vértice tiene grado 2).

En estos ejemplos podemos apreciar que la alta conectividad del grafo comple-
to implica una constante de expansiéon grande que crece proporcionalmente con el
nimero de vértices. Por otra parte el grafo ciclico de baja conectividad tiene una
constante de expansién pequena que decrece hacia cero a medida que el nimero de
vértices aumenta.

El siguiente teorema establece una relacion entre la constante de expansién del

grafo h(G) y la diferencia espectral k — p, (spectral gap).

Teorema 3.1 (Desigualdad Isoperimétrica o de Cheeger-Buser para grafos)
Sea G = (V, E) un grafo finito, conexo, k-reqular, sin bucles. Sea uy el primer

autovalor no triwvial de G. Entonces

P < hG) < VIR ).

Prueba. Iniciamos con la desigualdad de la izquierda.
Dotamos el conjunto E de aristas con una orientacion elegida arbitrariamente, lo
que nos permite asociar, para cualquier arista e € F, su origen e~ y su extremo e*.
Esto permite definir el operador d : ¢*(V) — (*(E), donde, para f € (*(V) y
eeF,

Nota. Recuerde que para un grafo G = (V| F) se define:

Ez(V):{f:Ve(C:Z]f(v)|2<+oo}.

veV
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El espacio (?(E) es definido andlogamente. Claramente, si V es finito, digamos

|V'| = n, entonces toda funcién f: V — C estd en £2(V).

Dotamos a ¢*(V') con el producto escalar hermitiano:

(flg) =) flx)glx),

zeV

y al espacio ¢*(E) con el producto andlogo.
Podemos definir el operador adjunto (o transpueta conjugada) d*

(*(V'), como el operador que es caracterizado por:

(df | g)=(f|dg), Vf € ?(V),Vg e &(E).
Definimos la funcién § : V- x E — {—1,1,0} por:

1, siv=c¢e"
d(v,e) =4 —1, siv=e"

0, en otro caso.

Se puede ver facilmente que para e € E'y f € (*(V),
df(e) = _o(v.e)f(v);
entre tanto, parav € V' y g € *(E),

d*g(v) =Y 6(v,e)g(e).

: (2(B) —

Definimos entonces el operador combinatorio de Laplace A = d*d : (*(V) —

(*(V). Usando la matriz de adyacencia A del grafo G, es fécil comprobar que

A =k.Id— A.
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En particular, A no depende de la elecciéon de la orientaciéon. Para una base

ortonormal de funciones propias de A, el operador A toma la forma:

0 0 0
0 k-—
A — ' oy
0
0 0 k—p,

El autovalor 0 corresponde a las funciones constantes sobre V. Recordemos que
el vector (1, ..., 1)T estd asociado al valor propio k. Por lo tanto, si f es una funcién
sobre V' con ) ., f(v) = 0 (i.e., si f es ortogonal a las funciones constantes en

(%(V)), tenemos que

Idf (1 = (df | df)y = (AF | f) =D Af(x) Zk ;) @) flx) > (k— ) |1 FI12.
=0

zeV

Aplicamos lo anterior a una funcién f cuidadosamente escogida. Fijamos un sub-

conjunto F' de V' y definimos f como:

V—F|, siveF
—|F|, siveV —F

fv) =
Se tiene entonces que Y .\, f(v) =0y,
IF15 = [FIIV = FI* + |V = FI|F|> = |F| |V = F||V].

Por otra parte,

0, si e conecta dos vérticesen FFoen V — F
df (e) =

+|V], si e conecta un vértice en F' con un vértice en V — F' '
Por tanto, ||df||3 = |V|*.|0F|. Asi, de la desigualdad dada previamente:

VI*IOF| = (k — ) |F||V = F||V].
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Por lo que,

|OF| |V — F|
— = (k=)
|| YV
Si asumimos que |[F| < |2ﬂ, entonces @ > k_%; de la definicién de h(G), se
tiene que:
k =y
h(G
@ ="

Y hemos terminado con la prueba de la primera desigualdad. Ahora probamos la
segunda desigualdad, que es un poco mas complicada.

Fijamos una funcién no negativa f sobre V, y sea
By = |f(e") = fle7)?].
eck

Denotamos por B, > B,_1 > ... > By > By los valores de f, y para cada i en

{0,1,...,7} definimos un conjunto:

Note que Lo =V, (por lo tanto, dLg = ().

Primer Paso: Probamos que
By =Y |0L| (B} - BL,).
i=1

Para ver esto, denotamos por Ey el conjunto de arcos e € E, tales que f(et) #
fle).
Claramente By = 3 ..p [f(e")? — f(e7)?| . Ahora, un arco e € Ej conecta

algin vértice x con f(x) = B;() a algin vértice y con f(y) = Bj(). Supongamos que
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i(e) > j(e). Se tiene lo siguiente:

B = Y (Biy-B)

EEEf

_ 2 2 2 2 2 2
= Y (Bl = Bl + Bioor — - = Bl + Bl — Bl

EEEf
i(e)

- Z Z (B?_Bz?fl)-

e€EE; (=j(e)+1

Si queremos pensar geométricamente, podemos pensar que hemos partido al grafo
en curvas de nivel. Veamos que dado un arco e que conecta un vértice x, con f(z) =
Bi(e), a un vértice y con f (y) = Bij(e), este cruza toda curva de nivel B, entre estos
dos vértices.

En la expresién para By, esto corresponde a la expansién del término Bf(e) — B]?(e),
si incertamos un cero (con la diferencia —Bj + B?) por cada una de las curvas de
nivel B, atravezada por el arco e. Esto significa que, en la sumatoria previa para
By, el término Bf — B? | aparece en todo arco e que conectan algin vértice 2 con
f(z) = B; y i > { a algtn vértice y con f(y) = B; y j < {. En otras palabras, éste

aparece para cada e € dL, lo que establece:

By = Z |OL;] (BZQ - Bi{l) :

i=1

Segundo Paso:

By < V2k |ldf [ [If1l,

En efecto
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By = Y |feh)+ fle)].|feh) = fe)|

< [Z<f<e+>+f<e—>>2] -[Z(f@*)—f(e‘)f]
< [Zf + (e >2] ldfll

||df||2 V2k || I, lldf

-~ [z ey

zeV

Lo anterior se sigue de la desigualdad Cauchy-Schwarz y el siguiente hecho ele-
mental:

(a+b)* < 2(a® + 7).
Tercer Paso: Usaremos el término soporte de f para denotar el conjunto;

sopf ={z eV : f(z)#0}.

. : %
Si asumimos que |sop f| < ‘—2| Entonces,

By > h(G) || fl5-

Para ver esto, nétese que By = 0y que |L;| < ‘V‘ para ¢ = 1,...,r. De otro lado
|OL;| > h(G).|L;| por la definicién de h(G). Se sigue de la ecuacién obtenida en el
primer paso que:

By > hG).) |Li|. (B} - B,
= MG) [|Le| B + (|Ly—a| = |Le|) Bi_y + . + (|La| = | Lo|) BY]

r—1
= W(G) ||Ly| B} + ) |Li = Lina| B}
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Sin embargo, puesto que L; — L; 1 es el conjunto del nivel donde f toma el valor
Bj, el término en paréntesis es exactamente || f1|5.

Cuarto Paso: Ahora aplicamos esto a una funcién f cuidadosamente elegida. Sea
¢ una funcién propia de A de valores reales, asociada con el valor propio k& — pi;. Sea
V* el conjunto {x € V : g(x) > 0} y sea f = méx {g,0}. Reemplazando g por —g si
es necesario, podemos asumir |V 1| < |—‘2/| (Néte que [V*] # 0 porque Y ., g(z) =0
y g #0).

Para x € V', tenemos (puesto que g < 0en V — V7).

(Af) (@) = kf(z) =) Auy fly) =kglx) = > Auy 9(y)

yev yevt
< kg(r) =) Awy g(y) = (Ag) (x) = (k — py) g().

Usando esta estimacién puntual, obtenemos:

ldfl; = (Af1 )= (Af) (2)gx) < (k=) Y glx)?

zeV+ zeV+

< (k=) I£1l5-

Combinando el segundo y el tercer paso, obtenemos

WG IIF N5 < By < V2kldfll, 111, < v/2k (k= ) I£15

cancelando | f||3, se sigue el resultado h(G) < \/2k (k — 1,). m

La anterior desigualdad es conocida como la desigualdad Isoperimétrica o de
Cheeger-Buser para grafos y permite caracterizar el comportamiento espectral de las
familias de expanders graphs. El spectral gap determina la constante de expansién y

la constante de expansién determina el spectral gap.

Corolario 3.1 Sea (G.,)m>1 una familia de grafos finitos, conexos, k-requlares y sin
bucles, tal que |V,,,| — +00 cuando m — +oo. La familia (G,,)m>1 es una familia

de grafos expansivos si y solo si existe ¢ > 0 tal que k— 1 (G,,) > € para todom > 1.
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Esto es, una familia de grafos k-regulares es una familia de expanders si y sélo si
el gap espectral estd acotado inferiormente por un ¢ > 0.

De la desigualdad de Cheeger (teorema 3.1), se sigue que a mayor spectral gap
mayor es la expansividad del grafo. ;Pero que tan grande puede llegar a ser el
espectral gap? El siguiente resultado muestra que los p,(G,,) no pueden ser tan
pequenios como se desee y que, por tanto, el espectral gap k — u,(G,,) estd acotado

superiormente.

Teorema 3.2 (Alon - Boppana) Sea (Gp)m>1una familia de grafos conexos, k —

regulares, sin bucles, finitos con |V,,| — +o0o0 cuando m — +o00. FEntonces:

lim infu, (G,,) > 2vk—1.

m—-+o0

El lector interesado en la demostracién puede dirigirse a [3].
El siguiente resultado determina el comportamiento asintético de {p(G)m>1}
que es la secuencia formada por los autovalores m&ds pequenos no triviales de los

grafos en la secuencia (G, )m>1-

Observacion 3.1 ¢(G) denota la correa (girth) de un grafo conexo G, que se define
como la longitud del circuito mas corto en G. Diremos que g(G) = +00 si G no tiene

circuitos, esto es, si G es un drbol. [4]

Teorema 3.3 Sea (G)m>1 una familia de grafos finitos, conexos, k-regulares con

9(Gp) — +o0. Entonces:

limsup(p(Gin)) < —2Vk — 1.

m—-+00

El lector interesado en la demostracién puede dirigirse a [3].
Los teoremas 3.2 y 3.3 establecen las condiciones extremas del espectro en grafos
finitos, k-regulares y conexos, motivando asi la introduccién de nuestra principal

definicién, los grafos de Ramanujan.

Definicién 3.3 Un grafo k-reqular G, finito y conexo es un grafo de Ramanugjan [3],
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st para todo autovalor no trivial i de G, se tiene que:

lu) < 2vEk—1.

Grafo de Ramanujan de 10 vértices, 3 - regular, con
autovalores (3,1,1,1,1,1,-2,-2,-2,-2) conocido como
Grafo de Petersen.

Este grafo de Ramanujan tiene 80 vértices. Estd cerca del grafo planar de Ramanujan mas grande conocido de 84
vértices. Su correa es 5, 1a constante de expansion es % (como se indica en el circulo sombreado) y 4, ha sido calculada
por A. Gamburd como 2.81811... Puede ser construido por la contraccién de pentigonos en un dodecaedro [5].

Supongamos que (G,)m>1 es una familia de grafos de Ramanujan k-regulares sin

bucles, tales que |V,,,| — +oo0 cuando m — +oo. Entonces los G, logran el mayor
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spectral gap posible, suministrando una familia de exzpanders [5] que es éptima desde

el punto de vista espectral.
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Capitulo 4

El Modelo de Pilas de Arena

El Modelo de Pilas de Arena [6] es el modelo més simple de Autoorganizacion

Critica (Self-Organized Criticality) que admite un tratamiento analitico.

Autoorganizaciéon Critica, SOC (por sus siglas en inglés) es un concepto intro-
ducido por los fisicos Per Bak, Chao Tang y Kurt Wiesenfeld en 1988. SOC hace
referencia a la tendencia de algunos sistemas disipativos, cuyas dindmicas convergen
de manera espontdnea a estados criticos. En estos sistemas es posible identificar el

conjunto de estados criticos con el estado estacionario del sistema.

Cuando el sistema accede al estado estacionario (critico), la dindmica es inter-
mitente, con largos periodos de inactividad separados por estallidos bien definidos
de actividad o avalanchas. En un lenguaje més sencillo, grandes avalanchas ocurren
muy a menudo (no existe una disminucién exponencial del tamano de las avalanchas,
lo que daria lugar a una avalancha de tamano caracteristico) y existe una variedad

de leyes de potencia que caracterizan varias propiedades del sistema.

El modelo paradigma para este tipo de comportamiento es el Autémata Celular
Pilas de Arena, también conocido como el Modelo Bak-Thang-Wiesenfeld (Modelo
BTW).

En este capitulo se introducen las definiciones bésicas y algunos de los hechos

més importantes relativos al Modelo de Pilas de Arena [7].
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Definicién 4.1 Un grafo de Pila de Arena es un par (G,s), donde G es un grafo
conexo y s € V(Q).

Dado (G, s) un grafo de pila de arena, el vértice s serd llamado el sumidero. La
mayor de las veces diremos que G es un grafo de arena y que s es el sumidero de G.

En adelante, usaremos el simbolo G para referirnos al par (G, s).

El stmbolo V*(G) denotara el conjunto V(G) — {s}. Una configuracion sobre G

es una funcién g : V*(G) — N.

Dada una configuracién g sobre Gy dado un vértice v € V*(G), diremos que v es
g-estable siy solo si g(v) < deg(v) donde deg(v) es el nimero de aristas que conectan
a v con vértices de V(G), y diremos que ¢ es una configuracién estable si y sélo si

Yv € V*(G), tenemos que v es g-estable.

Definicién 4.2 Dado G un grafo de arena, el autémata de pila de arena sobre G es

el automata SP(G) definido por:

1. El conjunto de configuraciones de SP(QG) es el conjunto

{g : g es una configuracion sobre G} .

2. Dada una configuracion g de SP(G) y dado un vértice v, el estado de v bajo g
es igual a g(v).

3. Dada g una configuracion, el conjunto de transiciones posibles desde g estd dado
por la siguiente regla de transicion: Dado v € V*(G), si g(v) > deg(v), tenemos
entonces que g — g, es una transicion posible, donde g, es la configuracion

definida por:

g(v) — deg(v), siw =
go(w) := ¢ g(w) + 1, siv estd conectado con w

g(w), siv no es vecino de w.
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Toda transicién de SP(G) es llamada un disparo (firing) o desplome (toppling).
Asi, dada una configuracién g, la transiciéon ¢ — g, es un disparo, y si tal transicién
ocurre, diremos que el vértice v ha sido disparado (desplomado) o diremos que un

disparo ha ocurrido en v.

Definicién 4.3 Avalancha: Dado G un grafo de arena y dada g una configuracion
wmiactal, podemos elegir un vértice inestable, disparar y obtener una nueva configu-
racion. Notese que podemos elegir cualquier vértice inestable para producir un dis-
paro, en este sentido el automata de pila de arena no es deterministico. Una secuencia
de disparos g — g1 — 9o — ... — g, es llamada una avalancha de longitud n con
configuracion inicial g, y diremos que es una avalancha de g a g,. Si g, es estable

diremos que g, es una estabilizacion o relajacion de g.

Si fijamos una configuracién g sobre G, podemos considerar los siguientes tres
conjuntos: Aval(G;g), el conjunto de avalanchas cuya configuracién inicial es g,
Avaly (G, g) el conjunto de avalanchas Maximales con inicio en g (A es maximal
si y s6lo si A no puede ser extendida, i.e, A es maximal si y sélo si su configuracién

final es estable); St(G, g) el conjunto de estabilizaciones de g.

Ademis, dados G, g vy

A:g—>g1—>g2—>---gn71—>gn

una avalancha, el wvector tabla de A, que denotamos SC4, es igual a
(ty)vev+(c) donde, dado v € V*(G), la entrada t, es igual al nimero

de veces que el vértice v fue disparado durante la ocurrencia de A.

Teorema 4.1 (El teorema fundamental de las pilas de arena).

Sea G un grafo de pila de arena y sea g una configuracion, tenemos:

1. Cualquier avalancha con inicio en g es finita.

2. |St(G, g)| = 1.
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3. Dados A, B € Avaly (G, g) se tiene que SCy = SCp.

Prueba. ftem 1: Podemos probar algo més fuerte, podemos probar que dado G un
grafo de pila de arena y, dada f una configuracién sobre GG, la longitud de la avalan-
cha maximal desencadenada por f estd acotada superiormente por |V (G)| || f]| d(G),
donde d(G) denota el didmetro de G'y || f|| denota la cantidad ¢y () f(v). Usare-
mos el simbolo L( f) para denotar la longitud de la avalancha maximal desencadenada
por f (el item 3 implica que todas las avalanchas maximales ocasionadas por f tienen

la misma longitud). Luego se desea probar que:

L(f) < V(@] F] (&),

la cual es conocida como la Cota de Tardos [11].
Sea v un vértice y sea y sea t < L(f) un entero positivo, usamos el simbolo s(v, t)
para denotar el nimero de disparos ocurridos en el vértice v durante ¢ disparos.

Hecho: Dados v, w dos veértices y dado t < L(f), tenemos que

|s(v, t) — s(w, )| < [If]].

(Prueba del hecho). Sean v, w dos vértices tales que s(v,t) 5 s(w,t). Defin-
imos A como el conjunto {u: s(u,t) < s(v,t)} y definimos B como el conjunto
{u:s(v,t) < s(u,t)}. Observamos que en ¢ disparos todos los vértices de B han
sido disparados mas veces que todos los vértices de A.

También tenemos que el nimero de granos sobre A ha sido incrementado. El total

incrementado es igual a:

I= > (s(r,t) — s (u,t)).

u€A, reB:{u,r}eE(G)

Observamos que I < ||f]|, y esto implica que para todo u € A y para todo r € B,
la desigualdad s (u,t)—s (r,t) < || || se satisface. Esto es: tenemos que para cualquier

par z, y € V*(G) y para todo t < L(f) se satisface:

|s (2,8) — s (y, )] < [If]].
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Dado u € V*(G) usamos el simbolo d(u,s) para denotar la distancia de u al
sumidero. Tenemos que s no dispara. El hecho anterior implica que si d(v,s) = 1,
entonces v puede disparar méximo || f|| veces.

Podemos probar inductivamente que si d(v,s) = k, entonces v puede disparar
k|| f|| veces a lo sumo. Asi tenemos que todo vértice de G puede disparar méximo

d(G). || f]| veces. Por tanto tenemos que:

L(f) < V(@] F] d(G).

ftem 2: Dado G un grafo de pila de arena y dado v un vértice, definimos el
Operador de Topling de Primer Orden T, como sigue: dada f una configuraciéon
sobre G tenemos que T, (f) = f.

Note que la ecuacion T, (Ty, (f)) = T\ (T3, (f)) se tiene para todo u, vy f.

Sea C'(G) el digrafo infinito cuyos vértices es el conjunto de configuraciones de G

y cuya relacion de accesibilidad es la relacién dada por:
f—gsiysolosiFveV(G)(g="T,(f)).

Note que la avalancha maximal desencadenada por f corresponde al conjunto
de caminos maximales en C(G) con inicio en f. Ademds, nétese que C(G) tiene la
propiedad de confluencia, esto es: Dados f, g, h € V(C(G)) si f — gy [ — h,
existe t tal que ¢ — t y h — t. Tenemos que cualquier digrafo con la propiedad de
confluencia cumple la siguiente propiedad: cualquier par de caminos maximales con
inicio en el mismo nodo tienen el mismo vértice final [7]. De esta manera, tenemos que
cualquier par de avalanchas maximales con inicio en la misma configuracién tienen
la misma configuracién final.

Item 3: Dado G un grafo de pila de arena, supongamos que V(G) = {1, ...,n,n + 1}

y supongamos que n + 1 es el vértice sumidero de G, el laplaciano reducido de G es
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la matriz L(G) = [a]; ;,, definida por:
—deg(i),sii=j
ay =13 1sii#jy {i,j} € B(G)

0, otro caso.

Supongamos que g es una configuracién sobre GG, podemos pensar que g, como un
elemento de N". Si el vértice v dispara, obtenemos una nueva configuracién g,. Note
que g, = g + L,(G), donde L,(G) es la v-esima fila de L(G). De esta manera, para
cualquier configuracién g y para cualquier avalancha maximal A desencadenada por
g, vale la igualdad:

st(g) = g+ (L(G)) (5Ca),

donde st(g) denota la estabilizacién de g.
Llamamos a esta tltima la ecuacion de movimiento de la pila de arena. La
ecuacion tiene importantes consecuencias. Dada A una avalancha maximal desen-

cadenada por g, el vector SC'4 es una solucién del sistema:
st(g) — g = (L(G)) X. [Sist. 1]

El teorema de la matriz de Kirchhoff [10] dice que |det (L(G))| es igual al nimero
de drboles generadores de G. Note que esta cantidad es diferente de cero, puesto que
G es conexo y por lo tanto L(G) es no singular. Entonces, se tiene que, dados A y
B dos avalanchas maximales, SC4 y SCp son iguales a la tinica solucién del sistema

[Sist.1]. m

El anterior teorema dice muchas cosas acerca del autémata de pila de arena. El
item 1 dice que el autémata pila de arena no realiza computaciones infinitas. El item
2 dice que el autémata pila de arena es confluente, i.e el imput (la configuracién
inicial) determina un unico output (su estabilizacién). El item 3 dice que, aunque
existen varios caminos de computacién, el autémata pila de arena es fuertemente
deterministico; puesto que dado SP(G) un autémata de pilas de arena y dadas dos

computaciones de SP(G), en el input g, la segunda computacién es simplemente una
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permutacién de la primera, y como consecuencia estas dos computaciones tienen la

misma duracion.

Dado C(G) = NV (@ el conjunto de todas las configuraciones sobre G, y dado
St(@G), el conjunto de todas las configuraciones estables sobre G, podemos definir dos

funciones st : C(G) — St(G) y SCq : C(G) — C(G) de la manera siguiente:
1. stg(g) : = la estabilizacién de g.

2. SCq(g) : = SC4, donde A es un elemento de Avaly (G, g)

Note que, para cualquier grafo de Arena G, las funciones stz y SCq son com-
putables puesto que las avalanchas son siempre finitas. Dado g una config-
uracién de G, si uno quiere computar stg(g) o SCg(g), uno sélo tiene que

simular el cémputo del autémata SP(G) en el input g.

Teorema 4.2 Dado G un grafo de pila de arena y dados fi, fo y f3 tres configura-

ciones, tenemos que:

1. sta(fi+ fot f3) = sta(sta(fi + f2) + f3)
2. sta(f1+ f2) = sta(sta(f2) + sta(f1))

Prueba. Se sigue facilmente de la invarianza del vector tabla. m

Sea St (G) el conjunto de configuraciones estables y st la funcién stg : NV (@) —
St (G) que asocia a una configuracién arbitraria h una configuracién estable st (h).
Aplicar stg ala configuracién h serd referido como estabilizar h y st (h) serd llamada
la estabilizacién de h.

Podemos ahora definir una operacién binaria @ : St (G)* — St (G) de la manera
siguiente:

f@g:=sta(f+g).

Esto es: para calcular f @ ¢ simplemente sumamos las configuraciones f y g y

entonces aplicamos la funcién stq.

Se puede demostrar el siguiente lema:
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Lema 4.1 Dado un grafo de arena (G,s), la operacion & : St(G)> — St(G) es

modulativa, conmutativa y asociativa.

Prueba. @ es asociativa:

(fog)®h = stg(sta(f+g)+h)
= sta(f+g+h)
= st (f+sta(g+h))
= f@(gdh).

@ es conmutativa:

f@g=sta(f+g)=sta(g+f)=9Df

@ es modulativa: la configuraciéon nula g tal que g(v) = 0 (Vo € V*(G)) es un

médulo para 6.

f@g=sta(f+g)=sta(f)=r.

Corolario 4.1 La estructura M (G) = (St(G),®) es un monoide finito y conmu-

tativo.

Sabemos que dado M (G) = (St (G), @) un monoide finito y conmutativo, el par
(Ker (M (G)),®) es un grupo abeliano, donde Ker (M (G)) es igual a la interseccién
de todos los ideales no vacios de M (G) [7].

Dado G un grafo de arena, el simbolo K (G) denotard al grupo (Ker (M (GQ)), ®).
A este grupo lo llamaremos El Grupo Critico de G o El Grupo de Picard de G.

Definicién 4.4 Sea R (G) el grafo definido de la siguiente manera:

1. V(R(GQ)) = St (G)
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2. Dado f,g € St(G), f — g (g es accesible desde f) si y sélo si v € V*(G) tal

que stg (f + e,) = g, donde e, es la configuracion definida por:

1 STV =W
€y (w) = ]
0 en caso contrario.

Definicién 4.5 Una configuracion f € St (G) es recurrente, si y solo si, f como

vértice de R (G) es accesible desde cualquier otra configuracion.
Teorema 4.3 f € K (G) si y sdlo si f es recurrente.

Prueba. —) Sea f un elemento de K(G).
Dada g € St(G), el conjunto:

g T:={h € St(G) : h es accesible desde g} .

es un ideal, por tanto f € g T, pues K(G) C g 7. Luego f es accesible desde
cualquier otra configuracién pues g es arbitrario.

) Supongamos ahora que f es recurrente. Sea I un ideal del monoide (St(G), ®).
Dado g € I, existe h € St(G) tal que f = g @ h. Entonces f € I. Como [ era un
ideal arbitrario de (St(G), @), podemos concluir que f € K (G). m

Los elementos de K(G) serdn llamados configuraciones criticas (recurrentes), el
conjunto de configuraciones criticas codifica el comportamiento a largo plazo de la

dindmica del modelo de pila de arena sobre G.

Terminamos este capitulo con un teorema de Dhar que puede ser usado para

caracterizar (y reconocer) el conjunto de configuraciones criticas [8].

Teorema 4.4 Dado un grafo de pila de arena G y dado f una configuracion estable
sobre G, tenemos que f es critica si y solo si existe una configuracion g # 0 tal que

f@®g=f. Para ver la demostracion, consultar [8].
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Notacién 4.1 Dado G un grafo de pilas de arena, usaremos el simbolo 6(G) para

denotar el conjunto:
{we V(G) : {w,s} € E(G)}.

Adicionalmente usaremos el simbolo es(y para denotar la configuracion estable defini-

fa por:

es(c)(v) = nimero de aristas que conectan v con s.

Teorema 4.5 Dado f una configuracion estable sobre G y dado v € V(G)* tenemos
que:

SC'ereé(G)(v) <1

Prueba. Sea A una avalancha maximal desencadenada por f+es(). Podemos pensar
en A como una secuencia de vértices vi, ..., Ur(fte, @) tales que el vértice v; es el vértice
disparado en el instante ¢ durante la ocurrencia de A. Sea i < L(f + e5c)), usamos
el simbolo f® para denotar la configuracién obtenida después del i-ésimo disparo.
(Supongamos que hemos escogido una avalancha maximal desencadenada por f +
es(c)) probaremos, usando induccién sobre 7, que para cualquier ¢ < L(f + e5(c)), se

tienen los siguientes dos hechos:
1. Para cualquier j, k <14, si j # k entonces v; # vy.

2. Para todo j < 17, se tiene la desigualdad:
FO(v;) £ deg(v))-

Para (i = 1) solo tenemos que chequear el item 2.

Note que:
fP W) = f(v) + es)(v) — deg(v),

Y €5(c)(v) < deg(v).
Entonces, tenemos que f)(v) < f(v) < deg(v), puesto que f es estable.
(Hipdtesis de Induccion) Para toda j,k < i si j # k, entonces v; # vj. Ademds,
dado j < i, la desigualdad f@(v;) 5 deg(v;) se tiene.
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(Caso i+ 1) Sea j,k <i+1,sij,k <iyj#k entonces v; # v;. Supongamos

que k 5 j =i + 1 entonces:

FO Y (i) = f(visr) — deg(vigr) + Tiga,

donde T;; es igual al niimero de veces que han sido disparados los vecinos de v; .
La hipétesis de induccién implica que ningin vértice ha disparado mas de una vez
antes del instante i. Ademds todos los vecinos de v;,; han sido disparados méximo

una vez. Esto implica que T;1 < deg(v;11) y que:

FOD (i41) < f(vis1) — deg(vir) 5 O.

Ahora, escogemos ¢ < i+ 1. Se tiene que:

FED (vg) = f(vg) — deg(ve) + Erita,

donde Ey ;41 es igual al nimero de veces que los vecinos de v, han sido disparados
antes del disparo ¢ 4+ 1. Ya sabemos que todo vértice ha sido disparado maximo una

vez, también deg(vy) > Ey,;11 y esto implica que:

FED (vg) < f(ve) < deg(vy).

Teorema 4.6 (Teorema de Dhar). Sea G un grafo de pila de arena y sea f una

configuracion estable, tenemos que:
1. f es critica si y sélo si f @ esqy = f.
2. f es critica si y sélo si para cualquier v € V(G)* se tiene que SCies (v) =1.

3. f es critica si y sdlo si no existe A C V(G)* tal que para cualquier v € A
se tiene la desigualdad f(v) 5 degy(v), donde deg,(v) es igual al nimero de

arcos que conectan v con un vértice de A.
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Prueba. (ftem 1) Si f @ esy = f, tenemos que f es critica puesto que es() no
es nula (Teorema 28). Dado v € V(G)* definimos el operador Toppling de sequndo
orden G, como sigue: Dado f € K(G) se tiene que G,(f) = f @ e,. Note que dado
v,w € V(G)* se tiene la ecuacién G,G,, = GG, Definimos T = [,y @) Gaes®)
(donde GEY) 65 el operador G, aplicado deg(v)— veces) y H = [[,cy () Go"s
donde n, = deg(v) — e5c)(v).

Note que si 7' = H, implica que id = Hvev(G)*Ggeg(v)%“.
Esto es, [[,ev () GO — id. Observe que dado f € K(G) se tiene la igualdad:

H GZ&(G)(U) (f) _ f ® €s(G)-

veV(G)*

Esto es, se tiene que f =id(f) = f @ esq)-

(ftem 2) Si SCftese (v) = 1 para todo v € V(G)*, entonces dado v un vértice
de G, el vértice v recibe un grano de arena de cada uno de sus vecinos. Si v es un
vecino del sumidero, podemos pensar que en el instante cero, v recibe de s un niimero
de granos que es igual al nimero de aristas que conectan v con el sumidero, puesto
que al comienzo adicionamos la configuracién esz). También, todos los vértices de G
terminan con la misma cantidad de granos que ellos tenfan al comienzo del proceso
(Adicionar esc)y luego estabilizar). De esta manera, se tiene que f @ es) = [y
esto implica que f es critica puesto que es(e) no es nula.

Por otro lado, si f es critica, tenemos que f @ e5) = f, ademds sabemos que
para cualquier v que tiene la desigualdad SCyy.; ., (v) < 1.

Supongamos que existe v tal que SCfie; (v) = 0. Entonces existe v tal que
SCfiesey (V) = 0y SCies (w) = 1 para algtin vecino w de v. Esto implica que
(f ®es)) (v) Z f(v), pero esto es claramente una contradiccion.

(ftem 3) Supongamos que f no es critica, entonces el conjunto A definido por

A= {v 1 SCf s (V) = 0}

es no vacio. Supongamos que existe v € A tal que f(v) > degy(v). Tenemos

que deg(v) — deg,4(v) vecinos son disparados durante la estabilizacion de f + e5q).
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También cuando el proceso de relajacion llega a su fin, existen f(v)+deg(v)—deg,(v)
granos en v.

Es claro que

f(v) + deg(v) — deg4(v) = deg(v).

Entonces, tenemos que el vértice v llega a ser inestable, pero esto es imposible
puesto que después de la relajacién todo vétice v se hace estable. Ahora, supondremos

que existe A tal que para todo v € A se tiene la desigualdad

f(v) & degy(v)

Probaremos que para todo v € A se sigue que SCrye; (v) = 0. Sea v un vértice
en Ayseat < L(f+esq)) un entero positivo. Usamos induccién sobre ¢ para probar
que para todo t < L(f + es)) y para todo v € A, el vértice v no dispara después
del instante ¢ + 1.

(t = 0). El vértice v no puede ser disparado después de ¢ = 1, puesto que f(v) $
deg 4(v)

(¢ <'t). Suponemos el hecho verdadero para todo i < ¢.

(t+1). Sea B =v(G)* — A. La hipétesis de induccién implica que

) < f(v) + degp(v).
Entonces
FO(v) £ degy(v) + degp(v) = deg(v)

Esto es, tenemos que en el disparo ¢ el vértice v es estable, entonces no puede ser

disparado en el instante t + 1. m
Corolario 4.2 Si f es una configuracion critica, entonces, dados v,w dos vértices

tales que {v,w} € E(G) se tiene que f(v) #0 o f(w) # 0.

Prueba. Este hecho es consecuencia del tercer item del teorema anterior. Supong-
amos que existe v,w € v(G)* tal que {v,w} € E(G)y f(v) = f(w) = 0. Sea
A = {v,w}, tenemos que f(v), f(w) £ 1 =degy(v) =degy (w). m
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Podemos usar el item 2 como la base de un algoritmo de tiempo lineal (tiempo
real con respecto al tamano de GG) que reconoce el conjunto de las configuraciones
criticas, este algoritmo es llamado El Test de Incendios (The Burning Test o BT,
para abreviar) y trabaja como sigue:

Con input (G, f) (donde G es un grafo de pila de arena y f es una configuracién

estable sobre ), el algoritmo BT realiza el cdlculo descrito a continuacién:

1. BT simula el proceso de estabilizacién de f + e5)-

2. BT cuenta el nimero de veces que cada vértice fue disparado durante la esta-

bilizacion.

3. Si todos los vértices fueron disparados exactamente una vez B7 acepta f, en

caso contrario B7 rechaza.

Es importante senalar que podemos usar el Burning Test para probar que
existe una biyeccién entre el conjunto de configuraciones criticas sobre G y el
conjunto de drboles generadores de (G, esto es, podemos usar el Burning Test

y el Teorema de la matriz de Kirchhoff [13] para probar que la ecuacién
[K(G)| = |det(L(G))]. [7]

es valida para todo grafo de arena G, el simbolo L(G) denota al laplaciano re-

ducido de G.
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Capitulo 5

Estadistica de avalanchas criticas

En el capitulo anterior hemos enunciado y probado la cota de Tardos [11], la
cual afirma que la longitud de las avalanchas generadas por una configuracion f
sobre un grafo de arena G esta acotada superiormente por O (|| f| |V (G)|d(G)).
En este capitulo intentaremos establecer cotas inferiores y superiores en la longi-
tud de las avalanchas que pueden ocurrir sobre diferentes clases de grafos de arena.
Concentraremos nuestra atenciéon en un cierto tipo de avalanchas que llamaremos

Awalanchas Criticas y en clases de grafos de grado acotado.

5.1. Avalanchas criticas y clases de grado acotado

Empezemos observando que en la cota de Tardos ocurren dos tipos de parametros
de naturaleza radicalmente diferente: el pardmetro ||f|| que depende de la configu-
racion, y el pardmetro |V (G)*| d (G) que depende del grafo. Note que estos pardmet-
ros son independientes, un grafo pequeno puede soportar una configuracién de gran
peso, mientras que un grafo inmenso puede soportar una configuraciéon de peso pe-
queno. Haremos un intento por uniformizar estos parametros, para ello introducire-

mos la nocion de avalancha critica.

Definicién 5.1 Dado G un grafo de arena, una avalancha critica sobre G es una

avalancha generada por la suma de dos configuraciones criticas.

46



En adelante usaremos el simbolo n para denotar la cantidad |V (G)*| (siempre
que el contexto lo permita). Note que dadas f y ¢g dos configuraciones criticas se

tiene || f + g|| < 2n?

Definicién 5.2 Dada C una clase de grafos de arena, diremos que C es una clase
de grado acotado si y solo si existe ke € N tal que para todo G € C y para todo
v €V (GQ)" se tiene que gradg (v) < ke.

Note que si C es una clase de grado acotado, G € Cy f, g son dos configuraciones
criticas sobre G se tiene que ||f + g|| € O (n).

En lo que queda de este trabajo, estudiaremos cotas inferiores y superiores en
la longitud de las avalanchas criticas que pueden ocurrir sobre diferentes clases de
grado acotado. Para empezar enunciaremos la cota de Tardos adaptada a este nuevo

contexto.

Teorema 5.1 (Cota de Tardos)
Dada C una clase de grado acotado, dado G € C y dadas f,g € K (G) se tiene
que

L(f+g) €O (n’d(G))
donde L (f + g) denota la longitud de las avalanchas generadas por f + g.

Note que d (G) € O (n), donde n es el tamano del grafo, de lo anterior se tiene que,
en el peor caso, la cota de Tardos nos da una cota de orden ciibico en la longitud
de las avalanchas. Para el caso de los reticulos es posible obtener mejores cotas,

considere el teorema a continuacion [10].

Teorema 5.2 Dadod > 1, el simbolo L, denota la clase de los reticulos d-dimensionales.

Sea G € Ly de tamano n y sean f,g € K (G), se tiene lo siguiente:

L(f—l—g)GO(n%?).

Primero demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 5.3 (Moore-Nilsson) Sea G un reticulo d-dimensional de lado { y sean

f.9 € K(G), se tiene lo siguiente L (f + g) € O (£*2).
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Prueba. Sea GG un reticulo cibico d-dimensional y sea k = 2d.
Una forma habitual de ejecutar el modelo de pila de arena es con una actualizacién
en paralelo: En cada instante actualizamos todos los vértices simultdneamente de la

siguiente manera:
ksis; >k

S; — 8; — T+ Z 1

Osisi <K jen(iys;>k

Donde N (i) representa los vecinos de i.

Es facil mostrar que si para todo ¢ se cumple, en el instante cero, que s; < 2k,
entonces esto seguirfa siendo cierto, por lo que se puede pensar en éste como un
autéomata celular con 2k estados. Probaremos que el nimero total de avalanchas
necesarias para relajar una pila de arena es polinomial en el tamano del sistema.

Considere un reticulo ctibico d-dimensional con ¢ vértices en cada lado y supong-
amos que es ¢ impar, podemos particionar el interior en una serie de j cascarones
cuibicos de lados 1,3,5,...,27 — 1 = /.

Un toppling en un cascarén dado envia al menos un grano de arena hacia el
exterior (al siguiente cascarén, mas cerca al borde) y a lo sumo envia un grano de
arena hacia el interior (al siguiente cascarén). Por tanto, el fluyjo de arena hacia el
exterior desde el i-ésimo al (i + 1)-ésimo cascarén es por lo menos 7; — 7;,1 donde
7; es el nimero de topplings en el i-ésimo cascarén.

Por otra parte, el i-ésimo cascarén tiene un volumen de (2i — 1)d y el estado
inicial tiene a lo sumo 2k —1 = 4d —1 granos en cada vértice (suma de dos avalanchas
criticas), luego el flujo hacia el exterior del i-ésimo cascarén puede ser a lo sumo de
(4d — 1) (2i — 1) antes que toda la arena haya salido de allf (que de hecho nunca

sucede). Por lo tanto, tenemos que:
Ti— Ti1 < (4d — 1) (20 — 1)d para todo i < 7,

donde por convencién 7,1 = 0.
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Entonces el niimero total de topplings es

J Jj o
E T, = E g Ty — Ti'41
i=1

i=1 i'=i

< (4d-1) Zj: z—l

i=1 ¢/=1q

<

< (4dd—1) (‘7;1)(2]—1)
B <4d_1)(€+1>8(€+3)€d'

Esto es O (Ed“), que es lo que se querfa demostrar.

Ahora, si tomamos n = |V (G)*| entonces £ = n'/? y obtenemos:

L(f+9) €0 (n'?),

donde f,g € K(G). =

5.2. Estadistica de avalanchas criticas tridimen-

sionales

En esta seccion probamos que la longitud esperada de las avalanchas criticas
tridimensionales es Q(n*) = Q(|£,]|"*) [9] donde £, denota el reticulo tridimensional
de lado n cuyo conjunto de vértices es igual a [n] X [n] x [n]. Usamos el simbolo
£, = (£,,s) para denotar el grafo de pila de arena que se obtiene de £,, adicionando
a éste un vértice especial s llamado el sumidero. Ademds, dado un vértice en el borde
de £,, hay 6 — deg, (v) aristas en £, que conectan v con s. Usaremos el simbolo
V(£,)* para denotar el conjunto V(£,) — {s}. Note que , dado v € V(£,,)* tenemos
que deg(v) = 6.

Notacién 5.1 Dado n > 1 usaremos el simbolo K (n) para denotar el conjunto

K (£).
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Dadas f,g € K(n) usamos el simbolo L (f + g) para denotar la longitud de
avalanchas criticas generadas por f + g, y usamos el simbolo f < g para indicar que

para todo v € V(£,)* se tiene la desigualdad f(v) < g(v).

Definicién 5.3 Dado n > 1 decimos que w, es la configuracion mazimal critica
sobre £, si para todo v € V(£,)* tenemos que wy(v) = deg(v) — 1. En el caso

tridimensional w,(v) =5 para todo v € V(£,)*.
El siguiente lema es sencillo.

Lema 5.1 Sea f, g, h yt cuatro configuraciones criticas sobre £,,, entonces se tiene

que:

1. f,g,h,t < w,.
2. 51 f<hyg<t, entonces L(f+g) < L(h+t).

3. L(f+g) <L(w,+wy,).

El lema nos dice que si queremos acotar superiormente la longitud de toda avalan-
cha critica que pueda ocurrir en £,,, es suficiente acotar superiormente la cantidad

L (w, + wy,).
Teorema 5.4 L (w, +w,) € Q(|£,]"?).

Prueba. Dado £, el reticulo tridimensional de lado 7, usamos el simbolo 0(.£,,) para
denotar el conjunto {w € V(£,)* : {w,s} € E(£,)}. Donde s representa el vértice
sumidero.

Usamos el simbolo §,, para indicar la configuracién definida por:
Dado v € V(£,)", 6,(v) =6 — degy (¢, )-(v)
Vamos a probar que existe un constante C' tal que Vn > 1 se tiene la desigualdad

L (w, +wy,) > Cn* € Q(|£,[*%).
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Recuerde que toda avalancha generada por 2w, tiene la misma longitud. Fije-
mos n > 2, queremos acotar inferiormente la longitud de una avalancha especifica
generada por 2w,,.

Dado n > 2, podemos identificar el sumidero de £, o con §(£,), el borde de
£,. Si hacemos esta identificacién, podemos pensar que £, o estd encajado en £,
y podemos escribir la configuracién w,, como w,_s + d,, + 7,,, donde v, es alguna
configuracién sobre £,,.

Note que:

2w, = (W + 0p) + (Wy—2 +7,,) -

Sabemos que

Sty (2wy) = Sty (Sty (wn + 6n) + Sty (Wa—z +7,))
Sty (wn + 5n) = w,ylL (wn + 5%) = |V<£n)*| =n’.

De esta manera, tenemos que existe una configuracién 3, tal que podemos pasar
de la configuracién 2w, a la configuracién 2w,_o + 3,,. Por otra parte, tenemos que
la avalancha parcial que lleva desde 2w, a 2w,_, + [3,, tiene una longitud igual a n3.
Esta avalancha parcial (esta no es una avalancha maximal) es la primera etapa de
todo el proceso de estabilizacion.

En la segunda etapa trabajamos sobre el subgrafo £,_5 con la configuracién
2w, . Es facil chequear que después de (n — 2)3 topplings podemos pasar de la con-
figuracién 2w, a una configuracién 2w,,_4+f3,,_5. Si continuamos de esta forma, lle-
garemos al corazon (centro) de £,,, y habremos generado L%J — 1 avalanchas parciales

cuyas longitudes estdn acotadas inferiormente por n?, (n — 2)3 e (n -2 (\_%J — 2))3

y (n -2 (L%J — 1))3 respectivamente. Por lo tanto tenemos que:

)

L (wy, +w,) > (n —2i)* € Q(n)*.

@
Il
=)

Lema 5.2 Para todo fi, fo,..., fro € K(n) la configuracion 2w, es accesible desde

Jit+ fot o+ fro



Prueba. Recuerde que dado f € K(n) y dado (v, w) € E(£,), tenemos que f(w) £ 0
o f(v) £ 0. Sean fi, ..., fr siete configuraciones criticas, dado v € V(£,)* tenemos
que existe i < 7 tal que f;(v) £ 0 o para cualquier vecino w de v y para cualquier
i < 7 tenemos que f;(w) z 0. Supongamos que para todo i < 7 se tiene que f;(v) = 0,
en este caso podemos elegir cualquier vecino de v, digamos w, y disparar. Esto nos
permite poner al menos un grano sobre v, teniendo cuidado de dejar al menos un
grano en w. Es claro que si comenzamos con la configuracién ) . <7 Ji podemos elegir
una secuencia de maximo |V (£,)*| topplings para obtener una configuracién h tal
que para cualquier v € V(.£,,)* se satisface que h(v) 2 0.

Entonces, dados fi, fa, ..., fro € K(n) tenemos que:

1<70

Vale recordar que el nimero 70 en el enunciado del lema anterior, es una constante
que estd completamente determinada por la dimension d del reticulo en el que estamos
trabajando. Dado d > 2, un resultado andlogo para reticulos d-dimensionales se tiene

con?2(2d—1)(2d+ 1) enlugar de 70 =2(6—-1)(6+1) cond=3. =

Teorema 5.5 (Configuraciones criticas generan, con alta probabilidad, avalanchas
muy largas).

Dado n > 1 tenemos que:
1

L (w, +w,) S
- 69

Pr |L >
ﬁggg(n){ (f+9) > 570

Prueba. Dado fi, fs, ..., fro setenta configuraciones criticas, tenemos que >, -, f; —

2w,,. Esto implica que:

L(f?(ﬁ'Zfi) > L (w, +wy) .

<69
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También tenemos que:

L (fro + ®i<eofi) > w7
o L <f69 + Z fi) > w
i<68

Argumentando en esta forma podemos probar que existe ¢ < 70 tal que:

L (w, +w,
L(fi+®j<i—1fj) > %.

Esto es, tenemos que:

Pr [Hi <70 (L (fi+ @jziafi) 2 WH o

fi,0f70

Note que para cualquier f € K(n) y para cualquier ¢ > 1 tenemos que:

P Bicic1fi| = .
f17---7rf7o[ = 1f]] |K(n)|

Dada fi, ..., fo una secuencia de configuraciones criticas sobre £, y dadai < a—1

definimos g; = @<, f;. Tenemos que:

1. El siguiente procedimento es un buen método para generar, uniformemente al

azar, dos elementos de L(n).

» Elija uniformemente al azar fi, ..., f,, (a > 2).
» Elija uniformemente al azar i € {2, ..., a}.

= Compute f; y gi—1.

2. Se tiene que:

L (w, + wy,)
Pr |3i2<i<70 (L(f+g. ) > W)\l _q
f1,~~~,rf70 |: z, A2 ) ( (f +9 1) 270 >:|
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De los item 1 y 2 obtenemos:

L (w, + wy,)
P L > ——| =
f’gdl("(n) [ (f+g) = 970 }
L (wy, + wy,) 1
. ) >_ " 7 > —
2§i§7(])?_§)]¥17-..,f70 {L (fz + gl_l) o 270 :| - 69

Sea X, : K(n)?> — N la variable aleatoria definida por X,,(f,g) = L(f + g).
Corolario 5.1 E [X,], el valor esperado de X, pertenece a Q(n?).

Prueba. Sabemos que existe una constante positiva K tal que

1
Pr [X,(f g)> Kn'l > —
bt X (F9) 2 K] 2 5
Entonces tenemos que
K 4
—n" < FX,
go" = EIX

Por tanto, tenemos que F [X,,] € Q(n?) = Q(|£n|4/3)- =
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Capitulo 6

Pilas de Arena de Ramanujan

En este capitulo estudiaremos uno de los problemas centrales en la teorfa del
modelo de pilas de arena, a saber: el cdlculo de cotas superiores en la longitud
de las avalanchas. Lo que haremos es estudiar el comportamiento de las pilas de
arena sobre secuencias de grafos de Ramanujan. Para grafos generales, la mejor cota
superior conocida es ctibica. Existen clases de grafos para los cuales es posible obtener
mejores cotas.

La cota de Tardos nos permite obtener una cota de orden O (n*log(n)) para la
longitud de las avalanchas sobre grafos de Ramanujan. Pero antes probaremos que
los Grafos de Ramanujan tienen didmetro logaritmico.

En el capitulo anterior discutimos, en mayor o menor profundidad, cada uno de

los siguientes resultados:

1. Si C es una clase de grafos de arena, G € C es un grafo de tamano ny f,g €
K (GQ) entonces L (f + g) € O (n*). Esta cota es un corolario inmediato de la

cota de Tardos.

2. Si C es una clase acotada de grafos de arena, G € C es un grafo de tamano n
v f,g € K (G) entonces L (f + g) € O (n?). Esta segunda cota también es un
corolario de la cota de Tardos, pero en ella hacemos uso del que C sea una clase

acotada.
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3. Dado d > 1 y dado L,, el reticulo d-dimensional de orden n, se tiene que

L(f+g)€0(n#?) =0 (|Lny“ff) .

En todos los casos hemos conseguido establecer cotas superlineales. En este capi-
tulo continuaremos con este estudio pero restringiéndonos a clases acotadas de grafos
de arena de alta conectividad (Pilas de arena de Ramanujan). Lo que haremos es
estudiar el comportamiento de las pilas de arena sobre secuencias de grafos de Ra-
manujan (recuerde que la nocién de grafo de Ramanujan es una nocién espectral).
Ms4s especificamente intentaremos usar las herramientas de la teoria espectral de
grafos para establecer cotas subcuadraticas en la longitud de las avalanchas criticas

sobre secuencias de grafos de Ramanujan.

6.1. Cotas subcubicas.

Un grafo de arena de Ramanujan es un grafo de Ramanujan en el que se escoge
uno cualquiera de sus vértices para que desempene el rol del sumidero. En esta seccién
probaremos que si {Gn}n21 es una secuencia de grafos de arena de Ramanujan,
entonces dado n > 1y dados f,g € K (G,,) se tiene que L (f + g) € O (n*log (n)).
La cota de Tardos [11] implica que L (f +¢g) € O (|G,|d(G,)), donde ¢ (G,,) es el
didmetro de G,,, lo que nosotros haremos es probar que los grafos de Ramanujan son
grafos de didmetro logaritmico.

Nota. A partir de este momento fijaremos un £ y fijaremos una secuencia {Gn}n21

de grafos de Ramanujan k-regulares.

Teorema 6.1 Sea {G,},, una secuencia de grafos de Ramanujan, la secuencia

{G,},>1 es una secuencia de didmetro logaritmico.

Prueba. Tomemos n > 1, sea GG, el n-ésimo grafo en la secuencia y supongamos que
|G| = m. Ademds supongamos que A es la matriz de adyacencia de G, se tiene lo
siguiente:

1. La matriz A es simétrica y ortogonalmente diagonalizable.
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2.5iuy =k >uy > ... > u,, > —k es el espectro de G, entonces, |u;| < 2vk — 1,
con 2 < j<m.

3. Sea fi, una distribucion de probabilidad sobre el conjunto V (G,,) . La matriz

A

= es la matriz de transicién del proceso Markov ({X;>1}, 1) definido por:

= X :=escoja al azar un elemento de V (Gy), de acuerdo a la distribucién .
= X1 := Dado X, escoja uniformemente al azar un vecino de X,

Dado p; el vector de probabilidad definido por las ecuaciones:

La teorfa de cadenas de Markov (consulte la referencia [12]) nos dice que:

Hi = = Ho-

4. G, es conexo luego la cadena es regular, es decir, existe una distribucion esta-

cionaria p., tal que p;, — p.. Ademds, dado que G,, es k-regular, se tiene que

_ (1 1 1
Hoo = (E?E?"'?%)'

A _ (2 1
5. Sea vy, vy, ..., Uy, una base ortonormal de autovectores de 7, con v; = (ﬁa o \/_m)
. 1
Existen o, g, ..., iy, tales que py = aqv1+@ave+...4 Uy, con g = (pig, v1) = =

Dado i > 1, tenemos que:

My = (E) Ho = (E) Z%‘Uj = Z%‘ (E) vy = Z%‘ (%) vy
j=1

Note que:
(%) () = oy ((%) U1) = QU1 = -

pues u = ky a; = \/% Entonces:

m .
U T
W = avg + Zaj (?) v;.

=2

Es claro que p; — vy, dado que si 2 < j < m entonces u; < k.
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Sea v = max {«; : j = 1,...,m}. Lo que queremos probar es que (a Z;”ZZ (%)l vj>

converge rapidamente a cero. Para esto nos olvidamos de «, porque es una constante,

y analizamos el término ) 7", (%2)" v;.

M

(2

Queremos medir la velocidad de convergencia, esto es, dado ¢ > 0 se quiere

encontrar un m(e) tal que:

m(e)
2Vk -1
(BT

Supongamos que para m (¢€) vale la desigualdad anterior, se tiene entonces que:

o0k —1\"" L e
k “m-1

por lo que:

mi(e) log (@) < log (L) .

m—1

lo cual implica que:

log( £ )
o (457

. . . 1 . .
En particular, si tomamos € = 3ym S€ tiene que:

m(e) >
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m(e) =
log <2 Z’l)
1
2/m
oz () s ()
< =
—C —C
donde
(2\/k — 1)
C —1 T * 0

Y podemos concluir que:

log (1) —1 3/2
m(e) < og (1) —log (m*?) :ilogm.

- —c 2c

Si se toma ko = [ £ log (m)], tenemos que:k

ko 1
— < r—
) Ho a1V || > &Qﬁ
Y esto implica que Vj < m, ( % > > 2\%
Mostraremos ahora que §(G,,) < 2 log(\G |). Supongamos V(G,) = {1,2,....m}

y sea A, la matriz de adyacencia de GG,,. Dado i € V(G,,) tomamos la distribucién
B, definida por:
B; (k) = dix. (Delta de Kronecker)

Dado i > 1 y dada 9; la distribucién definida por la ecuacion:

A\
(%) 5=

Se tiene entonces que para todo | < m se satisface la desigualdad ¥; () 2 0. Recuerde
que ¥; (1) es la probabilidad de llegar a j tras ko pasos, si se empieza un camino
aleatorio en 7. Ahora, como esta probabilidad es diferente de cero, tiene que existir
un camino entre i y j de longitud acotada por kq. Ahora, como i, j eran vértices

arbitrarios de (G,, se tiene que
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3
0(Gr) < —log (|G,]) -
(Gn) < =-10g (G
Y podemos afirmar que {G,}, -, es una secuencia de didmetro logarftmico.

Lema 6.1 Sea (G,),-, una secuencia de grafos de Ramanugjan, existe una constante

¢ tal que dadon > 1 y dada f,g € K (G,,) se tiene que:

L(f+g) <cllf+gllmlog(m).

donde ||f + gl es el nimero de granos de arena al inicio de la avalancha y m es

el tamano del grafo, esto es, m = |V (G,)|.

Prueba. Use la Cota de Tardos y el teorema de didmetro logaritmico. m
La cota obtenida en el lema anterior no es la mejor cota que podemos establecer.
El teorema a continuacién muestra que es posible obtener una cota en la longiutd de

las avalanchas criticas sobre grafos de Ramanujan del tipo:

L(f+9) <O(If+gllvm).

Teorema 6.2 Sea (Gn)n21 una secuencia de grafos de Ramanujan k-requlares, dado

n > 1y dadas f,g € K (G,) se tiene que:

If + gl vVm
LUt o < s r )

donde || f + gl|es el nimero de granos de arena al inicio de la avalancha y m es

el tamano del grafo, es decir, m = |V (G,)|.

Prueba. Dado n > 1, sea G,, un grafo de la secuencia con |V (G,,)| = m y sean C; y

C. las configuraciones inicial y final, es decir, f + ¢ = C; y C. = Stg(f + g). Ast:

If+al= Y Cix).

z€V(Gr)

Sean 0 < 01 < 09 < ... < g, los autovalores del laplaciano reducido de G,, que

notaremos Lg, y sea ¢y ¢y, ..., ¢, una base ortonormal de autovectores. Entonces el
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vector tabla f*queda definido por:
Lg, f"=C;—C.. []

Por consiguiente, podemos escribir f* = Y™ a;¢; y los correspondientes a;s

Ccomo

G = {0 = (.06
1

oF)

= l <Cz - Ce7 ¢z> : [”]

7

La longitud de la avalancha con inicio en f es simplemente la suma de las entradas

del vector tabla f*; es decir,

Lif+g)= Y [f@)=(lnf). [i]

wGV(Gn)

Si juntamos [i7] y [i4i] obtenemos:

Lf+g) = 3 f*<x>:<1m,zai¢@->

= <1m7 Z a%- (Cs — Ce, &) ¢i>
i—1

-y Oi (Ci = Ce 1) (L, &)

< (}1(2(@—@@2) <Z<1m,¢i>2)

1
= —||Ci — Celly lI1m
G = Cel, Ll

1
< — |G =Celly,vm
01
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donde ||C; — C¢||, estéd acotado por el nimero de granos de arena ||f + g||. Asi,
1
L{f+9) < —If +gll vim

Observe que 0y =k — p; > k —2 (\/k — 1), esto es

1 1
I
o1 " k—2Vk—-1

luego

If +gll vm
E—2vk—1

que era lo que querfamos demostrar. m

L(f+g) <

Conclusién 6.1 La mejor cota superior para la longitud de avalanchas criticas sobre
grafos generales es la Cota de Tardos, la cual estipula que las avalanchas tiene una
longitud acotada por O(n?), siendo n el niimero de vértices del grafo. En este trabajo
logramos probar que, sobre Grafos de Ramanujan, las avalanchas criticas tienen una

longitud acotada por O(n'?).
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