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DESCRIPTION

Normed spaces are of great importance in the study of the mathematical analysis; however,
when it is seen further and it is studied criterion which can be used in them, such as those of
convergence, it is leaded to other spaces called Banach spaces that are complete normed spaces
which are of great importance in the study of functional analysis.

Convergence is a concept very significant in Mathematics; it is worked on some Pregrade
Courses like calculus and mathematical analysis; about Banach spaces it is usually mentioned
only its definition and few examples. The purpose of this monograph is to collect information
from different bibliographic sources about concepts and fundamental examples of Banach spaces
and convergence in normed spaces, presenting the different notions of convergence and some
basic relations between them.

The present work is divided in the following way:

In the first chapter, it is showed the fundamental concepts about vectorial spaces, metric spaces
and normed spaces which are of great importance in the development of the following chapters.
The second chapter talks about Banach spaces, it is showed its definition and some examples
that let to visualize what is a Banach spaces, as well it is showed the concept of series in these
spaces.

In the third chapter it is made an exposition about dual spaces of a normed space, weak and
strong convergence, bounded linear transformations and convergence in B(X,Y’). It is showed
some basic properties and it is made comparisons between both criterion of weak and strong
convergence looking for any relation between them.
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DESCRIPCION

Los espacios normados son de gran importancia en el estudio del analisis matematico; no
obstante cuando se adentra mas alld y se miran criterios que se pueden utilizar en ellos,
como son los de convergencia, se llega a otros espacios llamados espacios de Banach, que son
espacios normados completos, los cuales son de gran importancia en el estudio del analisis
funcional.

La convergencia es un concepto muy importante en la matematica, el cual se trabaja en
algunos cursos de pregrado como el calculo y el analisis matematico; sobre los espacios de
Banach, usualmente so6lo se menciona su definicion y se muestran pocos ejemplos. El
proposito de esta monografia es recopilar informacién de diferentes fuentes bibliograficas sobre
conceptos y ejemplos fundamentales de Espacios de Banach y de convergencia en espacios
normados, presentando las diferentes nociones de convergencia y algunas relaciones basicas entre
ellas.

El presente trabajo esta dividido de la siguiente forma:

En el primer capitulo se muestran los conceptos fundamentales sobre espacios vectoriales,
espacios métricos y espacios normados. Los cuales son de importancia en el desarrollo de los
siguientes capitulos.

El segundo capitulo habla sobre espacios de Banach, se muestra su definicién y algunos ejemplos
que permiten visualizar lo que es un espacio de Banach, asi como también se muestra el concepto
de serie en dichos espacios.

En el tercer capitulo se hace una exposiciébn sobre espacio dual de un espacio normado,
convergencia débil y fuerte, transformaciones lineales acotadas y convergencia en B(X,Y).
Se muestran algunas propiedades basicas y se hacen comparaciones entre los dos criterios de
convergencia fuerte y débil buscando alguna relaciéon entre ellos.
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Introduccién

Los espacios normados son de gran importancia en el estudio del analisis matemaético; no
obstante cuando se adentra méas alla y se miran criterios que se pueden utilizar en ellos,
como son los de convergencia, se llega a otros espacios llamados espacios de Banach, que
son espacios normados completos, los cuales son de gran importancia en el estudio del
analisis funcional. La convergencia es un concepto muy importante en la matematica, el
cual se trabaja en algunos cursos de pregrado como el célculo y el analisis matematico;
sobre los espacios de Banach, usualmente s6lo se menciona su definiciéon y se muestran
pocos ejemplos.

El propédsito de esta monografia es mostrar conceptos y ejemplos fundamentales
de espacios de Banach y de convergencia en espacios normados, presentando las diferentes
nociones de convergencia y algunas relaciones basicas entre ellas.

El presente trabajo esta dividido de la siguiente forma:

En el primer capitulo se muestran los conceptos fundamentales sobre espacios
vectoriales, espacios métricos y espacios normados. Los cuales son de importancia
en el desarrollo de los siguientes capitulos.

El segundo capitulo habla sobre espacios de Banach, se muestra su definicion y
algunos ejemplos que permiten visualizar lo que es un espacio de Banach, asi como
también se muestra el concepto de serie en dichos espacios.

En el tercer capitulo se hace una exposicion sobre espacio dual de un espacio
normado, convergencia débil y fuerte, transformaciones lineales acotadas y convergencia
en B(X,Y). Se muestran algunas propiedades bésicas y se hacen comparaciones entre
los dos criterios de convergencia fuerte y débil buscando alguna relacion entre ellos.



Capitulo

Espacios lineales, métricos vy

normados

En este capitulo se presenta un breve resumen de los conceptos bésicos de espacios
vectoriales, espacios métricos y espacios normados que se emplean en el desarrollo de
los siguientes capitulos. En este capitulo y en los que siguen se notara ' como el conjunto
de los niimeros reales o complejos, cuando no se especifique si F = R o F = C, se entiende
que las definiciones y los resultados son validos en ambos casos.

1.1. Espacios lineales

Definicién 1.1. Un conjunto no vacio UV se llama espacio lineal o vectorial sobre F,
st sus elementos satisfacen los siguientes axiomas:

e Para cualesquiera dos elementos x,y € UV esta definido univocamente un tercer elemento
z € UV, llamado suma de ellos dos y denotado x + vy, de tal forma que:
Vi.z4+y=y+2x;

V2. (z+y)+z=x+ (y+2);

V3. existe un unico elemento 0 € UV (elemento neutro) tal que x + 0 = x, para todo
r el

V4. para todo x € UV existe un tunico elemento (—z) € V tal que v + (—x) = 6.

e Para cualquier o« € F y cualquier elemento x € U esta definido un tunico elemento
axr € V (producto de un escalar a por un elemento x) que cumple:



Vo sia,f €F, (af)x = a(Bx) para todo x € V;
V6. para todo x € V, 1x = .

e Las operaciones de adicion y multiplicacion estdn relacionadas entre si mediante las
leyes distributivas:

V7. si oy B son escalares (o + B)xr = ax + fx para todo x € V;
V8. para todo x,y €V ya €F, a(zr+y) = ax + ay.

Segin sea el conjunto F utilizado (F =R o F = C) el espacio se llama real o complejo.
Los elementos de F son llamados escalares y los elementos de UV son llamados vectores.

Ejemplo 1.2.

(a) El conjunto R™ = {(x1,x9,...,2,) :2; €R para i=1,2,...,n} es un espacio lineal
con las siguientes operaciones:

para = (x1,...,2,) ¥y Y= (y1,...,Yn) elementos de R" y a €R,
m+y:(xl+y17'-‘7xn+yn)7 am:(&ﬁfl,...,&l’n).

(b) Las funciones continuas reales sobre un segmento [a,b] con las operaciones habituales
de adicion y multiplicacion de funciones por numeros constituyen el espacio lineal:

Cla,bl ={f : [a,b] = R | f es continua} .

Utilizando las propiedades de las funciones continuas, se sigue que la suma de
funciones continuas y la multiplicacion de un nimero por una funcion continua, dan
funciones continuas. Las otras propiedades de espacio lineal son consecuencia de las
propiedades algebraicas de los numeros reales.

(c) Sean V,W espacios lineales sobre F. El producto cartesiano V- x W es un espacio
lineal con las siguientes operaciones:

VaeF y VY (z,y) eV XW, i=1,2
(21,91) + (¥2,92) = (@1 + 22,91 +¥2) » oz, 41) = (az1, ayr).
(Usando las correspondientes operaciones en V. y W ).

(d) Sea S un conjunto y UV un espacio lineal sobre F. Se denotard al conjunto de funciones
f:S —V por F(S,V), para cualquier o € F y para cualesquiera f,g € F(S,V) se
definen funciones f +g y af € F(S,V) asi:

(f+9)(z)=f(x)+g(x), (af)(z) =af(z), para todo x € S.

El conjunto F(S,V) es un espacio lineal sobre F.



Definicion 1.3. Sean V,W espacios vectoriales sobre F. Una funcion T :'V — W se
llama transformacion lineal si, para todo o, € F yx,y €V,

T(ax + Py) = oT(z) + BT (y).

El congunto de todas las transformaciones lineales de V- en W se denota L(V,W). Si en
este conjunto se definen las siguientes operaciones, para todo S,T € L(V,W) yx € V:

(S+T)(x) = S(x) + T(x), (aT)(z)=aT(x),
entonces L(V, W) es un espacio vectorial.

Definicion 1.4. Sea UV un espacio lineal. Un conjunto no vacio U C IV es un subespacio
lineal de UV si, U con las operaciones definidas en UV es un espacio lineal.

Se puede demostrar que U es un subespacio lineal de I si se cumple:

(a) para cada par de elementos z,y € U se tiene que (x +y) € U,

(b) st € Fyx e U, entonces ax € U.

Observe que el cumplimiento de estas dos condiciones implica inmediatamente que U es
un espacio lineal, nétese en particular que el vector 6 pertenece a cada subespacio debido
a (b): basta con elegir a = 0; por otro lado —z € U tomando o« = —1.

Ejemplo 1.5.

(a) Cualquier subespacio U C UV debe contener como minimo el elemento 6. El conjunto
{0} C V es un subespacio lineal de V.

(b) Un subespacio del espacio real R? es:

W ={(z,y,2) : ax + by + cz = 0} .

Sea I/ un espacio lineal, V' = {vj,ve,...,v} C V, k > 1 un conjunto finito y

AcU, A#+0D.

(a) Una combinacion lineal de los elementos de V' es un vector de la forma:
T =001 + Qoo+ -+ v €V, dondeo; €F; 1 =1,2,....k.
Por ejemplo, sea V =R3 y V = {(1,0,2),(—1,1,1)}, entonces el vector
r=(1,0,2)+3(—1,1,1) = (-2,3,5),

es una combinacién lineal de los elementos de V.



(b)

V es linealmente independiente si:
Uy FagUe+ - o =60 = g =y = =qa =0.

Por ejemplo, sea V = R? y V = {(1,0),(0,1)}. El conjunto V es linealmente inde-
pendiente, puesto que si intentamos encontrar dos escalares o y as tales que

041(1, 0) + Oég(O, 1) = (O, O),
veremos que la tnica posibilidad es que a; = ay = 0.

A es linealmente independiente si todo subconjunto finito de A es linealmente
independiente. Si A no es linealmente independiente entonces es linealmente
dependiente.

El generado de A que se denota gen A, es el conjunto de todas las combinaciones
lineales de todos los subconjuntos finitos de A.

Como ejemplo consideremos V = R3 y A = {wy, ws, w3}, donde w; = (1,0,0),
wy = (0,1,0), y ws = (—2,0,0). El conjunto A genera un plano (el plano = — y)
dentro del espacio tridimensional, mientras que w; y ws, solo generan una recta.

Si V es linealmente independiente y gen V' = I/, entonces V' es una base para V.
Por ejemplo, sea V = {(z,y,2) € R® : 20 + 3y — 2 = 0}. Una base para U es

={(0,3,1),(1,—2,0)}, puesto que V es lincalmente independiente y gen V = V.
Notese que cualquier elemento x € I/ puedes ser escrito como una combinacion lineal

de los elementos de V.

Si U tiene una base finita, es decir, su base tiene un numero finito de elementos,
entonces la dimensién de IV es el nimero de elementos en todas las bases y UV se
llama espacio de dimension finita. Si I/ no tiene una base finita, entonces I se llama
espacio de dimensioén infinita.

Notacion: La dimension de V se denota dim V.

Como ejemplo témese V = R? y base V = {(1,0)(0,1)}, entonces dim I/ = 2.

1.2. Espacios métricos

Definiciéon 1.6. Una métrica sobre un conjunto M es una funcion d : M x M — R que
satisface para cualesquiera x,y,z € M :

M.
M.

M.

d(z,y) > 0;
dz,y) =0z =y;

d(z,y) = d(y, x);



M,. d(z,y) <d(x,z)+d(y,z), (desigualdad triangular).

Si d es una métrica sobre M, entonces la pareja (M, d) es llamada espacio métrico.

Proposicion 1.7. (M,d) es un espacio métrico si y solo si,

(a) d(z,y) =0z =vy;
(b) dz,y) < d(z,z) + d(y, 2).

Demostracion. =] Es inmediata.

<] My y My se verifican por hipotesis.
Verifiquemos Mj: Utilizando (b) y haciendo z = z, se obtiene

d(z,y) < d(z,z) +d(y, ),
luego d(z,y) < d(y,z), y como d(y,z) < d(y, z) + d(z, z), haciendo z = y,

d(y,z) < d(y,y) +d(z,y),

luego d(y,x) < d(z,y), por tanto

d(z,y) = d(y, x),

quedando demostrado inmediatamente Ms3.
Verifiquemos ahora M;: Utilizando nuevamente (b) y haciendo z = x, se tiene

d(z, ) < d(z,y) +d(z,y) = 2d(z,y),
de donde 0 < 2d(x,y), por ende d(z,y) > 0. [ |

Ejemplo 1.8.

1. Métrica estandar sobre F*.
Para cualquier k > 1, la funcion d : F* x F¥ — R definida por :

k 3
d(x,y) = (Z 7, —yz-P) ,
=1

es una métrica sobre el conjunto F*. Esta métrica es llamada la métrica estandar
sobre F* y, a menos que se defina otra métrica sobre F*, se considerard este espacio

con esta métrica. Un ejemplo de una métrica alternativa sobre F* es la funcion
di : F* x F* — R definida por:

k

d(z,y) = Z | — yil-

i=1

FEsta métrica es llamada métrica del tazista.



2. La métrica usual sobre R".
Considérese la familia de espacios métricos (R™,d,), en donde

dp(x7y) = (Z |ZL’Z - yz|p> p 3 p € [LOO)

i=1

Si se utiliza en R™ la suma corriente de n-uplas y su multiplicacion por escalares, se
tiene que (R™,d,) es una familia de espacios métricos y lineales simultdneamente.
Se dice que la métrica en (R",d,) es euclidiana cuando p =2 (es el caso del ejemplo
anterior con ' =1R). Es claro que con n =1 toda la familia queda reducida al caso
d(x,y) = |xr —yl|, que se denomina métrica ordinaria y se denota dy.

3. FEl espacio (P de sucestones 1 < p < oo.
Para 1 < p < 0o se denotard con (P al espacio vectorial de todas las sucesiones {x,}

en R con la propiedad que:
Z |z, [P < 0.
n=1

Six = (r1,29, ..., Tny--.) YY = (Y1,Y2y -, Yn,-...) Son elementos de (P, entonces
una métrica sobre (P se define por:

d(z,y) = (ZLT —%-I”) L ope [1, 00).

St p =00, (> es el espacio vectorial de sucesiones acotadas con la propiedad que:
sup {|z,| : n € N} < o0.
En este caso, se define la siguiente métrica sobre £>° por:
d(z,y) = sup {|x, — yn| : n € N}.

4. Meétrica sobre el espacio de funciones continuas.
Para el conjunto Cla,b] de funciones reales continuas definidas en el intervalo [a, b],
se define la siguiente familia de métricas:

dp(f, 9)= (/b |f —gl”)%7 p € [1,00).

En este conjunto también se puede definir la siguiente métrica:

d(f,g) = sup |g(t) — f(1)].

a<t<b

5. Métrica lexicogrdfica.
Sea M el conjunto de todas las “palabras”, cada una de las cuales consiste en un

7



octeto ordenado de ceros y unos: w = (wy,ws, ..., wg) donde cada “digito binario”
cumple w, =0 0 1.

Sea d(u,w) el nimero de lugares en los que u y w son diferentes. Por ejemplo, si
u = 01100011 y w = 00110101, entonces d(u,w) = 4, porque u y w difieren en los
digitos sequndo, cuarto, sexto y séptimo.

Veamos que cumple las propiedades de métrica:

1. Estd claro que d(u,w) > 0 para todo u,w € M.

2. Por definicion de d, estd claro que d(u,w) = 0 si y sdlo si u = w, puesto que
d(u,w) = 0 quiere decir que u y w no difieren en ningin lugar.

3. Estd claro que d(u,w) = d(w,u), ya que el nimero de lugares en que u es distinto
de w es gual al nimero de lugares en que w es distinto de .

4. Para probar la desigualdad triangular, se hard uso de la siguiente expresion:

8
d(u, w) = Z |ug, — wg.
k=1

Ast pues,
8 8
d(u,w) :Z|uk—wk| :Z|uk—vk+vk—wk| <
k=1 k=1
8 8 8
<Y (Juk — vg| + vk — wi|) = Z lug — vg| + Z lug — w| = d(u,v) + d(v,w).
k=1 k=1 k=1

Esta métrica es un caso particular de la métrica alternativa sobre F* del Ejemplo
1.8.1, pero con F = Zs,.

Sea (M, d) un espacio métrico y sea N un subconjunto de M. Se define:
dyv: NxN—-R

Por dy(z,y) = d(z,y) para todo =,y € N.
Entonces dy es una métrica sobre N, llamada la métrica inducida sobre N por d.

Definicion 1.9. Una sucesion {x,} en un espacio métrico (M,d) converge a x € M (o
la sucesion {x,} es convergente) si, para todo ¢ > 0 existe N € N tal que, d(z,x,) < ¢,
para todo n > N. En este caso el elemento x € M es llamado limite de la sucesion y
se denota:

limx,=2 o x,— x.

n—oo
Definicién 1.10. Una sucesion {z,} en un espacio métrico (M,d) es llamada una
sucesion de Cauchy si, para todo ¢ > 0, existe N € N tal que: d(xy,,z,) < &,
para todo m,n > N.

Teorema 1.11. Sea {x,} una sucesion convergente en un espacio métrico (M,d),
entonces {x,} es una sucesion de Cauchy.



La demostracion del teorema se sigue inmediatamente de la desigualdad triangular.

Sea x un punto de un espacio métrico (M,d) y r un namero positivo, se llama
bola abierta de centro x y radio r al conjunto B,(r) ={y € M : d(x,y) < r}.

Definiciéon 1.12. Sea (M, d) un espacio métrico y A C M.

(a) A es acotado si existe un nimero b > 0 tal que d(x,y) < b, para todo z,y € A.
(b) A es abierto si para todo punto x € A, existe € > 0 tal que B,(e) C A.
(c) A es cerrado si el conjunto M — A es abierto.

(d) Un punto x € M es un punto de adherencia de A, si para todo € > 0, existe un
punto y € A con d(z,y) < € (equivalentemente, si existe una sucesion {y,} C A tal
que yn — ).

El conjunto de todos los puntos de adherencia de A se denota por A.

Teorema 1.13. Sea (M,d) un espacio métrico y A C M.

(a) A es cerrado si y sdlo si A= A.

(b) A es cerrado si y sélo si para cualquier sucesion {x,} en A que converge a x € M,
entonces x € A.

En el analisis la idea de una “funciéon continua” puede ser definida en términos de la
métrica estandar sobre R, pero la idea también puede ser extendida en general a espacios
métricos.

Definiciéon 1.14. Dados (M,dy;), (N,dy) espacios métricos y una funcion f: M — N,
se define que [ es continua en un punto x € M, si para todo € > 0, existe d > 0 tal que,
paray € M:

dy(,y) <0 = dn(f(2), f(y)) <e.

La funcion f es continua (sobre M ) si es continua en todo punto de M.

Teorema 1.15. Si (M, dy), (N,dy) son dos espacios métricos y f : M — N, entonces:

1. f es continua en el punto x € M si y sdlo si para toda sucesion {x,} convergente
hacia x se verifica que f(x,) — f(zx).

2. f es continua si y sdlo si f~1(A) es un conjunto cerrado en M, siendo A cualquier
conjunto cerrado de N.



Demostracion. 1. =] como f es continua en x € M, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal

2. =]

que, para y € M se tiene:

dM<x7y) <= dN(f(x)uf(y)) <e

Ahora como {x,} converge hacia x, para este 6 > 0, existe N € N tal que:
dy(x,z,) < 0, para n > N, pero esto implica que dN(f(x),f(a;n)) < &, para
todo n > N. Por lo tanto f(x,) — f(x).

Supéngase que f no es continua en x € M, entonces existen ¢ > 0y y € M, tales
que para todo § > 0:

du(z,y) <0y dy(f(2), f(y) > €

considérese ahora una sucesion {d,} de nimeros reales tal que d,, — 0. Para cada
n, se selecciona el punto y € M que satisface dy (f(x),f(y)) > ¢ y llamese y,.
Evidentemente y, — x, pero f(y,) - f(x), puesto que la distancia entre f(y,) y
f(z) nunca es menor que € para cualquier n.

Sea F' = f71(A) yseaw € F = (f—l(A)), puesto que & € F, entonces por la
Definicion 1.12(d) existe una sucesion {y,} C F tal que y, — x. Como f es continua,
por la parte (1) del Teorema 1.15 se tiene que f(y,) — f(x). Cada uno de los
términos f(y,) deben pertenecer a A, lo que implica que f(z) € A. Pero A es
cerrado, es decir A = A, asi que f(x) € A, lo que implica que x € f~!(A) y por
consiguiente f~1(A) = (f~1(A)), es decir, que f~'(A) es cerrado.

) es abierto, lo que implica que

Dado € > 0 y para todo x € M, se tiene que Bf . (
fla )C) es cerrado, ademas

(=)
(Bf( y(e )) es cerrado en N. Por hipotesis f~ ((
(

I By ())7) = 7 (Brwy(©))"

Tomando el complemento de [f ™ (By)(€))]%, se afirma que f~*(Bj)(e)) es abierto,
y ademés x € f~! (Bf(z) (6)), por lo que, existe § > 0 tal que

By(0) C f7H (B (€)),
lo que implica que f(Bx(é)) C By (€), es decir, Ve > 0,3 6 > 0 tal que
f(Bx(9)) C By (e).

La condicion f(B,(8)) C By (e) significa: si y € B,(d), entonces f(y) € By (e),
es decir, si dy/(z,y) < d, entonces dy (f(x), f(y)) < e. Lo que quiere decir que f es
continua. [

Definicién 1.16. Un espacio métrico (M, d) es completo si toda sucesion de Cauchy en
(M, d) es convergente.
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Ejemplo 1.17. Sea M un conjunto arbitrario en el que se ha definido la siguiente métrica:

0 stx=uy;
d(xz,y) =
1 six#y.

La inica forma de definir una sucesion de Cauchy en este espacio es que exista algun
entero N tal que xy = xn11 = -+, por tanto (M,d) es completo.

Teorema 1.18. (Caracterizacion de convergencia en R*). Sea {x,} C R*, donde

xp = (xl,22,...,2%) para todo n. Entonces
(12 k i i
T, —r=(r,2% ... %)<=z, — 2 i=12,... k.

Es decir, x, — x si y solo si existe convergencia componente a componente.
ko O\ 2
Demostracion. Vamos a considerar la métrica sobre R¥ como: d(x,y) = [ Y |2* — yi|* ) .
i=1

=|Ve>03neN:Vn>N, dx,z) <e Como |2¢ — 2| < d(zx,,r) para todo
1=1,2,...,k, tenemos

2! — 2’| < & paratodon > N
esto implica que z, — z'.
<] Sea € > 0. Escojase N € N tal que paran>Nei=1,2,...,n

|zt —2'| < -

Vk

Tenemos que

k 2
d(zp, ) = (Z |zt — xl|2> <e
i=1
paran > N, asi x, — . [ ]

Teorema 1.19. R con la métrica estandar es completo.

La demostracion de este teorema se muestra en el Ejemplo 2.2.1

Teorema 1.20. Para cada k > 1, R* con la métrica estindar es completo.

Demostracion. Sea {x,} una sucesién de Cauchy de puntos de R*, como {z,} es de
Cauchy entonces, para todo € > 0, existe NV € N tal que:

k

2.

=1

2<€2

i i
xm ‘rn

para todo m,n > N.
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Como =, = (zL,x2,...,xk), en este caso para cada ¢ = 1,2,... k, se obtendra la
desigualdad correspondiente a la coordenada z:

xi, — x| < e paratodo m,n > N,

por consiguiente,{xi } es una sucesion de Cauchy de puntos de R y como R es completo
por el Teorema 1.19 {zi } converge.

Sea ahora ' = lim zi y x = (2%, 2%,...,2%). Es claro entonces por el Teorema 1.18 que
n—oo

lim z, = z, es decir xz,, — x. [ |

n—oo

Definicién 1.21. Sea (M,d) un espacio métrico y A C M. A es compacto si toda
sucesion {x,} en A contiene una subsucesion que converge a un elemento de A.

Teorema 1.22. Si (M,d) es un espacio métrico y A C M, entonces:

1. Si M es completo, entonces A es completo si y solo si es cerrado.

2. 8i A es compacto, entonces es cerrado y acotado.

Si el conjunto M es compacto entonces decimos que (M,d) es un espacio métrico
compacto.

La demostracion del teorema anterior se puede encontrar en [1].

Dado un espacio métrico (M,d), se denotard C'(M) al conjunto de funciones con-
tinuas f: M — F.

Definiciéon 1.23. Supongamos que (M,d) es un espacio métrico compacto, {f,} es una
sucesion en C(M) y f : M — F una funcion.

(a) {fn} converge puntualmente a f si|f,(x) — f(x)| — 0 para todo z € M.

(b) {f.} converge uniformemente a f sisup{|f.(z)— f(x)|:x € M} — 0.

Veamos que, convergencia uniforme implica convergencia puntual, pero no inversamente:
Sisup{|fu(z) — f(x)| : x € M} — 0, entonces dado ¢ > 0 existe N € N tal que sin > N,
entonces sup {| fn(z) — f(z)| : # € M} < e, entonces |f,(x) — f(x)| < e para todo n > N
y para todo z € M, esto quiere decir que |f,(z) — f(z)| — 0 para todo z € M es decir,
{fn} converge puntualmente a f.

El siguiente ejemplo muestra que la convergencia puntual no implica la convergencia
uniforme :

Sea fn(x) = a" para todon € Ny x € [0,1], si x = 1, f,(1) = 1™ = 1, entonces
g =1

12



Siz =0, f,(0) =0" =0, entonces lim f,(0) =0.
Si 0 <z < 1entonces lim f,(z) = lim 2™ = 0, de esto se deduce que

0 si0<ax<l;
lim f,(x) — f(z) =

1 siz=1.
A
1F o
) >
0 1

Figura 1.

Lo que quiere decir que { f,} converge puntualmente a f.
Ahora sea f(z) =0,si0 <z <1y f(1) =1 entonces

0 si0<x<l;
sup {|fu(z) — f(z)] : 0 <z < 1} = sup
1 six=1.

para cualquier n € N, puesto que sup{|f.(z) — f(z)]: 0 <z <1} no converge a 0,
entonces {f,} no converge uniformemente a f en [0, 1].

1.3. Espacios normados

Definicion 1.24. Sea X un espacio lineal sobre F. Una norma sobre X es una funcion:

- x — R
r o— 2]
que satisface los siguientes axiomas:
NI1. |z|| > 0.
N2. ||z =0 <=z =0.
N3. Va € F, Vx € X : |azx| = |a||z|.
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Nj Y,y € Xz +yll < lzff + llyll

Un espacio lineal X sobre el cual esta definida una métrica es llamado espacio lineal
normado o simplemente espacio normado.

Ejemplo 1.25.

1. Sil<p< oo entonces ||{zn}|, = (Z ]a:n]p> " es una norma sobre 7 llamada la

norma estdndar sobre (7. "
Para p = oo, P es el espacio vectorial de sucesiones acotadas que satisfacen:
sup {|z,| : m € N} < 0.
En este caso la norma se define de la siguiente forma:
[{zn}Hloo = sup {[zn| : 7 € N}

FEsta norma es llamada norma estdndar sobre £°°.

2. En el espacio Cla,b] de funciones continuas sobre el segmento [a,b] se define la
norma de la siguiente manera:

I711= swp IO,

NI |f]l = sup [f()] =0, ya que |f(t)] = 0.
a<t<b

N2. ||f]| = sup |f(t)] = 0 entonces, |f(t)| = 0 para todo t € [a,b], asi f(t) = f = 0.
a<t<b

Ahora sea f(t) = f =0 para todo t € [a,b] entonces, ||f|| = sup |f(t)] = 0.
a<t<b
N3. Sea a € F, [|af| = sup |af(t)] = |a| sup [f(£)] = [all|f]]
a<t<b a<t<b

Nj. Sean f,g € Cla,b] entonces,
If +gll = sup |f(t) +g(t)| < sup [f(t)] + sup |g(t)] = [[f]| + gl
a<t<b a<t<b a<t<b

Esta norma es llamada norma estindar sobre Cla, b].

3. Sean X,Y espacios vectoriales sobre F y sea Z = X XY el producto cartesiano entre

XyY.
Si || - |li es una norma sobre X y || - |2 es una norma sobre Y entonces
[z, )|l = l|z|lx + |yll2 define una norma sobre Z :

N1 ||(z,y)] = 0.
2]y >0 y yll2 > 0= [lz[L + [lyll2 > 0.

N2, (2, )| = 0 = (z,4) = (6,6).
@yl =0 <= [zl + [yl =0 <= [lz[i =0 y [jylla=0<=
=0 yy=0<(z,y)=(0,0).
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N3. Y aeFV (z,y) e X xY : |a(z,9)| = |o||(z,y)]-
la(z,y)|| = [[(az, ay)|| = [azll + |ley[l2 = |all|z]ls + |yl =
= lal(llz[ls + llyll2) = lalll(z, )]
Ni. YV (z,y), (w,2) € X xY o |[[(z,y) + (w, 2)[| < [[(z,9)]] + [[(w, 2)]-
[z, y) + (w, 2)|| = [z +w,y +2)| = |z +wlli + ly + 2] <
< [lzliHwlliHlyll+ 212 = (lzlli+lyll2)+(wli+lzll2) = (2, y)||+][(w, 2)]]-

Todo espacio lineal normado se convierte en métrico mediante la formula d(z,y) = ||z—yl||,
como se prueba trivialmente, esta métrica es llamada la métrica asociada con la norma

Teorema 1.26. Sea X un espacio vectorial sobre F con norma ||-||. Sea {z,} una sucesion
en X que converge a x en X yy € X, entonces:

(@) [zl = lIyll] < ll= = yll;

(b) 1im [z, = [,
Demostracion. (a): (i) |l = e —y-+ll < o —y]+]ly]l entonces, ]| |1yl < llz~y].

(@) Nyl =lly =2 +zll < lly — 2] + ||=[] pero

ly —zll = | =1z =yl = = =1 lz =yl = llz =yl
entonces
Iyl <l =yl + [zl = =llz = yll < llzll = vl
de (i) y (i) se concluye que —[lz —y| < [lz| — |[y[| < [lz — y|| por lo tanto,

[l = llyll] < llz = yl-

(b): Como lim x, = x entonces, dado ¢ > 0, 3 N € N tal que ||z, — z|| < &, sin > N.

n—oo

Ademas |||z, || — [|z]|| < [|#n — |, luego |[|z.] — ||lz||| < &, si n > N, por lo tanto
[znll = {l]]- u
Definicion 1.27. Sea X un espacio vectorial y || - ||1,|| - |2 dos normas sobre X, se dice
que la norma || - ||2 es equivalente a la norma || - ||y si existen M, m > 0 tal que para todo

r € X se tiene:
m[zlly < ||zfl2 < Mz

Teorema 1.28. Sea X un espacio vectorial y || - ||,]| - ||1 dos normas equivalentes sobre

X. Sean dy,ds métricas definidas por d(z,y) = ||z — y|| v di(z,y) = ||l — y||1, sea {z,}
una sucesion en X :

(a) {x,} converge a x en (X,d) siy sdlo si {x,} converge a x en (X, dy).

(b) {z.} es de Cauchy en (X,d) siy solo si {x,} es de Cauchy en (X,d,).

15



(c) (X,d) es completo si y solo si (X,dy) es completo.

La demostracion de el teorema anterior se puede encontrar en [3].

Teorema 1.29. Sea X un espacio vectorial de dimension finita con norma || - ||, base
{e1,€ea,...,e,} y con otra norma definida de la siguiente manera:

2

n n
D desll =1 Do Il
j=1 j=1

entonces la norma || - || y || - ||1 son equivalentes.

Corolario 1.30. Si || - || y || - ||2 son cualesquiera dos normas sobre un espacio vectorial
X de dimension finita, entonces son equivalentes.

Lema 1.31. Sea X wun espacio wvectorial de dimension finita sobre F 1y sea
{e1,e9,€3,...,e,} una base para X. Si || -] : X — R es la norma sobre X definida
de la siguiente manera:

n n 2
= [1> - Aes| = | Do InP
=1 i=1

entonces X es un espacio métrico completo, con la métrica asociada con la norma.

Corolario 1.32. Si || - || es cualquier norma sobre un espacio X de dimension finita
entonces X es un espacio métrico completo.

Corolario 1.33. St Y es un subespacio de dimension finita de un espacio vectorial
normado X, entonces Y es cerrado.

La demostracion del teorema anterior, corolarios y lema se pueden encontrar en [3|.
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Capitulo

Espacios de Banach

En este capitulo se presenta la definicion y algunos ejemplos de Espacios de Banach, en
la mayoria de los casos s6lo se nombraré el espacio y la norma, sin comprobar que son
efectivamente de Banach. También se expondra algunas propiedades de estos espacios y
se hara una breve introduccion de las series en los espacios de Banach.

Segiin se observod en el capitulo anterior, en cualquier espacio lineal normado puede
definirse una métrica de la siguiente forma: si x, y son elementos cualesquiera del espacio,
podemos tomar como distancia entre ellos,

d(z,y) = [z —yl.

Teniendo en cuenta esta métrica, la cual es llamada, la métrica asociada con la norma
| - ||, podemos considerar al espacio lineal normado como un espacio métrico e interesa
comprobar si tal espacio es completo o no; lo anterior nos conduce a la siguiente definicion:

Definicion 2.1. Un espacio de Banach es un espacio lineal normado el cual es completo

bajo la métrica asociada con la norma.

Como ejemplo de espacio lineal normado no completo, considérese el espacio lineal QQ con
norma

lzll = ||, ¥V = € Q.

Ahora sea {z,} = {(1+ )"} una sucesién de Cauchy en Q, en donde se tiene que

. 1\"
lim (1 + —) = e,
n—oo n

pero e no pertenece a Q, lo que quiere decir que Q no es completo y por lo tanto no es
de Banach.

17



Un espacio lineal normado completo lo podemos ver en el Teorema 1.20 donde se observa
que R™ es completo con la métrica estandar, que es la misma asociada con la norma

. 3
|z| = (Zw?) , Vo e R™.
=1

Dado un espacio lineal particular y una métrica sobre este espacio, no siempre puede
definirse una norma que coincida (en el sentido definido en un espacio de Banach) con la
métrica inicial del espacio.

Por ejemplo, considérese el espacio lineal formado por todas las sucesiones infinitas de
numeros complejos, sobre el cuerpo de los niimeros complejos, definiéndose las operaciones
lineales punto a punto y con la distancia entre dos puntos cualesquiera del espacio,

I:(Oél,OéQ,...,Oén,...) € y:(ﬁhﬁ%”'aﬁna'”)

definida asi:
D

1 oy — G
d(x,y) = - —
@9 =25 T e, — gy
Puede comprobarse que se trata efectivamente de una métrica.
Sabemos de antemano que cualquier norma verifica:

[Az = Ayl = [Alllz —yll,
pero se ve facilmente que, si A € C, entonces

d(Az, Ay) # [Ald(z, y),
lo cual impide que se pueda definir una norma en este espacio que conduzca a esta métrica.

Ejemplo 2.2 (Espacios de Banach).

1. FEl espacio vectorial R, es un espacio de Banach, si en €l definimos la siguiente
norma:

l|lz|| = |z|, Vz € R.

En efecto, sea {x,} una sucesion de Cauchy de elementos de R, por lo que se sigue
que {z,} es acotada. Por lo tanto eziste una subsucesion {x,, } de{x,} que converge
axecR.

Puesto que {x,} es de Cauchy, dado € > 0 existe N € N tal que si m,n > N
entonces c

d(Tp, ) = |p — | < 3"

Por otro lado como {x,, } converge a x, existe un nimero natural No > N que
pertenece a {ny,nag,...} tal que

€
d(zny, x) = oy, — x| < 5
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Puesto que No > N, de d(x,, ) con m = Ny se sigue que
|z, — zn,| < % para n > N.
Por lo tanto, sin > N se tiene
e €
70— ] = (@0 — 2x0) + (2, — ) < [ — 7|+ oy — 7] < 4 5 =<

Esto quiere decir que {x,} converge a x. Por lo que se tiene que R es un espacio de
Banach.

El espacio vectorial R*, donde k = 1,2,3,..., serd un espacio de Banach, si se
define la norma para v = (1,29, ..., 1,) € R* por,

2]l = Vla1? + Jwal? + - + |zal?.

Este espacio también serd un espacio de Banach si en €l definimos las siguientes
dos normas:

1
1 n p
ol = (lor? + foal? + - + 2 ]?) " = (ZW) (p>1).
i=1

||x“oo = Sup{’$1|7 |.§C2|, Tty |xn|}7 para T = <x17x27 T 7xn) € Rk
Notemos que ||z]|oo = lim ||z||,, ya que comop > 1, n = 1,2,3,... y x € R¥,
p—o0

entonces se tiene

1
[2lloo < lfly < 77 l[]loo;

como se puede verificar fdcilmente.

Considerando el espacio vectorial Cla,b] y tomando como norma de f € Cla,b] la
siquiente:

IfIl = sup [f(x)]

z€[a,b]

entonces Cla,b] es un espacio de Banach.

Para poder comprobar que Cla,b] es completo respecto a la norma anterior,
tomemos una sucesion de Cauchy {f.} de elementos de Cla,b]. Como se trata de
una sucesion de Cauchy respecto de la norma del supremo entonces, para cualquier
e >0, debe existir un N € N tal que n,m > N implica que

sup |fo(x) — fm(2)| <&, Vo € [a,b].

z€[a,b]
Esto significa segin la condicion de Cauchy para la convergencia uniforme(ver en
[1]) que {f.} converge uniformemente hacia alguna funcion f, y por el teorema
9.2 en [1] la funcion f debe ser continua. Asi toda sucesion de Cauchy en Cla, b
converge, por lo tanto Cla,b] es un espacio de Banach.
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4. Sea el espacio £, con p > 1 un nimero real fijo. Un elemento de £, por definicion
€S UNG SUCESLON

= (T1,T2 ..., Tp,...)

tal que x,, € F para todo n y
o
Z |z, |P < oo.
n=1

Tomando como norma para x

B =

o0

lzll = | D leal?

n=1

En la demostracion de la desigualdad triangular, para probar que es una norma, se
utiliza la desigualdad de Minkowski para sumas infinitas.

El espacio (, con la norma anteriormente mencionada es un espacio de
Banach, pero si en este espacio definimos la siguiente norma:

2]l = sup [z,
n

entonces también serd un espacio de Banach.

Teorema 2.3. Todo espacio vectorial normado de dimension finita es un espacio de
Banach.

La desmostraciéon es un resultado inmediato del Corolario 1.32.

Teorema 2.4. Si X es un espacio de Banach y'Y es un subespacio lineal de X, entonces,
Y es un espacio de Banach si y solo st Y es cerrado en X.

Demostracion. Y es un espacio de Banach si y solo si Y es completo.
Ahora por el Teorema 1.22 se tiene que un subconjunto de un espacio métrico completo
es completo si y solo si es cerrado. Por consiguiente Y es un espacio de Banach si y sélo

si Y es cerrado en X. [
Proposicion 2.5. Sean X un espacio de Banach con norma || - ||y y'Y un espacio de
Banach con norma || - ||2, entonces, Z = X XY con norma ||(x,y)| = ||=||1 + ||yl es un

espacio de Banach.

Demostracion. Si 2z = (21,2%), 22 = (23,23) € Z entonces, la distancia entre z; y 2 se
define de la siguiente manera:

d(z1, 22) = [|z1 — 22|l = ||(21, 27) — (22, 23)|| = I(21 — 23, 21 = 23)|| = ll21 — 23 llL + 1|2 — 23 l2.
Sea {z,} una sucesion de Cauchy en Z entonces, dado € > 0, 3 N € N tal que

d(zn, zm) < € para todo m,n > N.
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Como z, € Z, para todo n € N entonces,

2 = (2, 20) ¥ Az 2m) = |20 = 2ml| = [l = 2pll + (123 — 27 [l2 <&

|zt — 21| <e y |22 — 22 |2 < &, para todo m,n > N,

entonces, {z} es una sucesion de Cauchy en X y {22} es una sucesion de Cauchy en Y.
Como X y Y son de Banach, {z]} y {22} convergen en X, Y respectivamente es decir,
para todo € > 0,3 Ny € N tal que

d(z}l,zl) = ||qu1 — lel < % y d(zi,zQ) = ||Z121 — z2||2 < % para todo n > N,

entonces,
|22 — 2Y|1 + ||22 — 222 < ¢ para todo n > N,

pero,
Az 2) = lzn — 2l = 124, 22) = (21, 220 = [(2E = 21,22 = 23))) = 12t = 21l + 22 — 22
es decir, {z,} es de Cauchy y z, — z, por lo tanto Z es un espacio de Banach. [ ]

2.1. Series

Un par de sucesiones {z,}, {s,} en un espacio normado X se llama serie infinita si sus
elementos x,,, s, estan relacionados de la siguiente forma:

Sp=x9+x1+...+x,, paracadan=0,1,2,...

De la igualdad anterior se puede ver que xg = So y ,, = S, — Sp,—1 para n > 1; x, se
denomina término n-ésimo y s, n-ésima suma parcial de la serie.
Los simbolos empleados para definir la serie son:

To+x1+--+x0+---, an
n=0

(o)
Si no hay peligro de confusion se escribira » |z, en vez de Y x,.
n=0
Se dice que una serie converge o diverge segin la sucesion {s, } sea convergente o divergente

es decir, una serie se dice que converge hacia s, si lim s, = s; s se llama entonces suma

n—o0

de la serie y se escribe:

oo
s=zo+T1+--F+Ty+--- O 5= g T,
n=0
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pero debe entenderse claramente que s es el limite de una sucesiéon de sumas y que no se
obtiene simplemente por adicion.

A la expresion r, = s — s, se denomina resto n-ésimo de la serie y es la suma de la serie
que tiene como término k-ésimo x,; ademas se puede demostrar que lim r, = 0.

n—oo

Recordemos que dadas dos sucesiones {z,}, {y,} en un espacio normado X y a € R:

a) lim (ax,) = a lim z,;

n—oo n—oo

b) lim (z, + y,) = lim z, + lim y,.
Teorema 2.6. Seanz =Y x, y ¥ = .z, dos series convergentes. Entonces para cada
par de escalares o y 3, la serie S (ax, + Bx,) converge hacia la suma (ax + Bz).

.’ ! ! .
Demostracion. Como »_ x, y > x, convergen a x,z respectivamente entonces,

, , ’ /
lim s, =2 y lims,=ux.

n—oo n—oo

., . , , ! ! .
También se tiene que lim as, = ax y lim fs, = Bz, para cualquier o, 8 € F.
n—oo

n—oo

Ademas lim as,+ s, = lim as,+ lim 3s, = ax+ B2, por lo que la serie > (ax, + Bz,

n—oo n—oo

!
converge a ar + [x . [ |

Teorema 2.7 (Criterio de Cauchy). Si la serie >z, converge entonces, para cada
e > 0 existe un entero N tal que paran > N yp > 0, se tiene que

5ty = all = Nt + - + 2ol < &

Reciprocamente, si esta condicion se satisface y si el espacio X es completo entonces, la
serie Y x, converge.

Demostracion. Sea ) x,, convergente a s entonces, la sucesion {s,} converge hacia s, es
decir, para todo € > 0, existe NV € N tal que

d(sn,s) < g para todo n > N.

Ademas,
Sp=x9+x1+---+x,, paracadan =0,1,2,...
Spap=To+T1 4+ Ty +Tps1 +Tpya+ -+ Tpyp , D> 0.
Spip — Sn = Tl + Tpyo + -+ Tpyyp.
Ahora,

A(Sntps $n) = [18n4+p — Sull < d(Sntp, 8) + d(8n,8) = [[Snip — 8l| + |50 — ]| <,

entonces, ||Sp4p — Snl| = || Tns1 + ... + Tugpll < €, para todon > N y p > 0.
Reciprocamente, si esta condicion se satisface entonces, {s,} es una sucesion de Cauchy,
y puesto que X es completo entonces, {s,} converge, es decir, la serie Y x, converge. W
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Proposicion 2.8. Si > z,, converge entonces, lim x,, = lim (s, — s,—1) = 0.

n—oo n—oo

Demostracion. Sea s =Y x,, es decir, s = lim s,. Como

n—oo
Spn =To+T1 4+ +Tp1+Tp ¥ Sp—1=To+T1+ -+ Tp1,
entonces,
Spn — Spn—1 = Tn,

ahora, sean —1 =k, asi n = k 4+ 1 entonces sgy1 — Sx = Ty1 y por el Teorema 2.7 se
tiene que, para cada ¢ > 0, 4 N € N tal que para k > N y p > 0, en este caso p = 1, se
tiene que ||sk+1 — Skl| = ||zk+1 — 0]] < &, es decir,

lim z, =0= lim (s, —s,-1). W
n—oo n—oo

En un espacio de Banach X, se dice que la serie ) x,, es absolutamente convergente si la
serie real Y _ ||x,|| es convergente.

Teorema 2.9. Un espacio normado X es de Banach si y sélo si toda serie Y x, en X
absolutamente convergente es convergente.

Demostracion. =] Puesto que ) x,, es absolutamente convergente, se tiene que Y ||z, ||
es convergente, por lo que para cada € > 0, existe N € N tal que paran > N y para
cada p > 0 se tiene que,

!/

[nap = Sul = lZnsall + - + Izl <,
siendo s, = ||z1|| + - - - 4 ||2a||, para cada n =0, 1,2, ..., por tanto,
[Znir 4+ Tngpll < @npall + -+ ol <e,

y por el criterio de Cauchy > x,, converge.

<] Sea {z,} una sucesion de Cauchy en X.
Elijiendo n; € N tal que para n > n; se tenga

7 = 2l < 5

luego se elije ny > nq, tal que para n > ns se tenga

repitiendo indefinidamente este procedimiento se genera una subsucesion {x,, } tal
que

||'Ink+1 - x”k” S YA
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Entonces
=1
Z |Ixnk+1 xnk' S Z _k = 7
k=1

por lo que la serie Z(@"nk o Tp,) es absolutamente convergente, y por tanto
converge.

Ahora sea
N

Tr = ]\}1_120 ;(Inlﬂ»l - ‘r”k) = A}llnoo(anJrl - Inl)’

entonces z + x,, = lim =z de aqui {z,} converge. Como la sucesiéon {z,} de
ni ny n n
N—oo

Cauchy converge entonces, X es de Banach. [
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Capitulo

Espacio dual

En este capitulo primero se introduciré el concepto de espacio dual, convergencia fuerte
y débil, y transformaciones lineales acotadas. Se buscaran relaciones entre los criterios de
convergencia fuerte y débil, y se observara si lo mismo ocurre con las transformaciones
lineales acotadas.

Antes de hablar sobre espacio dual, se hard un pequeno recuento sobre funcionales
lineales y algunas de sus caracteristicas, ya que estos son la base fundamental de este
espacio.

Una funcién f : X — F, donde X es un espacio vectorial sobre F, que tiene la
propiedad:
flox + By) = af(x) + Bf(y),

para cualquier par de escalares «, 3 € F y de vectores z,y € X, se llama funcional lineal.

Un funcional lineal f sobre un espacio vectorial normado X se llama acotado si
existe una constante real £ > 0, tal que, para toda z € X,

|f(2)] < Kllz].

Teorema 3.1. Sea f un funcional lineal sobre un espacio vectorial normado X. Si f es
continuo en un punto xg € X entonces, es continuo en todo X.

Demostracion. Puesto que f es continuo en x, entonces, si x, — g, se tiene que

fxn) = f(xo).
Sea {y,} € X, con y, — y.

fWn) = fyn —y + 20 +y —20) = f(Yn — y +20) + f(y) — f(0).

Como g —y+ 70 — 7, £ (U —y+10) — f(0) ast, F(yn) — F(3), por tanto f es contimuo
en todo X. [ |
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Teorema 3.2. Sea f un funcional lineal sobre un espacio vectorial normado X, f es
acotado si y solo st es continuo.

Demostracion. =] Por hipotesis f es acotado, lo que quiere decir que existe una

constante real k£ > 0, tal que, para todo x € X,

|f(@)| < K]

Por otra parte dado € > 0 y tomando J = 7 se tiene que si

[l =0l <,

entonces

|f(z) = f(O)] <e,
lo que quiere decir que f es continuo en 0 y por el Teorema 3.1 es continuo en todo
X.

Supongase que f es no acotado, es decir, para todo n € N, existe x,, € X tal que

| ()| > nllzn].

Sea ahora
x?’l
Yn = — 1>
nllzn|l
luego ||yn|| = +, claramente y,, — 0. Como f es continuo, f(y,) — f(0) y puesto

que cualquier funcional lineal aplica el vector cero en el vector cero, se tiene que

f(0) =0y asi f(yn) — 0.
Ahora,

)l = mwn) ¥ F(zn) > nlzal,

lo cual implica que |f(y,)| > 1, lo que contradice que f(y,) converge hacia 0, esto
lleva a la conclusion de que f es acotado. |

Sean f, g dos funcionales lineales acotados sobre el espacio vectorial normado X. La suma
de ellos f 4 g es el funcional lineal definido por: (f + g)(z) =: f(x) + g(x), V x € X.

El producto af del funcional lineal f por el escalar « es el funcional definido por:
(af)(z) = af(x), Ve X.

Como se puede notar no es nada complicado comprobar que el conjunto de todos los
funcionales lineales acotados, definidos sobre un espacio vectorial normado X, forma un
espacio vectorial.

Para los funcionales lineales acotados, definidos sobre un espacio vectorial normado X, se
introduce el concepto de norma tomando

171 = sup L
lzlzo ||l

Efectivamente es una norma ya que:
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2l >0

NI1. ||f|| > 0 puesto que [|f]| = sup ||| ‘

[|=]170

N2. HfH_O_IISlHlp |H(||)|<:>’f( )‘:0<:>f:0;

N3. para todo f € X y para todo a € F , ||af|| = sup 2@l = gyp ll/@)l —

el lll

[|=[170 [|=]170

= lal sup. el = ladll £l

llz(I70

N4. para todo f,g € X, ||f + ¢g|]| = sup 7‘f(x‘)‘;rﬁ}(x)l < sup “ﬁ( ”)‘ + sup III(xH)| =
[|=[|#0 ll=[I#0 l|=]|£0
= [lf1I + [lgll-

Este espacio formado por todos los funcionales lineales acotados definidos sobre el espacio
vectorial normado X es llamado Espacio Dual al espacio normado X.
La notacion empleada para este espacio es:

X*X 6X.

Teorema 3.3. Todos los funcionales lineales definidos sobre un espacio vectorial de
dimension finita X son acotados.

Demostracion. Sean ||z||o = méx |o;|, f un funcional lineal sobre X y {ej,es,...,e,} una
(2

base para X, cada vector x € X se puede escribir de la forma:
T = Z&iei paraa; €F, 1 =1,2....n
i=1

Como f es un funcional lineal, se tiene que

= F(O_aier) = floner + -+ + anen) = arfler) + -+ + anf(en) Zaz ei),

n

@)= 1) aif (el = larf(en)+ - Fanf(en)l < lanf(e) - +lanf(en) = Y laif(e)] =

=1 P
= lail If(ea)] < llo D If (el
i=1 i=1

n
Escogiendo como constante k = Y | f(e;)|, se observa que
i=1

f(x) < [f(2)] < Ellzlfo,

esto quiere decir que f es acotada respecto de || - ||p, y por el Corolario 1.30 también
respecto de cualquier norma sobre X. |
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Teorema 3.4. X' es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {f,} una sucesion de Cauchy en X', esto es, para cada € > 0, existe
N € N tal que
| fn — [l < € para todo m,n > N.

De esto se obtiene que para todo z € X

(@) = fin(@)| < NS = Sl ]} < ell]],

esto quiere decir que para cualquier x € X la sucesion numérica { f,(z)} converge, ya que,
fn(x) € F para todo x € X. Supéngase

lim f,(z) = f(x).

n—oo

Se vera a continuacion que efectivamente f es un funcional lineal acotado.
Primero se mostrara la linealidad:

floz + By) = lim fu(az + fy) = o [fo(az) + [o(By)] = lim [afu(z) + 0fa(y)] =

= lim af,() + im 5f,(y) = a lm f,(z) + 6 lim fu(y) = af(x) + B ().

n

Para todo p > 0 y un N adecuado, se ve que

| fosp — full <1 para todo n > N,

como
[l frtpll = [1fnlll < [l frtp = ol
entonces,
[ sl < [1fnll +1
por tanto,

| ()] < (I fnll + D]

Aplicando el limite cuando p — 00, se obtiene
Jim [ frp(@)] = [f(@)] < (L fall + Dl

esto quiere decir que la funcional f es acotada.
Ahora se debe demostrar que {f,} converge hacia f. Puesto que {f,} es de Cauchy,
entonces para todo € > 0, existe N € N tal que

| fn — fll <& param,n > N.

De donde se tiene que para todo z € X, x # 0,

(@) = fin(@)| < el
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entonces,
lim [ fo(2) = fn(@)| = [falz) = lm_fin(2)] < e,

de aqui,
ful) — £(@)] < 2] para todo z € X, z #0,
por lo que,
| fn(z) — f(2)| = sup /(@) = f()] <eg, paratodor € X. N
lafizo ]
Sea X el espacio lineal de dimension n (real o complejo). Sea {ey, ea, ..., e,} una base de

X, entonces, cualquier vector x € X se puede escribir de la forma:

n
Tr = E ;€.
=1

Si f es un funcional lineal sobre X,

f@)=fO_aier) = floner + -+ + anen) = flarer) + -+ + flane,) =

—af(en) + () = DD auf(e,

Definanse las funcionales lineales fi, fs, ..., f,, tomando
1 sii=y;
file:) =
0 sii#j.

Es claro que
file) = 1,0 aif(e:)) = ay;
i=1
por eso, se puede escribir

flae) = 3" f(eila).

Evidentemente estas funcionales son linealmente independientes, por consiguiente, las
funcionales lineales fi, fa,..., f, forman una base en el espacio X', es decir, X’ es un
espacio lineal de dimension n.

Teorema 3.5. Sea f un funcional lineal acotado definido sobre el subespacio M del
espacio vectorial normado X. Entonces existe un funcional lineal acotado F, definido
sobre el espacio total, que extiende f y que tiene la misma norma que f.
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La demostracion de este teorema se puede encontar en [2]

Teorema 3.6. Sea zy un vector no nulo del espacio vectorial normado X . Entonces existe
un funcional lineal acotado F', definido en todo el espacio, tal que:

IFl =1y F(zo) = [[zol-

Demostracion. Considérese M = gen{z,} que consta de todos los multiplos escalares de
Zp, v el funcional f, definido sobre M de la siguiente manera:

f: M — F
arg > allzl],

en efecto f es un funcional lineal con la propiedad de que f(zo) = ||xol|, ya que, dados
dos elementos x , y en M y dos escalares Gy y (31 se tiene que

F(Box + Bry) = f((Boco + Bron)wo) = (Bocrg + Bra)||xel| =
= (Bocol|zol| + Brarl|zoll) = Bof(x) + B1f(y)-

Ademas, f es acotado ya que para todo z € M,

|f(@)] = [f(axo)| = |a| [|[zol| = llaxol| = [[z]|, 2 = az,.
De aqui se sigue que ||f|| = sup ‘Jﬂgj‘)l =1.
[lz]|#0

Ahora aplicando el Teorema 3.5 se asegura la existencia de un funcional lineal acotado F,

definido en todo el espacio, que extiende f y que tiene la misma norma que f, es decir,
[E| =11 = 1. u

Corolario 3.7. Si todos los funcionales lineales acotados se anulan sobre un vector dado,
este vector debe ser nulo.

Demostracion. Empleando el Teorema 3.6, uno de los funcionales al aplicarse sobre el
vector debe dar como resultado un ntmero igual a la norma del vector, es decir

F(xo) = [zl = 0,

lo que implica

|20 =0,
y por definiciéon de norma
To = 97
es decir, que el vector debe ser el vector cero. |
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3.1. Convergencia débil y convergencia fuerte

Sea X un espacio de Banach sobre F, como se ha mencionado anteriormente, X’ es el
espacio dual a un espacio vectorial normado, en este caso X es de Banach.
En X es usual definir los siguientes criterios de convergencia:

., L1 . w .
1. Una sucesion {z,} en X converge débilmente a = € X, y se denota x,, — z si,

f(z,) — f(z) para todo f € X'.

11. Una sucesion {z,} en X converge fuertemente (6 en la norma) a = € X si,
|zn — 2| — 0.

Como se puede observar el segundo criterio es ya conocido en los espacios normados,
mientras que el primer criterio es absolutamente nuevo.

Teorema 3.8. En la convergencia débil el limite v = lim x,, es unico.

n—oo

.’ w w
Demostracion. Sean x, — x y x, — y entonces para todo f € X'

fan) = f(z) vy flzn) — f(y),

por la convergencia ordinaria el limite es tnico,

Como f € X',
f@) = fly) = fle—y)=0,

y puesto que f es cualquier funcional lineal acotado, por el Corolario 3.7 se tiene que,
r—y=0

esto es,

Teorema 3.9. Sean {z,}, {y,} sucesiones en X débilmente convergentes hacia x,y € X
respectivamente y o € F entonces:

a) T, + yp — T +Y;

b) az, — az.
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Demostracion. a) Como ,, — & y y, — y entonces, para todo f € X',

f(zn) = flz) v flyn) =y,
por la convergencia ordinaria f(z,) + f(yn.) — f(z) + f(y) y puesto que f € X/,

f@n+yn) = f(n) + flyn) = flz+y) = f(z) + f(y),
es decir, {z,, + y,} converge débilmente hacia = + y.

b) Como z, = x, para todo f € X',

fwn) — ().

Por la convergencia ordinaria af(z,) — af(z), siendo a cualquier elemento de F.
Puesto que f € X', f(ax,) = af(z,) — f(ax) = af(z), esto es, {ax,} converge
débilmente hacia ax. n

No es muy dificil probar que si una sucesion {x,} converge fuertemente entonces también
converge débilmente, es decir, la convergencia fuerte implica la convergencia débil:
Sea {x,} una sucesion en un espacio de Banach X, que converge fuertemente a z € X,

|z, — x| — 0.

Ahora sea f € X', esto es, f es un funcional lineal acotado definido en X; por el Teorema
3.2 f es continuo. Como f es continuo en X y z, — x entonces, por el Teorema 1.15,

fan) — f(2),

es decir, {z,,} converge débilmente a z € X para todo f € X'

En el espacio euclideo de dimension finita R™ la convergencia débil coincide con la
convergencia fuerte. En efecto, sea {ej,es,...,e,} una base de R" y sea {z,} una
sucesion de elementos de R™ convergente débilmente a x € R™. Entonces,

fi(zy) = 2% — fi(r) =2; para i=1,2,...,n,

es decir, las primeras coordenadas de los vectores x;, tienden a la primera coordenada del
vector limite x, sus segundas coordenadas convergen a la segunda coordenada del vector
x, etc; por decirlo de otra manera existe convergencia componente a componente. Pero
entonces,

1
n 2
@ — || = d(zg, @) = (Z(:c;; - ﬂ)?) -0,
i=1
es decir, {x,} converge fuertemente a x. Puesto que la convergencia fuerte implica la

débil, queda demostrada la equivalencia en R™ de estas convergencias.

El anterior ejemplo muestra que la convergencia débil implica la convergencia fuerte, pero
esto solo sucede en espacios de dimension finita, como lo demuestra el siguiente teorema.

32



Teorema 3.10. Si X es un espacio normado de dimension finita entonces, la convergen-
cia débil es equivalente a la convergencia fuerte.

Demostracion. Se demostrara tinicamente el caso en que la convergencia débil implica la
convergencia fuerte ya que, anteriormente se demostré que la convergencia fuerte implica
la convergencia débil en cualquier espacio.
Sea {e1, ..., e,} una base de X y {z,,} una sucesion en X convergente débilmente a x € X.
Se tiene que,

T, =0je1+ -+ ajge, para n=1,2 ...,

y
x:a161+---+akek.
Considérese ahora los funcionales lineales f; € X’ con i = 1,2,...,k definidos asi:
1 sii=y;
file;) =
0 sii#j.
Como {z,} converge débilmente a x € X, parai=1,2...,k,
fi(zn) — fi(z).

Por definicion de f;, fi(z,) = o, mientras que f;(x) = «y, asi que

ol — q; para i=1,2,... k.

(n)

Ahora, sea M = méx||e;||. Como «; ' — «;, para cualquier € > 0, existe N € N tal que
K3

paratodon > N ytodoi=1,2,...,k,

(n) €
=l < —
R

7

por lo tanto,

k k
I — 2 = 1D = aieill <3 o™ — ailleil| < e,
=1 i=1

que es equivalente a ||z, — z|| — 0. |

3.2. Transformaciones lineales acotadas

Todo funcional lineal es una transformacion lineal entre el espacio vectorial X y F, los
resultados que se obtuvieron en dicho caso se pueden generalizar a la transformaciones
lineales.
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Definicion 3.11. Sea T una transformacion lineal entre los espacios vectoriales normados
XeVY:
T: X —Y.

Se dice que T es una transformacion lineal acotada si existe una constante positiva k tal
que, para cada v € X,

1T (@) < Kfl][-

Las propiedades correspondientes a los funcionales lineales acotados también son validas
en las transformaciones lineales acotadas, solo basta con cambiar el simbolo de valor
absoluto por el de norma. Para mostrar que esto es cierto se enunciarén solo algunos de
los teoremas analogos y su correspondiente demostracion.

Teorema 3.12. Sean X eY dos espacios vectoriales normados y T una transformacion
lineal tal que,
T: X —Y.

Entonces, si T es continua en xq € X, es continua en todo X.

Demostracion. Como T es continua en zy € X, entonces si x, — g, se tiene que
T(x,) — T(xg). Sea {y,} C X con y, — v.

T(Yn) =T(Yn —y+ 10 +y —20) = T(yn — y + 70) + T(y) — T(0).

Como y, —y + xo — xo, T(yn — y + x0) — T(x0).
Asi, T'(yn) — T(y), por lo tanto T es continua en todo X. [

Teorema 3.13. Sean X eY dos espacios vectoriales normados, T' es una transformacion
lineal acotada st y solo si es continua.

Demostracion. =] Por hipotesis T es acotada, lo que quiere decir que existe una
constante real k£ > 0, tal que, para todo x € X,

1T (@) < Kl

£

Por otra parte dado € > 0 y tomando 0 = 7

se tiene que si
lz = 0[] <4,

entonces

1T (z) =TO)] <e,

lo que quiere decir que T" es continua en 0 y por el Teorema 3.12 es continua en todo
X.

<] Supodngase que T es no acotado, es decir, para todo n € N, existe x,, € X tal que

1T () | > nfl2n]]
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Sea ahora
Tp

Yn = ——p0
|

con norma ||y,|| = =, claramente y,, — 0.
Como T es continuo, T'(y,) — T(0) y como cualquier transformacion lineal aplica
el vector cero en el vector cero, se tiene que

T(0)=0,
y asi
T(y,) — 0
Ahora,
1
1T (yn)l| = =T (@n) v T(2n) > nllz,ll,
n|zn||

esto implica que [|T'(y,)|| > 1, lo cual contradice que T'(y,) — 0, esto lleva a la
conclusion de que T' es acotada. [

Sean S, T transformaciones lineales acotadas desde un espacio vectorial normado X a un
espacio vectorial normado Y. Se definen la suma y el producto por un escalar en ellos de
la siguiente forma:

(S+T)(z) =S(x)+T(x),
(aT)(z) = (T ().

Con estas operaciones definidas, el conjunto formado por todas las transformaciones

lineales acotadas definidas desde X a Y es un espacio vectorial, y se denotara B(X,Y).
En B(X,Y) se define la siguiente norma:

1T ()|
lzl0 |1z

1T =

por lo tanto B(X,Y’) es un espacio normado.
Veamos que efectivamente es una norma:

0

N2. ||T||=0= sup Bl e | T(2)| =0 =T =0;
llzll#0

N3. para todo T' € B(X, Y) y para todo a € F , ||oT|| = sup ”Oﬁ(ﬁ”)” = sup W =
[|[|70 l|=]170
T(z
= |ov| ||i1||l£0 el IE || = lof[|T] ;

N4. para todo S,T € B(X,Y), ||[S+T|| = sup —”S(mf;f(w)” < sup ”‘i( H)” + sup H:ﬂiu)” =
[|l[|£0 [|l[|£0 [|l[|£0

= 1S+ 171]-
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Teorema 3.14. Sea T : X — Y wuna transformacion lineal donde X eY son dos espacios
vectoriales normados. Si X es de dimension finita, entonces T es acotada.

Demostracion. Sean n = dim X y {ej,...,e,} una base de X, entonces todo = € X se
puede escribir de la forma

n
x:E ae; oy e 1=1,2,....n.
i=1

Puesto que T es lineal,
i=1

Entonces
1T @) =1 aT(e) <D Jaall|T(ell <> leal > IIT (eI,
i=1 i=1 i=1 i=1

llamando k& = >_ ||T'(e;)||, se tiene que
i=1

1T ()|l < k- [|z]lo,

recordando que ||z|lp = méx |a;|, y puesto que todas las normas son equivalentes en un
(2

espacio vectorial de dimension finita, T es una transformacion lineal acotada respecto de
|z]|o ¥ por ende de cualquier norma sobre X. |

Teorema 3.15. Sean X e Y dos espacios vectoriales normados; si Y es un espacio de
Banach, entonces B(X,Y) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {T,} una sucesion de Cauchy en B(X,Y), esto es, para todo € > 0
existe V € N tal que
T, — Tn|| < e para m,n > N.

De esto, se tiene que para cualquier x € X,
[T () = T (@) || < | To = Tl - [l ]} < el

es decir, que la sucesion {7,(z)} es de Cauchy en Y. Como Y es de Banach, {7),(x)}
converge, digamos a y € Y. Se define entonces T': X — Y por: T(x) = y, para cada
r e X.
Se debe demostrar ahora que T es acotada y que T,, — T
Como {T,} es de Cauchy, sus términos estan uniformente acotados; existe algin ntimero
real M tal que,

|T.|| < M para todo n € N.

Entonces, para todo n y cualquier x € X,

1T (@) | < Tl - llzll < M|},
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aplicando limite cuando n — oo,
lm |7, () ]| < M|,
n—oo
se puede aplicar limite ya que || - || es continua, por lo tanto
1T (@)|| < Mll]],

lo que quiere decir que T' es una transformacién lineal acotada.
Ahora se demostrara que T,, — T.
De antemano se tiene que para todo m,n > N y todo z € X,

1T () = Ton() | < el|]].
Tomando el limite cuando n — oo y empleando la continuidad de la norma, se tiene que
Jim [[T,(@) — Tou(2)]| = |T(2) — Tu(@)] < ello].
lo que implica que para todo m > N,
T = Tall <,

es decir, T,, — T por lo que B(X,Y’) es un espacio de Banach. [

3.3. Convergencia en B(X,Y)

A continuacién se mostraran tres tipos de convergencia en el espacio B(X,Y) y se vera
alguna relacion entre ellos.

Definicion 3.16. Si {T,,} es una sucesion en B(X,Y) y

lim ||T, — T|| = 0
para algin T € B(X,Y), se dice que T,, converge uniformemente a T. Ordinariamente
se dirta tan solo que {T,} converge hacia T.

Definicion 3.17. Se dice que la sucesion {T,,} en B(X,Y) converge fuertemente hacia
T, y se denota
T, =T,

si, para todo x € X,
T.(z) — T(x).

Donde {T,,(x)} converge respecto de la norma de Y.
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Definiciéon 3.18. Se dice que la sucesion {T,,} en B(X,Y) converge débilmente hacia
T, y se denota
T, =T,

si para todo x € X, la sucesion de elementos de Y, {T,,(x)} converge débilmente hacia
T(x); dicho de otra forma,
T, =T,

st y sélo si, para todo x € X y para todo f € Y,
(Tu(x)) — [(T(x)).

Tenemos tres tipos de convergencia en B(X,Y') que son, convergencia uniforme, fuerte y
débil.

Si comparamos las definiciones de convergencia fuerte y débil, se puede observar que
cada una de ellas se basa en la nociones de convergencia débil y fuerte de los vectores
T, (z), los cuales forman una sucesion de vectores de Y.

Puesto que la convergencia fuerte siempre implica la convergencia débil, en este
nuevo sentido también la convergencia fuerte implica la débil:
Sea {T,,} en B(X,Y) convergente fuertemente hacia T', esto es para todo = € X,

T, (x) — T(z).

Ahora sea f € Y’ es decir f es un funcional lineal acotado y por el Teorema 3.2
f es continuo; ademéas la sucesion {T,(x)} en Y converge hacia T(z) € Y, por
el Teorema 1.15,

F(Tu(x)) — f(T(x)),
esto quiere decir que {7,,} converge débilmente hacia T" para todo = € X.

Ahora se demostraré que la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte:
Supoéngase que la sucesion {7} converge uniformemente hacia 7', esto es

7o =T — 0.
Lo que quiere decir que para todo € > 0 existe N € N tal que,
|7, —T|| <e para n> N.
Por lo tanto, para todo = € X,
[T () = T()|| < [T = Tl < ell]),

’ T, (z) — T().

Lo que demuestra que convergencia uniforme implica convergencia fuerte. Asi pues,

Convergencia uniforme = Convergencia fuerte = Convergencia débil.
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Los reciprocos de estas implicaciones los podemos ver en [2].

Ahora tomando Y = R, aparentemente en B(X,R) hay tres tipos de convergencia
seguin lo visto anteriormente, pero esto no es asi. A continuacién se demostrara que se
trata so6lo de dos.

En B(X,R) las nociones de convergencia fuerte y débil son equivalentes:

Recuérdese que una sucesion { f,,} en B(X,R) converge fuertemente hacia f si, para todo
re X,

Como también la sucesion {f,,} converge débilmente hacia f si, para todo z € X,

falz) = f(2).

Las nociones de convergencia fuerte y débil que se acaban de mencionar tienen lugar
en el espacio unidimensional R, habiendose demostrado en el Teorema 3.10 que en los
espacios de dimension finita ambas convergencias coinciden.

Asi pues que en B(X,R) las nociones de convergencia fuerte y débil son equivalentes.
por lo que en B(X,R) se puede eliminar el término convergencia “fuerte”; refiriéndose
siempre a este tipo de convergencia como débil.

En B(X,R) se puede definir la convergencia de la sucesion {f,} hacia f en la
norma de B(X,R). Se deberfa denominar convergencia “uniforme”. Sin embargo ésta
no es la forma usual, ya que esta convergencia se denomina convergencia fuerte de
funcionales, se dira que las transformaciones lineales acotadas convergen uniformemente
y que los funcionales lienales acotados convergen fuertemente si

T = T[] — 0

o bien
||fn - f” - 07

donde T,,, T € B(X,Y) vy fu, [ € B(X,R) respectivamente.
El siguiente teorema justifica el uso de la palabra “uniforme” en B(X,Y").

Teorema 3.19. La sucesion {T,,} en B(X,Y) converge uniformemente hacia T' si y sdlo
si T, (x) — T'(x) uniformemente para todo x € X tal que ||z|| < 1.

Demostracion. =] Sea {T,,} € B(X,Y) tal que T,, — T, es decir que para todo ¢ > 0
existe algin N € N tal que

T, —T| <e para n> N.
Entonces, si = es tal que ||z| < 1,
1 T(x) = T(2)| < [T = T [l < [[T0 =TIl < .

Evidentemente N no depende de la eleccion de x, lo que demuestra la convergencia
uniforme.
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<] Sea {T,,(z)} en Y tal que T,,(z) — T'(z), es decir que para todo € > 0 existe N € N
dependiente so6lo de ¢ tal que

|Tn(x) —T(x)|| < e para n> N,

para todo x tal que ||z|| < 1. Se elige 2 € X no nulo y definiendo

y = ﬁ
Paran > N,
IT) - Tl = \T(W) ~7(4) H - lT@) - T <e,

por lo que ||T,, — T'|| < e.
Nuevamente N depende solo de € y no de z. ]
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Se puede decir que cuando se estan tratando espacios de Banach debe tenerse muy pre-
sente que antes de todo, estos espacios deben ser espacios vectoriales normados, y que
normalmente al nivel de pregrado es un poco complicado demostrar la completez.

En cuanto a espacio dual de un espacio normado no se mostro sino un solo ejemplo debido
a la necesidad de mostrar sélo lo que un estudiante normal de pregrado estudia en toda la
licenciatura, y para mostrar mas ejemplos que se puedan entender se necesita de algunos
conceptos avanzados que no se dan en la licenciatura. Algunas de las cosas que son de
resaltar es que un espacio dual siempre es un espacio de Banach, asi el espacio en el cual
se definen los funcionales lineales no sea de Banach, como también se debe resaltar que los
funcionales lineales son s6lo un caso particular de unos méas generales que en este caso son
las transformaciones lineales, y en el cual también se extiende el concepto de continuidad.
En la convergencia débil y fuerte se noté6 que es mas sencillo trabajar en espacios de
dimensioén finita ya que, en estos espacios los criterios de convergencia fuerte y débil co-
inciden, mientras que en el caso de dimensién infinita solo se tiene que la convergencia
fuerte implica la débil, pero que no se mostré que la convergencia débil no necesariamente

implica la fuerte debido a su complejidad.
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Todas las normas sobre un espacio vectorial X de dimensién finita son equivalentes.

Un espacio de Banach es un espacio lineal normado el cual es completo bajo la

métrica asociada con la norma.

Todo espacio vectorial normado de dimensién finita es un espacio de Banach.
El espacio dual X’ de un espacio vectorial normado es un espacio de Banach.
En la convergencia débil el limite es tnico.

En un espacio normado de dimensién finita, la convergencia débil es equivalente a

la convergencia fuerte.

Sean X e Y dos espacios vectoriales normados; si Y es un espacio de Banach,

entonces B(X,Y’) es un espacio de Banach.
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