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RESUMEN

TITULO: Hiperespacio de sucesiones convergentes

AUTOR: Daimon Santiago Mayorga Carrefio

PALABRAS CLAVE: Espacios métricos, Hiperespacios, Sucesiones, Convergencia.

DESCRIPCION:

Para este trabajo realizamos un estudio del hiperespacio de sucesiones convergentes sobre espacios
especificos, como lo son los espacios métricos sin puntos aislados, esto para simplificar las pruebas reali-
zadas. Este hiperespacio fue definido en (Garcia-Ferreira y Ortiz-Castillo, 2015) y estudiado mas adelante
en (Garcia-Ferreira y Rojas-Hernandez, 2017). Vemos algunas caracteristicas generales y mostramos tres
propiedades principales, las cuales son muy investigadas en el estudio de los hiperespacios. Ademas rea-

lizamos algunas demostraciones que en estos articulos no aparecian o se seguian de ideas planteadas.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Doctor en
Ciencias Matematicas



HIPERSPACIO DE SUCESIONES CONVERGENTES 8

ABSTRACT

TITLE: Hyperspace of convergent sequences

AUTHOR: Daimon Santiago Mayorga =

KEYWORDS: Metric spaces, Hyperspaces, Sequences, Convergence.

DESCRIPTION:

For this work we carry out a study of the hyperspace of convergent sequences on specific spaces, such as
metric spaces without isolated points, this to simplify the tests carried out. This hyperspace was defined in
(Garcia-Ferreira y Ortiz-Castillo, 2015) and studied further in (Garcia-Ferreira y Rojas-Hernandez, 2017).
We see some general characteristics and show three main properties, which are much investigated in the
study of hyperspaces. In addition, we carried out some demonstrations that did not appear in these articles

or were followed by proposed ideas.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Doctor en
Ciencias Matematicas
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Introduccion

Las sucesiones convergentes han sido muy estudiadas ya que brindan una gran
informacion acerca de ciertos espacios como lo son los espacios 75, por otra parte, la
investigacion sobre los hiperespacios nos provee de mucha informaciéon sobre el com-

portamiento topologico del espacio original.

En el desarrollo del estudio de hiperespacios se han definido y estudiado una
gran cantidad de subconjuntos de 2%, que naturalmente, se dotan de la topologia de
subespacio. Por dar algunos ejemplos, conocemos: C(X) que son todos elementos de
2X que ademas son conexos; C,,(X) los compactos con a lo mas n componentes, n € N;
F.(X) indica los subconjuntos no vacios de X que tienen a lo sumo n elementos, n € N;

0 F(X) los subconjuntos finitos de X.

De esta manera el hiperespacio de todas las sucesiones convergentes no triviales
(de un espacio métrico sin puntos aislados) S.(X) fue introducido en el afio 2015 en el
articulo titulado “The Hyperespace of convergent sequences”,como es usual, lo dotaron
de la topologia heredada de 2. Como se puede ver en las referencias de este proyecto,

existen varios trabajos enfocados al estudio de este hiperespacio.

Para este trabajo haremos énfasis en el hiperespacio S.(X). Se presentara un
panorama general del estudio de S.(X), analizaremos algunos resultados y se expondran

algunos de los problemas abiertos.
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1. Preliminares

El objetivo de este capitulo es establecer las notaciones basicas que seran usadas
a lo largo de este trabajo. Asi mismo, se pretende recordar algunos resultados de la
Topologia general y en particular, de la Teoria de continuos que son necesarios para la

lectura del trabajo.

La mayoria de los resultados que presentamos en este capitulo son conocidos y
sus demostraciones se pueden encontrar en libros de topologia general. Por esta razon,

no realizaremos muchas de estas demostraciones.

Este capitulo lo dividimos en dos secciones. En la primera seccidén que llamamos
Hiperespacios, se introduce el concepto de hiperespacio, se define una métrica y una
topologia para estos, y se muestran algunos ejemplos y propiedades. Para la segunda
seccion que titulamos Hisperespacio de sucesiones convergentes, definimos lo que seria
una sucesion convergente no trivial describiendo el hiperespacio S.(X), y presentamos
una base de este espacio topoldgico. El espacio S.(X) es donde se desarrolla nuestro

trabajo.

1.1. Hiperespacios

Este trabajo lo desarrollamos en el contexto de los espacios métricos. Un arco es
un espacio meétrico homeomorfo a [0, 1]. Ademas, si h: [0, 1] — « es un homeomorfismo,
h(0) y h(1) los llamaremos los puntos extremos del arco «.. Un espacio métrico X se dice

arcoconexo si para cualesquiera dos puntos x, y x; de X, existe un arco « contenido en X
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tal que =, y 1 son los puntos extremos de «. Es conocido, que en los espacios métricos,
conexidad por caminos y arcoconexidad, son nociones equivalentes. Un continuo es un

espacio métrico compacto y conexo diferente del vacio.

Un concepto importante para la comprension del trabajo es el de hiperespacio; a

continuacion lo definimos y junto a este su topologia.

Definicion 1.1.1. Sea X un espacio métrico. Un hiperespacio de X es una coleccion es-
pecifica de subconjuntos cerrados de X con la topologia de Vietoris (Ver Definicion 1.1.2).

En particular, abordaremos los siguientes hiperespacios:

1. 28 ={A C X : A es no vacio y cerrado de X}.

2. K(X)={A: A escompacto no vacio de X }.

3. F.(X) = {A € 2% : A tiene como maximo n puntos},n € N.
4. F(X) = | Fu(X).

neN

Observe que como X es un espacio métrico, los los hiperespacios estan conteni-
dos en 2¥. Luego, es suficiente definir la topologia para 2* y todos los demas hiperespa-

cios seran tomados como subespacios.

Definicion 1.1.2. Dados U, ..., U, abiertos de X, denotamos

(Ur,.... Uy ={Ae2X: AC| JU;yANU; #0, paracadai € {1,...,n}}.

i=1

Es posible mostrar que la familia

g ={(U,...,U,) :Uy,...,U, son abiertos de X }
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es una base de topologia. Definimos 1, la topologia generada por 5 y la llamaremos

Topologia de Vietoris.

A continuacion definimos una métrica sobre 2%, conocida como la métrica de
Hausdorff, que si el espacio métrico X es ademas compacto, las topologias de Vietoris
y la generada por la métrica de Hausdorff, son iguales, como mostramos en el Teore-

ma 1.1.4.

Definiciéon 1.1.3. Sea X un espacio métrico con métrica acotada, para cada A, B ¢ 2%
definimos:

h(A,B) =imf{r >0: ACN(B;r) yBC N(A;r)},
donde N(D;s) = J{B(z;s) :x € D},conD C X ys> 0.

En (lllanes y Nadler, 1999, Teorema 2.2) se muestra que en efecto, h es una métri-

ca sobre 2% . La métrica definida anteriormente se conoce como la Métrica de Hausdorff.

Una prueba del Teorema 1.1.4, se puede encontrar en (lllanes y Nadler, 1999,

teoremas 3.1y 3.4).

Teorema 1.1.4. Sea X un espacio métrico compacto. Si 1, denota la topologia inducida

por la métrica de Hausdorff en 2, entonces ry = 7,.
La siguiente proposicion nos sera de utilidad en el siguiente capitulo.

Proposicion 1.1.5. Sea X un espacio métrico. La funcién wu: 2*° — 2% definida por

u(A) = |JA para cada A € 22", conocida como la funcién unién, es continua.

Demostracién. Para esto mostremos que, para cualesquiera A y 5 en 22*, tenemos que

h(UA,UB) < hy (A, B).
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Supongamos que h,(A,B) = r. Sea s > r, veamos que h((JA,|UB) < s. Para
esto es suficiente probar que |JA C N(UB,s)y UB C N(lJA, s). Probemos que | J A C
N(UB,s). Sea = € [J A, entonces existe A € A, tal que x € A. Como h,(A,B) < s,
tenemos que A C N,(B,s). Asi existe B € B tal que h(A,B) < s. En consecuencia
A C N(B,s). Ahora como z € A, existe y € B tal que d(z,y) < s. Es claro que B C
U B. Por lo tanto b € |J B. De lo anterior concluimos que A C N(|J B, s). Analogamente
probamos que | JB C N(|J A, s). Por lo que tenemos que h(|J.A, U B) < hn(A, B). Luego

u es continua. O
Ahora mostramos algunas propiedades de los hiperespacios F,,(X) y F(X).

Teorema 1.1.6. Sea X un espacio métrico. Si X es conexo, entonces F,,(X) es conexo.

Ademas, si X es compacto, entonces F, (X ) es un continuo, para cada entero positivo n.

Demostracion. Seann € Ny g: X™ — F,(X) la funcion definida por:

g((x1,...,xy)) =A{x1,...,2,}, paracada (zi,...,z,) € X"

Veamos que ¢ es continua. Tomemos z = (z1,...,x,) € X". Sean Uy, ...,U,, abiertos
de X tales que g(z) € (Uy,...,Uy) N Fu(X). Sea V;, = {U;: z; € U;}, paracada j €
{1,...,n}. Note que V; es abierto para todo j € {1,...,n}, ademas z € V; x ... X V.
Probemos ahora que g(V; x ... x V,) C (Uy,...,Un). Seay = (y1,---,yn) € V1 X ... X
V.. Observe que g(y) = {y1,...,un} € U, Vi € U, U,. Es claro que para cada i €
{1,...,m} existe k € {1,...,n} talque V;, C U,. Asi y. € U; y g(y) € (Uy,...,Uy,); €s

decir, g es continua.
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Es claro que g es sobreyectiva. Por (Camargo y Villamizar, 2020, Teorema 7.13),
X" es conexo y por (Camargo y Villamizar, 2020, Teorema 7.10), tenemos que F,,(X) es
conexo. Como X es compacto, Por (Camargo y Villamizar, 2020, Teorema 6.16) se tiene
que X" también compacto y por tanto, F,(X) es compacto, ver (Camargo y Villamizar,

2020, Teorema 6.5). De lo anterior, F,,(X) es un continuo. O

Proposicion 1.1.7. Sea X un espacio métrico. Si X es conexo, entonces F(X) es cone-

XO.

Demostracion. Supongamos que F(X) es disconexo. Luego existen abiertos no vacios
U,V tales que F(X) = UuVconU NV = (. Es claro que F(X) = JF.(X). Por
Teorema 1.1.6, F,(X) es conexo. Asi F,(X) C U 6 F,(X) C V. Sin pérdida de gene-
ralidad asumamos que F,(X) C U. Note que F,(X) C F,+1(X), para cada n € N. Asi
Fir(X) C U siempre que k < n. Por otra parte observe que F,,(X) C U con m > n. Pues
si Fi(X) € U, entonces F,,(X) € U. Asi F(X) = JF.(X) CU. Es decirque V = 0. Lo

cual es una contradiccion. Por lo tanto F(X) es conexo. N

Observe que si X es un espacio métricoy (Ui, ..., Us) es un abierto de 2%, enton-
ces (Uy,...,Uy) NF(X) # 0; pues, basta tomar A = {z1,...,x;} donde z; € U; para cada
ie{l,....k},yAe(Uy,...,U)NF(X). Asi, F(X) es un subconjunto denso de 2, para

cualquier espacio métrico X. De lo anterior, 7(X) no es compacto.

1.2. Hiperespacio de sucesiones convergentes

En este trabajo, estudiamos un hiperespacio en particular, introducido en 2015 en

(Garcia-Ferreira y Ortiz-Castillo, 2015), que se conoce como el hiperespacio de suce-
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siones convergentes no triviales, ademas mostramos unas propiedades investigadas en

(Garcia-Ferreira y Rojas-Hernandez, 2017). De esta manera definimos a continuacion.

Definicion 1.2.1. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados. Un conjunto S C X se

dice una sucesion convergente no trivial si:

1. S es un compacto infinito;
2. Existe v € S tal que S\ {z} es numerable y discreto; y

3. S\ U es finito, para cada abierto U de X tal que x € U.

El punto = € S lo denotaremos en ocasiones por xs y lo llamaremos punto limite de S.
Algunas veces notaremos

S ={z;z,,n € N}.

Dado X un espacio topoldgico sin puntos aislados, definimos el hiperespacios de

las sucesiones convergentes por

Se.(X) ={S C X : S es una sucesion convergente no trivial}.

Es claro que S.(X) C 2X. Asi, consideraremos S.(X) con la topologia de Vietoris
definida anteriormente. Si Uy, ..., U, son abiertos de un espacio métrico compacto X,

entonces denotaremos:

({Ur, .. Upe = (Ur,...,Up) N Su(X).

El siguiente teorema nos muestra una base particular para el hiperespacio de
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sucesiones convergentes S.(X). Este resultado lo usaremos constantemente en el desa-

rrollo del trabajo.

Teorema 1.2.2. Sea X un espacio métrico compacto. La coleccion

Be = {(U,...,Ux).: U; es abierto, para cadai € {1,...,k},

yU;,NU; =0 siempre quei # j},

es una base para el hiperespacio S.(X).

Demostracion. Sean Vi, ..., V,, abiertosde Xy S € (V4,...,V,,).. Supongamos que S =
{z;z,,n € N}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que, existe N € N tal que
{z;xp,n > N}y CVi,yVin{zy,...,an_1} # 0 paracadai € {2,...,m}. Como S es una
sucesion convergente en un espacio métrico, existen abiertos W1, ..., Wy disjuntos dos
a dos, tales que {z;z,,n > N} C Wy yx; € W4, paracadai € {1,...,N — 1}. Sean

Ui, ..., Uy abiertos definidos para cadai € {1,..., N}, por:

Vinwy, sii=1;
Ui:

Win(({V; :ziz1 €V}, siied2,...,N}.

Obsérvese que S € (Uy,...,Un). Y (Ui,...,Un)e € (Vi,..., V). Ademas, U; N

U; =0, siempre que i # j. Asi, (Ui, ...,Un). € B. Y S. €s base de S.(X). O
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2. Hiperespacio de sucesiones convergentes

La finalidad de este capitulo es mostrar varios resultados sobre el hiperespacio
S.(X). Algunas de las propiedades que se estudian a menudo en los espacios topologi-
cos son: la compacidad, la conexidad, la conexidad por caminos y la conexidad local; de
esta forma, enfocamos los proximos resultados en este capitulo sobre S.(X). Ademas,

mostramos ejemplos donde se tienen o no dichas propiedades.

2.1. Propiedades generales

El objetivo de esta seccion es recopilar algunos resultados sobre el hiperespacio
de sucesiones convergentes S.(X), para cuando X es un espacio métrico. En algunos
resultados introduciremos como hipotesis que el espacio métrico no tiene puntos aisla-
dos para garantizar la existencia de sucesiones convergentes a todo punto del espacio;
en particular, para asegurar que S.(X) no es vacio. Primeramente mostraremos que el

hiperespacio no es compacto.

Teorema 2.1.1. Sea X un espacio métrico. Si S.(X) es diferente del vacio, entonces el

hiperespacio S.(X) no es compacto.

Demostracion. Sea S € S.(X). Supongamos S = {z,z,,n € N}. Sea (5,)nen UNa suce-
sion en S.(X) definida por S, = S\ {z1,...,x,}. Observe que lim,,_,., S, = {z}, usando
la métrica de Hausdorff en 2¥. Como {z} no es un elemento de S.(X), S.(X) no es

compacto. O
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Otra propiedad sencilla se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.2. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados. Entonces S.(X) es un

subconjunto denso de 2X.

Demostracion. Sea (U,, ... ,U,,) un abierto de 2*. Veamos que (U, ..., U,,) N S.(X) # 0.
Sea z; € U;paracadai € {1,...,m}. Como X no tiene puntos aislados, existe S € S.(X)
tal que el punto limite de S, zg es 21,y S C U;. Notemos que S U {z1,...,z,} € S.(X)N

(U, ...,Upy). Asi, S.(X) es un subconjunto denso de 2*. O

En (Garcia-Ferreira y Ortiz-Castillo, 2015), los autores inician el articulo a manera

de motivacion haciendo la siguiente pregunta:
Pregunta 2.1.3. ;Son S.([0,1]) y S.(I) homeomorfos?
Para dar respuesta, los autores muestran el siguiente lema.

Lema 2.1.4. Sean X un espacio métrico y A C X. Si S es una sucesion convergente no
trivial tal que S C X \ A, entonces la funcion f: A — S.(X) definida para cada x € A por

f(z) = Su{x} es un encaje.

Demostracion. Primero veamos que f es continua. Sean z € Ay U; ... U, abiertos dis-
juntos dos a dos de X tal que SU {z} € (Uy,...,U,).. Notemos que existe k € {1,...,n}
tal que = € Uy. De esta manera tenemos que v € U, N Ay f(U,NA) C (Uy,...,U,), lo
que muestra que f es continua en z. De lo anterior, f es continua.

Ahora veamos que f es abierta. Sea VV un abierto de A. Luego existe un abierto

W de X tal que V = W N A. Veamos que f(V) es abierto de S.(X). Sea x € V. Como

X es un espacio métrico, existen abiertos disjuntos U; y U, de X tales que S C U, y
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z € Uy C V. Asi, (U,U,), es un abierto de S.(X) tal que f(z) € (Uy,U,).. Ahora, si
f(z) = SU{z} € (U,Uy).N f(A), entonces z € Us. Asi, (U1, Us), N f(A) C f(V)y f(V)
es abierto de f(A). Finalmente, notemos que claramente f es inyectiva y por lo tanto, f

es un encaje. O

El siguiente corolario se sigue del lema anterior. Este corolario es interesante pues

muestra cuando S.(X) contiene una copia de X.

Corolario 2.1.5. Sea X un espacio métrico. Si X tiene una copia de él mismo y existe
una sucesion convergente no trivial disjunta de esa copia, entonces S.(X) tiene una copia

de X.
Tenemos la siguiente pregunta:

Pregunta 2.1.6. ;Existe un espacio métrico X tal que S.(X) sea diferente del vacio y

S.(X) no contenga una copia de X ?

Ahora, veamos algunas definiciones de dimensidn topologica antes de darle solu-

cion a la Pregunta 2.1.3.

Definicion 2.1.7. Sea X un espacio métrico. Entonces, dim(X) = 0 si, y solo si, para
todo p € X existe una base de vecindades B tal que Fr(B) = (), para todo B € B. En

este caso diremos que X es cero dimensional o X tiene dimension cero.

Note que un espacio métrico tiene dimension cero si tiene una base de subcon-

juntos que son simultaneamente abiertos y cerrados.
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Observacion 2.1.8. E/ conjunto de irracionales, 1, es cero dimensional; pues, para cual-
quier p € 1, podemos construir una base de vecindades B = {(r,s) N1:r,s € Qyp €

(r,s)}. Note que Fr(B) = () para cualquier B € B.

Observacion 2.1.9. En (Michael, 1951), el autor muestra que si X un espacio métrico
tal que dim(X) = 0, entonces dim(K(X)) = 0, donde K(X) representa la coleccion de
compactos no vacios de X (ver Definicion 1.1.1). Como S.(X) C K(X), dim(S.(X)) = 0,

por (Nadler, 2002, Teorema 3.2).

Ya con esto, demos respuesta a la Pregunta 2.1.3. Supongamos que S.([0,1]) y
S.(I) son homeomorfos. Por las observaciones 2.1.8 y 2.1.9, dim(S.(I)) = 0. Ademas,
S:([0, 1]) tiene una copia de [0, 1], por el Corolario 2.1.5. De esta manera tendriamos que
S.(I) posee una copia de [0, 1]. Por otra parte, por la Definicién 2.1.7 podemos deducir
que dim([0,1]) # 0. Lo cual es una contradiccion. De lo anterior S.(]0, 1]) y S.(I) no son
homeomorfos. Ahora, en cuanto a los espacios cero dimensionales, una pregunta que

surge naturalmente y permanece aun abierta es la siguiente:

Pregunta 2.1.10. ;Son S.(Q) y S.(I) homeomorfos?

Para iniciar el estudio del hiperespacio S.(X), mostraremos que S.([0, 1]) es arco-
conexo. Recordemos que un espacio métrico X es arcoconexo o conexo por caminos si,
para cualesquiera p y ¢ en X, existe una funcion continua «: [0,1] — X tal que a(0) = p
y a(1) = ¢q. En ocasiones y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que « es un

encaje; esto es, a([0, 1]) es un arco con puntos extremos py g.

Proposicion 2.1.11. E/ hiperespacio S.([0, 1]) es conexo por caminos.
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Demostracion. Sean Sy y S; dos puntos de S.([0, 1]). Consideremos dos casos:

Caso 1. Las sucesiones S, y 5; tienen el mismo punto limite. Estos es, sean Sy =

{z,z,: n € N} y S; = {z,y,: n € N}. Definimos h: [0,1] — S.(X) de la siguiente forma:

h’(o) = SO y h(t) = {xazla <. 7$n—17fn(t)7yn+l7yn+27 .. '}7

donde f,(t) = x, + (n+ 1)(nt — 1)(y, — =) para cada ¢ € [-1;,1]. Nétese que h(1) =
S;. Ademas, h \[#17%} es continua para todo n € N. Mas aun, por (Engelking, 1989,
Proposicion 2.2.13), tenemos que & |1 es continua. Ahora veamos la continuidad de
h en 0. Tomemos abiertos disjuntos dos a dos Uy, ..., U, tales que Sy € (Uy,...,Ux), Y

x € U;. Como Sy y S convergen a z, entonces existe un m € N tales que x,,y, € U;

siempre que n > m.

Afirmacion 2.1.12. Elintervalo [0, -1 ) esta contenido en h™" (U, ..., Uy),).

Probemos la afirmacion. Seant € (0, -15) y i > m + 1 talesque t € [, }]. Porla

definicién sabemos que

h(t) = {x,xl, ey Ly ey fi(t)7yi+17 o }

Note que {yii1,%is2,...} C Uy {z,21,...,20} C Ule U;. Ademas, para cada j €
{1,...,k}, tenemos que {z,x1,...,z,} NU; # 0; pues, Sy € (Uy,...,Uk). Y x, € U, siem-
pre que n > m. Ahora, como i > m, x;,y; € U,. Asi, tenemos que fi([iﬁ’ %]) C U, porque
U, es un intervalo abierto. Por consiguiente h(t) € (U, ..., Uy).. Con esto terminamos la

prueba de la Afirmacion 2.1.12.
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Lo anterior muestra que h es continua en 0 y por lo tanto, h es continua. En este

caso, Sy y S, estan conectados por un camino.

Caso 2. Sean Sy = {z,z,: n € N} y S; = {y,y,: n € N} sucesiones crecien-
tes o, las dos decrecientes, con puntos limite diferentes. Sin pérdida de generalidad
supondremos que * < y Yy Sy y S; son ambas decrecientes con z, < y para todo
n € N. Sean fy: [0,1] — [0,1], donde fy(t) = = + t(y — =) un camino de x= a y, y
fn:[0,1] — [0,1] tal que f,.(t) = z, + t(y, — x,) camino de z,, a y,, para cada n € N.

Definamos la funcion g: [0, 1] — S.([0, 1]) dada por

g(t) = Si = {Jo(t), fu(t): n € N}.

Note que lim,, . f,.(t) = lim, oo(xy + t(yn — x,)) = = + tly — x) = fo(t), para cada
t € [0,1]. Por lo anterior, tenemos que la funcién ¢ esta bien definida. Mas aun, como
las dos sucesiones tienen la misma direccion y todas las funciones f; son los caminos

naturales, tenemos que:

fot) < ... < fu(t) < fua(t) < ... < fi(t) paratodo t € [0, 1].

Ahora veamos que g es continua. Fijemos ¢ € [0,1]. Sean Uy, ..., U, abiertos dis-
juntostales que S; € (Uy,...,Ux). Y fo(t) € U;. Sea ¢ la distancia entre S, y [0, 1]\(Uf:1 Ui)-
Como S, y [0,1] \ (U, Us) son compactos disjuntos, tenemos que § > 0. Sea V =

(t—0,t+06)N]J0,1].

Afirmacion 2.1.13. Si f;(t) € U; para algini € N y j < k, entonces f;(r) € U, para todo
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reV.

Probemos la afirmacion. Supongamos que f;(t) € U, para algun : € Ny fijemos

r € V. Sin pérdida de generalidad, supongamos que r > t. Entonces

i) = fi(r)] = Jas + (g = @0) = (i 4 r(ys — 22))| = [(E = ) (y: — 25)| < 0.

Asi, fi(r) € U; y completamos la prueba de la Afirmacion 2.1.13.

Luego, se sigue que si S, € (Uy,...,Ux)., entonces S, € (Uy,...,Us)., para cada
r € V. Por lo tanto, g es continua. De lo anterior, en este caso, Sy y S; se pueden unir por

un camino en S.([0, 1]).

Con estos dos casos, terminemos la prueba mostrando que si Sy = {z, z,: n € N}
y S1 = {y,y,: n € N} son dos sucesiones distintas, éstas se pueden conectar con un ca-
mino. Si z = y, por el Caso 1, tenemos que existe un camino entre S, y S;. Supongamos
que = # y. Sin perdida de generalidad, supongamos que =z < y < 1. Sean S y S3 dos
sucesiones decrecientes que convergen a x y y, respectivamente, tales que S, C [z,y) ¥y
S3 C [y, 1). Luego, por el Caso 1, tenemos que existen caminos f;: [0, 1] — S.(X) tal que
f1(0) = So y fi(1) = Sa; fa: [0,1] — S.(X) tal que f»(0) = Sz y fo(1) = Si. Luego, por el

Caso 2, existe un camino f3: [0,1] — S.(X) tal que f3(0) = Sz y f3(1) = S3. Notemos que
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f:[0,1] = S.(X) dada por

;

f1(3), sitel0,1/3];

F) =19 f63t - 1), site[1/3,2/3];

f(3t—2), sitel2/3,1].

\

€S un camino que conecta a Sy con S;. O

Terminamos esta seccidn con el siguiente lema. La demostracion es similar a los
argumentos que mostramos en la prueba de la Proposicion 2.1.11. Mostraremos un es-

quema de la prueba.

Lema 2.1.14. Sea X un espacio meétrico conexo. Si X es una union finita de arcos,

entonces S.(X) es conexo por caminos.

Demostracion. Sabemos que X = a; U---U a,, donde ay, ..., a, SOn arcos.

Afirmacion 2.1.15. Sean S, S, € S.(X) tales que Sy y S, tienen el mismo punto limite,

entonces existe un camino que conecta a S, con S;.

Sean Sy = {z,x,,n € N} y S; = {z,y,,n € N} dos elementos de S.(X). Como X
es conexo y ademas union finita de arcos, entonces dados a, b € X existe un ¢ un arco tal
que a, b son sus extremos. Sean ¢,, el arco con extremos =, Y y, Y fn: [1/(n+1),1/n] —
S.(X) el camino que conecta a y,, con x,, mediante el arco ¢,,. Definimos ¢: [0, 1] — S.(X)

tal que

g(()) = SO y g(t) = {[E,Il,$27 .. 'xn—hfn(t)’yn-‘rl?yn-l—% .o }
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Analogamente al Caso 1 de la Proposicion 2.1.11 tenemos que ¢ es continua y

por tanto un camino entre S, y S;. Asi demostramos la Afirmacién 2.1.15

Sean Sy = {z,z,,n € N}y S; = {y,y,,n € N} dos puntos de S.(X). Si z = y,
entonces por la Afirmacion 2.1.15, tenemos que existe un camino entre Sy y S;. Supon-
gamos que z # y. Como X = a; U --- U «,,, €ntonces existe un arco v en X con puntos
extremos z y y. Sean S, y S3 puntos en S.(X) tales que S2US3 C +,y x y y son los puntos
limite de Sy y S3, respectivamente. Luego, aplicando nuevamente la Afirmacion 2.1.15, .S,
se puede unir con un arco a Sy y Sz se puede unir con un arco a S;. Finalmente, como S,
y S3 estan en un arco, aplicando la Proposicion 2.1.11, S, y S3 son puntos extremos de
un arco en S.(X). De lo anterior, S.(X) es conexo por caminos y terminamos la prueba

del lema. n

Un caso particular donde aplicamos el Lema 2.1.14, son las graficas.

Definicion 2.1.16. Un continuo X es una grafica si X se puede ver como union finita de
arcos tal que, dados cuales quiera dos arcos, estos son disjuntos o se intersecan en uno

0 sus dos puntos extremos.
Una clara consecuencia del Lema 2.1.14 es el siguiente corolario.
Corolario 2.1.17. Si X es una gréfica, entonces S.(X) es arcoconexo.

Terminamos esta seccion con otro ejemplo donde el hiperespacio de sucesiones

convergentes S.(X) es conexo por trayectorias.

Ejemplo 2.1.18. Sea X el espacio peine definido por:

X = (U{017 53 - n e NP U (0.0 ¢ 0p) [ (0} x [0.1).
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Ver Figura 2.1 para una representacion del espacio peine. Entonces S.(X) es conexo por

caminos.

Figura 2.1. Espacio Peine.

Para esta demostracion utilizamos técnicas parecidas a las que precisamos en la

Proposicién 2.1.11 y Lema 2.1.14.

Observacion 2.1.19. Sea S € S.(X). Si S esta contenido en una cantidad infinita de

arcos, entonces zg € [0, 1] x {0}).

Afirmacion 2.1.20. Sea S un elemento de S.(X), entonces existen S’ € S.(X) y f una
funcion continua tales que S’ esta contenida en una cantidad finita de arcos y f conecta

ascons'.

Sea S € S.(X) tal que S esta contenida en una cantidad infinita de arcos. Por la
Observacién 2.1.19, tenemos que zs € ([0,1]) x {0}). Definamos S = {zg,z,,n € N},
donde x5 = (as,0) y 2, = (an,b,) paracadan € N. Asi, si f: [0,1] — S.(X) es la funcion

definida para cada ¢ € [0, 1] por:

f(0) =Sy f(t) ={(as + t(—as),0), (an + t(—an),ba),n € N}.

Por Caso 2 de la Afirmacién 2.1.11 tenemos que la funcion f es continua. Ademas S’ =

f(1) es un punto de S.(X) tal que S" C ({0} x [0, 1]). Es decir es una sucesion contenida
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en un arco. Es claro que la funcion anterior define un camino entre Sy S’. De esta manera

queda demostrada la Afirmacién 2.1.20.

Sean 51,5, € S.(X) tales que S; # S,. Por la Afirmacion 2.1.20, tenemos que
existen 57,5, € S.(X) y funciones f1, g, tales que S; y S} estan en una cantidad finita de
arcos y f1(0) = Sy, fi(1) = S1,92(0) = Say go(1) = S5. Por Lema 2.1.14, existe f; que
conecta a S} con Si. Sea fo(t) = ¢2(1 — t). Note que f = f1 U f3 U f, es una funcidon

continua que conecta a S; con S,.

2.2. Conexidad en S.(X)

Para esta seccion se mostraran algunos resultados sobre la conexidad del hiper-
espacio de sucesiones convergentes. Veamos que caracteristicas debe tener un espacio

métrico X para que su hiperespacio S.(X) sea conexo.

Teorema 2.2.1. Sea X es un espacio métrico sin puntos aislados. Si X es conexo por

caminos, entonces S.(X) es conexo.

Demostracion. Supongamos que S.(X) no es conexo. Luego existen dos abiertos dis-
juntos U y V de S.(X) tales que S.(X) = U U V. Sean Uy,...,U,, abiertos disjuntos
dos a dos tales que (Uy,...,Un,). € U (ver Teorema 1.2.2). De igual manera, toma-
mos Vi, ..., V, abiertos disjuntos dos a dos tales que (V;,...,V,), € V. Ahora fijemos un
r,eU;yy;eV;paracadai € {1,...m}yj e {l,...n}, respectivamente. Por (Engelking,
1989, 6.3.12(a)), existen encajes f;: [0,1] — X tal que fi(0) = z; y fi(1) = ;41 con
i € {1,...m — 1}. De la misma forma, sea g;: [0,1] — X encaje tal que g¢;(0) = y; ¥y

gj(1) =y;1conje{l,...n—1}. Sea h: [0,1] — X el encaje que conecta a z; con y;.
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De esta manera definimos:

D:mmmu(uﬁm@0u<U%@M0.

i<m j<n
Sea S.(D) un subespacio de S.(X). Ahora como {z1,...Tm,y1,---,yn} € D, en-
tonces podemos extender el conjunto {1, ... z,,} a una sucesion en S.(D)NU y el conjun-
to {v1,...,y.} aunasucesion de S.(D)NV. De esta manera obtenemos que S.(D)NU # ()
y S.(D) NV # (). Por la escogencia de U y V tenemos que S.(D) es disconexo; pero, D
es conexo y ademas, es union finita de arcos. Esto contradice el Lema 2.1.14. Por lo

anterior, S.(X) es conexo. O

Ahora mostraremos que S.(X) es conexo si, y solo si, X es conexo. Para esto

establecemos el siguiente lema.

Lema 2.2.2. Si (U,,...,U,), es un abierto basico de S.(X), entonces

Ademas, si O es una abierto no vacio de S.(X), entonces | J O es abierto de X.

Demostracion. Sea (Ui,...,U,) un abierto basico de S.(X). Tomemos S en
(Uh,...,U,),. Note que =z € SU {z} € (Uy,...,U,), paratoda z € Uy U---UU,. De

esto sigue que:

UU...uU, S| J{Su{a}:zethu---ul,} C
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De esta manera | (Uy,...,U,). =U; U---UU,.

[

Finalmente, si z € (JO, existe S € O tal que = € S. Luego, existen abiertos
Ui,...,U, de X tales que S € (Uy,...,U,). € O. Asi, x e Uy U---UU, C JOYy
UyJ---UU, es abierto de X; es decir, | JO es abierto de X.

]

Teorema 2.2.3. Sea X un espacio métrico sin puntos aislado. Entonces, X es conexo si,

y solo si, el hiperespacio S.(X) es conexo.

Demostracion. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados. Supongamos primero que
X es conexo y probemos que S.(X) es conexo. Para esto definamos los siguientes con-

juntos. Para cada S € S.(X)y z € X sean:

G(S) = {SUF:FeF(X))

H(S) = {T € S.(X): S C T}

M(S)={T € S.(X) : x5 =z71}; Y

N(z) = {S € S.(X): z € S}.

Observe que las siguientes relaciones se satisfacen:

1. SIiT € M(9), entonces x5 = zr Yy H(T) C M(S5);

2. M(S) esdenso en N (zs);y

3. G(S) CH(S) C cl(G(9)).
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Afirmacion 2.24. Si S € S.(X) yx € X, entonces G(S), H(S), M(S) y N (x) son cone-

XO0S.

Veamos la demostracion de la afirmacion. Como X es conexo, por Proposicion 1.1.6,
el hiperespacio F(X) es conexo. Sean e: F(X) — {S} x F(X) una funcion dada por
e(F) = (S,F) para cada F € F(X), y u: {S} x F(X) — S.(X) la funcion definida
por u(S,F) = S U F para cada (S, F) € {S} x F(X). Por la Proposicion 1.1.5, u es
una funcion continua y es facil notar que e es un encaje. Asi por (Camargo y Villamizar,
2020, Proposicion 3.6) tenemos que u o e es continua. Ademas (u o e)(F (X)) = G(95).
Por (Camargo y Villamizar, 2020, Teorema 7.10), G(S) es conexo. Ahora por la relacién
(3) y (Camargo y Villamizar, 2020, Teorema 7.12) tenemos que H(S) es conexo. Ahora
veamos que M (S) es conexo. Supongamos lo contrario, es decir, existen dos abiertos
disjuntos no vacios O; y O, de S.(X) que desconectan M(S). Sean 51,5 € S.(X)
y (Ui, ..., Up)e, (Va,..., V). abiertos de S.(X) tales que S; € (Uy,...,U,). C Oy Sy €
(V1,...,Vim)e € Oy. Como H(S;) es conexo para cada i € {1,2}, tenemos que H(S;) C O;.
Asi se sigue que S;USy € O NO,y. Pues S;USy € H(S1)NH(Ss). Lo cual es una contra-
diccion. Por lo tanto M(S) es conexo. Finalmente, veamos que para cada = € X, NV (x)
es conexo. Tome S € S.(X) tal que S converge a z, asi por (2) y (Camargo y Villamizar,
2020, Teorema 7.12), se concluye la conexidad de N (z). Con esto se culmina la prueba

de la Afirmacion 2.2.4.

Ahora probemos que S.(X) es conexo. Asumamos que S.(X) no es conexo. Lue-
go podemos encontrar dos subconjuntos abiertos disjuntos ¢/ y V de S.(X) tales que

S.(X) =UUYV. Para cada S € U, existen abiertos U,,,...,U,,, de X tales que S €
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(Uni, -, Unks)e € U. De manera similar, para cada S € V existen abiertos V.1, ..., Vg
de X tales que S € (Viui,.--, Viwrg)e € V. Sean Wy = H{UUn1,- - Unkg)e = S €
ury Wy = U{U V1, - Virg), = S € V}. Por el Lema 2.2.2, tenemos que W; y
W, son abiertos de X. Mas aun, X = W; U W, ya que X no tiene puntos aislados.
Ahora, como X es conexo, entonces W, N W, # (. Fijemos = € W; N W,. Enton-
ces € U(Unts -, Unks, ), VU (Vints -+, Vinrg,), Para algin Sy € U 'y S, € V. Tome
=S U{z} € (Un, - Unks, ), CUY Ty = S5 U{z} € Vi, -+, Vinrg, ). € V. Como
T, T, € N(x) y N(z) C S.(X) CU UV, entonces los abiertos U/ y V desconectan N (z),

lo que es una contradiccién, por lo tanto S.(X) es conexo.
Ahora supongamos que S.(X) es conexo y veamos que X es conexo.

Sea X un espacio métrico sin puntos aislados tal que S.(X) es conexo. Supon-
gamos que X no es conexo; es decir, existen abiertos disjuntos U y V' de X tales que

X = UUV. Ahoratome (X,U)_y (V) abiertos de S.(X). Notemos que (X, U)_.N(V), = 0.

c

Es facil ver que S.(X) = (X,U).U (V),. De esta manera desconectamos a S.(X), lo que

es una contradiccion. O

Observemos que si tomamos el continuo X definido por:

X = clgz ({(z,y) € R*: y =sen(l/z) y z € (0,1]}) .

Ver Figura 2.2 para una representacion de la curva senoidal del topélogo. Tenemos que
X no es arcoconexo, pero sin embargo, S.(X) es conexo, por el Teorema 2.2.3. Luego el

reciproco del Teorema 2.2.1 no es cierto.



HIPERSPACIO DE SUCESIONES CONVERGENTES 32

Figura 2.2. Curva senoidal del top6logo

2.3. Conexidad local en S.(X)

Ahora veamos algunos resultados acerca de la conexidad local. Recordemos que
un espacio métrico X es localmente conexo si, para cada » € X y cualquier abierto V/
tal que = € V, existe un abierto conexo U donde = € U C V. El siguiente resultado
es el principal teorema de esta seccion donde probamos que un espacio métrico X es
localmente conexo si, y solo si, su hiperespacio de sucesiones convergentes S.(X) es

localmente conexo.

Teorema 2.3.1. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados. Entonces X es localmen-

te conexo si, y solo si, S.(X) es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo y probemos que S.(X) es
localmente conexo. Fijemos S € S.(X) y un abierto O de S.(X) tal que S € O. To-

memos un abierto béasico (U;...,U,), de S.(X) tal que S € (U;...,U,), € O. Como

c

X es localmente conexo, podemos encontrar un abierto basico (Vi,...,V,) de S.(X)

tal que S € (V4,.... V). € (Uy...,U,). con V; conexo, para cada i € {1,...,n}. Por

Proposicion 1.1.7, F(V;) es conexo. Por (Camargo y Villamizar, 2020, Teorema 7.13),
tenemos que [[_, F(V;) es conexo. Sea u: [[_, F(V;) — F(X) la funcién dada por

u(Fy,...,F,) = F,U...UF,,paracada (Fy,..., F,) € [[._, F(V;). Por la Proposicién 1.1.5,



HIPERSPACIO DE SUCESIONES CONVERGENTES 33

u es continua. Notemos que u ([, F(V;)) = (W1, ..., V). N F(X). Por (Camargo y Villamizar,
2020, Teorema 7.10), (V4,...,V,). [\ F(X) es conexo. Ahora, tomemos Vs el abierto de
{Vi,...,V,} tal que =g € Vs. De acuerdo con el Teorema 2.2.3, S.(Vs) es conexo. En-
tonces, D = {TUF:T € S.(Vg) yF € (V,...,V,).F(X)} es laimagen continua de
Sc(Vs) x (V1,....V,).NF(X); por lo cual, es conexo. Por otra parte, es sencillo verificar
que D es denso en (V4,...,V,),. Porlo tanto, (V4,...,V,), es una vecindad conexa de S

contenida en O.

Reciprocamente, veamos que si S.(X) es localmente conexo, entonces X es lo-
calmente conexo. Supongamos que X no es localmente conexo en algun punto x de X.
Fijemos un abierto U de = en X tal que, para cualquier abierto V de X conz € V C U,
V' no es conexo. Notemos que z no es punto aislado en X. Asi tomemos S € S.(X) tal
que x = x5y S C U. Ahora, como S.(X) es localmente conexo, podemos encontrar un
abierto conexo O, tal que S € O C (U),. Notemos que por Lema 2.4.9, tenemos que
N = |JO es un abierto de X. Como x € N C U, el conjunto N no es conexo. Luego
existen dos abiertos disjuntos V5 y W, de X tales que N = V, U W,y x € V5. Ahora
por la eleccion de U tenemos que 1, no es conexo, asi podemos encontrar dos abiertos
disjuntos V1 y W; de X tales que V, = ViUuW, y z € V; C U. Asi de manera inductiva para
cada n € N podemos encontrar dos abiertos disjuntos V,, y W,, de X talque z € V,, C U

y Vit = Vi, UW,.

Observacion 2.3.2. Notemos que N \ W), = V, U|J{W,.: n < k} es abierto para cada

ke N.

Por otra parte, como X es un espacio métrico sin puntos aislados, con la prueba
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de la siguiente afirmacién damos por terminada la demostracion.
Afirmacion 2.3.3. E/ conjunto W,, es discreto para cadan € N.

Asumamos que W,, no es discreto para algun m € N. Sea y un punto de acu-
mulacion en W,,,. Sean Sy y (V4,..., Vi), una sucesion y un abierto de S.(X) tales que
ye Sye(Vi,....,Vi) € O. Para cada V,; tomemos un y; con j € {1,...,k}. Como y no
es un punto aislado. Podemos fijar S, € S.(X), talquey € S, CW,, N (Vi U...UV,)y S,
converge a y. Sea S; = S, U{y;: 1 <j < k}. Notemosquey € S; € (Vi,..., Vi) CO
y S; converge a y. Como la coleccion {W,,: n € N} es disjuntay y € W,,, podemos fijar
unr € Ntal que S; N W, = (. Sea z € W,. Como W, C N, podemos tomar una sucesion
T € Otalque z € T. Luego TN W, # (). Por la Observacion 2.3.2 tenemos que (N \ W,.).
es una abierto de S.(X) y es claro que (IV,, N). tambien es abierto de S.(X). Mas aun,
O C(N\W,) . U(W,, N).y (N\W,).N(W,, N). = (). Ahora es claro que S; € ON(N\W,).
yT € On(W,,N).. Asi O seria disconexo. Lo que es una contradiccién. Esto prueba la

Afirmacion 2.3.3.

2.4. Conexidad por caminos en S.(X)

Para esta seccion, mostramos que la conexidad por caminos de S.(X) implica la
conexidad por caminos de X y presentamos un ejemplo que muestra que la reciproca no
es verdadera, pues se muestra un ejemplo donde el espacio es conexo por caminos pero

el hiperespacio no lo es. Para esto iniciaremos mostrando el siguiente lema.
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Lema 2.4.1. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados. Si A es un compacto conexo

de K(X) y S € A, entonces cada componente de | J A intersectaa S.

Demostracion. Como A C K(X), |JA € K(X), por (Michael, 1951, teorema 2.5). Por otra
parte, S C |J A, pues S € |J.A. Ahora queremos ver que, si Ay es una componente de
J A, entonces Aq N S # (). Supongamos lo contrario; esto es, existe una componente A
de J A tal que AN S = . Asi, por (Camargo y Villamizar, 2020, Teorema 10.11), existen
dos cerrados disjuntos F'y F talesque | JA=FEUF, AC Ey S C F. Asuvez, por la
normalidad de X, existen abiertos Uy V de X talesque E C U, F CVyUNV = (.
Notemos que |JA C U U V. Notemos que A C (X, U)U(V)y S € (V). Ademés, como
A CJA,existe L € Atalque LN A # (); es decir, (X, U)NA # (. Como (X, U)N{(V) =0,
contradecimos la conexidad de A. De lo anterior, A, NS # () para cada componente Ay

de J A. O
Ahora mostraremos un teorema que sera de mucha ayuda.

Teorema 2.4.2. Sia: [0,1] — S.(X) es un camino y p € o(0), entonces existe un camino

f:10,1] — X tales que f(0) =p y f(t) € a(t) paratodot € [0, 1].

Demostracién. Sea C = |Ja([0,1]) € X. Por Proposicién 1.1.5 tenemos que C es com-
pacto. Ahora para cadan € Ny i € {0,...,2" — 1} definimos I,; = [, 2]. Fijemos
n € N. Ahora para cada i € {0,...,2" — 1}, definiremos recursivamente p,,; y un con-
junto compacto C,,; de la siguiente manera. Tomemos p,o = p y C,o la componente
de Ja(I,0) que tiene a p, . Por Lema 2.4.1 para cada 0 < i < 2" podemos tomar
Pni € Cnio1 Na(s5). Sea C, la componente conexa de |Ja(I,;) que contiene a p,, ;.

271/

Aplicando nuevamente la Proposicién 1.1.5 tenemos que C,,; es compacto para cada
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i € {0,...,2" — 1}. Ahora para cada n € N consideremos el subespacio compacto y co-
nexo G, = {1, xCp;: i € {0,...,2"—1}} de [0, 1] x C. Como K([0, 1] x C') es compacto.
Existe un punto de acumulacion G de {G,,: n € N} en K(]0, 1] x C). De esta manera mos-
tremos las siguientes afirmaciones para mostrar que G es la grafica de la funcion f que

necesitamos.
Afirmacion 2.4.3. G N ({t} x C) C {t} x «a(t).

Supongamos lo contrario, es decir que existe ¢ € [0, 1] y un punto z € C'\ a(t) tales
que (t,z) € G. Tomemos dos abiertos y disjuntos U, y U, tales que = € U, y «(t) C U,.
Como « es continua, podemos encontrar un abierto V talque ¢t € V C [0,1] y N € N tal
que, sin > N,i € {0,...,2" — 1} y VN I,; # 0, entonces tenemos que a(I,;) C (U;).
Notemos que O = (V xU,, [0, 1] xC) es una vecindad de G en K ([0, 1] xC) pues (t,z) € G.
Ahora veamos que G, ¢ O siemprequen > Ny i € {0,...,2" — 1}. Consideremos los
siguientes casos: Si V. n I,; = 0, entonces es claro que (I,; x Cy,;) N (V x U,) = 0.
Sivnli,; # 0,entonces (Ja(l,;))NU, C U, NU, = 0. En particular, C,,; N U, = 0.
En consecuencia, (1,,; x Cy,;) N (V x U,) = 0. De esta manera hemos probado que la
interseccion G, N (V x U,) es vacia para cada n > N. Por tanto O es una vecindad de
G la cual interseca a lo sumo N elementos de {G,: n € N}, lo que es imposible. Asi

GN({t} x C) C {t} Na(t). Culminando asi la prueba de la Afirmacién 2.4.3.
Afirmacion 2.4.4. 7, ;(G) = [0,1] y (0,p) € G, donde w1y [0,1] xC — [0, 1] es la funcion
proyeccion.

Primero probemos que 7y 1)(G) = [0, 1]. Supongamos que i 1)(G) # [0, 1]. Tome-

mos un abierto propio U de [0, 1] tal que 7 1(G) € U. Como G € (U x C), podemos
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encontrar un n € N tal que G,, € (U x C). Por lo que 7 ;;(G,) C U lo cual contradice que
mo,1(Grn) = [0, 1]. Por lo tanto 7 11(G) = [0, 1].

Ahora veamos que (0,p) € G. Supongamos que (0,p) ¢ G. Consideremos el
conjunto V = ([0,1] x C) \ {(0,p)}. Observe que G € (V). Por la construccion, sabemos
que (0,p) € I,o x Cpo C G, para cada n € N; esto es, G,, ¢ (V). Como consecuencia
tenemos que (V) N {G,: n € N} = (), pero esto es una contradiccién. Asi (0,p) € G. De

esta manera queda demostrada la Afirmacion 2.4.4

Afirmacion 2.4.5. E/ conjunto G es la grafica de una funcion.

Seant € [0,1]y (t,x1) y (t,z2) puntos en G. Probemos que z; = x,. Suponga-
mos que x; # xo. Por la Afirmacidn 2.4.3, tenemos que 1,22 € a(t), ahora existen dos
abiertos U, y U, de X tales que z; € Uy, x5 € Uy y U; N U, = (). Por la continuidad de a,
podemos encontrar un intervalo abierto V' de [0,1] tal que ¢t € V y un N € N tal que, si
n> N,i€{0,...,2" =1}y VnI,; # 0, entonces «(I,;) C (Uy,Us).. Note que G € O,
donde O = (V x U,V x Us, [0, 1] x C).. Ahora veamos que G,, # O siempre que n > N.

Filemos n > N y consideremos los conjuntos

G;:U{Jm-xcn,l-:z'e{o,...,zn—1}yln,mvz(2)}y

G =\ J{Tni x Crizi €4{0,...,2" =1} y I,; NV # 0}

Por un lado es claro que G/, N(V xU;) = 0, paracada j € {1, 2}. Por otro lado, observemos
que G es conexo. Mas aun, por la eleccion de V, G C ([0,1] x Uy) U ([0, 1] x Us). De

esta manera para algun j € {1,2} tenemos que G2 N (V x U,) # (. Luego se sigue que
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G,N(VxU;) = (G, N(VxU)U(GIN(V xU;) = (. Esto muestra que G,, ¢ O para
todo n > N. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto z; = x5, lo que muestra nuestra
Afirmacién 2.4.5.

Asi, definimos f: [0,1] — C tal que (¢, f(t)) = G N {t} x C. Note que f es una
funcion tal que f(0) = py f(t) € a(t) para cada t € [0,1]. Sabemos que G es cerrado y
que C es compacto. Ahora por (Engelking, 1989, Ejemplo 3.1.D (a)) tenemos que f es

continua. ]

Teorema 2.4.6. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados. Si S.(X) es conexo por

caminos, entonces X es conexo por caminos.

Demostracion. Sean p y ¢ puntos de X. Como X no tiene puntos aislados, podemos
encontrar dos sucesiones disjuntas S,, S, € S.(X) tales que S, y S, tienen como pun-
to limite a p y a ¢, respectivamente. Por Teorema 2.4.2 tenemos que existe un ca-
mino f,: [0,1/3] — X tal que fi1(0) = py fi(5) = w € S,. Ahora tome una sucesion
Sw € f([0,1/3]) que converja a w. Aplicando nuevamente el Teorema 2.4.2, tenemos que
existe un camino f;: [2/3,1] — X tales que f(2/3) = qy f;(1) = r € S,. Note que
f3:[2/3,1] — X dada por f5(t) = fi(5/3 —t) es un camino tal que f5(2/3) =ry f5(1) = q.
Ademas observemos que existe un camino f,: [1/3,2/3] — X tales que f»(1/3) = wy
f2(2/3) = r. De esta manera tenemos que existe un camino que conecta a p y ¢q. Esto

demuestra lo deseado. O

Veamos que la reciproca del teorema anterior no se cumple. Para esto veamos el

siguiente lema.
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Lema 2.4.7. Sea f: [0,1] — S.(X) una funcion continua. Suponga que C' es un cerrado

no vacio de |J f([0,1]). Siu = inf{s € [0,1]: f(s)NC # 0}, entonces f(u) N C # (.

Demostracion. Por la Proposicion 1.1.5, tenemos que | f([0,1]) es compacto. Luego C
es compacto. Supongamos que f(u) N C' = (). Por la compacidad de f(u) y C, existe un
abierto V de X tal que f(u) C V' yV nC = 0. Asi, tenemos que f~((V)) es un abierto
de [0,1] talque u € f' (V) y [ (V) Nn{s € [0,1]: f(s) N C # 0} = (. Esto es una
contradiccion; pues, como u = inf{s € [0,1]: f(s) N C # 0}, existe s € V'y f(s) N C # 0.

Por lo tanto, f(U) N C # 0. O

Terminamos nuestro trabajo presentando un ejemplo de un continuo arcoconexo,

donde su hiperespacio de sucesiones convergentes no es arcoconexo.

Proposicion 2.4.8. Existe un continuo arcoconexo X tal que su hiperespacio de suce-

siones convergentes S.(X) no es arcoconexo.

Demostracién. Sea X = ({0} x [0,1]) U AU B C R?, donde

A={(z,|sen(r/z)]): z €[0,1]}y

B={(z,y) eR*: (x —1/2)* +y* =1/4yy > 0}.

Es facil ver que X es un continuo. Este continuo se conoce como el Circulo de
Varsovia. Note que X es conexo por caminos, pero, Como veremos a continuacion, su
hiperespacio S.(X) no lo es. Para esto, sean las sucesiones Sy = {(0,0), (0,1/n): n € N}
y S1 ={(0,0),(1/n,0): n € N} (ver la Figura 2.3). Veamos que no existe camino en S.(X)

que conecte a Sy con 5.
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Figura 2.3. Circulo de Varsovia.

Supongamos que existe un camino f: [0, 1] — S.(X) tales que f(0) = Spy f(1) =
S1. Seam: A — (0,1] la proyeccion sobre la primer coordenada, esto es 7 (a, b) = a para
cada (a,b) € A. Notemos que m; es un homeomorfismo. Para todo ¢ € (0, 1), definimos

Aq = 7-(1_1(07 q)

Observacion 2.4.9. Notemos que una sucesion convergente S esta contenida en algun

arco de X si, y solo si, existe unq € (0,1) tal que A, N S = 0.

Por la Observacion 2.4.9, si S no esta contenida en algun arco, entonces el punto
limite de S pertenece a {0} x [0,1]. Ahora, mientras que S, esta contenido en el arco

{0} x [0, 1], la sucesién S; no lo esta. Sea

r =sup{s € [0,1]: f(t) esta contenido en algun arco para cada ¢ < s},

y escojamos By, . .., B,, abiertos disjuntos dos a dos de X, tales que f(r) € (By,..., By).

Consideremos dos casos:

Caso 1. f(r) esta contenido en algun arco. Claramente, 0 < r < 1. Entonces
para cada ¢ > 0 existe un ¢t € [r,r + ¢) tal que f(¢) no esta contenido en un arco. Si
f(r)n ({0} x[0,1]) = 0, por la Observacion 2.4.9, entonces existe un abierto U y p € (0, 1)

talque f(r) CUyUNA,=0.Asi f(r) € (U).y (U). no contiene una sucesion que no
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esté contenida en un arco. Lo cual es una contradiccion, pues f es continua y tendriamos
que f(t) € (U), pero f(t) no esta contenida en un arco. Luego f(r) N ({0} x [0,1]) # 0.
Asi, por la Observacion 2.4.9, existe ¢ € (0,1) tal que A, N f(r) = 0. Sea t, € (r, 1] tal que
f([ryto]) € (By,...,Bm)e Y f(to) no esté contenido en algun arco de X. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que el punto limite de f(t,) esta en B;. Por lo anterior, tenemos
que f(to) N AN B; es infinito. Ahora tomemos una componente conexa C de A N cl(B;)
tal que C' N f(ty) # 0y C C A,. Note que C N f(r) =0, pues f(r)yNA, =0y C C A,.
Sea a = min{g(y): y € C} y b =méx{g(y): y € C}. Como g es un homeomorfismo y C
es un compacto no vacio, tenemos que g(C) = [a,b] y g *(a),g 1 (b) € Fr(U;). Notemos
que ni g~'(a), ni g7'(b) estdn en B;. Sea D = C' N (| f([r, to])). Observe que D es un

subconjunto cerrado de | f([r, to))-
Afirmacion 2.4.10. D = f([r,to]) N B1 N (A \ cl(Ay)).

Veamos la prueba de la afirmacion. Como U f([r,to]) € U, B;iy BiNB; = 0
siempre que i # j, tenemos que (U f([r, to]))NU; es cerrado. Ahora, como g '(a), g 1(b) ¢
By, tenemos que D C (| f([r,to])) N By N (A \ cl(A,)). Es claro que (U f([r,to])) N B1 N
(Ap \ cl(A,)) C C. De esta manera tenemos que D = (| f([r,to])) N B1 N (A \ cl(A,)). Lo

que termina la demostracion de la Afirmacion 2.4.10

Por otra parte, notemos que f|.+,, (B, ..., Bm) ¥ D satisfacen las condiciones de
el Lema 2.4.7. Por lo que obtenemos que f(u) N D # () donde u = inf{s € [r,to]: f(s)N
D # (}. Por la construccion, tenemos que r < u. Consideremos ahora los abiertos V' =
BN (A, \ cl(An)) Yy (V,By,...,B,). De acuerdo con la Afirmacién 2.4.10, sabemos que

vl f(rt)) = Dyporel Lema24.7, f(u) € (V,By,...,By). Asi f7'((V,By,..., By,))
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es un abierto de [r,to] talque u € f~'((V,By,...,Bn)) Yy [ *({(V,By,...,By)) N[r,u) = 0.

lo que contradice la continuidad de f.

Caso 2. f(r) no esta contenido en algun arco. En particular tenemos que 0 < ry
que el punto limite de f(r) esta en {0} x [0, 1]. Sin pérdida de generalidad suponemos
que el punto limite de f(r) estéd en B;.

Fijemos t, € [0,7) tal que f([to,r]) C (By,...,Bn) yseaq € (0,1) tales que f(ty) N
A, = 0. Tomemos una componente conexa C' de AN cl(By), tal que C N f(r) # 0y

C C A,. Consideremos a = min{g(y): y € C} y b = max{g(y): y € C}. Definamos

D =cn(U ([t r]))-
Afirmacion 2.4.11. D = ({J f([to,7])) N By N (4 \ cl(Ad)).

En primer lugar tenemos que | f([to,r]) € |J;~, B;- Como los abiertos B; son dis-
juntos, entonces obtenemos que (| f([to, r]))NB; es cerrado. Notemos que g~ '(a), g~ (b) ¢
By. Luego tenemos que D C (U f([to,7])) N B1 N (A \ cl(A,)). Ademas es claro que
(U f([to,r])) N By N (A \ cl(A,)) € C. Concluyendo asi la demostracion de la Afirma-

cion 2.4.11.

Sea u = inf{s € [ty,7]: f(s) N D # 0}. Nuevamente observemos que la funcién
flito.1s (B, - .., Bn) y D satisfacen las hipétesis del Lema 2.4.7. Asi, f(u) N D # (. Luego
u > to. Consideremos los abiertos V = B1 N (A, \ cl(A,)) y (V, By, ..., By,). Por la Afirma-
cion 2.4.11, V. (U f([te,r])) = D. Como f(u) N D # (), entonces f(u) € (V,By,..., By).
Luego, f~'((V,By,...,B,)) es un abierto de [ty,r] tal que v € f~*((V,Biy,...,By)) Y

YV, By,...,Bn)) Nu,r] =0, pero esto contradice la continuidad de f.

Por lo tanto no existe un camino entre Sy y S; Y, S.(X) no es conexo por caminos.
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]

Observacion 2.4.12. El Espacio Peine (ver Ejemplo 2.1.18) es un ejemplo de un espacio
conexo por caminos el cual su hiperespacio también lo es. Por otra parte, el Circulo de
Varsovia (ver la Proposicion 2.4.8) es un espacio conexo por camino y su hiperespacio

resulta no ser lo.

En este contexto es interesante preguntarse:

Pregunta 2.4.13. ;Qué condiciones debe tener X para que su hiperespacio S.(X) sea

conexo por caminos?
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