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Resumen

TITULO: LENGUAJES FORMALES Y ATRACTORES DE SIF.!

AUTOR: LUIS FERNANDO CELIS MANTILLA?

PALABRAS CLAVE: AUTOMATAS, SISTEMAS ITERADOS DE FUNCIONES, GEOME-
TRIA FRACTAL.

DESCRIPCION:

Los sistemas iterados de funciones (SIF) son el método clasico para generar fractales y para cada
atractor de un SIF le corresponde un espacio de codigos asociados que es determinado por su
numero de funciones. Usando el alfabeto del espacio de cédigos asociado se puede emplear la
teoria de lenguajes formales para limitar el comportamiento del atractor de un SIF mediante el uso
de un autémata finito determinista. En este trabajo de grado, se presenta desde un punto de vista
experimental, tomando distintos SIF fijos que son afectados por una variedad de autématas, cuyos
atractores se exponen junto a algunas observaciones; para esto se programé un c6digo que permita

graficar dichos atractores y se concluye demostrando que estos atractores siguen viviendo en el

espacio 77 (X).
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DESCRIPTION:

Iterated function systems (IFS) are the classical method for generating fractals and for each at-
tractor of an IFS corresponds to a space of associated codes that is determined by its number of
functions. Using the associated codespace alphabet, formal language theory can be employed to
limit the attractor behavior of an IFS by using a finite deterministic automaton. In this degree work,
it is presented from an experimental point of view, taking different fixed IFSs that are affected by a
variety of automata, whose attractors are exposed together with some observations; for this, a code
was programmed allowing to graph said attractors and it is concluded by demonstrating that these

attractors continue to live in space .77 (X).

Bachelor thesis
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Introduccion

Histéricamente la geometria ha sido un pilar para la comprension de nuestro entorno, me-
dir era un concepto clave e intuitivo para sus aplicaciones, cuya generalizacion de dichos resulta-
dos fue el inicio de la geometria clasica; durante el siglo XX se establece la topologia como una
rama formal de estudio de las matemadticas, este campo logra ampliar la visién que se tenia sobre
medir, para este siglo se heredaron varias inquietudes que la reciente topologia podria intentar
resolver, aparecen figuras extrafias como lo son la funcién de Weierstrass, la curva de Peano, el
conjunto de Cantor. Hausdorff con su método para medir dimensiones hall6 que estas figuras po-
sefan una dimension distinta a la usual, en varias de ellas su dimensién era no entera, lo cual puso
aun mas en duda lo que significaban estas propiedades, pero €ste fue el comienzo para formalizar
lo que significaban. Denotaremos la Dimension de Hausdorff como D y la dimension topoldgica

como Dy, se consigue generalizar que la dimension de estas figuras extrafias cumple lo siguiente:
D > D,

Dada la irregularidad de esta propiedad Mandelbrot propone que a estas figuras se denominardn
fractales, que proviene del latin fractus que significa fragmentar o separar , consolidé sus resul-
tados afirmando que la geometria fractal es la indicada para describir la variedad de formas que
es encuentran en la naturaleza, ya que una de las propiedades mas caracteristicas de estas figuras
es la autosimilitud o autosemejanza, que en palabras sencillas significa que se puede hallar copias
de la figura en si misma, algunos ejemplos que se ven en la naturaleza pueden ser las nubes, las

montafnas o incluso el brécoli.

Figura 1

Foto del autor

A su vez a mediados del siglo XX con la computadora comenzando a establecerse co-
mo un instrumento nuevo para la ciencia, también se desarrolla las ciencias de la computacién
que se vio influenciada en sus inicios por los trabajos sobre la estructura légica de las matema-
ticas hecho por Hilbert, Keene, Godel y Turing entre otros. Ademads en benefici6 de la teoria de
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la computacion hecho por Turing, los estudios de Chosmky dieron lugar a la teoria de lenguajes
formales que estd ligada fuertemente a la teoria de autématas que cuenta dentro de sus temas de
estudio a los lenguajes regulares.

En este proyecto tomaremos estos hechos histéricos anteriormente mencionados como
punto de partida, buscaremos la manera de unir la teoria de lenguajes formales y la geometria
fractal en un experimento sobre el comportamiento de las figuras fractales al limitarlas a un len-
guaje, para esto en el capitulo 1 se proporcionara la teoria necesaria para comprender aspectos de
la geometria fractal y los lenguajes formales que permitiran plantear un cédigo de programacion
que se explicard en el capitulo 2, una vez lograda la exposicion de dicho cédigo se elaboran mul-
tiples simulaciones que permitan abstraer relaciones y propiedades, con el fin de concretar dichos
resultados se propone una formalizacidn que serd trabajada en el capitulo 3 y se da un vistazo en
el capitulo 4 a otra propuesta de formalizacion. Para finalizar se incluird un repertorio de inquie-

tudes que la persona interesada en estas dreas de estudio pueda abordar.



1. Preliminares

Empezaremos presentando los conceptos claves que se necesitan para comprender el fun-
cionamiento de un autdémata finito determinista, el cual hace parte del estudio sobre lenguajes
formales que son el pilar que sostiene la teorfa de la computacidn, cuyo fruto nos favorece hoy en
dia. Para reforzar estos conceptos recomendamos ver (de Castro Korgi, 2004) y (Linz, 2006) que

fueron las principales fuentes de consulta sobre el tema.

1.1. Lenguajes formales

Definicion 1.1.1. Un alfabeto es un conjunto finito no vacio que denotaremos X, cuyos elemen-
tos se llaman simbolos o letras.

Definicion 1.1.2. Una palabra o cadena sobre un alfabeto X es cualquier sucesion finita de ele-
mentos de X.

Ejemplo 1.1.3. Sea £ = {a,b} un alfabeto, conocido como alfabeto binario. Las palabras sobre
este alfabeto son secuencias finitas de elementos compuestos por a’s 'y b’s , tales como:

* aaaaa;

aabababa;

aabbaabb;

bbbbbba;

Definicion 1.1.4. La palabra que no tiene simbolos se denomina palabra vacia y se denotara por

A.

Definicion 1.1.5. El conjunto X* denota el conjunto de todas las palabras que se forman con los

simbolos del alfabeto X y se puede ver como:
i=0

donde X' es el conjunto de palabras de longitud i. Ademas £* se puede definir recursivamente asf:
1. AeXx*;
2. SiueX*yac€ Xentonces ua € L*;

3. Las palabras de X* se forman tinicamente usando los items 1.y 2.



Ejemplo 1.1.6. Sea X = {a,b,c}, entonces
Y ={A,a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb,bc,ca,cb,cc,aaa,aab,aac,abc, ... }.

Definicion 1.1.7. (Longitud de palabra) Sea o € £* la longitud de una palabra es el nimero de
simbolos de o y se denota como |c|. Se define de la siguiente manera:

0 sio=A4;
o] = ,
n S10 =ayjazasz---ay.

Ejemplo 1.1.8. En X = {a, b} se tiene lo siguiente: |aaaaaa| = |bbbbbb| =6,
7.

ab| =2y |baabaab| =

Definiciéon 1.1.9. (Concatenacién) Sean o, 3 € X*, la concatenacién de o y 8 se denota por
o - B o o y se define como:

l. cA=Ac=o0.
2. Sioc=aiaaz---ayy ﬁ = b1byb3 - - - by, entonces Gﬁ =ajazas---ayb1bybs---by,.

Proposicion 1.1.10. La concatenacion es una operacion que cumple la propiedad asociativa. Es

decir si o, 3,0 € ¥*, entonces

(af)o = a(fw).

Definicion 1.1.11. (Potencia de una palabra) Dado w € ¥* y n € N tal que n > 0, se define:

n veces
Definicion 1.1.12. Sea L un subconjunto de £*, L es llamado un lenguaje sobre el alfabeto X.
Nota: Como los lenguajes sobre ¥ son subconjuntos de ¥*, las operaciones entre con-

juntos son validas para lenguajes es decir, para un par de lenguajes A, B cumplen A U B la unién,

AN B lainterseccion, A — B la diferencia y A° = £* \ A el complemento.
Ejemplo 1.1.13. Para todo alfabeto X se tiene que:
L =0, es el lenguaje vacio;

L =17, es el lenguaje de todas las palabras sobre X;

L ={A}, esel lenguaje de la palabra vacfa..



Definicion 1.1.14. (Concatenacion de lenguajes) De manera analoga a la concatenacion para
simbolos podemos definir la concatenacién para lenguajes, sean A y B lenguajes sobre X defini-
mos:

AB={ab:acAybecB}.

Ademds, en general, no cumple la propiedad conmutativa es decir. AB # BA.
Ejemplo 1.1.15. Sea X = {a,b,c}, A = {a,ca,bb} y B = {b,c} entonces

AB = {ab,ac,cab,cac,bbb,bbc},

BA = {ba,ca,bca,cca,bbb,cbb}.
Se observa que AB # BA.
Propiedades de la concatenacion de lenguajes. Sean A, B, C lenguajes sobre X. Entonces
1.A-0=0-A=0.
2. A-{A}={A}-A=A.

3. La propiedad asociativa
A-(B-C)=(A-B)-C.

4. La propiedad distributiva con respecto a la unién,
A-(BUC)=A-BUA-C;
(BUC)-A=B-AUC-A.

5. Propiedad distributiva generalizada. Si {B;};c; una familia de lenguajes sobre X, enton-

A-|JBi=J@A-By);

iel iel
<UBi> A={]J(Bi-A).
iel iel

Definicion 1.1.16. La clausura o estrella de Kleene de un lenguaje A C X* es el conjunto de

CcEs

todas las concatenaciones de palabras de A.

Definicion 1.1.17. Un lenguaje es llamado regular si se pueden formar a partir de los lenguajes

basicos 0, A, {a}, para cada a € X, por medio de la unién, concatenacién y la estrella de Kleene.
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Definicion 1.1.18. Para simplificar la manera en que se define un lenguaje regular se definen las

expresiones regulares de la siguiente manera.
1. Las expresiones regulares basicas son:
* () es la expresion regular que representa al lenguaje 0.

* A es la expresion regular que representa al lenguaje {1 }.

* a es la expresion regular que representa al lenguaje {a} cona € X.

2. Si Sy R son expresiones regulares de X entonces los siguientes resultados también son

expresiones regulares.

¢ La concatenacidon RS.
e Launiéon RUS.

* Laestrella de Kleene R*.
Entonces a un lenguaje regular le corresponde naturalmente una expresion regular.
Ejemplo 1.1.19. Sea X = {a,b,c} las siguientes son expresiones regulares:
* a(aUbUc)* expresion regular de las palabras que inician con a.
* (aUc)* expresion regular de las palabras sin b’s.
* (bUc)*a(bUc)* expresion regular de las palabras que tienen exactamente una a.

Definicion 1.1.20. Un autémata finito determinista M es una quintupla M = (Q, X, qo, F, d) donde

f—

. 0={q0,91,---,9x} es un conjunto finito de estados.
2. X un alfabeto finito y todas las palabras que procesa M son elementos de X*.
3. go € Q es llamado el estado inicial del autoémata.
4. F C Q, con F # 0 es el conjunto de estados finales o de aceptacion.
5. & es la funcién de transicién definida como:
0:0xX—Q
(q0,a) = qi,

con 0 < i < ndiremos que el autbmata termina de procesar una palabras w hasta que
agote todos sus simbolos. Los autématas finitos son representados por multigrafos y en

el grafico del autdmata tomaremos el doble circulo como el estado de aceptacion.
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Definicion 1.1.21. El conjunto de palabras aceptadas por un autémata M se denota por L(M) y se
define
L(M) = {u € X' | M termina el procesamiento de u en un estado g; € F'}.

Ejemplo 1.1.22. Se definird un autémata M que acepte solo las palabras que tengan un nimero
impar de d’s en un alfabeto de 4 simbolos, considere

* O ={q0,91,92} el conjunto de estados.

Y. ={a,b,c,d} el alfabeto.

qo el estado inicial.

F ={q:} el conjunto de estados de aceptacion.

y la funcion de transicién o estard dada por:

8(q0,a) =qo 0(q0,b) =qo0 &(qo,c) =qo0 &(qo,d) = qi

6(qr,a)=q1 6(q1,0)=q1 6(q1,¢0)=q1 6(q1,d) =q2

6(q2,a) =q2 0(q2,0) =q2 6(q2,¢)=q2 6(q2,d) =q1
El autémata finito que lo representa es:

Figura 1.1

Automata que acepta el niimero impar de d’s

Ahora considere las palabras adcd y dadd entonces su comportamiento a través de la
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funcion O es el siguiente.

adcd dadd
(q0,a) = qo 5(q0,d) = q1
8(q0.d) =q 6(q1,a) = q1
6(q1,¢) =q 6(q1.d) =q2
6(q1,d) = q> 6(q2,d) = q

@ EF q1 €EF

No es una palabra aceptada Es una palabra aceptada

Teorema 1.1.23. (Teorema de Kleene). Un lenguaje es regular si, y solo si, es aceptado por un

automata finito.
Demostracion. Una prueba del teorema se puede encontrar en (de Castro Korgi, 2004, 49). [

Lema 1.1.24. (Lema del bombeo). Sea L un lenguaje regular, entonces existe un n € N que lla-
maremos constante de bombeo, tal que para cualquier w € L con |w| > n satisface que w se puede

descomponer en 3 palabras w = xyz tales que:

1. |xy|<n

2. y#A

3. para todo i > 0 se tiene xyiz el

El lema del bombeo es una propiedad de los lenguajes regulares que estd ligado con el principio

de palomar y es comiinmente usado para mostrar que un lenguaje no es regular.

Ejemplo 1.1.25. En X = {a,b} veamos que L = {a"b" : n > 0} no es un lenguaje regular.
Supongamos que L es un lenguaje regular entonces existe p > 1 tal que para una palabra
w = aPbP € L cumple que |w| > p, luego se puede descomponer w = xyz tal que |xy| < pyy# A,
pero esto significa que xy es una palabra de a’s y y tiene al menos una a, es decir x = a y y = a4
tal que k + ¢ = p lo cual satisface las condiciones 1.y 2. del lema, luego w = a*a9b” ahora para
xy'z € L pero considere en particular i = 2 entonces xy’z = a*a®?b” pero esto es contradiccién ya

que k+2g # p, por lo tanto no es un lenguaje regular.

1.2. Geometria fractal

En topologia los espacios métricos fueron ampliamente estudiados ya que caracterizaban
la nocién de distancia, este concepto fue importante para el desarrollo de la geometria fractal co-

mo se ve en el problema medir la costa de Gran Bretafia, recomendamos ver (Barnsley, 2014) y
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(Sabogal y Arenas, 2011) para reforzar estos conceptos, ademas para entrar en detalle sobre el

espacio de los cédigos se sugiere ver (Edgar, 1994).

Definicion 1.2.1. (Espacio de codigos) Sea X el conjunto de sucesiones de un alfabeto ¥ =

{1,2,3,...,N} y definamos la métrica d. como:

dc(a7ﬁ) :;%

paratodo & = Q& ..., B =B, B~ € ZN. La métrica d,. forma un espacio métrico en XV,

Definicion 1.2.2. (Espacio métrico completo) Dado un espacio métrico (X,d) diremos que es
completo, si toda sucesion de Cauchy en X converge en X.

Proposicién 1.2.3. El espacio de cédigos (XN, d,.) cumple las siguientes propiedades.

» Es un espacio métrico completo;
* Es un espacio métrico compacto;
* Es un espacio métrico totalmente disconexo;

* Es homeomorfo al espacio de Cantor.
La demostracion de lo anterior se encuentra en ( Edgar, 1994, pag 39,30,31,32).

Definicién 1.2.4. Dada una funcién f : X — X en un espacio métrico (X,d) es llamada contrac-

cidn si existe una constante s € R, 0 < s < 1 tal que Vx,y € X cumpla:

d(f(x)vf(y» S S'd(x’y)'

Definicion 1.2.5. Sea (X,d) un espacio métrico. Llamaremos .7 (X) a la familia de todos los

subconjuntos compactos no vacios de X, es decir:
A (X):={K CX : K es compacto, K # 0}.

Definicion 1.2.6. (Distancia de un punto a un compacto). Sea (X,d) un espacio métrico, a € X
y K € 7 (X) definimos
d(a,K) :=min{d(a,x) | x € K}.

Definicion 1.2.7. (Distancia entre compactos). Sean (X,d) espacio métricoy A,B € 7 (X)
definimos:
d(A,B) = méx{d(a,B) |a € A}
= max{min{d(a,b) | b € B} |a € A}.
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Definiciéon 1.2.8. (Métrica de Hausdorff). Sean A, B € 7Z(X) se define

h(A,B) := max{d(A,B),d(B,A)}.

(A€ (X),h) es un espacio métrico y lo llamaremos el espacio donde viven los fractales.

Definicién 1.2.9. Sean (X,d) un espacio métrico, A € 77 (X) y € > 0 se define la nube de centro
Ay radio €, denotada como N(A;€) o Ng(A) y se define

Ne(A):={xe X |d(x,A) < €}.
Ne(A) ={x€ X |d(x,a) < € para algina € A}.
Con esta definicién podemos reescribir la distancia de Hausdorff como :
Dy(A,B) =inf{€ >0 : BC Ng(A)NA C N¢(B)}.
Lema 1.2.10. Sean A,B € 7 (X) y € > 0. Entonces

h(A,B) < € siy solo si BC Ng(A) y A C Ne(B).

1.2.1. Sistemas iterados de funciones

Definicion 1.2.11. Sea X un espacio métrico completo, llamaremos sistema iterado de funcio-
nes brevemente SIF a la estructura {X; f1, f2,..., fv} donde cada f; : X — X coni={1,2,3,...,N},
es una contraccion en X.

Definicion 1.2.12. Dada f : X — X una aplicacion en un espacio métrico. Las iteraciones ha-

cfa adelante de f son las aplicaciones f" : X — X definidas como f°*(x) = x, f°!(x) = f(x),
For(x) = fo f'x) = f(f"(x)) paran = 0,1,2,.... Si f es invertible entonces las iteracio-
nes hacfa atrds de f son las aplicaciones f°(=") : X — X definidas como f°(-D(x) = f~1(x),

oM (x) = (o)~ (x) param =1,2,3,....

Teorema 1.2.13. Dado un SIF {X; f1, f2,...,[n} se define
F:(X) — H(X)
N
K — F(K)=:Jfi(K)
i=1
Entonces existe un nico </ € 7 (X) tal que

F(ot) = o
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Ademads, para cualquiera K € 7€ (X) se tiene que

lim F*'(K) = o .

n—soo

La demostracion de este resultado estd basado en el teorema del punto fijo de Banach ya que

F es una contraccion y el ultimo resultado nos dice que tomando cualquier compacto su limite
converge a <.

Definiciéon 1.2.14. El punto fijo A € .7 (X ) mencionado en el teorema anterior es llamado atrac-
tor del SIF.

Ejemplo 1.2.15. Considere el SIF {R?, f|, f», f3} donde

fl(x7y):§(x,y) (L.1)
[ _1 V3] _x_ [ 3]
4 4 4
x,y) = + (12)
fa(x,y) vl 7
L4 41 U1 L4
[_ 1 _ V3] _x_ [ 3]
4 4 4
xy) = + (13)
f3(x,y) a ol 4
L4 41 U1 L4l
Donde su atractor es conocido como el Triangulo de Sierpinski.
Figura 1.2
Iteraciones del triangulo de Sierpinski
Ejemplo 1.2.16. Considere el SIF {R?, f|, f>} donde
1
fl(x7y):§(x7y) (1.4)
7 3 X 1
2 T2
fa(xy) = + (1.5)
bl o

Las iteraciones hasta llegar a su atractor se comportan de la siguiente manera:
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Figura 1.3

Primeras iteraciones del SIF
w e

. .o

.§ o, o, ¢
o BT A Rt

Definicion 1.2.17. Dado un SIF {X, f, f2,..., fn}, se define el espacio de codigos asociado

como el espacio métrico (XN, d,) definido en X = {1,2,...,N}.

Lema 1.2.18. Dado un SIF {X, f1, f2,... fn} con factor de contraccion s, siendo s = max{sy,ss,...

y cada s; es el factor de contraccion de cada f; y IN el espacio de cédigos asociado al SIF. Para
cada a € IN,n €N,y x € X, se define

¢(OC,I1,X) :fOC1 Ofazo"'ofa,,(x)-
Sea K € 7€ (X). Entonces existe una constante D tal que:
d(¢(a,m,x;),¢(0t,n,x;)) < Ds™nimnd

Vo € N Vm,n € Ny Vxj,x; € K.
Demostracion. Ver (Sabogal y Arenas, 2011, Lema 4.3.4). O]

Teorema 1.2.19. Dado un SIF {X, f1, f>,...,fx}, & su atractor y EN el espacio de cédigos aso-
ciado al SIF. Para cada ot € XN, n € N, y x € X, se define

¢(a,l’l,X) :fOll Ofazo"'fan('x)

entonces

¢(o) = lim ¢(a,n,x)

n—oo
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Ademds @() siempre existe, pertenece a <, es independiente de x y la funcion
o: XN -
o — ¢(a)
es continua y sobre.

Demostracion. Ver (Sabogal y Arenas, 2011, Teorema 4.3.5). OJ

Definicién 1.2.20. (Funcién direccién). Sea {X, fi, f>,..., fv} un SIF y £ el espacio de c6-
digos asociado y ¢ : XN — A la funcién definida en el teorema anterior, sea a € A llamaremos

direccion o cédigo de a a cualquier elemento del conjunto

o' (a) = {acV: p(a) = a}

El conjunto ¢! (a) lo llamaremos el conjunto de direcciones de a y la funcién ¢ la llamaremos
funcion direccion o funcién direccionamiento del atractor del SIF.

Ejemplo 1.2.21. Sea el SIF {[0,1]; f1, f2}, donde fi(x) = %x, fa(x) = %x + %, el atractor es el
conjunto ternario de Cantor % y su espacio de c6digos es sobre el alfabeto £ = {1,2} .

Figura 1.4

Funcion direccion en el conjunto de Cantor

40

%

1 2 !

_— — —_— — %

T 12 21 0
- - _—— == @
11112 121122 —_ 21212 21222 3
0(12) =3

Lema 1.2.22. Sea A el atractor de un SIF {X, f1, f>,...,fv} y @ : ZN — A la funcién direcciona-
miento del SIF. Entonces para todo o € N se cumple

P(a10003...) = fo (P(0R0304...))

A continuacién usaremos esta base tedrica para describir el experimento.
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1.2.2. Atractores de SIF

En esta seccidn presentaremos una variedad de SIF’s junto con su atractor que se usaran
para experimentar.

Cuadrado relleno. Para (x,y) € R? se define el siguiente SIF:

1

fl(xay) = 2(X,y) (16)
ol TT T

frlx,y) = ? 4 (1.7)
o 3 2] L
TECEREEE

flxy) = ? i (1.8)
o 3 2] 1%
TR

falx,y) = - (1.9)
o 51 ] LL

Figura 1.5

Cuadrado relleno




Triangulo relleno. Para (x,y) € R? se define el siguiente SIF:

fl(x7y) = §(x7y)
C L b
7 4
fZ(x7y) =
_¥3 _1| |y
L 4 41 L
__% _@- _
f3(x7y) =
V31 y
| "2 g
_% 0 X
fa(x,y) =
0 3] Y

Figura 1.6

Tridngulo relleno

Recta rellena. Para un x € R se define el siguiente SIF:

1
fl(x):§x
1
fz(x) = 6x—|—§
f3(x)=éx+%
f4(x)=—?Cng
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(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)
(1.15)
(1.16)

(1.17)



Figura 1.7

Recta rellena

18

Ramificacién. Tomado de (Prusinkiewicz y Hammel, 1991) y se define para (x,y) € R? se defi-

ne el siguiente SIF:

Figura 1.8

Ramificacion

[\S)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)
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1.2.3. SIF con condensacion

Definicién 1.2.23. Sean (X,d) un espacio métrico y C € (X ).Definimos wy : J€(X) —
A (X) por wo(K) := C,VK € 7 (X). Diremos que wy es una transformacién de condensacién, y
C se llama el conjunto de condensacion asociado.

Nota: Observe que w : .77 (X) — 5 (X) viene siendo una funcién constante en (S (X ),dy)
con factor de contraccion igual a cero, cuyo punto fijo es el conjunto de condensacion C.

Definiciéon 1.2.24. Sean {X;w;,w,...,wn} un SIFy wq : 5#(X) — #(X) una transformacién

de condensacién. Entonces {X;wg,w,wa,...,wy} se llama un SIF con condensacién.
Teorema 1.2.25. Sea {X;wowi,w2,...,wn} un SIF con condensacion. Entonces la transforma-
cion W : 7 (X) — H(X) definida por
N
W(K):=Jwi(K), KeA(X)
i=0
tiene un tinico punto fijo, es decir, existe un tinico </ € 7€ (X) tal que:

N
W(e) =of = | Jwi()
i=0

Ademds, para cualquier K € 7€ (X) se tiene que:

lim Wo(K) = .

n—eo

El conjunto <f que cumple lo anterior se llama el atractor del SIF con condensacion.
Demostracion. Ver (Sabogal y Arenas, 2011, Teorema 4.2.5) O]

Ejemplo 1.2.26. Considere el siguiente SIF con condensacion:

fo(z) = {0} x[0,1] (1.22)
filz) = %ze"Z +i (1.23)
folz) = %ze’f 4 (1.24)
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Figura 1.9

Atractor de un SIF con condensacion

Note que la diferencia entre un SIF convencional y el SIF con condensacion, es el uso de
una contraccién constante y como se mostro en el teorema anterior la convergencia de un SIF con

condensacion se comporta igual a la de un SIF.
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2. El laboratorio y el museo: aspectos experimentales

En esta seccidon nos proponemos y planteamos la experimentacion sobre el comporta-
miento del atractor de un SIF al solo tomar elementos de un lenguaje determinado por un auté-
mata finito determinista (AFD) . Esta idea surge del espacio de c6digos asociado a un SIF ya que
teniendo un alfabeto X y todas sus posibles combinaciones (X*) resulta natural utilizar la teoria de
lenguajes donde se puede construir subconjuntos a partir de procesar sus palabras en un AFD. La

primera aproximacion fue considerar el SIF que tiene como atractor el cuadrado relleno.

Figura 2.1

Atractores que inspiraron el experimento

L
AN
L

Si consideramos solo las 3 primeras funciones del SIF (f1, f2, f3) su atractor es el tridngu-
lo de Sierpinski, en lenguaje formales como su espacio de cédigos asociado estd definido sobre
el alfabeto X = {1,2,3,4}, quitar f; se puede ver como aplicar el lenguaje L = {u € {1,2,3}*}.
Para crear un c6digo de programacion que permita visualizar estos atractores debemos inspeccio-
nar las bases tedricas con el fin extrapolar estos conocimientos a una rutina en SageMath que para
este trabajo se tomd la documentacién de su pagina oficial y nos referiremos a él como Sage, el

primer paso fue considerar las siguientes indagaciones.
» ;Como definir una correspondencia entre las funciones y el espacio de cdigos?.

* Si tenemos una palabra se debe desarrollar un algoritmo que permita recrear la transi-
cioén sobre el autémata ;como definimos estados de aceptacion y transicién? y adicional-

mente que funcione para cualquier autdmata.

* Generar todas las palabras posibles para evaluar en los procedimientos, es decir como
generar a ¥* en cddigo.

Para desarrollar gran parte de lo anterior consideramos hacer el c6digo de programacion utilizan-
do arreglos de vectores, ya que nos proporciona la asignacion de los elementos segtin la posicion
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que ocupen en el vector. Por ejemplo:

[f17f27f37f4]

En el vector f; ocupa la posicion O (En Sage las posiciones inician desde 0), f> ocupa la posicién
1, f3 ocupa la posicién 2 y f4 ocupa la posicion 3. A continuacién mostraremos el cédigo y parte
de su explicacion.

2.1. Cédigo en SageMath

def pemu (base, largo)
AA=range (base)
final=1]
mundo=cartesian_product ([AA]*xlargo)
for awa in mundo:
final.append (awa)

return (final)

Esta parte va generar todas las posibles combinaciones entre letras de un alfabeto. De entrada se
deben seleccionar la base y el 1argo, donde base define con cuantos simbolos se usardn y
largo serd el nimero de veces que hard el producto cruz consigo mismo. Si A = {0,1,2,3} y

quiero tener A X A X A entonces en c6digo es pemu (3, 3) .

def delta(palabra,Maq) :

1u=0

for mi in palabra:
lu=Maqg[lu] [mi]

return Maqg[lu] [4]

Consideramos escribir los autématas como un vector de n datos, donde #n es la cantidad de esta-
dos y en cada estado si usamos un alfabeto de k simbolos entonces tendrdn k£ 4+ 1 componentes,
donde a sus primeras k posiciones tendrd nimeros entre 0 y k, segtn la posiciéon que ocupe indi-
card hacia que estado deben seguir su transicion y su ultimo componente indica si serd aceptado o

no, tomando como 1 o 0 respectivamente.

ar a a aceptacion
A~ N ~ ~ = \
[I’ll 5 ny yeeey NMi oy (0\/1)]

Envia al estado n;

Por ejemplo considere el autémata de la figura 1,1 su representacion en cédigo es la siguiente:

Estado ¢ Estado ¢ Estado ¢»

< N 7~ ™\,

10,0,0,1,0],71,1,1,2,1],12,2,2,2,0]]
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Si tomamos en el estado g, la posicién 3 (en Sage) diremos que si encuentra una d lo envia al
estado ¢g;. Siempre se tomard el estado gg como estado inicial, las entradas del cédigo serian: la

cadena a evaluar y en el automata que se define como el ejemplo anterior.

def pintapal (pal):
rutet=matrix¢([[1/2,0,0,1/2,0,01,(1/2,0,0,1/2,0,11,([1/2,0,0,1/2,1,01,
(1/2,0,0,1/2,1,111)
mina=[vector ([0,0]), wvector([0,1]), vector([l,1]),vector([1,0])]
for uu in pal:
tu=matrix ([ [rutet [uu] [0], rutet[uu] [1]],
[rutet [uu] [2], [rutet[uu] [3]1])
ya=vector ([rutet [uu] [4], rutet[uu] [5]])
lina=[]
for ju in mina:
sola=tux*jutya
lina.append(sola)
mina=lina

return lina

Definimos como se aplica el SIF, primero representamos el SIF como un arreglo de vectores don-
de el nimero de posicién de cada vector representa una funcién del SIF, por ejemplo; en el c6-
digo de la izquierda a rutet se le asigna el SIF de 1.5. Donde a cada f; del SIF se organiza sus
componentes como sigue:

a bl |y e
filx,y) = + = la,b,c,d,e, f]
c dl| |y f

mina viene siendo la "semilla"del SIF que mas adelante se dibuja con la funcién polygon de
Sage (Es un cuadrado de lado 1 para esta caso). El algoritmo que se plantea es que dada una pala-
bra y por cada uno de sus caracteres se aplicard una funcién del SIF en la semilla, que lo determi-

na la posicion que defina el caricter de la palabra.

Ejemplo 2.1.1. Si se escribe pintapal ([0,2, 1]) suaplicacién inicial es la funcién que
ocupe la posicién O en rutet, en este casoes [1/2,0,0,1/2,0,0] que es la transformacion
que reduce en % a la semilla, luego la semilla pasa a ser los puntos después de aplicarse dicha
transformacion es decir: [ (O, 0), (0, 1/2), (1/2, 1/2), (1/2, 0)] yasihasta

acabar los simbolos de la palabra, los valores que retornan para la palabra [0, 2, 1] son:

[(0,0),(0,1/2),(1/2,1/2),(1/2,0)]
[(1,0),(1,1/4),(5/4,1/4),(5/4,0)]
[(1/2,1),(1/2,9/8),(5/8,9/8),(5/8,1)]
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y con la funcién polygon (pintapal ([0, 2, 1]) se visualiza las transformaciones.

Figura 2.2

Transformacion en el cédigo

04
03
02

o1

polygon (pintapal ([0]) polygon (pintapal ([0, 21)
H

1
0.8
0.6
04

0.2

02 0.4 0.6 0.8 1 12

polygon (pintapal ([0,2,11])

Para completar la rutina hay que afiadir un bucle que una todo lo anterior y grafique cada
palabra posible. El cddigo del experimento es el siguiente:

def SIF (numdfun, cuantas,automata) :
colores=['"'green', 'blue', 'red', 'black"']
elpepe=[]
gr=Graphics ()
if len(automata)==
for wu in pemu (numdfun, cuantas) :
gr+=polygon (pintapal (wu),thickness = 1,color=colores[wullen(wu)-1]])
show (gr, axes=false)
else:
for unu in pemu (numdfun, cuantas) :
if delta (unu, automata)==
elpepe.append (unu)
for ewe in elpepe:
gr+=polygon (pintapal (ewe),thickness = 1,color=colores|ewe[len(ewe)-1]1])
show (gr, axes=false)
SIF(4,8,[]) #Imprime atractor original
SIF(4,8,101,5,2,5,01,11,3,2,5,11,11,5,2,4,11,11,5,2,5,11,11,5,2,5,11,15,5,5,5,011)
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La rutina que junta las partes anteriormente expuestas es SIF (numdfun, cuantas, automata),
cuyas dos primeras entradas se utilizan para iniciar pemu y automata serd el autdbmata que se
usard para determinar el lenguaje y en caso de no querer aplicar un lenguaje se debe dejar un vec-
tor vacio [ ], su uso se muestra en las lineas 16 y 17 del c6digo, el lector con experiencia en pro-
gramacion notara que es un cddigo que no requiere de temas avanzados para recrearlo e incluso

se puede mejorar.

2.2. Experimentacion

Definido el c6digo que nos permitira graficar el comportamiento de un SIF al aplicar un
automata, presentaremos una variedad de lenguajes (regulares) aplicado a SIF’s anteriormente
mencionados al final del capitulo 2 y se comentard algunas observaciones. En un alfabeto ¥ =

{a,b,c,d} definimos las siguientes asignaciones:

fi(x,y) = a con el color . f2(x,y) = b con el color azul.

f3(x,y) = c con el color rojo. fa(x,y) = d con el color negro.

Figura 2.3

Automata de las palabras sin bb
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Tabla 2.1

Observaciones de las palabras sin bb

Observaciones

Autosimilar, no habrdn 2 contracciones seguidas que
envien a la esquina superior izquierda en cada regién
del atractor.

La contraccién de f; mueve un medio en la compo-
nente y, naturalmente si no se pueden 2 b’s seguidas
tampoco se podran 3 o mds por lo que las transfor-
maciones que tengan mas de 2 b’s, son las que se
eliminan de la figura dejando el espacio en blanco en
el centro.

Andlogo a 2, las palabras con bb son aquellas se-
cuencia que tienen unicamente 2 giros de 60 grados
a la derecha, es decir aplicar bb hace que la parte que
se elimine se ubique en la regién izquierdo del trian-
gulo azul (giro de 120) y se cumple para cada region.

Cada region deberia de tener una copia de la regién
azul, pero al aumentar las iteraciones se espera que
las regiones difusas sean llenadas.
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Figura 2.4

Automata de las palabras en que las d siempre siguen de c

Tabla 2.2

Observaciones de las palabras en que las d siempre siguen de c

Observaciones

Presenta autosimilitud, presenta copias de la region
negra en los otros. Se podria interpretar con un SIF
con condensacion pero ;que region es la funcién
constante?.

Las palabras con cd se interpreta aqui como un giro
a la izquierda seguido de uno a la derecha cada uno
subiendo sobre el eje Y, por esta razon al ser conse-
cutivos la ramificacion de la derecha no presenta giro
y no es tampoco el reflejo de la roja pero la regién de
color negro es una copia del todo.

Las rotaciones dificulta la percepcion de autosimi-
litud a primera vista, en la region negra borra las
palabras con da,dd,db el cual es la regién vacia en
el centro de la figura.

) JRIX

Yy
4 -
St S D Ao

El espacio vacio entre la region roja y negra corres-
ponde a las palabras que inician con d, la linea negra
8. se puede entender como la palabras periddica cd que
eventualmente se ubica en el extremo derecho ya que
todas las funciones van en esa direccion.
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Figura 2.5

Automata que acepta palabras con exactamente 3 a’s

Tabla 2.3

Observaciones de las palabras que tienen exactamente 3 a’s

Observaciones

Los 4 colores parecen no tener puntos en comun,
en la esquina inferior izquierda presenta una copia
del triangulo de Sierpinski, ocurre porque en esa
regioén es como considerar el lenguaje sin a (que ya
sabemos por el ejemplo inicial del experimento) ya
que no puede tomar mas de 3.

Sigue manteniendo la forma de su atractor original
debido a que f> junto a f] se interpreta como una
recta entonces limitar a 3 a’s pierde la punta ubica-
da en la parte de abajo en la region verde, ademas
la region roja y negra al recubrir la region azul no
pierden la punta que se ve abajo en la regién verde,
entonces no es completamente autosimilar.

Las regiones azul, negra y roja son una copia de la
otra, la region verde aparenta tener la misma estruc-
tura de las demds regiones, al solo usar 3 veces f los
puntos que la conforman ocupan mds espacio

11.

12. Dificil de ver propiedades
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Figura 2.6

Automata de las palabras con un niimero impar de d’s

Tabla 2.4

Observaciones de las palabras con un niimero impar de d’s

Observaciones

Intenta llenar todo el atractor original, parece que las

13. . .
diagonales son mds oscuras.
14. Sin cambios.
Se cree que al tomar un nimero par o impar de d’s
15. eventualmente llegaran al atractor original de sus
respectivos SIF’s, un aspecto tedrico a considerar.
16 Siguiendo la tendencia de las anteriores figuras, si se

aumentan las iteraciones ird llenando su espacio.
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Figura 2.7

Automata de las palabras con una d

Tabla 2.5

Observaciones de las palabras con una d

Observaciones

Presenta copias del triangulo de Sierpinski, pero con
lo observado no se puede asegurar que todo sean co-
pias de este atractor un aspecto tedrico que se pueda
abordar es considerarlo como un SIF con condensa-
cién cuya transformacién constante es el triangulo de
Sierpinski.

17.

Pierde la ramificacion de la derecha, esto es debido
a que solo permite un giro en esa direccién y lo usa
para fabricar esta rama, conserva autosimilitud

18.

Pierde la diferenciacion de hacia donde gira y pre-

19 senta el triangulo de Sierpinski en el centro.

No se evidencia un comportamiento similar a los

20. .
atractores de este lenguaje.




31

El automata es tomado de (Prusinkiewicz y Hammel, 1991)

Figura 2.8

Autémata de las palabras de la forma (aV b)*(cV d)*

Tabla 2.6

Observaciones de las palabras de la forma (aV b)*(cVd)*

Observaciones

21.

El atractor de (a V b)* es una linea vertical y luego
aplicar (¢ V d)* son movimiento hacia la derecha.

22.

Similar al caso anterior, el cambio estd en f3y f4
que son giros hacia la izquierda o derecha, pero este
atractor si podemos afirmar que es un SIF con con-
densacién como se ve en el ejemplo 1.9

23.

No es autosimilar y no se evidencia suficientes deta-
lles.

24.

Pierde la regién azul, se cree que es debido a que las
otras funciones tienen un movimiento mas pronun-
ciado.
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Figura 2.9

Automata de las palabras en que las b’s y ¢’s no siguen de b’s o c’s

a,b,c,d

Tabla 2.7

Observaciones de las palabras en que las b’s y ¢’s no siguen de b’s o c’s

Observaciones

Una interpretacion sobre este SIF con lenguaje, es
que tiene total movimiento en direccion de la diago-
nal verde-negra pero con algunas intercalaciones de
movimiento sobre la diagonal azul-roja, esta conec-
tado por 3 puntos los cuales son en la region azul, la
interseccion verde-negra y en la region roja.

25.

Pierde las combinaciones que tengan algin giro de
45 ala izquierda, pero esta se puede intercalar y por
eso se alcanza a dividir hacia la regién

26.

Tiene una simetria en la region verde-negro porque
estas palabras son afectadas por un giro de 180, la
region roja y la azul son copias de la regién verde
negro, los picos que aparecen son productos de in-
tercalar giros de 60 grados a la izquierda 6 hacia la
derecha (pero no seguido)

27.

Como intercala entre b’s y ¢’s entonces las transfor-
28. maciones entre estos dos simbolos da la regién vacia
del centro.




El automata es tomado de (Prusinkiewicz y Hammel, 1991)

Figura 2.10

Automata de las palabras sin una letra consecutiva
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Tabla 2.8

34

Observaciones de las palabras sin una letra consecutiva

Observaciones

29.

Se evidencia autosimilitud en cada esquina pero no
en el todo.

30.

No parecen evidenciarse copias entre las regiones ni
con el todo.

31.

Tiene simetria diagonal, la region verde presenta co-
pias de la roja-azul e incluso se podria decir que la
azul y roja tienen copias del todo dentro de si mis-
mas, pero la regién negra parece un caso particular.

32.

Sin comentarios.




Figura 2.11

Autémata de las palabras en que las b’s que siguen de d's o d’s que siguen de c’s

35



Tabla 2.9

36

Observaciones de las palabras en que las b’s que siguen de a's o d’s que siguen de c’s

Observaciones

Se evidencia autosimilitud total, cada regién es

33. .
iy .7 una copia del todo.
_ Cada region es una copia del todo, pero la re-
34 gién negra y azul son mds pequeias por la con-
) gy ¥ dicion de tener obligatoriamente un prefijo
e R .
& especifico
Wit
N
& &3
ﬁi’\ ﬂszh Anélogo a los casos anteriores, son copias de
35. 2 ‘?}2’ cada uno y la regién negra y azul son mas pe-
ﬁ‘iix}q v quefias.
£‘h§ i 3
A&Nj 1?
Elimina totalmente la region azul y negra, esto
36 es por la manera en que se asgina los codigos,

es decir solo quedaron las palabras que inician
conaoc.




Figura 2.12

Automata de las palabras en que las a’s y b’s no siguen de a’s o b’s

Tabla 2.10

Observaciones de las palabras en que las a’s y b’s no siguen de a’s o b’s

Observaciones

37.

La region de las palabras con a’s y b’s segui-
das al no ser aceptada quedara vacia, porque a
pesar de que en un primer vistazo este atractor
no parece coincidir con el lenguaje es porque
la region de la izquierda queda eliminada.

38.

Las palabras en que las b’s y a’s siguen de b’s
0 a’s, era la linea del centro del atractor origi-
nal, eliminarla solo nos deja con los giros y la
ausencia de esta crea una simetria con respecto
al vacio que forma.

39.

La region roja es una copia de la negray es a
su vez son copia del todo, la verde y la azul
también son copias entre ellas pero no del to-
do.

40.

La region difusa en el color verde son las pala-
bras que se intercalan con a’s, en la regién azul
se pierde totalmente las palbras que inician con
ba, en la roja se desaparecen las palabras con
cba,cbb,cab,caa por eso se ve mas vacio y en
la region negra se ve mens afectada debido a
que la regla la incluye como ocurre en la re-
gién verde.
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3. Primera formalizacion

Experimentalmente este proceso iterativo consigue visualizar la aplicacién de los lengua-
jes sobre los atractores, cada una de las anteriores figuras desprenden informacion que natural-
mente dependen de la eleccion del SIF y de su orden entre las funciones. Teniendo en cuenta las
observaciones propondremos un andlisis tedrico que intentard explicar el comportamiento de los

atractores mostrados, en esta seccion intentaremos formalizar las observaciones.

Definicion 3.0.1. Que v sea prefijo de w que se denota v < w, significa que existe una palabra u
tal que w = vu.

Proposicion 3.0.2. X* queda parcialmente ordenado por < 'y cumple:

1. Siv <w entonces uv < uw;
2. Siu<vyw<ventonces u <w o bien w < u;

3. Todo subconjunto de palabras acotado, es una cadena finita y por tanto tiene un mdxi-
mo.

Demostracion. 1. De la definicidn.

2. Seanv=ajay...ay, si u <ventonces existe un wtal que u =a1ax...a, yu=ajay...ap

donden <kym<kysetienequen <mom<nseglinseaelcasou <wow <u.

3. por 2. todo subconjunto acotado es una cadena. Cada palabra de longitud » tiene a lo
mds n+ 1 elementos .

]

De la proposicion anterior decimos que la propiedad 1. indica que el orden cumple la con-
catenacion por izquierda. 2. asegura que (X*, <) es un orden expansivo.

Figura 3.1

Arbol para el alfabeto binario

aa ab ba bb
aaa aab aba abb baa bab bba bbb
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Con el orden anteriormente definido podemos formar arboles similares a como se ve en
la figura 3.1. Estos arboles se asemejan a como se construyen los fractales en el experimento, se
consideran todas las posibles longitudes de palabras formadas por el alfabeto, para la teoria cla-
sica los fractales son el limite del proceso iterativo de recorrer todas las ramas, si queremos acer-
carnos a este concepto utilizando lenguajes debemos definir palabras limite dentro del lenguaje,

es decir en el arbol veremos que ramas alcanzan la copa.

Definicion 3.0.3. Las cadenas maximales se llamaran c6digos, el conjunto de todos los c6digos

se denota por: I

Definicion 3.0.4. La unién (disjunta) de las palabras y los c6digos sobre un alfabeto finito X,
constituye el espacio de los discursos que serd denotado por £V = XN UX* . El orden se extiende

de la siguiente manera:
1. si py g son palabras p < gsiysolosip<g
2. si peX*yqgeX?entonces p < g siempre que existe ¢ € X? tal que g = po
3. Sipygsoncddigos p<gsiysolosip=gq

Esta extension del orden nos permite relacionar los cédigos con las palabras, en que un
codigo es mayor a una palabra pero no al revés.

Definicién 3.0.5. Definimos en £V la topologia de orden T<, cuyos abiertos subbdsicos, son los
rayos

(u,+) ={qex¥ [u<qly
(—oo,v)={qeXV |g<v}.

Siu € X*, entonces :

—o0,q siu=4A;
() = )

(a1a2"‘ak71)m(_°°;ua) Siu=ajaras---a.

De lo anterior {u} € 7< para cadau € L*

Proposicion 3.0.6. El espacio XV dotado de la topologia de orden, satisface las siguientes condi-

ciones:
1. Es compacto.

2. Es totalmente disconexo.
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3. L* es un subconjunto denso, donde ¥* = N. Esto es, YV es una compactacion de N con

residuo XN,

4. XN es metrizable.

5. XV es homeomorfo al subconjunto del plano

Note que si se considera I como subespacio de XV coincide con el espacio de 1.2.1.

Ejemplo 3.0.7. Si L es el lenguaje a*b, donde ¥ = {a,b}, entonces L C X* donde LN N =
{(p)7 = | pi = a}

Definicién 3.0.8. Denotaremos por L al conjunto LN XN,
Proposicién 3.0.9. Si L es un lenguaje finito, entonces L = L'y por tanto L = 0
Nota: Dado un lenguaje L, entonces L determina un subconjunto cerrado de XN,

Teorema 3.0.10. Sea < el atractor de un SIF {X, f1,fa,...,fv} y @ : EN = of la funcion direc-
cionamiento. Si L es un lenguaje, entonces L induce un compacto sobre </ determinado por ¢ (L)

representa un compacto en .

Demostraciéon. L determina un conjunto cerrado en ¥N_ como la funcién direccién ¢ es una fun-
cién continua y cerrada entonces @(L) es un conjunto cerrado, luego al ser un subconjunto cerra-
do de un espacio compacto por (Willard, 2004, Teorema 17.5) se concluye que ¢(L) representa

un compacto en &7 . O
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4. Segunda formalizacion

En un principio se busca contrastar la teoria conocida sobre los atractores de SIF’s con
los resultados observados al limitarlo con un lenguaje. La notacidon e ideas fueron tomadas de
(Prusinkiewicz y Hammel, 1991), quienes afiaden mds contenido sobre el estado de transicién
del autémata y aplican un homomorfismo entre las funciones del SIF y el alfabeto, esta caracteri-
zacion es similar a como se elabora el cddigo en Sage que se usa para visualizar los atractores y

finalizan con una condicién que garantiza la clausura de estos atractores.

Definicion 4.0.1. Es llamado el lenguaje asociado a un estado s; al conjunto
L(sp) ={weX"| (s0,w) =51}
Definicion 4.0.2. El lenguaje aceptado por un autémata M se define como

LM) = | L(st) = {w € " | Bsx € E)8(s0,w) = i},
syEE

donde E es el conjunto de estados de aceptacion.

Lema 4.0.3. Para algiin estado sy distinto al inicial, la siguiente igualdad se cumple

Liss)y= |J Lisi)a 4.1

O (si,a)=s¢

En caso de querer afiadir al estado inicial se tiene como sigue:

L(s))= |J L(sij)aUe. (4.2)

O (si,a)=so

Ejemplo 4.0.4. Considere el autémata de las palabras de la forma (a vV b)*(cV d)*, los lenguajes
asociados a los estados y el autdmata son como sigue:

L(SO) = L(S())(a @) b) Ue
L(s1) = L(s0)(cUd)UL(s1)(cUd)
L(M) = L(so) UL(s1)

Llaman a la aplicacion de un lenguaje sobre un SIF como language-restricted iterated
funtion system (LRIFS). Proponemos que la traduccién de lo anterior sea: Restriccion de sistemas
iterados de funciones o R-SIF y se define como una quintupla .%; = (X, F,V, h,L), donde:

* X un espacio métrico completo,
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F un SIF sobre el espacio métrico,

V un alfabeto,

h:V — F envia letras del alfabeto al SIF F,

L C V* un lenguaje sobre V.

El dominio de 4 se puede extender al conjunto de palabras V* usando la siguiente ecuacion
h(ayay ...a,) = h(ay)oh(ay)o---oh(ay).

Esta extension de / es un homomorfismo entre el monoide generado por V* con la concatenacién
y el monoide generado por el SIF con la composicién. La imagen de L estd dada por la siguiente

ecuacion:

h(L) = | h(w). (4.3)

wel
Si L es el lenguajes de todas las palabras sobre el alfabeto, es decir L = V* entonces h(V*) es el

conjunto de todas las transformaciones del SIF definido como sigue
h(Ly= (FiVEV---VF,)" =8

A partir de aqui los autores involucran un termino xy € ./ donde su imagen con respecto a la
transformacion i(L) se denota por <7 (xg), que utilizan para mostrar que es .77 (xp) es un subcon-

junto del atractor original.
1 (x0) =x00h(L) Cxgoh(V*) =8"(x0) = o

Figura 4.1

De fondo el atractor original y en colores el lenguaje (a\V b)*(cVd)*
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En esta formalizacién su contenido es adecuado para interpretar la ejecucion del codigo
de programacion en Sage, el homomorfismo es andlogo a la asignacion posicional de las funcio-
nes y la imagen de un lenguaje en la ecuacion 4.3 es comparable a la rutina que se usa para grafi-
car todas las palabras del lenguaje. Los autores parten del lema 4.0.3 para describir la estructura
recursiva de estos atractores afectados por un lenguaje. Considere .%, un R-SIF y un autémata

que acepte L se tiene que

Lis))= |J L(si)aUe (4.4)
O(si,a)=s

L(sy) = U L(sp)a 4.5)
O (si,a)=sg

Después aplicando el homomorfismo /4 en ambos lados para algin xy € X arbitrario se obtiene

que:
xoh(L(s9)) = U xoh(L(s;))h(a)U{xo} (4.6)
S (si,a)=s0
xoh(L(st)) = |J xoh(L(si))h(a) 4.7)
S (si,a)=s

y tomando % = xph(L(sy)) la imagen del conjunto {xp} con respecto a la transformacién A (L(sy))

y suponga F, = h(a) se obtiene que:

= U doFU{xn}t= |J Fulah)U{x} (4.8)
O (si,a)=so O(si,a)=so

= ) doF= |J Ful) (4.9)
O (si,a)=s O(si,a)=5y

Construyeron una ecuacion similar al ejemplo 1.2.13, este sistema describe como actua el lengua-
je en un SIF, el R-SIF divide el atractor en un nimero finito de subconjuntos .27, y cada uno de
ellos es la union de los o7 con respecto a la transformacién Fy, pero las ecuaciones 4.6 y 4.7 in-
cluyen el termino xo que representa el punto inicial y afirman que la eleccién de este punto afecta
271.(xp), sin embargo en la teoria conocida sobre SIF’s su atractor serd el mismo sin importar el
elemento que se tome, entonces se decidid explorar en el experimento tomar como semilla puntos
en distintas ubicaciones y no se manifestaron cambios en los atractores, no es claro el uso de esta

dependencia del punto inicial. Finalizan esta seccién con la comparacién de la ecuacidn:

o = | F() (4.10)

Fe7

En que el atractor de un SIF se puede entender como el conjunto cerrado mas pequefio que la
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cumple, pero en los R-SIF afirman que hay lenguajes que no siempre poseen el conjunto cerra-
do mds pequefio y consideran de ejemplo el lenguaje (a* V b*) sobre una recta donde <7, son dos
puntos aislados y finalizan esta seccion dando una condicion suficiente para la existencia del con-

junto compacto mas pequefio generado por un R-SIF.

Teorema 4.0.5. Considere un RSIF y asuma que L tiene la propiedad del prefijo (si existe una
palabra no vacia v € L* tal que vL C L) denotado por xg el punto fijo de la transformacion h(v) y
dado A = xoh(L). Entonces para cualquier x € X, la inclusion A C xF (L) se cumple.

Demostracion. De la inclusién vL C L sigue que en V'L C L para algiinn = 0,1,2,.... por lo
tanto para algtn x
xoF (L) = lim xF (v")F (L) = lim xF (v"L) C xF (L)

X—>0 X—roo

]

A pesar de que presentan un desarrollo tedrico que se asemeja a la construccion del expe-
rimento, la finalizacién de este contenido no se esclarece lo suficiente, puntualmente en la elec-

cién del punto inicial y lo que consideran como cerrado.
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5. Discusion

En este proyecto experimental se consultd las bases tedricas que permitieran plantear un
codigo de programacion que uniera lo referente a lenguajes regulares y la geometria fractal, pre-
sentamos formalizaciones que intentan establecer tedricamente las visualizaciones del experi-
mento y se muestra algunos resultados de los antecedentes hallados sobre el tema, creemos que
quedaron inquietudes y aspectos que se pueden ampliar que algun lector interesado pueda traba-

jar, entre esas estan:

* Experimentar con la dimensién de los atractores de lenguajes.

Caracterizar la autosimilitud de estas figuras.

* Proponer otra formalizacién o incluso ampliar la presentada en el proyecto.

El problema inverso: hallar las funciones que correspondan al atractor de un lenguaje.

Desarrollar un software que facilite el proceso de experimentar.
* Encontrar aplicaciones de lo desarrollado.

* Indagar sobre los casos en que sea facil encontrar un SIF con igual atractor o SIF con

condensacion.
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