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Resumen
Titulo: Razones Trigonométricas: exploraciones de un disefio que vincula aspectos histéricos y
atiende la Diversidad”
Autores: Yorman Extiben Rey Gil (1) y Pablo Ivan Rivera Leon (2)™
Palabras clave: Razones trigonométricas, Historia, Inclusion
Descripcion:
En este documento se presenta una investigacion cuyo objetivo fue identificar y describir alcances
de un disefio didactico propuesto por Rueda (2023) para el estudio de razones trigonométricas.
Dicho disefio incorporo la historia de la trigonometria y estuvo orientado en atender la diversidad
en bachillerato.
El trabajo se fundament6 en los aspectos tedricos que sustentan la construccion del disefio,
incluyendo la historia y la epistemologia de las razones trigonométricas, enfoques didacticos
basados en la historia de las matematicas, marcos curriculares y estrategias para atender la
diversidad. En este ultimo aspecto, se consideraron los principios del Disefio Universal para el
Aprendizaje (DUA) con el fin de garantizar la accesibilidad y adaptabilidad del material educativo.
La metodologia empleada fue cualitativa y se desarroll6 mediante un estudio exploratorio y
descriptivo. La investigacion se estructur6 en ocho fases, cada una orientada a analizar diferentes
dimensiones del disefio didactico para la puesta en escena en un contexto escolar.
Finalmente, se presenta la valoracion del disefio didactico a partir de tres categorias que articulan
el uso de la historia, siguiendo lo expuesto por Guacaneme (2016) y los principios del DUA. Estos
elementos permitieron velar la pertinencia y eficacia del disefio en la ensefianza del as razones

trigonométricas en contextos diversos.

* Trabajo de Grado
* Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Licenciatura en Matematica. Director: Dra. Sandra Evely
Parada Rico
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Abstract

Tittle: Trigonometric Ratios : Explorations of a Disign That Links Historiacal Aspects and Attends
to Diversity.”

Author(s): Yorman Extiben Rey Gil (1) y Pablo Ivan Rivera Leén (2)™

Keys words: Trigonometric Ratios , History, Inclution.

Description:

The document presents a research study aimed at identifying and describing the scope of a
didactic design proposed by Rueda (2023) for the study of trigonometric ratios. This design
incorporated the history of trigonometry and focused on addressing diversity in high school
education.

The study is based on theoretical aspects that supported the construction of the design, including
the history and epistemology of trigonometric ratios, didactic approaches based on the history of
mathematics, curricular frameworks, and strategies for addreasing diversity. In this regard, the
principies of Universal Design for Learning (UDL) ere considered ton ensure the accessibility and
adaptabily or educational materials

The methodology used was qualitative, employing an exploratory and descriptive study. The
research was structured into eight phases, each aimed at analysing different dimensions of the
didactic design for its implementation in a school context.

Finally, the evaluation of the didactic design is presented based on three categories that integrate
the use of history, following the approach proposed by Guacaneme (2016), and the principles of
UDL.These elements allowed for assessing the relevance and affectiveness or the design in the

teaching trigonometric ratios in diverse contexts.

* Bachelor Thesis

™ Science Faculty. Mathematics School. Bachelor’s degree in Mathematics. Director : Dra. Sandra Evely
Parada Rico
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1 Introduccion y planteamiento del problema

El estudio y desarrollo de las matematicas ha sido una constante desde las primeras
civilizaciones, motivado por la necesidad de resolver problemas préacticos. Estos primeros avances
no solo han perdurado a lo largo de los siglos, sino que también han conformado un lenguaje
matematico fundamental que permite el desarrollo del pensamiento l6gico, la precision y una
vision espacial ampliada de la realidad (VVaca y Armas, 2020). Este valor intrinseco del aprendizaje
matematico es innegable, ya que permite a los estudiantes enfrentar y comprender el mundo desde
una perspectiva critica y reflexiva.

A pesar de la importancia de las matematicas, su ensefianza ha estado marcada por
enfoques tradicionales que priorizan el aprendizaje memoristico y mecanico, desconectando el
conocimiento matematico de la realidad cotidiana y dejando a un lado el fundamento histérico y
filosofico. Esto es particularmente problematico en areas como la trigonometria, donde el enfoque
algebraico y la manipulacion de simbolos limita la contextualizacion de la ensefianza de las razones
trigonométricas y la aplicacion de estos conocimientos por parte de los estudiantes en situaciones
practicas y cotidianas (Fiallo, 2010).

De hecho, las investigaciones en Educacion Matematica revelan diversas dificultades en la
ensefianza de la trigonometria. Segun Rodriguez y Sgrecia (2021), la ensefianza carece de
problemas que relacionan diversas representaciones y un enfoque geométrico adecuado. Ademas,
Téllez et al., (2021) afirman que existe una dependencia por parte de los docentes en usar los
libros de texto que en ciertas ocasiones contienen problemas ilusorios y poco conectados con la

realidad del estudiante, especialmente en lo que respecta a las razones trigonomeétricas.
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Asi los estudiantes que cursan bachillerato! quienes estan en una etapa crucial de su
formacion académica, enfrentan el reto de comprender conceptos matematicos mas abstractos y
complejos, como las razones trigonomeétricas, evidenciados en el MEN (2006) donde se sugiere
que sean capaces de describir y modelar fendmenos vinculados a un contexto real; ademas, el
MEN (2016) asegura que la finalidad es reconocer el significado de las razones trigonométricas,
especialmente a lo que respecta a seno y coseno. Respecto al impacto formativo la ensefianza de
la trigonometria y las razones trigonométricas permite el desarrollo del pensamiento abstracto y
espacial (Torres, 2023), asimismo, segin Imbaquingo et al. (2024) dispone herramientas valiosas
para el desarrollo de habilidades en la resolucion de problemas, igualmente permite que los
estudiantes comprendan la utilidad de la trigonometria y como se aplican sus principios en la vida
real como en la arquitectura, ingenieria civil, astronomia, fisica, etc.

En estos grados escolares (10°y 11°), la preparacion para la educacion superior y la vida
profesional requiere que los estudiantes dominen los conceptos tedricos y sean capaces de aplicar
estos conocimientos. La importancia que tiene el aprendizaje de la trigonometria en los estudiantes
radica en que esta se relaciona con cursos universitarios como el algebra lineal, calculo diferencial
e integral y ecuaciones diferenciales, a su vez, favorece el desarrollo de la creatividad, el
pensamiento critico, la argumentacion y la resolucién de problemas (Vitola, 2023). Sin embargo,
la ensefianza tradicional de la trigonometria puede impedir que los estudiantes logren este objetivo.

En Colombia, segiin menciona el informe del Instituto Colombiano para la Evaluacion de
la Educacion (ICFES, 2024) en las Ultimas pruebas internacionales del Programa para la

Evaluacidn Internacional de los Estudiantes (PISA) el promedio en matematicas ha mostrado poco

L A bachillerato se hace referencia a la educacién media que esta conformada por los grados décimo y
undécimo que culmina con el titulo de bachiller
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cambio en las ultimas evaluaciones, permaneciendo por debajo del promedio de los paises de la
Organizacién para la Cooperacion y el Desarrollo Economico (OCDE) que participan en la prueba.
Este resultado es indicativo de que un gran nimero de estudiantes no logra superar los niveles
basicos de complejidad en matematicas, limitandose a resolver problemas sencillos sin conectarlos
con la realidad o llegar a desarrollar habilidades criticas para enfrentar situaciones mas complejas.

Por lo anterior, estas dificultades en el area de matematicas no solo impactan en el
aprendizaje de los estudiantes en general, sino que en particular también afectan a aquellos
estudiantes con caracteristicas particulares

La ensefianza de la trigonometria, con sus enfoques predominantemente abstractos y
desvinculados de la realidad, puede resultar ain mas desafiante para estudiantes que requieren
adaptaciones especificas en su proceso de aprendizaje. La falta de estrategias inclusivas en este
ambito no solo limita el acceso a la comprensién matematica, sino que también exacerba las
desigualdades educativas existentes.

El concepto de inclusion educativa gana relevancia, destacando la necesidad de adaptar el
curriculo y las estrategias de ensefianza para atender a estudiantes con diversas necesidades
educativas. Sin embargo, con la anterior discusion hemos expuesto que la realidad en las aulas
colombianas muestra una desconexién entre las politicas de inclusién y la practica educativa,
especialmente en la ensefianza de matematicas.

Es asi como, el Disefio Universal de Aprendizaje (DUA) emerge como una herramienta
clave para abordar esta diversidad. Segun Velasco (2022), el DUA propone centrar la inclusion no
en las limitaciones individuales, sino en la adecuacion de los materiales, recursos y disefios
curriculares. Esto permite una atencidén particular a las necesidades de cada estudiante,

favoreciendo su participacion plena en el proceso educativo.
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Esta investigacion se basa en el disefio didactico propuesto por Rueda (2023), que fue
desarrollado como parte del proyecto financiado por el gobierno colombiano a través de
MINCIENCIAS, titulado "Innovar en la Educacién Basica para formar ciudadanos
matematicamente competentes frente a los retos del presente y del futuro”. Este disefio se centra
en el estudio de las razones trigonométricas con el uso de la historia y la epistemologia en
estudiantes de grado décimo, atendiendo a sus caracteristicas particulares de aprendizaje.
Siguiendo, también la propuesta de Parada (2022), que aboga por una estructura curricular basada
en un contexto inclusivo con diferentes niveles de profundidad buscando potenciar el aprendizaje
en aulas diversas, asegurando que todos los estudiantes, independientemente de sus caracteristicas
particulares, puedan acceder y beneficiarse de la ensefianza de la trigonometria.

Asi que, para esta investigacion se pregunta ¢Qué alcances proporciona un disefio sobre
razones trigonométricas que vincula aspectos histéricos y atiende la Diversidad? Para responder
a la pregunta se plantea el objetivo: Identificar y describir alcances de un disefio para el estudio
de razones trigonométricas que vincula aspectos historicos y atiende la Diversidad.

El documento se estructurard de la siguiente manera: primero, se expondran los
antecedentes que abarcan aspectos competentes del objeto de estudio, sobre la ensefianza y
aprendizaje de las razones trigonométricas, y aspectos legales sobre la educacion inclusiva
respecto a avances histéricos de la evolucion del término inclusion con las implicaciones
normativas. Ademas de relacionar porque deben coexistir el objeto de estudio con la diversidad
como evidencia de un acercamiento de atencion particular en el aula. En segundo lugar, se definen
aspectos referenciales y conceptuales que guian la investigacion desde tres visiones, histdricos-

epistemoldgicos, curriculares, didacticos de las razones trigonométricas y atencion a la diversidad.
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En tercer lugar, se presentan los aspectos metodologicos que guian la investigacion. En cuarto
lugar, la valoracion de los resultados. Y por altimo las conclusiones.
2 Antecedentes

En este apartado se muestra estudios encontrados que permitieron comprender el problema
de estudio, para efectos del documento se organizo de la siguiente manera: 1) Aspectos sobre la
ensefianza y aprendizaje de las razones trigonomeétricas, 1) Aspectos legales sobre la educacion
inclusiva y 111) Educacion matematica y atencion a la diversidad.

2.1  Enseflanzay aprendizaje de las razones trigonométricas

A continuacion, se exponen investigaciones hechas desde la Educacién Matematica a nivel
internacional y nacional en torno a la ensefianza y aprendizaje de la trigonometria y las razones
trigonométricas.

La ensefianza de las razones trigonométricas ha sido objeto de varias investigaciones desde
la Educacion Matematica por su importancia en la formacion de los estudiantes. Desde una
perspectiva pedagogica, se ha identificado que los métodos tradicionales de ensefianza sobre la
trigonometria se enfocan en la memorizacion, uso de férmulas y descontextualizacién con la
realidad, nada exitosos para asegurar un aprendizaje significativo. Ibafies y Ortega (1998)
destacaron que los libros de texto carecen de estrategias adecuadas para ensefiar trigonometria,
limitando el desarrollo del pensamiento critico en los estudiantes. Asimismo, Fiallo (2010) afirma
que predomina un enfoque algebraico en la ensefianza de esta asignatura, la cual se centra en la
manipulacion de simbolos, operaciones, propiedades y formulas sin profundizar en la comprension
de los conceptos. Investigaciones posteriores como las de Montiel (2013) y Rodriguez y Sgrecia
(2021) han confirmado que este planteamiento carece de las distintas representaciones, enfoque

geométrico y problemas contextualizados. Ademas, una dificultad, problematizada en la
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investigacion de Téllez et al. (2021) sostiene que algunos maestros caen en la dependencia del uso
de problemas de los libros de texto de trigonometria que son ilusorios y poco cercanos a la realidad
del estudiante, lo que puede perjudicar el aprendizaje de ellos.

Las dificultades en el aprendizaje también han sido un tema recurrente en la investigacion.
Brown (2006) sefiala que muchos estudiantes tienen una comprension fragmentada de conceptos
fundamentales como el seno y el coseno. Herrera (2013) y Gémez (2013) destacan la importancia
de los procesos de abstraccion en la ensefianza de la trigonometria, ya que estos permiten la
generalizacion de conceptos y propiedades. Aray et al. (2020) advierten que la ensefianza
superficial de la trigonometria en los niveles basicos lleva a deficiencias que afectan el rendimiento
en cursos mas avanzados, como el célculo.

Con respecto a los materiales didacticos, Vitola (2019) realizé una revision documental en
la que destacd deficiencias conceptuales, pedagogicas y de uso de tecnologia por parte del docente.
Villamarin y Gualan (2024) desarrollaron una guia didactica con un enfoque constructivista,
argumentando que el uso limitado de tecnologias digitales contribuye a un aprendizaje poco
motivador. No obstante, en los Gltimos afios se han propuesto enfoques didacticos mas interactivos
y tecnoldgicos. Fiallo (2010) presentd una propuesta de ensefianza-aprendizaje de las razones
trigonométricas basada en cuatro ejes: conceptual, curricular, metodologico y formativo
vinculados con uso de Software de Geometria dindAmica para ensefiar las razones trigonomeétricas.
Gutiérrez (2016), Arango (2017), Cardona (2017), Chilito (2021) y més recientemente Nolivos y
Moreira (2023) sugieren que herramientas como GeoGebra, WhatsApp y Moodle, asi como el uso
de las TIC en general, mejoran los procesos de ensefianza-aprendizaje, al facilitar la interaccion y

la reflexion sobre los conceptos.
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Por ultimo, algunos investigadores han centrado su atencion en la historia y epistemologia
de las razones trigonométricas. Montiel (2017), Albonia y Miranda (2017), Alvarez (2018) y
Gutiérrez (2019) han desarrollado secuencias didacticas basadas en estos enfoques que segun los
autores posibilita una gama de oportunidades y momentos para llevar el contenido al aula, ademas
permite que los estudiantes puedan comprender a profundidad los conceptos y desarrollen
situaciones de naturaleza practica. De igual forma, Gonzéalez y Mendoza (2018) subrayan la
importancia de incluir la historia de la trigonometria en los libros de texto para conectar el
aprendizaje con problemas reales que han sido resueltos a lo largo de la historia, mejorando la
motivacion y el interés de los estudiantes.

Por lo anterior, en esta investigacion se reconoce uso de las herramientas tecnoldgicas,
especialmente GeoGebra porque permite una gama de posibilidades de interaccion para el
desarrollo de nociones, permitiendo comprender el concepto de las razones trigonomeétricas.
También, se destaca que el uso de la historia y epistemologia es una herramienta didactica que
favorece la motivacion y comprension por parte de los estudiantes.

Culminada la anterior problematizacion, se cede el paso a los aspectos legales vinculados
a la inclusion y diversidad en el contexto nacional e internacional.

2.2 Aspectos legales sobre la educacion inclusiva

Estos aspectos son fundamentados en diversas normativas que garantizan el derecho a la
educacion para todos los estudiantes, especialmente aquellos con Necesidades Educativas
Particulares (NEP). A nivel internacional, la Convencién sobre los Derechos de las Personas con
Discapacidad y la Declaracion de Salamanca enfatizan la necesidad de adaptar las practicas
educativas Yy el curriculo para asegurar la participaciéon plena de todos los alumnos (Naciones

Unidas, 2019). En el contexto colombiano, la Ley Estatutaria 1618 de 2013 establece que el Estado
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debe garantizar el acceso y la permanencia de las personas con discapacidad en el sistema
educativo, promoviendo su inclusion en entornos regulares, lo que es esencial para reducir las
brechas educativas. Estos marcos legales no solo abogan por la igualdad de oportunidades, sino
que tambiéen exigen la implementacidn de politicas y programas que apoyen a los docentes en la
creacion de ambientes de aprendizaje inclusivos.

2.2.1 Orientaciones Internacionales

Desde una perspectiva cronologica, la Declaracion Universal de los Derechos Humanos
establece en su articulo 26 el derecho de toda persona a la educacién. Este documento fue el
primero en reconocer la educacién como un derecho fundamental para todos, sin discriminacion.
A lo largo de las décadas, otros acuerdos internacionales han reafirmado esta postura, incluyendo
la Declaracion Mundial de Educacion para Todos (1990), que subraya la importancia de satisfacer
las necesidades béasicas de aprendizaje para garantizar la participacion de todos los individuos en
la sociedad.

Entre las principales normativas internacionales en torno a la educacion, se encuentran la
Declaracion de Salamanca y su Marco de Accion (1994), asi como los acuerdos adoptados en el
Foro Mundial sobre Educacién en Dakar (2000). Estos documentos establecen que la educacion
no solo debe ser accesible, sino que también debe estar disefiada para ser inclusiva adaptandose a
la diversidad. Cabe resaltar que inicialmente la inclusion se centraba en la integracién de
estudiantes con discapacidades o NEP, sin embargo, con el tiempo, el concepto se ha ampliado
para incluir a estudiantes con distintas caracteristicas, como dificultades socioecondmicas, étnicas,
o linguisticas. En este sentido, la UNESCO ha sido un actor clave en promover la educacion
inclusiva, enfatizando que la diversidad debe ser vista como una fortaleza en lugar de un desafio.

De igual manera, el Comité de los Derechos de Personas con Discapacidad propone una reforma
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sistémica para garantizar que los métodos de ensefianza, estructuras y contenidos educativos sean
adaptables a las necesidades de todos los estudiantes (Naciones Unidas, 2019).

Por todo lo anterior, la inclusion educativa no se limita simplemente a la insercion de
estudiantes con necesidades en aulas tradicionales, sino que implica cambios profundos en las
practicas educativas para ofrecer un ambiente igualitario y participativo, donde se vinculan
estrategias como la capacitacion docente y la implementacion de enfoques flexibles que respeten
los diferentes ritmos y estilos de aprendizaje.

2.2.2 Orientaciones Nacionales

En el ambito nacional, la Constitucion Politica de Colombia establece en su articulo 67 el
derecho fundamental a la educacion, que debe estar al alcance de todos sin discriminacion alguna.
Este principio ha sido reforzado por la Ley General de Educacion (Ley 115 de 1994), que en sus
articulos 46 y 49 menciona la inclusion de personas con limitaciones fisicas, sensoriales,
cognoscitivas y emocionales, asi como de aquellos con capacidades o talentos excepcionales,
dentro del sistema educativo. Estos documentos subrayan la importancia de garantizar una
educacion de calidad que respete las caracteristicas y procesos de aprendizaje de cada estudiante.

La Ley Estatutaria 1618 de 2013, establece las disposiciones para garantizar el pleno
ejercicio de los derechos de las personas con discapacidad buscando eliminar los obstaculos que
impiden la participacion en la sociedad. Ademas, refuerza el compromiso y responsabilidad del
Estado colombiano con la inclusion educativa y exige una formacion especializada a los docentes
para que puedan atender adecuadamente a estudiantes con NEP. Acorde con el Decreto 1421 de
2017 fija que las instituciones educativas deben adoptar el DUA como marco pedagdgico que
promueve la inclusién al ofrecer multiples formas de representacion, expresion y compromiso para

la ensefianza inclusiva. Ademas, introduce el Plan Individual de Ajustes Razonables (PIAR), que
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se implementa cuando los estudiantes no logran progresar adecuadamente. Esto no solo beneficia
a los estudiantes con necesidades particulares, sino que también fomenta un entorno de aprendizaje
mas equitativo y accesible que permite la oportunidad de alcanzar el maximo potencial (Morocho,
2020).

A la postre, el MEN (2017) define el término NEP para referirse a la poblacion con
discapacidades auditivas, visuales, motoras, cognitivas, caracteristicas de experto autista, entre
otras, y aquellos con capacidades excepcionales. No obstante, en la ley 2216 del 2022 establece
que es una definicidn en construccidn capaz de incorporar instituciones publicas responsables de
la continuidad, garantizando el proceso educativo bajo orientaciones y directrices por la entidad
competente. Este planteamiento establecido, guia la atencion educativa en Colombia, asegurando
que las politicas de inclusion no solo contemplen la presencia de estos estudiantes en las aulas,
sino que también garanticen un ambiente de aprendizaje adecuado y adaptado a sus necesidades.

A pesar de estos avances, el desafio de formar docentes con las competencias necesarias
para atender la diversidad sigue siendo una tarea pendiente en muchas instituciones educativas del
pais.

A continuacidn, se ilustran investigaciones que relacionan la Educacion Matematica, la
trigonometria y la atencion a la diversidad.

2.3 Educacion Matematica y Atencion a la Diversidad

En la basqueda bibliogréafica se ha atisbado que existe poca literatura donde relacionen la
atencion a la diversidad y la ensefianza y aprendizaje de la trigonometria, especialmente a lo que
respecta a razones trigonomeétricas.

Por su parte, Gomez (2013) y Pérez (2014) centran sus investigaciones en fortalecer y

desarrollar nociones sobre el aprendizaje de la trigonometria en estudiantes con discapacidades
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visuales, a partir de secuencias didacticas adaptadas a las caracteristicas de la poblacion de estudio
como graficas de alto y bajo relieve, objetos tangibles y artefactos virtuales. En los trabajos se
concluye que a pesar de la discapacidad visual los estudiantes comprenden el contenido de la
trigonometria y en las tareas pueden dar valores a las funciones trigonométricas y sus inversas;
realiza graficas apoyada con el alto y bajo relieve y hallan las razones trigonométricas usando
tablas con braille.

Desde la Educacion Matematica y la inclusion se reporta trabajos desde un ambito
internacional y nacional como los siguientes:

Anouxét et al. (2019), presentan una investigacion sobre inclusion en la educacion superior
en Argentina. En esta definen un proyecto en el que consolidan un equipo de trabajo para
identificar aquellas barreras y discutir soluciones respecto a la formacion de personas sordas en
cursos de matematicas. A partir de un caso de estudio identificaron escaso uso de material visual,
de lenguaje coloquial o incluso conjuntista; falta de coordinacion entre horarios por parte de la
universidad a estudiantes que necesitan apoyo complementario y practicas inadecuadas de los
profesores para permitir la interpretacion de la informacion en las clases. Asi como, en un plano
de académico de bachillerato Ruiz da Silva et al. (2020) en su estudio documental expone que
existen factores que interfieren en este proceso como la capacitacion de los profesores de
matematicas en lenguaje de sefias y la falta de ambientes accesibles a las caracteristicas de los
estudiantes sordos.

En Colombia, desde la Universidad Industrial de Santander se ha llevado a cabo el proyecto
anteriormente mencionado "Innovar en la Educacion Béasica para formar ciudadanos
matematicamente competentes frente a los retos del presente y del futuro”, presentado como

(Disefios didacticos para la atencion a la diversidad en clase de matematicas con la medicion de
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tecnologias: procesos de formacion y reflexion con profesores, con codigo 8042 de la VIE). Este
tiene el objetivo de presentar disefios didacticos en matematicas que logren un aprendizaje
teniendo en cuenta las caracteristicas particulares de los estudiantes en educacion basica media y
bachillerato.

Articulado con este proyecto se encuentran las tesis de pregrado como la de Rueda (2023),
Delgado (2023), Mufioz (2023), Galvis-Hernandez (2024), Murallas (2024) y Méndez (2024) que
se centran en disefiar, analizar y adaptar o presentar criterios que permitan evaluar los disefios
didacticos atendiendo a la diversidad, ya sea para el estudio de fracciones, secuencias y patrones,
funciones lineales o razones trigonométricas.

3 Marco Conceptual y de Referencia

Inicialmente se presenta una breve referencia de los aspectos tedricos considerados en la
construccién del disefio didactico que se exploré en la investigacion aqui reportada.
Posteriormente, se exponen los elementos del DUA que se usan como herramienta tedrica para
responder a la pregunta de investigacion, especificamente en lo referente a la atencion a la
diversidad.

3.1 Aspectos teoricos del diseiio didactico “;Como medir las sombras?”

A continuacion, se expondran aquellos aspectos que se tuvieron en cuanta en la secuencia
didactica que se puso en escena en un contexto educativo. En primer lugar, se presenta brevemente
el surgimiento y evolucién que ha tenido la trigonometria especialmente las razones
trigonométricas y cuestiones didacticas vinculados a la Historia de las Matematicas. Por altimo,

se describira aquellos aspectos curriculares asociados al estudio de las razones trigonométricas.
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3.1.1 Aspectos histéricos y epistemoldgicos

Para comprender como surgieron las razones trigonomeétricas, fue necesario ver cémo
surgio la trigonometria misma. Segn Montiel (2005) la historia de la trigonometria es dividida en
dos momentos claves, como uso practico y como fundamento teorico.

Este primer momento se agradece a las primeras civilizaciones con un alto desarrollo
cultural como la egipcia y babilonica que realizaban actividades (la medicion de terrenos y la
astronomia con la intencién de potenciar la agricultura), donde surgian problemas y sentian la
necesidad de resolverlos. Asimismo, Machuca (2015) afirma que la trigonometria surgié como
medio para satisfacer las necesidades de las investigaciones astronémicas que no eran
estrictamente matematicas. Sin embargo, en la civilizacion babilénica en las tablillas de Plimpton
(1.800 a. C. aproximadamente) se exponen calculo en torno a ternas pitagoricas, es decir, que ya
hacian uso de lo que llamamaos catetos e hipotenusa a partir de un triangulo rectangulo. Lo anterior
evidencia que los babilonios hacian uso de una proto-trigonometria con fines practicos para el
calculo de la posicion de los cuerpos celestes y el tiempo, los calendarios y en el uso de la
navegacion (Abonia y Miranda, 2017).

Otro interés esta en el papiro de Rhind (1.700 a. C. aproximadamente) donde los egipcios
realizaron actividades matematicas en torno a mediciones y calculos de areas de figuras
geométricas. Este documento contiene los calculos necesarios para construir piramides y
monumentos haciendo uso de una teoria de tridngulos semejantes y trigonometria en general
(Abonia y Miranda, 2017). Del mismo modo, Boyer (1986) explica que los egipcios para la
construccién de las piramides presentaban un problema esencial que era mantener la pendiente
uniforme en cada cara y la misma en las cuatro, se cree que esto permitié el surgimiento del

concepto de cotangente.
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La necesidad de precisar los calculos astronémicos hechos por los egipcios y babilonios
hizo que los griegos formaran parte del desarrollo de la trigonometria. Por ejemplo, Tales de Mileto
(624-547 a. C.) influenciado por los conocimientos anteriores a su época, fue el primer griego en
introducir la geometria y desarrollar ideas en torno a los tridngulos y sus angulos. Este personaje
segun cuenta Abonia y Miranda (2017) introduce el concepto de razén y angulo que conocemos
actualmente al comparar la sombra que proyectaba su altura con la de un gnomon? de altura
conocida y uso de semejanza de triangulos para calcular la altura de la pirdmide de Keops.

Posteriormente a Tales el desarrollo de la trigonometria se centra en aspectos astronomicos.
Avristarco (310-330 a. C.) fue el primero en hallar la distancia entre la Tierra-Luna-Sol y estimar
sus proporciones entre tamafios al hacer uso de geometria y conceptos trigonomeétricos, afirmando
que la distancia Sol-Tierra era mas grande que la distancia Tierra-Luna y por tanto sus tamafos
eran diferentes (Montiel, 2005). Eratdstenes de Cirene (276-194 a. C. aproximadamente) al
observar un fendmeno peculiar que sucedia a medio dia en un pozo en Siena en el que los rayos
del sol caian paralelamente y los objetos en ese lugar no proyectaban sombra, asi descubriendo
que ese mismo dia en Alejandria que si lo hacian; con esto pudo deducir con construcciones
geométricas y conceptos de trigonometria la circunferencia de la Tierra.

Abonia y Miranda (2017) sefialan que Hiparco de Nicea (190-120 a. C. aproximadamente)
se le conoce el padre de la trigonometria al dedicar su vida a las observaciones astrondémicas,
tabulando los valores usando las relaciones entre angulos y cuerdas de un triangulo inscrito en una
circunferencia. Posteriormente, Ptolomeo (100-170 d. C.) retoma las observaciones de Hiparco y

escribe su celebre documento el Almagesto donde se describia aspectos astrondmicos y célculos

2 Instrumento para calcular la hora a partir de la sombra que proyecta un objeto



R. TRIGONOMETRICAS, HISTORIA DE LAS MATEMATICAS Y DIVERSIDAD 27

de longitudes desconocidas en un triangulo a partir de las conocidas, ademas desarrolla casi en su
totalidad la trigonometria que conocemos actualmente.

Ptolomeo incorpord en su gran libro de astronomia, el “Almagesto”, una tabla de

cuerdas con incrementos angulares de 1°, desde 0° a 180°, con un error menor

que 1/3.600 de unidad. También explicé su méetodo para compilar esta tabla de

cuerdas, y a lo largo del libro dio bastantes ejemplos de como utilizar la tabla

para calcular los elementos desconocidos de un triangulo a partir de los

conocidos (Machuca, 2015, p. 62).

Con el declive de Imperio Romano los centros del conocimiento y la investigacion
matematica pasaron a la india y luego a oriente préximo. Los hindles desarrollaron tratados
astrondémicos basados en los aportes de las civilizaciones griega, egipcia y babilonica; ademas a
diferencia de los griegos los hindues definieron la semicurada correspondiente a un angulo doble,
que coloquialmente conocemos como seno (Montiel, 2005).

Segun Machuca (2015) con la cultura arabe la trigonometria se independiza de la
astronomia y se convierte en una rama independiente. Los arabes introducen los seis tazones
trigonométricos que conocemos Yy descubren teoremas e identidades entorno a ellas dejando a un
lado las relaciones entre cuerda y angulos que los griegos hacian y simplificando los calculos al
considerar el radio como unidad y no el 60 de los griegos. Asimismo, estos compilaron tablas de
gran exactitud con cada una de las razones trigonométricas.

Por ultimo, la trigonometria y las razones trigonométricas se formalizan en Europa
tomando todos los conocimientos hasta entonces descubiertos en este campo. Aqui se introduce
la palabra trigonometria, ademas se relaciona las magnitudes de un tridngulo rectangulo para

definir seno, coseno y tangente. Fue el célebre Euler (1707-1783) quien fundo la trigonometria



R. TRIGONOMETRICAS, HISTORIA DE LAS MATEMATICAS Y DIVERSIDAD 28

moderna al designar las letras a, b y c a los lados de un tridngulo y las mayusculas A, By C para
los angulos opuestos (Montiel, 2005 y Machuca, 2015). La trigonometria después del renacimiento
deja a un lado la escancia geométrica y pasa a un plano mas abstracto al definirse el lenguaje
algebraico y las funciones.

Todo el recorrido anterior permitié evidenciar el cambio evolutivo que los objetos
matematicos tiene a través de la historia, en especial la trigonometria que empieza con las primeras
civilizaciones y culmina en el Gltimo milenio.

3.1.2 Aspectos didacticos sobre la Historia de la Matematica

Para los fines de la investigacion se refieren aquellos aportes hechos por Guacaneme (2016)

sobre las tres formas en las que intervine la Historia de las Matematicas en el proceso de ensefianza:
a) La Historia de las Matematicas como uso, se refiere a hacer descripcion de

anécdotas, referencias sucesos historicos, mencion de contribuciones de

matematicos y sus obras celebres. Esta forma de intervenir la Historia de las

Matematicas se relaciona con proporcionar problemas de indole histérico, ya sea

para ensefiar o estudiar maneras distintas de darle solucién a la situacion. Asimismo,

puede llevarse a cabo como apoyo para la leccion o incluso como la leccion misma.

Por ultimo, las actividades planteadas pueden relacionarse con aportes de

matematicos y algunas de sus obras.

b) La Historia de las Matematicas como integrador, Integracién para Guacaneme
(2016) refiere a la efectividad y el papel que su cita el uso de la Historia de las
Matematicas en la matematica misma. De esta manera, no puede verse como

contenido de afiadidura a la clase, sino como parte fundamental del profeso de
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ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Asimismo, la historia permite
identificar y comprender aquellas dificultades epistemologicas que surgen en la

construccién y comprension de los conceptos.

c) LaHistoria de las Matematicas como perneador, en la educacion de las matematicas
cuando se hace uso de informacion histérica para orientar la estructuracion de
propuesta curriculares. Guacaneme (2026) menciona que una dimension histérica
es aquella que permea la educacion en matematicas por medio de la historia. Esta
forma de intervencion es un recurso trasversal que enriguece el aprendizaje de las
matematicas lo que permite la conexion entre ideas matematicas o fuera de ellas,
comprender los origenes de conceptos matematicos en ciertos contextos y su
evolucion a través del tiempo.

De las tres formas en las que intervine la Historia de las Matematicas en el proceso de
ensefianza segun Guacaneme (2016), en este trabajo se define una inclinacion sobre el uso, misma
que se articula con los principios y las pautas del DUA, para cumplir con el objetivo de la
investigacion.

3.1.3 Aspectos curriculares

En Colombia, los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas definidos por el
MEN (2006) establecen que los estudiantes de grado decimo y undécimo deben ser capaces de
describir y modelar fenémenos vinculados a un contexto real a partir de las relaciones y las
funciones trigonomeétricas. De igual manera, en los Derechos Bésicos de Aprendizaje (MEN, 2016)
se indica para el grado decimo que los estudiantes deben comprender y utilizar funciones para

construir modelos matematicos de fendmenos periddicos e identificar sus aplicaciones, resolver
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problemas y justificar las soluciones; ademas de reconocer el significado de las razones
trigonométricas y hallar valores en torno a estas, especialmente a lo que respecta a seno y coseno.

Asi que, la implementacion de estos estandares en el aula no solo busca que los estudiantes
adquieran habilidades matematicas, sino que también fomenta un pensamiento critico y analitico.
Al modelar situaciones del mundo real con funciones trigonométricas, los estudiantes desarrollan
la capacidad de interpretar datos y formular soluciones a problemas complejos, lo que es crucial
en un mundo cada vez mas basado en la tecnologia y la ciencia
3.2 Aspectos referentes a la atencion a la diversidad

El Disefio Universal para el Aprendizaje (DUA) ofrece una perspectiva innovadora para la
educacion inclusiva, ya que no se centra en las limitaciones del estudiante, sino que dirige su
atencion hacia los materiales, recursos, medios y disefios curriculares, transformando la manera en
que la educacién aborda la diversidad. En esta investigacion se toman como referentes tedricos a
Morocho (2020) y Velasco (2022) porgue manifiestan que la perspectiva del DUA puede aplicarse
a cualquier componente del curriculo, buscando crear un entorno de aprendizaje accesible para
todos, eliminando las barreras que impiden el acceso equitativo a los contenidos educativos.

En el contexto de la ensefianza de las matematicas, el DUA se implementa mediante el uso
de diversas representaciones y estrategias, que a continuaciéon se perfilan, permitiendo a los
estudiantes percibir y comprender los conceptos de manera mas efectiva

Principio I: Proporcionar multiples formas de representacion de la informacion y los
contenidos

Para este principio la premisa fundamental es que los estudiantes perciben y comprenden
la informacién de manera distinta. Este se estructura de tres pautas del DUA que son clave para

los procesos anteriormente mencionados: (1) ofrecer diferentes opciones para que el estudiante
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perciba la informacion con el proposito de hacer accesible los contenidos mediante estrategias
como ajustar el tamafio de letra, incluir subtitulos, utilizar diagramas, graficos, modelos
tridimensionales o convertir texto en formato braille o audio.; (2) usar distintas formas de lenguaje
y simbolos matematicos con la busqueda que los estudiantes interpreten los sistemas linguisticos
y simbdlicos de manera efectiva, promoviendo un lenguaje comun; y (3) proporcionar opciones
para la comprension de los objetos matematicos con el objetivo de proponer herramientas que
faciliten la adquisicion de nuevos conocimientos, como organizadores graficos, ejemplos y
explicaciones progresivas, relacionando conceptos nuevos con conocimientos previos, como
conectar eventos historicos con situaciones actuales. Estas pautas promueven una ensefianza
flexible, adaptada a las diversas formas en que los estudiantes interactdan con las matematicas.

El principio I1: Proporcionar multiples formas de accidn y expresion reconociendo que los
estudiantes tienen diferentes maneras de actuar y expresar conocimientos, lo que implica ofrecer
diversas formas interaccién con el contenido y con los demas. Asimismo, busca fomentar
participacion a partir de utilizar herramientas y estrategias que se adapten a sus necesidades. Por
ende, la pauta (4) proporcionar maltiples medios fisicos de accion, implica ofrecer variado formas
fisicas de interaccién con los materiales y en el entorno, como el uso instrumentos adaptados,
dispositivos tecnoldgicos o materiales manipulativos que faciliten el aprendizaje a través de la
accion fisica, es decir, permite a los estudiantes utilizar diferentes herramientas y recursos para
interactuar con el contenido y el entorno. La pauta (5) enfatiza la necesidad de ofrecer opciones
variadas para la expresion y la comunicacion fluida, facilitando que los estudiantes puedan
demostrar su conocimiento de diversas maneras, buscando que los estudiantes se sientan cémodos
al compartir su pensamiento y soluciones. Ya que, la vision es que los estudiantes elijan la forma

en que expresan sus ideas, ya sea a través de la escritura, el dibujo, habla o medios digitales.
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Finalmente, la Pauta (6) subraya la importancia de proporcionar opciones para apoyar las
funciones ejecutivas, ayudando a los estudiantes a organizar, planificar y ejecutar sus tareas de
manera efectiva. De hecho, centrada en ayudar al desarrollo de habilidades de autorregulacion para
la toma de decisiones.

Durante la implementacion del DUA en matematicas, los docentes negocian significados
en relacion con las pautas del principio Ill: proporcionar opciones para la compresion, que se
enfoca en la implicacién de los estudiantes en el proceso de aprendizaje, es decir, la razon de
aprender y en las emociones del estudiante. Aqui, reconocen gue los estudiantes tienen diferentes
intereses desde lo novedoso y lo tradicional, por ende, invita a comprender aspectos emocionales
para fomentar una motivacion duradera. Estas pautas incluyen: (7) brindar opciones para captar el
interés, sugiriendo estrategias para desarrollar habilidades de toma de decisiones, reducir la
inseguridad y distraccion. Ademas, rastrea que se involucran los estudiantes empleando métodos
que despierten curiosidad. La pauta (8) establece que se debe ofrecer alternativas para mantener el
esfuerzo y la persistencia, destacando la importancia de presentar metas y tareas ajustadas al nivel
de complejidad de las actividades segun las capacidades individuales, reconociendo que los
estudiantes tienen diferentes ritmos de aprendizaje, influenciados por diversas habilidades
cognitivas, emocionales y fisicas. Y las pautas de este principio finalizan con la (9) proporcionar
opciones para la autorregulacion, a partir de diversas estrategias, como la personalizacion de metas
y la adaptacién de los tiempos segun las necesidades individuales, buscando que los estudiantes se
involucren activamente en su propio aprendizaje con la finalidad que tomen el control de su
proceso educativo. Al integrar estas pautas en las clases de matematicas, los profesores fomentan
una mayor participacion y motivacion en los estudiantes, independientemente de sus necesidades

particulares.
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Ejemplificar en matematicas es una estrategia esencial, como destacan Figueiredo,
Contreras y Blanco (2012), ya que permite una comprensién mas amplia y clara de los conceptos
matematicos. Los ejemplos constituyen la base para la generalizacion y la abstraccion, lo que
facilita el razonamiento analdgico y la construccién de nuevos conocimientos. En el contexto del
DUA, proporcionar multiples ejemplos y formas de representacion es fundamental para garantizar
que todos los estudiantes puedan transformar la informacion percibida en conocimiento util.

A pesar de los avances en la implementacion de enfoques inclusivos como el DUA, el
curriculo de matematicas enfrenta una contradiccion. Aungue se habla de inclusion y atencién a la
diversidad, los lineamientos del Ministerio de Educacion Nacional aun priorizan estandares de
competencias que no contemplan de manera explicita la atencion particular en el aula. Esto refleja
una desconexién entre el discurso inclusivo y las practicas concretas en la ensefianza de las
matematicas, lo que evidencia la necesidad de seguir desarrollando estrategias para abordar la
diversidad en el aula de manera mas efectiva. De esta manera, Parada (2022) define una estructura
curricular para la construccion de disefios didacticos en matematicas basados en un contexto
inclusivo con diferentes niveles de profundidad buscando potenciar el aprendizaje en aulas
diversas. Por tanto, se definird en que consiste cada nivel de profundidad segun Parada (2022) y
Jacome et al. (2024):

1. Disefio de profundidad 1: Disefio que mediante el tratamiento de situaciones y necesidades
cotidianas usa representaciones concretas que permiten evidenciar atributos de los
nameros y de las formas con instrucciones sencillas, poco texto, contenido visual, auditivo
y de manipulacion de material, proporcionando multiples formas de accion y expresion
como el uso de palabras claves mediante texto alternativo para activar la percepcién

auditiva, visual y tactil de los estudiantes .Ademas sugerir el acompafiamiento permanente
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del profesor para hacer conexiones, posibilitar el trabajo colaborativo con pares y de
socializacion permanente de avances frente al grupo.

2. Diserfio de profundidad 2: Disefio que mediante el tratamiento de situaciones y necesidades
cotidianas prioriza actividades de resolucion de problemas que implican la interpretacion
de informacion presentada de forma verbal con texto moderado, numérica o grafica,
mediante material visual, auditivo y concreto. Ademas de sugiere el acompafiamiento del
profesor para valorar el paso a paso y dar nuevas instrucciones hasta el logro del proposito
previsto, posiblemente en trabajo colaborativo con pares y de socializacion permanente
de avances frente al grupo.

3. Disefio de profundidad 3: Disefio que mediante el tratamiento de situaciones del contexto
matematico y cotidiano para el desarrollo de procesos matematicos abstractos prioriza
actividades de resolucion de problemas que implican la abstraccién de interpretacion
presentada de forma verbal con un lenguaje matematico preciso, numérico, grafico,
tabular con diversas y variadas tecnologias; permitiendo la manipulacion, variedad de
feedback, y estrategias de resolucion de problemas con la finalidad de construir
expresiones numeéricas o algebraicas que permitan modelar una situacién problema del
contexto. Ademas de sugerir el acompafiamiento del profesor como mediador para que
acerque y profundice al estudiante en los objetos de estudio, posibilitando socializacién
de avances frente al grupo.

4. Disefio de profundidad 4: Disefio que mediante el tratamiento de situaciones del contexto
matematico y cotidiano prioriza actividades de resolucion, deduccion y planteamiento de
conjeturas matematicas con el uso de lenguaje matematico formal para que los estudiantes

modelen situaciones del contexto, justifiquen y argumenten sus procedimientos y
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deducciones. Ademas de sugerir el acompafiamiento del profesor como mediador para
posibilitar espacio de discusion y exposicion de avances con sus pares académicos y la

comunidad educativa.

Es importante aclarar que los principios de DUA se usan como categorias de analisis para
responder a la pregunta de investigacion. De esta manera se abarcan los referentes tedricos y
conceptuales que fundamentan la investigacion. Con esto, se da paso a los aspectos metodoldgicos
los cuales se esbozan a continuacion.

4 Aspectos Metodoldgicos

La investigacion que aqui se reporta es de corte cualitativo, cuyo propdsito fue identificar
y describir alcances de un disefio para el estudio de razones trigonomeétricas que uso la historia de
la trigonometria y se centr6 en atender la diversidad en bachillerato, por lo que se emple6 un
estudio exploratorio y descriptivo. Segin Losch et al. (2023) el tipo de estudio exploratorio permite
hacer una comprension inicial mas amplia del fendmeno o el tema para hacer una familiarizacion;
asimismo, segin Guevara et al. (2020) el objetivo de la investigacion descriptiva “consiste en
Ilegar a conocer las situaciones, costumbres y aptitudes predominantes a través de la descripcion
exacta de las actividades, objetos, procesos y personas” (p. 171). En este caso fue descriptivo, ya
que el propdsito parti6 de analizar los resultados obtenidos durante la puesta en escena de un disefio
didactico construido en un estudio anterior (de Rueda (2023)) y evaluar sus alcances frente a la
atencion a la diversidad en clase de matematicas. A continuacion, se describen cada una de las
fases del estudio.

4.1 Fase I: Revision Bibliografica
Inicialmente, se realizé una revision bibliografica a nivel internacional y nacional con el

propdsito de dar un fundamento firme al trabajo de investigacion, estos incluyeron estudios sobre
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la ensefianza y el aprendizaje de las razones trigonomeétricas, aspectos normativos de la inclusién
y lineamientos para el ajuste de disefios didacticos. Los resultados de esta fase se incorporaron en
el capitulo 2 y 3 de este documento, que se usaron también para el proceso de triangulacion de
resultados.

4.2  Fase Il: Andlisis y Discusion del Disefio

En esta fase, se desarroll6 una revision del disefio didactico construido por Rueda (2023)
que estuvo compuesto por orientaciones para el profesor, malla curricular y hoja de trabajo. El
analisis consistio en la revision de la tesis donde se expuso el fundamento teorico del disefio, su
valoracion por rubrica y su version final después del proceso de investigacion. La revision tuvo
por objetivo interpretar el fendmeno, plantear ajustes del disefio para la posterior puesta en escena
de este. A continuacion, se presentan resultados de esta fase desde cada uno de sus componentes.
4.2.1 Andlisis y discusion sobre la malla y orientaciones para el profesor

El documento de orientaciones del maestro expuesto por Rueda (2023) estuvo orientado
en describir los propdsitos de cada momento para los niveles de profundidad 2, 3 y 4. La
estructuracién de estos propositos se valora desde cuatro categorias: i) Ajuste al nivel de
conceptualizacién respecto al nivel de profundidad, ii) la vinculaciébn con la pregunta
problematizadora (¢, Cémo se pueden medir las sombras?), iii) la relacion con los estandares para
el grado décimo, y iv) la compresion del objeto matematico.

Como se muestra en la malla curricular de la Figura 1, se puede observar en el uso de los
verbos una mayor profundidad en cada nivel, empezando en el nivel 2 en el que se propuso
“reconocer al concepto de razén trigonométrica partiendo de la relacion entre las medidas
lineales y medidas regulares de un triangulo rectdngulo”, avanzando para el nivel 3 donde se

plantea un propdsito similar al anterior, pero cambiando el verbo a “comprender...”, alli apoyados
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en lo que menciona Olivera (2011) sobre el verbo “comprender” que implica ir mas alld de la
interpretacion porque el estudiante usa sus propias palabras para decir lo que entiende de la

informacion dada, y para el nivel 4 ya se usan los verbos “analizar y construir” con la pretension

de que muestre relaciones propias y sintetice otras sobre el concepto.

No obstante, como se exhibe en la Figura 2 dentro de la valoracion de propositos la autora
manifestd que el validador por rubrica le sugirio reflexionar sobre el uso del verbo “comprender”
que no es solo una accién por si sola, sino que requiere de procesos para evidenciarlo lo que
implicaria reestructurar los descriptores del proposito del nivel. A pesar de la sugerencia, se pudo

observar que aun en el redisefio la autora no tuvo en cuenta esa observacién para reestructurar los

descriptores, por ello los autores de este trabajo lo consideraron para los ajustes.

Figura 1

Malla Curricular Rueda (2023)
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Frente a lo anterior, en esta investigacion se mantuvieron los propdésitos porque se pudo
evidenciar de la coherencia horizontal, segin Parada (2022), ademas que soport6 una estructura

curricular basada en los estandares curriculares matematicos (MEN,2006) en el que se abordaron
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las competencias planteadas, especificamente sobre razones trigonométricas, para bachillerato en
los cuatro niveles de profundidad.

La rubrica de valoracion usé la escala Likert de 1 al 5, siendo 5 puntaje més alto, para
evaluar la atencion de los propositos y descriptores definidos a partir de los estandares de
competencias y procesos matematicos respectivamente para el estudio de las razones
trigonométricas, ademas verifico la atencion a la diversidad a partir de las pautas y principios del

DUA.

Figura 2

Coherencia horizontal por propésito

I1. Coherencia horizontal (Por disefio)
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En cuanto al anélisis vertical sobre los descriptores indicados en la Figura 3, se analizé
los procesos esperados a desarrollar para cada nivel de profundidad, alli la autora evalué
"comunicacion, modelacion y razonamiento” dejando de lado el proceso “elaboracion,
comparacion y ejercitacion de procedimientos”, pero considerado en la Malla. La autora valoro el
proceso de modelacion con el menor puntaje, por ende, el disefio no present6 actividades que
favorecieran este, aunque en la Malla para el nivel 3 establecio el proceso como “relaciona lo
aprendido de las razones trigonometricas y propone soluciones a diferentes problemas
plantados”, de tales observaciones termind preguntandose en su investigacion “¢Qué procesos de

aprendizaje sobre razones trigonométricas posibilitaron los disefios en los estudiantes segun sus
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caracteristicas?” (Rueda, 2023, p.75). Asi que, una restructuracion considerada para los
descriptores fue sobre los procesos generales como puede percibir en la Figura 3, con ausencia de
modelacién, que tuvieran en cuenta el enfoque historico y resaltaran el uso de GeoGebra en la

realizacién de las actividades.

Figura 3

Coherencia vertical descriptores
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A su vez, Rueda (2023) deja explicito en las recomendaciones al docente las indicaciones
hacia los estudiantes para desarrollar la hoja de trabajo, ampliando en las instrucciones para el uso
de los archivos de GeoGebra incorporados en el desarrollo de la secuencia para el momento 1y 4.
Sin embargo, se observo que en dichas orientaciones era necesario enfatizar sobre el uso de la
Historia de las Matematicas, particularmente en los conceptos como razon, razén geomeétrica,
proporcion y razon trigonométrica para brindarle oportunidad al estudiante de conocer o discutir
sobre aspectos historicos involucrados en la trigonometria y razones trigonométricas. Por eso,
desde este trabajo se aporta orientaciones al maestro para que logre promover en los estudiantes e
interaccion en el aula.

4.2.2 Andlisis de la hoja de trabajo del estudiante.

Los objetivos del Momento 1 fue “trabajar y comprender la razon geométrica y la

proporcion”, para esto Rueda (2023) presentd dos actividades centrales que dirigieron este

momento: 1) La lectura de la historieta y espacio de socializacion y, 2) la interaccion con un applet.
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La historieta incluyé para cada nivel un hecho histérico, como el expuesto en la Figura 4,
en el que Tales estimo la altura de la pirdmide a partir de la longitud de la vara y la sombra. La
autora afirmo que la articulacion del paso historico de Tales permitié la aparicion de los conceptos
matematicos que acercan la nocién razon trigonométrica, (Rueda, 2023, p.62). Sin embargo, ella
menciono que los estudiantes no lograron dibujar la sombra de forma horizontal respecto al suelo,
al aparecer porque esto no estaba ilustrado en la Historieta. Ademas, ella identifico que las
preguntas y enunciados en la actividad eran extensos, por lo que los autores de esta investigacion
consideran importante agregar apoyos visuales que expliciten el triangulo rectangulo formado por

los elementos presentes en el episodio.

Figura 4

Episodio de la historieta

Dicho esto, tomé dos bastones de igual longitud Cuando todavia era muy pronto, la sombra proyectada
(también pueden ser distintos, e incluso con uno solo por el bastén vertical superaba por mucho la longitud
es posible), colocd uno en posicién vertical y el otro en | | del bastén horizontal, pero a medida que avanzaba el
posicion horizontal(sobre la arena), y se puso a esperar. | | dia esa sombra se fue acortando, Cuando su longitud

v se hizo igual que la del bastén apoyado en la arena
Tales dijo al joven faradn:

Ahora ya
es muy facil
conocer la altura de
la pirdmide.

Respecto al applet el cual consistia en mostrar dos tridngulos semejantes el proposito era
el analisis de las razones y proporciones geométricas a partir del movimiento de los puntos Cy D

como se muestra a continuacion en la Figura 5.
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Figura 5

Applet Momento 1
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Desde una perspectiva de los autores el uso de GeoGebra parece ser un acierto para

introducir las nociones de razén y proporcion, por lo que fue recuperado en los ajustes planteados

después de una revision del applet en relacion al movimiento de los puntos sobre los tridngulos

para redefinir algunas magnitudes, asimismo, se particularizé restringir al primer cuadrante y tener

en cuenta el angulo de referencia para considerar la semejanza de triangulos, tal como se sefiala en

el ovalo de la Figura 6.
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Figura 6

El angulo de referencia se toma como el &ngulo complementario

En el momento 2 que consiste en trabajar las razones trigonométricas (seno, coseno y
tangente) primero se pretendio realizar una actividad para definir las razones trigonométricas de
un triangulo rectangulo a partir de sus angulos de referencia como se ilustra en la Figura 7y en
segunda instancia el planteamiento de la construccion geométrica con regla y compas de la
tangente. Sin embargo, la autora (Rueda (2023, p. 70)) afirma que en el pilotaje observo que los
estudiantes tuvieron dificultades en dicha construccion, por lo que considerd necesario ajustar el

disefio, Unicamente trabajando el paso histérico para reforzar la razén y proporcion.
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Figura 7

Actividad Momento 2
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En el Momento 3, el disefio propone trabajar las razones trigonométricas mediante una
actividad préctica que consiste en que a partir de las medidas de varas se recolectan datos en el
instante en el que se ubica la vara verticalmente en un dia soleado (longitud de la sombra
proyectada y longitud de la hipotenusa). La autora después del pilotaje valora positivamente esta
actividad porque evidencid aportes en la competencia comunicativa e interpretativa. Por ende, en
el presente trabajo se sugiere para este momento posibilitar habilidades que apoyen el proceso de
comunicacion como interpretar, explicar, justificar y argumentar, por eso, se plantea la
incorporacion de magnitudes mas reales que faciliten la medicion y el uso de tecnologias.

Por altimo, en el Momento 4 dénde su objetivo fue evaluar con énfasis de un trabajo
individual. Ella asegurd que el en la clase, respecto a los momentos anteriores se logré una
generalizacion en relacion con el cambio de magnitudes. Por ende, Rueda (2023) propuso que para
este momento se evidenciaran las caracteristicas de seno y coseno bajo condiciones, usando el
applet exhibido en la Figura 8 en el que se usa el simulador con un apoyo tabular para que el

estudiante pudiera extraer datos y responder a los cuestionamientos.
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Figura 8

Applet Momento 4
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En la revision del applet se pudo observar que la programacion permite que la vara y la
sombra tome valores negativos (como puede verse en la Figura 9, por ello se hace fundamental
corregir el applet precisando las caracteristicas de las longitudes, reconfigurar los angulos de
referencias para que el estudiante al abordar la tarea cumpla las condiciones y mejorar la calidad

de las imagenes incorporadas.

Figura 9

Baston ubicado verticalmente hacia abajo en el applet
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En resumen, en este estudio se aportan ajustes para simplificar el lenguaje, proporcionar
ejemplos concretos y mejorar la interactividad con los archivos GeoGebra, para facilitar la

comprension y el aprendizaje inclusivo de los estudiantes del contexto de estudio.
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4.3  Fase lll. Identificacion y caracterizacion del contexto de estudio

En esta fase se hizo un acercamiento a la Institucion Educativa Politécnico de Bucaramanga
sede A, dado que los autores de este documento se encontraban haciendo su practica docente y
debido que uno de ellos estaba trabajando con estudiantes de 11°, asimismo como el disefio que se
ha mencionado para la puesta en escena estaba previsto para estudiantes de bachillerato, de esta
manera se vinculd esto con su practica docente.

El establecimiento educativo se encuentra en un sector urbano, cuya direccién es Calle 55
Diagonal 14 No. 106 avenida de los estudiantes mapeado en la Figura 10, de caréacter oficial,
genero mixto y metodologia centrada en competencias. Presta los servicios educativos de los
niveles preescolar y basica en la jornada de la tarde; basica y media secundaria en la jornada de la

mafiana.

Figura 10

Ubicacion de la Institucién Politécnico Bucaramanga. [Google mapa]

\™)

\ Avenida g,
N\eC iCarog (=)
¢?

Para este trabajo se tuvo un acercamiento al grado 11-2 que estuvo conformado por 39

estudiantes entre edades de 16 y 18 afos; a cargo del profesor titular.
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Luego, se interesd en hacer la caracterizacion de los estudiantes a partir de dos fuentes: el
profesor titular del grado 11-2 y la percepcién del practicante que se encontraba haciendo la
practica en dicho grado. Se eligieron estas fuentes porque el profesor titular hace uso de una
metodologia de evaluacion basada en procesos matematicos, lo que le permite llevar un registro
individual de las capacidades y habilidades de cada estudiante, ademas de brindar a los estudiantes
acompafiamiento individual y contacto con los padres de familia. Y por el lado del practicante que
interactué con los estudiantes durante el periodo de practica docente le permitié bridar una
percepcion de la gran mayoria de los estudiantes.

Para recopilar los datos necesarios se disefid una entrevista dirigida al profesor titular con
base en el formato de caracterizacion disefiado por el grupo de investigacion de Educacion
Matematica (Edumat-UIS) de la Universidad Industrial de Santander para la creacién de disefios
didacticos que atiendan a la diversidad (Apéndice B). Esta entrevista permitia caracterizar a los
estudiantes no solo por sus limitaciones y ritmos de aprendizaje, sino por el nivel de conocimientos
previos y rendimiento en matematicas.

Desde las descripciones hechas por el docente y el practicante se obtuvo informacion de
38 estudiantes, que para fines de investigacion tendran nomenclatura con la letra (E) vy
enumeracion de dos a tres digitos. El primer nimero a la identificacion del estudiante, y el segundo
nimero corresponde a la hoja de trabajo del nivel de profundidad en que se entregd para la
implementacién. Por ejemplo, E3-2. Es el estudiante nimero 3 que se encuentra en un nivel de
profundidad 2. De esta manera, cumplimos con ley estatutaria 1581 de 2012, por la cual se dictan
disposiciones generales para la proteccion de datos personales. Asimismo, [I] representa al

investigador (uno de los autores de este documento) que participd en la toma de datos.
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Como resultado de la entrevista se logré categorizar dos (2) estudiantes de nivel 2,
veintidds (22) de nivel 3, y catorce (14) de nivel 4. Sin embargo, de esta poblacién se seleccionaron
aquellos estudiantes que participaron en cada clase y desarrollaron por completo la hoja de trabajo
en las tres intervenciones realizadas. Otra caracteristica de seleccion fue por las intervenciones
hechas en los espacios de socializacidn y trabajo colaborativo. No obstante, se hace la salvedad
que hubo estudiante que no completaron todos los momentos, pero sus resultados y reflexiones de
las actividades del disefio fueron material de uso para la valoracion en el capitulo 5.

4.4  Fase IV: Ajustes para poner en escena el disefio.

En esta fase de investigacion, se realizaron los ajustes especialmente a las hojas de trabajo
para refinar los aspectos por mejorar identificados en la fase anterior y las caracteristicas del
contexto de implementacion, que se describen a continuacién en cada nivel de profundidad.

4.4.1 Ajustes a la hoja de trabajo del nivel 2

Enla

Tabla 1 se muestran los ajustes en cada momento con su respectiva descripcion y
justificacion. En los dvalos de las figuras se sefialan los cambios especificos. En la tabla las Figuras
no seran citadas, pero si aparecen en el disefio de la version final de la hoja de trabajo (Apéndice

C, Apéndice D y Apéndice E).

Tabla 1

Ajuste del Momento 1.

Descripcion
En la Figura 1. se agreg6 en la imagen el baston
vertical al suelo y la proyeccion de su sombra.
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Atendiendo a la confusién generada por los nimeros
en (A), se dio valores numéricos a los elementos y se
propuso un cuadro en (B) que permitiera hacer el
cociente entre magnitudes.

Teniendo en cuenta la informacién anterior, ayude a Sofia a identificar la
expresién que compara la altura del bastén, respecto a la longitud de la
sombra del bastén

©

Teniendo en cuenta la infermacidn anterior y la situscién de la historieta, ayude a

Sefia a identificar la expresién que compara la oltura del bestén, respecto a la
longitud de su sombra cuando se tienen los siguientes valores.

Se represento la situacion del disefio inicial,
considerando valores numéricos para una mayor
comprension del suceso.

Se afiadid un recuadro con ejemplos de razones
geométricas contrastando la definicion de razon
geométrica para todos los niveles.

RECUERDA QUE: Rozén
gesmétrica, ex b

. i ats chm :l:..m fpimplon de ragin geemEtrar
cantidades A y B cuys
resultads &4 comatante s ¥

= constamte

B

Se agreg6 un ejemplo contextualizado para que el
estudiante hiciera relaciéon entre el concepto y la
realidad.

Una proporcidn es  iguaidad entre dos o més razones,
por ejemplo, ¥ observamos la imagen de los tridngulos
AABC y BEDC podemos comparer 1a longitud del AT con
1a longitud del ED (Segmentos rojos) y la longtud del BC y
la longitud de DC (Segmentos morados)
Smbalicamente
AB _BC
ED ™ De

Ejemple: Imagina que el segmento AB [ AF = & metros) representa ba alftura de un drbol,
el segmente ED su sombra (£D = 12 metras), el segmento BC (B0 = 1 metre) la alturs de
la vara y & segments BC (BE = 2 metros) su sombra. Vea la siguiente imagen

t\-,_\ Pard b il s Tt

prpoeain

]
Se afiadio valores en el applet para todos los niveles ] T
de profundidad. E—
Se redefinid nuevos catetos. - X
Se restrinjo los movimientos de los vértices Ay C del . peu AB_ 32

triangulo rectangulo ABC para reducir la confusion en
la medida de los angulos.

Catetos gel Mdnguio rectinguio AABC  Catetos del ridngulo rectingulo A EDC

Cateto ED=2 34
Cateto AB=32 Cateto DC=3.85
Cateto BC=4.99 Hpoterusa EC=3.06

Hipotinuzsa AC=5.98
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Los ajustes realizados apuntan a hacer el disefio mas comprensible y accesible para los
estudiantes, asegurando una mejor conexion con los conceptos matematicos y su aplicacion en
contextos reales. Culminado los ajustes del primer momento, la

Tabla 2 describe los puntos claves para el momento 2.

Tabla 2

Ajustes Momento 2

Descripcion Ajuste del disefio

Se modifico la actividad para relacionar situacion de 7T =
la proyeccion de sombras como imagen de apoyo
sobre los elementos involucrados.

De acuerdo con el tridngulo anterior y los dngulos & y

p. Complete:
Razones « B
Catstoopwest: | . . | — FCECENESEIEIREREREENEI Y
hipotenusa
Cateto adyacente I\ (e
hipotenusa [awe ]
% >
Cateto opuesto |= AN 5
cateto adyacente ! —

T P

. Con les anterior las razones trigonométricas se definen come el consciente
| entre las longitudes de los lados de un tridngulo rectédngulo teniendo en

| cuenta un dngule de referencia:

Se agreg0 las razones trigonométricas para un angulo
de referencia en un triangulo rectangulo junto con una
representacion grafica.

L ] o j Seno (63,43")=

Se redefini6 de (C en D) las razones trigonométricas Sen = == ‘

a partir de un angulo dado, para que los estudiantes 0B |

usen la calculadora y contrasten con la situacion.
s Coseno (63,43°) =
0A

Cosx=——— L
0B Tangente (63.43°) =



R. TRIGONOMETRICAS, HISTORIA DE LAS MATEMATICAS Y DIVERSIDAD 50

Los ajustes realizados proporcionan una mejor conexion entre la teoria trigonométrica 'y su

aplicacion en situaciones visuales y préacticas, favoreciendo el aprendizaje activo de los estudiantes

y el uso de herramientas tecnolégicas, como la calculadora. En la

Tabla 3 se podran en contraste el momento 3 para este nivel de profundidad.

Tabla 3
Ajuste Momento 3

Descripcion

Se redujo en todos los niveles de profundidad la
extension para los calculos, centrando el analisis a un
Unico dia.

Se edito las ilustraciones de apoyo en las mediciones.

Ajuste del disefio

Seleccionen una medida especifica de la vara y la medida correspondiente de
su sombra. Luego, establezcan las razones trig étricas correspondientes.

hipotenusa Razones trigonométricas
Vara

Senoa =

« Cosenoa =

Sombra

Tangentea =

b) Establezcon las razones trigonométricas correspandientes con los datos
obtenidos en la tabla

__________________________

[y
Angulo de referenciala)

Razén con dngule Razén como cociente

]
i
]
| s
| i ]
Lo b 1 Cosena ()=
]
]
i
]
]
]

Tangente {_ )= _

El ajuste implicd simplificar y focalizar, adaptando los elementos visuales para facilitar la

comprension de las mediciones relacionadas con el analisis. Ahora se presentan los cambios para

el momento 4 que se fueron considerados pertinentes y se muestran en la Tabla 4.

Tabla 4

Ajustes Momento 4

Descripcion

Ajustes al disefio
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Se hizo uso del applet (F) en todos los niveles de : S :f;ga
profundidad con la finalidad que todos los estudiantes rEn e
puedan interactuar con la herramienta. ©am

Se realiz6 cambios en el formato visual de entrada (E
en F) donde la altura de la vara toma medidas exactas, . r i
articulado con el deslizador. (B)

Se mejoro los angulos de referencias para que fueren
coherentes a la situacion, apoyado por tabla en Excel
los datos de la hora del dia y el &ngulo de referencia.

Se agreg6 recuadros para obtener ciertas igualdades
realizando un despeje en la cada definicion.

am, su dngulo de
ia es de 60°, y la sombra proyectada por este es iqual a 4.88

ual de ellas permite hallar el valor de la hipotenusa del
la sombra y el bastén. Marque con una x

an
10>

De esta manera, las descripciones especificas en el reajuste d(;| disefio de nivel de
profundidad 2, argumentan la aparicion de los principios DUA, mediante actividades de resolucion
de problemas que son dirigidos hacia la interpretacion de informacion presentada de forma verbal
con texto moderado, numérica, grafica y material visual.

4.4.2 Ajuste de la hoja de trabajo nivel 3

De igual manera, Rueda (2023) proporcion6 unos resultados de reajuste después de hecho
el pilotaje, donde decidi6 por la dificultad presentada enfocarse en las razones trigonométricas
seno y coseno sin la necesidad de introducirlas con el circulo unitario. Ahora bien, en esta
adaptacion, como se describe en la Tabla 5, se reafirma que la abstraccion para la habilidad de
interpretacion se propicia por presentar la informacion de forma verbal con un lenguaje

matematico preciso, numerico, grafico, tabular y tecnoldgico.
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Tablab

Ajustes hoja de trabajo nivel 3

Descripcion Ajustes del disefio
Momento 1
“Represente el momento exacto de la historieta donde
Se mejor6 la redaccion para el acercamiento al se proyectaba la sombra dl baston par a poder
episodio. responder a ¢ Qué figura geométrica se forma entre le
baston, su sombray la luz?”.
Momento 2

a(Alfa) - 6343

Se afiadi6 una notacion simbolica de longitudes para
los segmentos que conforman los triangulos de las
situaciones descritas sobre las sombras porque la idea
principal es definir las razones con un lenguaje

><;""
formal.
Momento 3
b) Halle las razones trigonométricas correspondientes para las tres varas de
, - diferente tamafio con los datos de la tabla 4y 5
Se agregd tabla para propiciar el proceso de e — T S pre—
elaboracion, ejercitacion 'y comparacion de [Rotbnconingis [ Rz coms cosonte | | Rozbncondngls | Rz comscosonte | |
procedimientos. e i | - |
} Coseno ()= _ : Coseno [ ) _ !
i Tangente [ )= B i Tengente [ ) _ |
Momento 4

¢Cudl de las siguientes igualdades permite hallar la longitud de la sombra del bastén
si el dngulo de refencia es de 30° y la altura del objeto es 12 cm. Marque con una X

Se agreg6 pregunta para hallar cierta magnitud y
realizar calculos a partir de valores dado, contrastando
los valores encontrados con el Teorema de Pitagoras.

Apartir de la igualdad elegida calcule el valor y contraste con el valor que
encuentra en el apller

1

i

En sintesis, los ajustes de este nivel discuten los minimos para el siguiente nivel con la

alternativa de adaptaciones diferenciadas, dénde el objetivo fuera priorizar actividades de
resolucion, deduccién y planteamiento de conjeturas basicas del objeto matematico con el uso de
lenguaje matematico formal para que los estudiantes justifiquen y argumenten sus procedimientos

y deducciones.
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4.4.3 Ajustes de la hoja de trabajo del nivel 4

En este nivel los ajustes son semejantes a los hechos en los niéveles de profundidad 2 y 3
tanto para los momentos 1, 2, 3y 4. El momento 4 se diferencio de los anteriores niveles al pedirle
al estudiante que con los datos obtenidos con la interaccion en el applet pudiera calcular el valor

de la hipotenusa como se observa en la Figura 11.

Figura 11

Situacion asignada al nivel 4.

¢5e podria hallar el valor de la longitud de la sombra con la siguiente igualdad o ne
hay datos suficientes para hacerle?

Longitud de la sombra
coseno(angulo)

Hipotenusa =

Justifica fu respuesta

Ahora bien, realizados los ajustes que atendieron al contexto de implementacion y
fortalecio el disefio para la siguiente fase porque simplificd el lenguaje, proporciond ejemplos
concretos y mejoro la interactividad con los archivos GeoGebra.

4.5 Fase V: Planeacion de la puesta en escena

En esta fase se definio para la puesta en escena el siguiente cronograma que se expone en
la Tabla 6. Alli se tenia dispuesto para dos sesiones en la Gltima semana de octubre. En la primera
sesion se desarrollaria el momento 1y 2, y en la segunda sesion el momento 3 y 4 con un tiempo

estipulado de 2 horas.

Tabla 6

Cronograma de planeacién en primera instancia

Cronograma de planeacion
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Fecha Momentos Descripcion Tiempo
Este momento es un espacio introductorio lhora 15
respecto a la razon geométrica propuesta por minutos
Momento 1 Tales de Mileto y la altura de la pirdmide de

Keops haciendo uso de una historieta y un Applet
desarrollado en GeoGebra para la profundizacion
de este concepto y el de proporcion
Momento 2 En este momento se posibilita la matematizacién 45 minutos
de las razones trigonométricas como aquella
razén entre medidas lineales dependientes del
comportamiento de los angulos.
Momento 3 Esta parte se considera el momento donde se pone 45 minutos
en practica y se afianza la comparacion entre las
longitudes de los lados de un tridangulo rectangulo
y los angulos, respectivamente. Esto es,
relacionado con la longitud de la sombra y su
relacion con el dngulo de elevacion debido a la
posicion del sol a lo largo del dia. Se desarrollo
un Applet que representa la situacion a observar.
Se sugiere el trabajo colaborativo como
mediacién metodoldégica.
Momento 4 Este momento trata de valorar lo aprendido hasta lhora 15
el momento de tal forma que el estudiante ponga minutos
en juego sus aprendizajes y logre un aprendizaje
significativo

22 de octubre

24 de octubre

Ahora se procedera hacer la descripcion de los hechos acontecidos a la hora de poner en
escena el disefio didactico.
4.6 Fase VI: Puesta en escena el disefio

En esta fase se puso en escena el disefio didactico mencionado en este documento. Como
muestra la Tabla 6 donde se plante6 un primer cronograma estipulando ciertas fechas y tiempos;
sin embargo, este no se pudo cumplir a cabalidad debido a que al transcurrir las sesiones y el
tiempo ocurrieron algunas dificultades porque la institucion estaba en las Gltimas semanas de clase
para dar paso a las semanas de recuperacion. Ademas, la institucion realizd actividades
institucionales que interfirieron en la puesta en escena del disefio. Es asi que se presenta en la

Tabla 7 el cronograma de las implementaciones que se realizo al final.
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Tabla 7

Cronograma final de planeacion

Cronograma final de planeacion

Fecha Momento Tiempo
22 de octubre Momento 1 2 horas
31 de octubre Momento 2y 3 2 horas
5 de noviembre Momento 4 2 horas

Como se observa en la tabla anterior el desarrollo de las actividades fueron llevadas a cabo
en 6 horas de clase que no fueron posibles llevarlas de forma progresiva por lo antedicho al inicio
de este apartado. Asimismo, el desarrollo del Momento 1 fue mas prolongado de lo que se habia
planeado, cosa similar sucedia para el Momento 4. De esta manera la puesta en escena se extendid
a tres sesiones y no fueron dos como se planeo en un principio.

4.7 Fase VII: Valoracion de los alcances del disefio

En esta fase se realizo la valoracion de los alcances del disefio didactico implementado a
partir de las siguientes tres categorias de andlisis: 1) Uso de la historia y epistemologia para
proporcionar multiples representaciones; 2) uso de la historia y epistemologia para proporcionar
maultiples formas de accidn y expresion: y 3) uso de la historia y epistemologia para proporcionar
maultiples formas de implicacion. El proposito en esta parte fue analizar los resultados contenidos
durante su aplicacién y evaluar su efectividad en torno a los propdsitos definidos por el DUA y el
uso de la historia y epistemologia de las matematicas.

4.8 Fase VIII: Reporte de Resultados

En esta fase se presenta los resultados de la implementacion del desefio didactico donde se
hace un analisis detallado de los datos recopilados en el proceso de ejecucion del disefio, ademas
se destaca su impacto en el aprendizaje de los estudiantes y la atencion a sus caracteristicas

particulares. A partir de lo anterior, se presenta un disefio definitivo respecto a la fase VI donde se
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han considerado ajustes necesarios para los disefios didacticos sobre el estado de las razones
trigonométricas atendiendo a la diversidad vinculado al uso de la historia.
5 Estudio de las razones trigonométricas atendiendo el DUA

Este capitulo exhibe resultados del andlisis y valoracion del disefio didactico a partir de lo
expuesto por Guacaneme (2016) sobre el uso de la historia en la educacion matematica. Las tres
categorias, que emergieron de la articulacion del uso de la historia en la educacién matematica con
los principios y pautas del DUA, son: 1) La historia favorece multiples representaciones; 2) La
historia posibilita multiples formas de accién y expresion: y 3) La historia proporciona multiples
formas de implicacion.

5.1 La historia favorece multiples representaciones

El Principio | del DUA consiste en brindar opciones para que los estudiantes perciban y
comprendan la informacion de manera distinta. Este principio integra las tres siguientes pautas: 1)
proporcionar diferentes opciones para percibir la informacion, 2) proporcionar maltiples opciones
para el lenguaje y los simbolos y 3) proporcionar opciones para la comprension.

Al respecto, Duval (1993) sostiene que dado que los objetos mateméticos no son
directamente accesibles o intuitivos de percibir es necesario para su comprension que se involucren
sus diferentes representaciones semidticas.

Asimismo, segin Maza (1994) un recurso valioso para ensefiar Matematicas es la creacion
de textos usando hechos histéricos. En el momento 1 se uso la historieta que vinculaba sucesos del
Antiguo Egipto y Grecia, narrando como Tales de Mileto estimo la altura de la piramide de Keops.

Como se observaen la Figura 12 las estudiantes E6-3 y E23-4 se encuentran interactuando
individualmente con la historieta e interpretando lo alli expuesto, e incluso socializando al

respecto. La lectura de la historieta brinda un espacio diferente en el que las estudiantes se
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involucran en la comprension de las matematicas, ya que con este tipo de historias se muestra una
vinculacion entre la matematica y la realidad. De esta manera, lo anterior permite que los
estudiantes se den cuenta que al proyectarse la sombra de un objeto implicitamente existe un
triangulo rectangulo entre el rayo de luz, el objeto y a la sombra, posibilitando asi opciones para

la comprension.

Figura 12

Historieta como herramienta para favorecer la comprension de la razon

Posteriormente, en el trabajo del andlisis por parte del estudiante en torno a entender la
razon y la proporcion, se encontrd que en el recuadro de “sabias qué...” (en donde se involucraba
tres formas de representacion de una proporcion: escrita, algebraica y grafica) el estudiante E1-2
hizo algunos trazos sobre la hoja de trabajo como se nota en la Figura 13. Al respecto, se infiere
que al proporcionarse opciones para percibir la informacién y para el uso del lenguaje y los
simbolos las lineas en lapiz fueron hechas, por la estudiante para identificar los elementos que se
describian en el recuadro rojo y relacionarlos con la representacion del triangulo de la parte
izquierda, haciendo lo que Duval (1993) define como un transito entre diferentes registros

semidticos, que fue suscitado por desarrollar la pauta antes citada.
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Figura 13

Trazos de la hoja de trabajo del estudiante E1-2

Seguidamente en el Momento 2, se introducia a los estudiantes al concepto de razéon
trigonométrica teniendo en cuenta el analisis realizado por Tales de Mileto como se ilustra en la

historieta Figura 14.
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Figura 14

Historieta momento 1

Al introducir al estudiante a la comprensién del concepto de razén se brindaron opciones
para percibir la informacidn con la situacion de la proyeccion de las sombras, asi como opciones
para el lenguaje y los simbolos al precisar cada uno de los elementos y hacer uso de un lenguaje
adecuado para cada nivel de profundidad (Ver los évalos rojos y recuadros negro de Figura 15).
Ademas, las consignas ofrecieron otras opciones para la comprensién como la asignacion de
valores numéricos para realizar calculos que se evidencian en los cuadros color azul de la misma
figura que en el disefio inicial no se consideraron. Lo anterior con el objetivo de que los estudiantes

identificaran y definieran las respectivas razones en la situacion.
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Figura 15

Situacion para el momento 2

Sofiay Fi n los siguientes datos a cierta hora del dia: la alture del
et ae €5 su sombra proyectoda es demds, ke pirdmide mide
\ . m He altura y su sombro proyectode es d Podemos definir los

siguientes razores a portir de un dngulo de referencio. Complete a portir de los
valores numéricos antes descritos (Nota: Para hallar lo hipotenusa de cada situacion

use el Teorema de Pitdgoras)

Teble 1
Rozemes a (Alfa) = 6343

Altura del bastén  DE

Hipotenusa D
Longitud de la sombra &F
—_ Hipotenuse ____ DF
fltura del pastin or
Llonoind de lg combrg =

Tabla 2
Razones Hifeta) — 6343°
Altura de la pirdmide  AB
Hipotenusa TAC x|

Longitud de lazomdra  BL
Hivotenusga AC
Altura de la pirdmide

En la puesta en escena del disefio se pudo notar que las pautas posibilitaron que la mayoria
de estudiantes definieran correctamente las razones que comparaban los elementos de la situacion.
Por ejemplo, en la Figura 16 se observa que E2-2 logra comparar las razones expresando estas
inicialmente como cociente y luego como operador (desde la perspectiva de Kieren, 1976, 1983)
representado el nimero de forma decimal como se muestra en el recuadro negro, incluso como se
le sugirid, hizo uso del Teorema de Pitagoras para hallar la longitud de la hipotenusa del triangulo

que se encuentra en la parte izquierda.
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Figura 16

Respuesta de E2-2

Asimismo, en la Figura 17, se muestra que el estudiante E23-4- puedo definir las razones,
pero esta vez respecto a la piramide (Ovalo rojo), identificando la longitud de cada elemento de la
situacion y haciendo uso correcto del Teorema de Pitagoras para hallar la hipotenusa. Ademas, se
puede representar la razén como cociente permitiendo otra representacion del nimero mediante

expresion decimal.

Figura 17

Respuesta de E24-4

En el Momento 3 que involucraba una actividad practica que consistia en calcular las
razones trigonométricas a partir de la recoleccion de dados con la altura de un vara (palos de balzo
de diferente medidas) y la longitud de su sombra se articula con las pautas del Principio I, ya que

se brindan multiples formas de representacion proporcionando diferentes formas de abordar el
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aprendizaje de las razones trigonométricas mediante la recoleccion de datos reales y la medicion,

como se muestra en la Figura 18.

Figura 18

Midiendo sombras y deduciendo las razones trigonométricas

En la Figura 18; a) los estudiantes usaron un palo de balso como instrumento de medida
que tenia marcadas Unicamente las unidades, aunque esto no permite medir con exactitud se
considero su uso porque no todos los estudiantes habian llevado metro o regla. En la Figura 18,
b) se observan a los estudiantes interactuando: mientras uno sostiene el palo de balso para ver la
proyeccion de la sombra, otro mide y los demas registran los datos en la hoja de trabajo.

En esta actividad de recolectar los datos y calcular las razones trigonométricas se observa
en la Figura 19 brind6 opciones para la comprension que le permitieran mostrar al estudiante
que larazdn trigonométrica puede ser representada como un operador de un angulo, como cociente

y representacion decimal.
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Figura 19

Representaciones de la razon trigonométrica

Ahora bien, en el Momento 4, se desarrollaba la actividad con el uso del applet como una
herramienta para percibir la informacién y para la comprension que modelaba la proyeccién de
la sombra de un baston a cualquier hora del dia siguiendo la idea del hecho histérico de la

estimacion de objetos por medio de sombras por parte de Tales Figura 20.

Figura 20

Entrada del applet momento 4

Angso £
. o A

La anterior herramienta permitia que los estudiantes se involucraran de otra forma en el
proceso de aprendizaje como se muestra en la Figura 21: a) y b) en donde los estudiantes usan

sus dispositivos moviles para el desarrollo de las situaciones planteadas para este momento 4. El
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applet, incluso como se resaltd en las primeras lineas de este apartado permitid que los estudiantes

vinculen las matematicas con los sucesos de la realidad como la proyeccion de sombras

Figura 21

Uso por parte de los estudiantes del applet

En este mismo momento, particularmente en el problema 1 en la parte donde se pedia al
estudiante de nivel de profundidad 2 hallar la longitud de la sombra al duplicar la altura del baston,
se evidencio que el estudiante E2-2 encuentra el valor de dicha magnitud gracias al apoyo
suministrado por el applet y la representacion figural de lo sucedido en el problema como se

evidencia en la Figura 22.
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Figura 22

Respuesta estudiante E2-2

Tenga claro que en la situacién anterior se forman estos dos tridngulos

_

Haciendo uso de las proporciones encuentre el valor de la longitud de la
sombra

Haclendo uso de los proporciones encuentre ¢l valor de la longitud de lo
sombre

2 " g

Jeiy & Ao >

De acuerdo con Leesh et al. (1998) el razonamiento proporcional es la habilidad o tipo de
pensamiento complejo que permite que el trabajo de situaciones esté relacionado con la variacion,
el cambio, sentido de covariacion y comparaciones multiples. Como se observa en la Figura 22
en la parte izquierda (ovalo naranja) el estudiante E2-2 escribe “seis cabes 2 en 12”, Esto muestra
que el estudiante hace un razonamiento proporcional directo, a través de una comparacién que
incluye relaciones multiplicativas (Mochon, 2012) ya que al duplicarse la altura del baston la
sombra también debe duplicarse.

5.2  La historia facilita multiples formas de accidn y expresion

Se reconoce en el Principio Il que los estudiantes tienen diferentes maneras de actuar y
expresar conocimiento, implicando que se permita diversas interacciones tanto con el contenido
matematico, como con sus compafieros. Las pautas que conforman este principio son: 4)

proporcionar multiples medios fisicos de accidn; 5) ofrecer opciones variadas para la expresion y
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la comunicacion fluida; 6) proporcionar opciones para apoyar las funciones ejecutivas, ayudando
a los estudiantes a organizar, planificar y ejecutar sus tareas.

En este sentido, para la pauta de ofrecer opciones variadas para la expresion y
comunicacion, Fiallo y Parada (2018) definen tres habilidades involucradas en el proceso de
comunicacion: interpretar, explicar, justificar y argumentar:

La habilidad de interpretacion requiere que los estudiantes tengan la capacidad de
comprender y dar sentido a la estructura del problema en lenguaje verbal influenciado por el
compromiso Yy explicacién de lo solicitado.

Las habilidades de explicacion, justificacion y argumentacién son promovidas

cuando se plantea a los estudiantes la pregunta ¢Por qué?, y cuando se les

solicita dar la respuesta a la actividad y explicar el procedimiento. Asi, los

estudiantes intercambian ideas y reflexiones para criticar y seguir los

argumentos (pp.32-36).

En cuanto a las hojas de trabajo, sobre el momento 1, se les pedio a los estudiantes del
nivel 2 identificar y escribir los elementos de la situacion descrita en la historieta, mientras que en
el nivel 3 y 4 tuvieron que representar graficamente el instante en el que el bastdn proyectaba su
sombra. Lo anterior, proporciond opciones para la expresion y la comunicacion al permitir
deferentes formas en las que los estudiantes pueden dar respuesta a algun problema o situacion.

Las respuestas para esta situacion fueron homogéneas, por lo cual se muestran las mas
frecuentes en cada nivel. Por ejemplo, como se puede observar en la Figura 23 el estudiante E1-
2 logra identificar correctamente los elementos basicos y escribirlos en los recuadros en la parte
derecha, con ello se evidencia la habilidad de interpretacidn que segun Fiallo y Parada le permite

comprender el enunciado para dar respuesta a lo planteado.
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Figura 23

Respuesta estudiante E1-2

ileto. Identifi
La siguiente imagen representa la situacién de Tales de Mile que
y escriba los elementos dados por cada numero.
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Asi mismo, el estudiante E9-3 realizd una representacion grafica y concluyd que se
formaba un triangulo rectangulo nombrando sus lados como se evidencia en la parte izquierda de
la Figura 24: a), por su capacidad de interpretar dando sentido geométrico. De igual manera en
el nivel 4, ademas de que el estudiante E26-4, expresd de forma figural que se formaba un triangulo
rectangulo como “isdsceles-rectangulo”, también listd los pasos que Tales hizo segun la historieta
para estimar la altura de la pirdmide, a saber: 1) “Tales tom6 dos bastones de igual longitud” 2)
“acomodo los dos bastones uno de forma vertical y otro de forma horizontal (sobre la arena)” y 3)

“Esperar y mirar la sombra con el paso de las horas y ver como cambio” ( Figura 24; b))
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Figura 24

A la izquierda representacion de E9-3; a la derecha la representacion de E26-4

Represente el moments Cxges
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smento exacto de la historieta donde se proyecta la sombra de|

-ma entre el basté AR T, :
er responder a ¢qué figura geomeétrica se forma entre el bastép fig 9 & r'_"
bastén, luz y lo sombra -

Toanalo
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a)
b)

Se concluy6 que el hecho de realizar el ajuste a la historieta descrito en el apartado 4.4.1.
proporciond opciones para la comprension de lo sucedido en el texto.

Respecto a la actividad del Momento 1 el applet hecho en GeoGebra permitié que los
estudiantes interactuaran con este para definir algunas proporciones, al respecto se not6 que
aunque se proporcionaba una opcién para la expresion y hacer fluido la comunicacion en la hoja
de trabajo de los estudiantes de nivel 2 para que representaran algunas razones, aun faltd un
recuadro que permitiera al estudiante representar el resultado al hacer el cociente como 0,8y 1
como se puede ver en la Figura 25 encerado en évalos azules. Lo anterior es importante para

tener en cuenta un reajuste a la hoja de trabajo del nivel de profundidad 2.
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Figura 25

Ajuste para considerar en la hoja de trabajo del nivel 2

Defina algunas razones de acuerdo con los triéngulos rectdngulos 4ABCy aEDC
diferentes a las establecidas en el Applet.

4.9% 3.

3.99 2.92 6y
H.qq@ 3.65 u'qq 2.@@

En la Figura 25, al parecer el estudiante E1-2 redondeo las razones a valores enteros
haciendo el cociente, aproximando a 0.8 y 1 respectivamente.
Finalizando este momento 1 se le presentaba a los estudiantes de nivel de profundidad 4 el

enunciando que se encuentra encerrado en el recuadro negro de la Figura 26.

Figura 26

Respuesta E25-4

Si un tridngulo rectdngulo tiene dos de sus lados con igual medida, ¢cudnto miden
sus dngulos internos?

q0° t.45° & a3

Apoyandose de Figura 26y las lineas [1-2] se observa que E25-4 usa las habilidades de
interpretacion y explicacién porque comprende e identifica la estructura geométrica del triangulo
isdsceles rectangulo y deduce correctamente que los angulos restantes son de 45°, demostrando
una capacidad clara para dar sentido a los elementos del problema y relacionarlos con los

conceptos basicos de geometria.

[1] I: Si un triangulo rectangulo tiene dos de sus lados con igual medida ¢cuénto miden sus angulos
internos?
[2] E25-4: 90 grados y los demas deben ser la mitad de este 45y 45.



R. TRIGONOMETRICAS, HISTORIA DE LAS MATEMATICAS Y DIVERSIDAD 70

Para el momento 2 en la actividad mostrada en la Figura 15y explicada en el apartado
5.1, [1] interactud con los estudiantes para que le comunicaran lo que estaban realizando en esta
actividad como se muestra en las siguientes lineas;

[3] I: ¢Qué figura geométrica se formo entre el baston su sombra y el rayo de luz?

[4] E7-3: Un triangulo.

[5] I: ¢Con qué caracteristica?

[6] E7-3: Es un triangulo rectangulo.

[7] I: Perfecto. Si el enunciado nos pide comparar la altura del baston y la hipotenusa ;Qué valores
tiene estas magnitudes?

[8] E7-3: La altura del bastdén 1 metro y la hipotenusa, espérame ... no sé.

[9] I: ¢COomo puedo hallar la longitud de la hipotenusa en un triangulo rectangulo?

[10] E7-3 jAN! Ya sé. Sumando los cuadrados de los catetos del triangulo que en este caso seria la
altura del bastén y su sombra.

En la linea [4] E7-3 demuestra su habilidad para interpretar el problema al identificar
correctamente que se forma un tridngulo rectangulo entre el bastdn, su sombra y el rayo de luz.
Aunque inicialmente menciona solo un tridngulo, al reflexionar sobre la pregunta de | en [5], logra
precisar la naturaleza del triangulo. Asimismo, la habilidad de explicacion se pone en practica
cuando E7-3 intenta identificar las magnitudes solicitadas (altura del baston y la hipotenusa)
{Linea [8]}. Aunque en primer a instancia no conoce cémo encontrar la hipotenusa, reconoce la
relacion geométrica al escuchar la pregunta de | y explica el procedimiento para calcularla
mediante el Teorema de Pitagoras.

En este intercambio, | juega un papel clave al cuestionar constantemente a E7-3, pero sin
el “¢por qué?”, al parecer el dialogo subrayo la importancia de esta pregunta para que apareciera
la habilidad de argumentacion porque un “;Qué?, “;Como?” es una invitacion a explicar el
procedimiento.

[8] I: ¢Qué vale uno y queé vale dos?

[9] E14-4: La altura del baton vale un metro y la sombra 2 metros.

[10] I: Excelente. Y (Cudl seria el &rea del cuadrado que se forma sobre la hipotenusa?

[11] E14-4: Cinco.
[12] I: Bien, entonces ¢cual seria su longitud?
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[13] E14-4: Raiz de cinco, porgue el area es cinco y se le saca la raiz para hollar el lado del
cuadrado.

La estudiante E14-4 en la linea [9] interpreta correctamente las magnitudes iniciales del
problema, demostrando su capacidad de comprender y organizar los datos presentados en el
contexto. De igual manera, cuando [I] pregunta por el area del cuadrado formado sobre la
hipotenusa en [10], E14-4 responde correctamente con el valor de “cinco"”, demostrando que

comprende como aplicar el Teorema de Pitdgoras, aunque de forma implicita (al sumar los

cuadrados de los catetos, Si 12 + 22 = 5 = h = +/5). También explica como encontrar la longitud
de la hipotenusa al indicar que se obtiene extrayendo la raiz cuadrada del area del cuadrado.

En el momento 3 con el animo de saber que conocian los estudiantes de las razones
trigonométricas, [1] propicié la siguiente conversacion.

[14] I: ¢ Qué es una razon trigonométrica?

[15] E27-4: Son las relaciones que hay entre los catetos y la hipotenusa de un tridangulo rectangulo.
[16] I: Excelente. ;Todos estan de acuerdo en que las razones trigonométricas me permiten
comparar los lados de un triangulo rectangulo? jBueno! Teniendo en cuenta un angulo de
referencia. [Algunos estudiantes responden que si].

La estudiante E27-4 al parecer usa sus conocimientos previos porque expone con palabras
claves como “relaciones, catetos e hipotenusa” con la finalidad de hacerse entender al grupo.
Agrega I, para complementar la respuesta la expresion “angulo de referencia”. Aunque no todos
asienten, si hay una aptitud de hacer intangible al grupo el objeto de conocimiento.

Asimismo, en este momento se facilitd especialmente la pauta de multiples medios fisicos
de accidn al fomentar el uso de herramientas de medicidn, asi como calculadoras y software de

geometria dindmica como GeoGebra para hallar los angulos.
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Figura 27

Uso de herramientas tecnologicas para realizar el momento 3

Altura de la vara aAngqu
91 cm g6 167
45 cm ’)"’ .'f)(-' 3
31 cm f e 11
a)

b)

En la Figura 27: a) se observa los angulos de referencia para hallar las razones
trigonométricas mostradas en la Figura 19 esto fue llevado a cabo con el uso del software
GeoGebra y acompafiamiento del investigador que se evidencia en la Figura 27: b). También, se
infiere que hay una opcion para apoyar las funciones ejecutivas por la estructura procedimental,
ayudando a los estudiantes a organizar la informacion desde su forma de registro y cumplimiento
con la tarea.

Para el momento final con la intencionalidad de evaluar los conocimientos alcanzados en
la aplicacion del disefio, en las siguientes lineas de didlogo se exhibe que las condiciones del
problema 1 (si se fija la hora a las 8 a.m y la altura del bastdn igual a 6 cm se obtiene un angulo
de referencia de 30° y la sombra proyectada por este es igual a 10.39 ), usando el applet de la
Figura 20 presenta el estudiante E7-14 la habilidad de interpretar porque comprende el problema
presentado a través del applet y establece relaciones cuantitativas como en las lineas [18 y 20]

entre los datos proporcionados. Ademas, identifica que la sombra al duplicarse la altura del baston
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también se duplica [22], interpretando correctamente la proporcionalidad entre las variables y
magnitudes.

[17] I: ¢Qué valor tiene la longitud de la sombra del bastén al fijarse las condiciones?

[18] E7-4: Segun el applet 10.39..

[19] I: ¢ Qué pasa si duplicamos la altura del baston, que sucede con la sombra?

[20] E7-4: Bueno, la altura del bastdon seria 12 y usando el applet la sombra da 20.78 .

[21] I: ¢Qué relacion tiene el valor de la primera sombra con esta nueva al duplicarse el baston?
[22] E7-4: Pues... es como el doble.

[23] I jAja! Perfecto.

Figura 28

Solucién del estudiante E7-3.

Apartir de la igualdad elijida calcule el valor y contraste con

enel apllet el valor que encuentra

krnaiudl de o Sombirey - __@1--..-7-- = 10,2q y
X Ton (30 ’ =

Ya finalizando la puesta en escena en el Momento 4 para el nivel 2 y 3, donde se pide al
estudiante elegir la razon que permita calcular la longitud de la sombra y la hipotenusa, y para el
nivel 4 que calcule y contraste el resultado de la razon con el Teorema de Pitagoras. Esos niveles
debian usar los datos suministrados de la hoja, el applet y la calculadora. La situacién posibilitd
ademas de la pauta proporcionar multiples medios fisicos de accién, también opciones para la
expresion y hacer fluido la comunicacion. Por ejemplo, en la Figura 28 se observa que el
estudiante E7-3 elije y expresa la igualdad que permite encontrar la longitud de la sombra, notando
que la altura del baston es 6 y dividiendo este valor por el seno del angulo de referencia para luego
usar la calculadora y llegar a que la longitud de la sombra es de 10.39. Bajo esas mismas

condiciones descriptas anteriormente, el estudiante se convence de la coherencia que hay en el
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problema 1, dicho de otra forma, una opcidn para apoyar a ejecutar la actividad fue el uso de applet

y calculadora.

Figura 29

Representacion del estudiante E14-3

Apartir de la igualdad elijida calcule el valor de la hipotenusa y luego contraste
haciendo uso de Iteorema de pitagoras .

Respecto a contrastar el valor de la hipotenusa haciendo uso de una razén y el Teorema de
Pitagoras como se expone en la Figura 29 el estudiante E14-3 elige la razén que le permitiera
hallar la hipotenusa, ademas hace una representacion figural de la situacion asignando valores para
usar el Teorema de Pitagoras y redondear el valor a [Ecuacion]. Asimismo, el Gltimo enunciado del
problema 2 del momento 4 cuyo proposito fue que el estudiante analizara y explicara qué sucede

cuando se reduce a la mitad el &ngulo de referencia.

Figura 30

Respuesta estudiante E23-3

Si en la situacién anterior se mantiene la altura del bastdn en 10 centimetros y se reducir
la mitad el dngulo de 60° ¢Qué sucede con la longitud de la sombra? ¢se duplica o se reduce
a la mitad o ninguna de estas dos opciones? Utilice el applet para responder.

! {
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En la respuesta de la Figura 30 la habilidad mas evidente de E23-3 es la explicacion, ya

que el estudiante utiliza el applet para determinar que la longitud de la sombra se triplica, y demas
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lo justifica al escribir el cociente entre los valores proporcionados por el applet ([Ecuacion]) y
concluye que “la longitud de la sombra se triplica en base a la primera”.
5.3 La historia proporciona multiples formas de implicacién

Referente al Principio Il el cual consiste en que los profesores negocien significados con
el fin de proporcionar opciones para la comprension, enfocandose en la implicacion de los
estudiantes en el proceso de aprendizaje de las matematicas. Las pautas asociadas a este principio
son:7) proporcionar opciones para captar el interés, 8) proporcionar opciones para mantener el
esfuerzo y la perseverancia y 9) proporcionar opciones para la autorregulacion.

Al respecto, Maza (1994) menciona otras dos maneras para llevar a cabo la ensefianza de
la Historia de las Matematicas: mencionar o relatas anécdotas historicas e introducir o discutir
alrededor de un concepto.

En este sentido, desde las orientaciones del maestro tanto en el momento 1y 2 se posibilitd
el relato de anécdotas relacionadas con la trigonometria, las razones geométricas y las razones
trigonométricas, destacando asi el origen de la trigonometria. Se pone en contraste la siguiente
conversacion antes de empezar el Momento 1.

[24] I: Jovenes, antes de empezar, me gustaria hacerles la siguiente pregunta ;A que
civilizaciones se le atribuye las primeras ideas intuitivas sobre la trigonometria? ;alguien
sabe?

[25] E19-4: ;los Romanos? [Algunos estudiantes discuten entre ellos].

[26] I: ¢Qué dicen todos sobre lo dicho por E19-4?

[27]E4-3: Creo que fueron los griegos primero.

[28] I iMuy bien E4-3! No fueron los primeros, pero estos si aportaron significativamente
al desarrollo de este campo. Devolvamonos un poco mas atras.

[29] E20-4: ¢ Los egipcios?

[30] I; Excelente E20-4. ¢ Por qué cree que fueron ellos?

[31] E20-4: No sé, lo habia escuchado.

[32] I: También hay que resaltar que no solo fueron los egipcios sino también la civilizacion
babildnica, los cuales empezaron a usar ideas intuitivas de razon para el calculo de medidas
de terrenos e incluso sus calendarios. Luego de ellos como dijo [E20-4, (linea 4)] fueron
los griegos que empezaron hacer un estudio mas profundo de la trigonometria. Incluso en
la Historieta que ahorita vamos a leer aparece un matematico griego que contribuy6 a este
estudio, el cual fue Tales de Mileto.
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Del anterior dialogo en la linea [23] se abre el espacio para que los estudiantes compartan
ideas, articulando opciones para captar su interés. Posteriormente en las lineas [25 y 26] al pedir
opiniones sobre la respuesta de un compariero se promueve la pauta proporcionar opciones para
mantener el esfuerzo y persistencia al invitar a la construccion social del aprendizaje y el
intercambio de perspectivas. Por su parte, Gutiérrez (2019) afirma que la conexion entre la historia
y a la ensefianza de las matematicas favorece la formacion humana del estudiante dado que los
confronta consigo mismo y le despierta la sensibilidad.

Asimismo, en este momento 1 se permitid a algunos estudiantes representar los personajes
mientras los otros leian mentalmente fomentando opciones para captar el interés y opciones para
la autorregulacion al vincular a cada estudiante en la actividad como se observa en la Figura 31
en la que [I] se encuentra mediando la actividad de lectura. Igualmente, para este momento se
generd discusion con preguntas como ¢qué sucede con las sombras de los objetos al amanecer o
atardecer? y ,como estimo Tales la altura de la piramide? Estas preguntas fomentan el analisis de
la historieta y la deduccion proporcional entre la altura y las sombras tenido en cuantas las putas

de Principio I1I.
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Figura 31

Momento 1: asignacion de roles para la lectura de la historieta

Es importante que el lector se convenza que para los Momentos de la puesta en escena se

intent6 involucrar en el aprendizaje y trabajo a los estudiantes, de esta manera se presenta la

siguiente discusion que se tuvo con varios estudiantes en el Momento 1 en el uso del applet de

GeoGebra sobre las concepciones gue tiene todo el grupo sobre semejanza y congruencia entre

dos triangulos.

[33] I: ¢Qué quiere decir que el triangulo ABC es semejante al triangulo EDC?.

[34] E27-4: Las longitudes de los lados del triangulo pequefio (triangulo EDC)

camben tantas veces en las longitudes del triangulo grande (Triangulos ABC).

[35] I: Muy bien. De esa manera se puede definir una proporcionalidad entre 10s
lados de los dos triangulos. Ahora si les preguntara y ¢qué es congruencia entre dos
triangulos?

[36] E4-3: Creo que_congruencia es que concuerda con algo

[37] I: A, ¢puedes explicarlo mejor?

[38] E4-3: Que es como una relacion entre dos cosas.

[39] I: ¢Qué creen ustedes, jovenes? ;Qué seria congruencia?

[40] E20-4: Que tienen algo parecido.

[41] I: Cerca. Por ejemplo, si yo cortard una hoja por su diagonal se obtendrian dos
triangulos que tienen las mismas caracteristicas ¢estos triangulos son congruentes
0 semejantes?

[42] E20-4: jAh! Son congruentes porque tiene la misma longitud de los lados y los
mismos angulos.
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En la anterior discusion, [I] propicia el espacio para entender la semejanza y congruencia
en tridngulo a través de preguntas y un ejemplo practico (cortar una hoja, linea [42]) los estudiantes
consiguen reflexionar sobre la relacion proporcional, linea [34], y la igualdad de los lados y
angulos en triangulos congruentes. Aunque algunos tienen respuestas imprecisas como en las
lineas [36 y 40], el ejemplo permite a E20-4 recordar las caracteristicas subyacentes al concepto
de congruencia.

Ademas, en el desarrollo de la guia en este mismo momento con los estudiantes se analizo
y dialog6 sobre la definicion de razon geométrica y se planted cuestiones como: a qué se refiere

comparar magnitudes y que el cociente sea una constante, por qué hacen parte de este concepto

los nimeros  y v/2 . Con lo anterior, encontramos que algunos estudiantes tenian convenciones
previas sobre la razon y estaban familiarizados con los ejemplos descritos en la hoja de trabajo.
Por ultimo, en el Momento 2 con el cumplimiento de las pautas en este Principio como se
muestra en la Figura 32, [I] se encuentran discutiendo con los estudiantes sobre la naturaleza
misma de los matematicos preguntando si creian que la notacidn simbdlica que aprecia en la hoja
de trabajo fue usada siempre en las matematicas a lo que se concluyd que no fue siempre asi, ya
que antafio se usaba més un meétodo retorico sincopado segun D’ Amore (2011) al referirse al uso
de la historia de las matematicas como recurso didactico desarrolla el anélisis critico de la

evaluacion de las ideas, ademas el desarrollo de los hechos histéricos.
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Figura 32

Discusion sobre las notaciones en matematica en el momento 2

) e

Particularmente en la actividad realizada en el momento 3 de la puesta en escena se trabajo
a partir de la conformacién de grupos 4 estudiantes, lo cual implica una opcion para implicar a los
estudiantes en comprender las razones trigonométricas. En la Figura 33; b) se observa a un grupo
de estudiantes; una estudiante se encuentra sostenido verticalmente el palo de balso y su compafiera
contigua a su izquierda toma las medidas de la respetiva sombra para que su compafiera de la
derecha registre los datos. Esta actividad permitié que los estudiantes participaran activamente al
recolectar y analizar dados sobre la proyeccion de sombras, lo que estimulé la curiosidad. Ademas,
el hecho de trabajar en grupos generd un entorno de colaborativo que incluso resulto atractivo para
algunos estudiantes brindando una opcién para captar el interés y de autorregulacion. Igualmente,
como se ilustra Figura 33: a) la intencion de que [I] explique los propoésitos de la actividad,
también contribuye a que los estuantes comprendan el valor de la actividad y perseveren en ella

fomentando asi una opcion para mantener el esfuerzo y la perseverancia.
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Figura 33

Por ultimo, se considera que los applets definidos para propiciar actividades en el momento
2 y 4 hizo que los estudiantes se involucraran activamente en el desarrollo de la secuencia, al
interactuar y preguntar sobre estos, lo cual se vincula con opciones para la implicacion en el
proceso de aprendizaje por parte de los estudiantes

Es asi que de esta manera hemos expuesto un panorama amplio respecto a la puesta en
escena del disefio vinculando la historia y la epistemologa de la trigonometria con el propdsito de
posibilitar las pautas y principios del DUA. De tal forma, en el siguiente capitulo se procede a
responder la pregunta de investigacion.

6 Conclusiones

En este capitulo se responde a la pregunta de investigacion, a saber ;Qué alcances
proporciona un disefio sobre razones trigonométricas que vincula aspectos historicos y atiende la
Diversidad?, de acuerdo a las tres categorias de resultados. Las conclusiones se esbozan a

continuacion:
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6.1 La historia y epistemologia favorece multiples representaciones

El disefio didactico basado en la historia y epistemologia favorecio mdltiples
representaciones para la comprension de las razones trigonométricas. Las herramientas utilizadas
como la historieta, los applets del momento 1 y 4, y la actividad practica del momento 3,
permitieron a los estudiantes abordar este tema desde una perspectiva distinta; por medio de hechos
histdricos y situaciones relacionadas con la vida real como las proyecciones de sombras de los
objetos. Ademas, las hojas de trabajo ofrecieron diversas opciones para percibir y presentar la
informacidn; considerando distintos registros: grafico, lenguaje natural y simbdlico, asi como
distintas maneras de representas las razones trigonometricas: operador y cociente.

6.2 La historia y epistemologia facilita maltiples formas de accion y expresion

Como se expuso en el apartado 5.2. el disefio didactico en cada uno de sus momentos
posibilitéd la implementacion de las tres pautas del Principio Il del DUA en el desarrollo de las
actividades propuesta. En primer lugar, se ofrecieron multiples medios fisicos de accién: en el
momento 1, se usaron portatiles; en el momento 2 y 3, herramientas de medicion como palos de
medida, calculadoras y la aplicacién GeoGebra para calcular &ngulos, y en el momento 4, el uso
de dispositivos moviles y calculadoras.

En cuanto a ofrecer opciones variadas para la expresion y la comunicaciéon fluida, desde el
disefio y el rol del investigador fomentd la muestra de habilidades comunicativas como la
interpretacion, explicacion, justificacion y argumentacion segun lo expuesto por Parada y Fiallo
(2018), aunque se concluye gque no se fomento la habilidad argumentativa

. Por altimo, para apoyar las funciones ejecutivas se proporciond una estructura
procedimental en el momento 3, lo cual ayudd a los estudiantes a organizar la informacion,

registrar su proceso y cumplir la tarea asignada.
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6.3 La historia y epistemologia proporciona multiples formas de implicacion

En la puesta en escena se evidencia que el disefio permitio involucrar activamente a los
estudiantes en el aprendizaje de las razones trigonométricas por medio de la historia y la
epistemologia y la actividad proactiva del momento 3. A partir, de esta primera se fomento la
discusion, reflexion y analisis de los contenidos presentados en las hojas de trabajo, mientras que
en la segunda ofrecio opciones para captar el interés y fomentar la autorregulacion, al crear un
entorno colaborativo y atractivo para los estudiantes par las mediadas y calculo de las razones
trigonométricas.

Se resalta que el rol del maestro fue fundamental en este proceso de la implementacién del
disefio dado su acompafiamiento constante, explicando el propésito de cada actividad y generando
discusiones, esto proporciond un marco que fomentd el esfuerzo y la perseverancia tal como lo
define el DUA.

7 Reflexiones y perspectivas

Desde nuestra perspectiva esta investigacion ha ofrecido resultados relevantes relacionados
con el uso de la historia de las matematicas y la atencion a la diversidad en el aula. Consideramos
que es fundamental integrar la historia y la epistemologia en el estudio de las matematicas, no solo
en el caso de las razones trigonométricas, sino en la ensefianza de las matematicas en general. Este
enfoque permitid explorar los conceptos matematicos relacionados con las razones trigonométricas
desde sus origenes y rescatando el sentido l6gico, al otorgarse un sentido practico y cultural a los
conceptos, asimismo proporciond una vision mas amplia de las matematicas; humanizandola y
contextualizdndola.

Ademas, el disefio de actividades con niveles de profundidad resultd ser una buena

estrategia para atender la diversidad en el aula. Al adaptarse las actividades a las caracteristicas
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particulares de los estudiantes, se promovié un ambiente de aprendizaje inclusivo que incluso
favorecio el desarrollo del pensamiento critico.

A partir de este de este analisis surge una reflexion para futuras investigaciones ¢Como
desarrollar un disefio sobre le estudio de las razones trigonométricas para que vincule la historia
como elemento integrador y premiable, articulandose de manera efectiva con los principios de
DUA? El anterior interrogante abre nuevas posibilidades para seguir profundizando en como la

historia puede ser un recurso importante promover la inclusién el pensamiento critico en el aula.
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Apéndice A. Malla curricular ajustada

EComo se pueden
medir las
sombras¥

una razdn trigenométrica haciende
ugo de G0

duztifica o partir de caracterd
propiaz de las razén, proporcién g
razdn brigonomiétrica.

Razosamiento:

Riclaciona a parkir de un problema
histérico caracteristicas de la
razdn g proporcién

Rclaciona lag carackerigticas de
una razdn trigenométrica haciende
ugo de G0

Rezolucion de Problemaz

Penzamiento
Yariacional

Reconace ¢l concepta di
razén trigonométrica
particndo de la relacidn
entre laz medidas lineales
y medidas angulares de un
tridngula reckinguls

de una razdn trigoncmdtrica
hacizndo uza de 2GO

Razosamiento:

Establece, comprende o inkerpreta la
razdn y proporcidn a partic del
problema histérico resuslto por
Tales de Mileto,

Establece, comprende o inkerpreta
laz caracteristicas de una razén
trigonométrica haciende use de
=G0,

Resolucitn de Problemas

Rezuelv: prablemas plantzados o
partir de laz caracteristicaz de la
razdn g proporddn

Resuele: prablemas planteados o
partir de laz caracteristicas de una
razén trigonométrica

concepta de razdn
trigonamitrica
particnda de la
relacidn entre laz
medidas lincalez g
medidas angulares de
un brigngula
reckingula 3 partir de
un problema de
sambras

caracteristicas de una razén
trigonamétrica hacienda uso de
G0

Comprende, plantea ¢ interpreta
las carackeristicas de una razdn
¥ propordien a partir del
problema histérico resuclte por

Comprende, plantea ¢ interpreta
las carackeristicas de una razdn

trigenemétrica haciende ugo de
=60

Rezolucion de problemas:

Rezuelve prablemas planteades
a partir de laz caracterizticas de
la razén p proporcidn

Resuelve prablemas planteades
a partir de laz caracteristicas de
una razdn trigonométrica

equata Orieatad Nivel 2 Nirvel 3 N
Descriptores Propb=ito Descriptores Propbsito Descriptores Propbite
comparaciom y sjercitacion comparacion y
de proce: embos: ejercitacion de
Lizta, completa, identifica y Felecciona y compara lazs Felecciona, compara y analiza
relaciona la razén y la propercién carackeristicas de una razdn v lag carackeristicas de una razdn
a partir del problema histdrice propoercidn a partic del problema ¥ propordien a partir del
rezuslbo por Tales de Pilete. hizkérico resuelte por Tales de problema histérico resuclbe por
Lizta, identifica y relaciona las Belecciona, compara y analiza las Clazifiza y relaciona laz
razanes brigonamétricas hacienda caracteristicaz de una razén caracteristicas de una razén
uso de G0 trigonométrica haciendo usa de trigonométrica haciendo uso de
= e ——
Comunicacion: Comunicacion:
Feconace 3 partir de un problema duztifica 3 partir de caracteristicas Argumenta 3 partir de lazs
histérice caracteristicas de la propiaz de lag razdn y propordién caracteristicas de ragdn y
razén y proporcisn. respecta al problema histdrice Peazamicato proporcién respecto al
Reconace lu estructura propia de resuelts por Tales de Milata Yariacicnal problema histérico resuelta por
una razén. Tales J Plilst, P iento
Reconoce lag caracteristicas de Justifica a parkic de caracteristicas | Comprende ¢l Argumenta a partir de Yariacional

Analiza g canstrupe ¢l
concepta de razdn
trigonomdtrica
particnda de la
relacidn entre laz
medidas lincales y
angulares de un
tridngula reckdngula o
partir e un problema
de sombras
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Apéndice B. Formato de caracterizacion

EDUCACION MATEMATICS ¥ ATENCIOY 4 L4 OIVERSIDAD:
EDCHIAT -C15
'-'
FROVECTD:
Dihafor didiozicea para 1o Ipddmin se masenSrdom oun 1 meadlacida da

oicEalielnn: precarsa da 2armackin v raflec e can predEarse

Foomegw OF caresTaritantis OF fdocafdor porre L Tegples anae!e o Sl o

DATO% FERSOMALES OEL ESTUDIANTE'

Mzmbreiil Apell Hca

L= Falgsa L uran Paldn

ECaal omam ol i ca S

B dhalri Plascshm
Demcridn de renkderssia Teb=mmz

YT i

Fezmbre da la madre Fambre dad padm

i ks pdds ln.em M e i b

Cloupacim de ks mxde Choupac dn del o
- aa

Mimere de kermance Feamnbre de ks ke
]

bk

Femiodu oo JEIE T

ParsTrigncn
" r R R

DATOS ACADLMLCOS W COENITIVOS
Mzmbre de ls inmimcEm en 13 g o T Caracieriaiica de bs instimci'm

i pcmd ad o s jempecifcer m a8 pi b ks o grivadai
ST ST SR IS SR R P e TR A Jdiu

D meccisn de 11 iva e isa

T sims e eopiaons con by ol i

Clrade am el ipee 2ad ieclableiat Mivel (peireaniy, mceeadais, medis vecackanali

JOEnia o apeyo pariiou brizad o La

Con gead apayTe ceEndd on b matlimoim™
ipmdmckEn?

L IETEd ol Jrl".'l-["\.lllr\.JJI'l.'J].' &n caea” fhidl fEe ARG CECHLD CF e F iy
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JRiecise alguea wraps o sk de aspecilizsds | POl Hpa de eespia o sescidm recibe?
e pane de b EFS da sledn ervicks mecicn T

ol 5 ey

DATOS CLINICOS
_| | et ardn cuenin con g by Jispedeiioa El dia praniion o=
climioa™ Si_x e e ko

Pkl phea
|'-|.||ul'|.|-_
Peicabimca x

D s e '\-|-|.u|_

LT e ) il e

5| e reageeand gn paesl ive imdkgee cedl ow el dagreisren v e kel
Liz i il oo e TTAHL v g r\'l.-.ll.‘-\. |-||-|‘\'|\.II.|-J. s, de orpamiaack

L o de el ks ra-llll 2 sctadioniex ol eapdianis?

Civendeseribe poiad cowrs rra Feser o o v berie 7' 1 ol i . T e

B " R I G Y R T e i S S s T e s e
= i) B

= O ol et il o e R L T G R el P I S el T |

a e et e e, T e D ) e i e, |l 3l e e A i e e T,

-\.|1-|. L T BR el Nl Ci NER scciahl e le prsis bosblor oo Bas perecas, B 28 Mesesd R WPAAre las
Eoads VAL Cid ko ey bien, ] = g o el pl o de el de Ls oo, ke v e B s o e

Il e o g v il avrsdicTpe e promes b peicpadas s

i murmd i cgue vl de ol st i pderserian s oo @l eraelaae T
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Apéndice C. Disefio nivel de profundidad 2

{Como podemos medir las sombras?

Fecha: Colegio:

95
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LComo podemos medir las sombens”

A 0 0 00— —
e L S i r

———

'.‘-AA—A-L-JA.—.A BA A A A . —
U] e deons. -.-~.v.~. l'-'; Y St § Wi el & o oel it B O &
o vt Fasin " e o S || —— - -
|- g S | #a -
[ Yo p—— || o @ ¢ 0 e wap— - —
. -

nnnnn

O — e — —
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:Como podemos medir las sombras?

La siguiente imagen representa la situacién de Tales de Mileto, Identifique
y escriba los elementos dados por cada mimero,

Teniendo en cuenta la informacién anterior y la situacidn de la historieta, ayude a
Sofia a identificar la expresién que compara la altura del bastén, respecto a la
longitud de su sombra cuando se tienen les siguientes valores,

! ' ' }

' ’
: i | .

' P
| 1metro ' ——— - -
: ' — :
: —_— 1 et ' Eheenoed
I ' '

- I metre ! ' '
I H ' -
--------------- L---—-----.

i | . F TR Cat PIp— THeRTNY "
1 s :
i S B !
: | 2 Sy Sk e SN b U Y SO TR
! l ', .............................................. ~_
! P12,
: I s i s iia :
! ' e R L T .
! i i3 i
! -~ i .1 ---------------------------------------------- -
| i RS- N
: T] P i
. . L, ! {4 ;
:‘ 4 B 0000 08 0004 0000 Bad bt 60w 60 800 bos b aba s abs et
: I
B e e i A T o34 i s i A R
V4 \\\ /" \\.
' RECUERDA QUE: Razén ' '
eométrica, es la
m': P Algunos ejemplos de razén geométricas
paracién entre dos —
cantidades A y B cuyo
Longiews del lado def cundrado
resultado es constante - =vZ
Il s Longitad de la cirvus ferencis =n
— = constante | Slemstra
l.‘\.\ 5 /‘ \\\ : 3 /1
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=

e e e

;Como podemos medir las sombras?

Ahera ayude a Felipe a identificar la expresidn que compara ba altura de la pirdmide
respecto a la langitud de su sambra.

Ura proporcicn es @ igualdad emtre das o mds \
ramanes, por ejemplo, s ohservamos [a imagen de las
trignguios AASE y AEDC podemos comparar L
lorgrtud del segmento AB con la lorgrtud del
sEgmMEnts ED |Segmeentas rojos] y b longitud del
segmento KL v la longitud del segmenta BE
|Segmeentas morados)

Simnbdlcamsnte

-

-,

Ejemple: Imaging que el segmenta AB [ AF = 6 metros) representa la alutra de un drbal, '
el segmenta ED su sambra (ED = 12 metros), el seqmenta BE (BC = 1 metro) la altura
de la vara y &l segmenta DC (DC = 2 metros) su sombra Vea la siquiente imagen
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; Como podemos medir las sombras™

Pard b Sifudesda S& Taene la
praparcion:
A8 D
B BoC

Rimplalands lo do o

El archive de Geobebra representa geométricamente los tridngules semejantes
fermadas en la situacidn de Tales v la pirdmide,

[(ACTIVE COMANDO RAZOMES) De acuerds con lo abservade responda, 50 muewe
el purta A dgud suceds con lag Pazones :"—I;_f % s decir presentan algdn cambio? Y

si mueve el punta D, £Cudl razdn combia enfre %y‘ ET-' Justifica,
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JComo podemos medir las sombras™

Cefima abgunas raceses de otuerds con los tredegulos rectiagulos JARC y AEDC
difarerdes a lor artabieodcs an ol Appiet

Tersenda &n Cueefn by antersr progonga 085 proporoones enfre los bedas
correspondsenies de las tridngalos rectidngulos JARC v AFDC

[ACTIVE COMANDO AMGULD) 5i musve ¢l ponts A (Cuk fucade con ol dngulo de
referenca y las razones —y — 7 Juitfic

.
J-.r.h

3 meseve el panto D 000l sucede com el dngale de referencia v las racones
Jumifsed

&5 we e el punto £ o dngula de reforencia se montions o iqual gue las razones
ErTPE E-.- E-J‘m:h:u
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Como podemos medir las sombras?

Sofia y Felipe tomaron les siguientes datos a clerte hore del dia: la altura del
bastén es de 1 m y su sombra proyecteda es de 2 m. Ademds, la pirdmide mide
139 m de altura y su sombra proyecteda es de 278 m. Podemes definir las
siguientes razones a partir de un dngule de referencia, Complete a partir de los
valores numéricos antes descritos (Nota: para hallar le hipotenusa de cade situacién

use el Tecrema de Pitdgoras)
Yabla 1
RS R TR C s e s (AT = 6345
1 Altura del bagtdn | %
I Hipotenusa
; . ¥ Hiporenusa
i ' Aléura del baston | =
e iamicmm e e m e D lmi!udd'jn sombra
Tabla 2 S e 3 3 3 0 i35 i
Razones £ (Beta) = 63,43°
Altura de la prramide .
Hipotenusa =
Longirud de la sombra
Hipotenuza
Altura de la peramide

Longitud de la sombra
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LCoao podemos moder las sombeas™

¢Oudntal veces cobe I\t long had de la sombra de b vere en sy oihwrs?

5 Sofe y Felpe tomares 1od detes on 0114 here dei die direes que los Padoves
cambiarion o 3¢ mantendriond Recuerda lo wirto en b actmvided usands o Applet

Jutdica Yu respensta

Tengaenos on cucata lo mgsicniic
.—I.—.I—..-.'—.Q—.‘-..-.'-..—D'q

lwmmumwuuﬁvmmdcmw

entre jan longtudes de lot lodon de wn trdngols rectdnguis Yemends an
+ s on dngdo de referencs

h.'-'l—.l_..-"-I'-'l—ﬂi—..-l.—

l.l-C.ll..l'l-.ll.-.ll-ll!m.llﬂlll_l'l:z (‘ .0-:
e Lade spurto 0 (&) = Lads apnrine (4)
H w ~ i) -
i - W iror o= g s Nipmaia
i : i Lade o v
g ‘,,Mmtay EE ll) = pocemic a4 (W)
i Npotreais ‘5 Nopndonase
s (&) 55 Lads apwerte & (¥)
P Tengeusta) = e R
1‘ O.'.E:- Srnnaet
e o :
> ]
W o — - - e e— o — W c—

B T DT AT AT —" W QA N, VW QA C AT W P - .-
Bmaww (X S0~
Chatars (A2 427) »
Tarngente (43 437) «

TR A gy — W ——— i ——— N ———— - ———— e T - -~
TR B P G A S——— . T @y w—v
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MIDIEMDD SOMBRAS

bodo 3 varas de diferentes longitudes, uhiguelog en posicion perpendicular
al suelo ¥ luego, en grupes, completen lo siguiente tobla

Alturo de lavara | Longitud de la sombra | Hipotenusa

(Heta: L Bpolanukd 4 poade caleuar hisends uso del Tisre=a S FiLd o ai)
REzspecto o los datos recolectodos, respondo

a) Rzpresente log tridngulos que se formaon con los dotos anteriores wsondo
zeoizebra con 2l fim de hallar valor del angulo de referencie. Tengan en cuento

gue -:+ dgngulo sz forma entre la hipotenusa v lo sombro de la vara,

Altura de lo vara Angula

b} Estoblezcan las razones trigomométricas correspondientes con los dotos
obtenidas en la tabkla

T
Waa ] Hipat enusa Razdn con angulo Razdn como cociente
f P Sew [ F -
' l ' Cosena [ B

Tangente [ )=

A
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.ﬂ.l'l;.ﬂﬂl:[t referencials |

e e e ——————

Fimalizada lo experiencin realizoda en dos momentos distintos, responda:

a. Respecto a codo situacidn, dqué sucedio con |l 2ombra de la vara al combiar su
altura?

1
i
]
I
Veara Higmfenusa | | Raondn condngulo Fazin como cocien e
S i
: | [Se [ -
t r 4 i Cogena
Sombre l LF - -
i
]
! =
| Tangente [ .
i
1
e e e e e ——————————————
T e e e
| Angulo de referenciaj=)i_______ _
1
i
Vara Higofenuss | | Bazan condngulo Razdn como cocien e
S !
: i Sero [ = -
: 1
t 0 g '
Sombra | LF — =
i
1
I =
: Tangente [ - -
1
i
]
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b, ¢Qué sucedidc con angulks de referencio ol combior la altua de la

Para este momento fenga en cuenta gue las razone frigonométricas pueden verse
como los siguientes igualdades teniendo 2n cuenta su argulo de referencia

———— S —— - TR T B =
renolingulo) = — =9 Hipotemusa = — :

N ipatrnusa araldngula)

i 1
1 i
i . . 1
Lonpliud &4 fa sambera ==| Al lara, ofind Bl o -

I - s T L] T
' Cosena (angula) rrrr— Hipotenusa prer——r i
i 1
! Airira dil bairda i
i 1

Langired dé ke cosrilod

Alrwrd d#l Bisrha i
ol g b | o g adin

I vargenne {arygudal= ;." Langitud de fa gombra =

Lo dnico que sz ho hecho es un despeje.

Tenierdo 2n cuenta lo anterior Sofin v Felipe disouten sobre lo gue ocurre con la

longitud de lo sombra si 22 fijon algures condiciones
Sofia estoblecs la siguiente condicion: Mamtener dos elementos fijos,

PROBLEMA |1

A partir, de la corgtruccidn hecho en centimetros. S montenemos el dngulo
Geoidebro, si se fija la horo o los B om de referencia como fijo, ¥ duplicomos
¥ o olfurn del bostdn iguel a & la longitud de la oftura del bastan,
centimetros, se ohtiene un angule de observe lo que sucede y responda los
referencin de 30° v la  zombra siguientes enunciados:

proyectodn por este ef igual o E039
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Haciendo uso del Applet doudl 25 la lomgitud de la somiora cuando s duplica la
altura del baston? dCudntas veces cobe la longitud de la sombra inicial 2n
esta nueva lengitud de lo sombra?

BE = 1036

Haciendo uso de los proporciones encuentre 2l walor de la longitud de o
sombra

o

| RECUERDE QUE: La proporcidn o5 la
aquabdad de dos raoxanes O W e lase
Par ejempie, e leg des teidnguaes _
rEpresentades en la imagper PEE

1 13 l——
"E | . j

=l
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Elijo v morgue conuma X cudl de las siguientes igualdodes permite hollor tambien
lao longitud de lo Soembra con los dotos dodor, es decir, 2l dangulo y ln altura del

bastan
Altwra del bhasidbe i .
Hipotenura H !
srmofarguis) J
Longriud dr la romibra i i
Hipalenmig = = i 1
ragena{angulo) [T ]
Alrera del Saitda h
l-ull.'rlhr\-'\l i ba sesibira = - [
tengenfe | drngelol i
PROBLEMA |2

Felipz fija lo ahwa del bastdn em 10 centimetro o los [0 am, su drgulo de
referencio @5 de 807, v lo sombra proyectadn por este e igual o 4 B8
centimetros

De los siguientes igualdodes cual de ellas permite hallar el valor de lo hipoterusa del
tridngulo que se farma entre lo sombra v el baston. Morgue con wg

Altara del dastda i ]

Hipotenura i i
srmofarguis) J

Longriud dr la romibra i i

Hipalenmig = = i 1
ragena{angulo) i |

Alrera del Saitda h
l-ull.'rlhr\-'\l i ba sesibira = [

tengenfe | drngelol i

S een lo situscidn anteries se montiens lo altura del bastdn en 10 centimetras y se reducis
ha mited el dngule de 807 éQjud sucede con e lergitud de o sombra? dse duplica & se meduce
o g mitad o ninguno de estes des opoiores? Utilice ¢l opplel para resporder,




R. TRIGONOMETRICAS, HISTORIA DE LAS MATEMATICAS Y DIVERSIDAD 108

Apéndice D. Disefio nivel de profundidad 3

Fecha: Colegio:
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LComo podemos medir las sombens?

:
1
|
!
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FEzpresente 2| momento exacto de la historieta donde se proyecta la sombro del
boston poro poder responder a dgue figura gecmetrica $2 forma enfre el bostan,
luz ¥ la sombra?

rd A ,
' RECUERDA l]l.l]'.: Bazon || 1
a* TT":n' & II:{I Algunes ¢jemples de rozon peometrioas
COMparaciom entra oos
|:|:|:| £
corrtidodes Ay B cupo
refultado e corstante * '.""""'"":.'I'.:'_::_"""'""""" - T
Lodgilhad &F K circtil fird il
'Ill * o | D
7 coRsiarte | S |
h i .“'--. __.-"

Teniendo &n cuenta |lo informacion anferior v lo $ituacion de la historieto, ayude a
Sofia o identificar lo expresidn que compara lo altura del bostdn que 2% de 1.5 m,
respecto a la lomgitud de su sombraque es de L5 m,
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Ahoro ayude a Felipe o identificar la expresion que compara la eltura de o piramide
gue 25 de 139 m respecto o lo longitud de su sombra que e de 139 m
: 1
1
! :
Sabias queé...
Ui ropercitm as la Do ad antre dos & mis
] TaBEw i, P ajermpla, 81 ehibovamok La imdgen da e
Tridsgubza AAEC § AENT podesend comparar la
T e T T AT cen la i esdl i
B IO En |Sap=aanlea rejon] p ba langbud dal
R THTLS TS w b kergud de :l“llll"l'.uE
\h\""\-\_\ DS i ik roaraedini |
L ! E"\ Hmbdicasanta
F . ™
Ejemplo; Imaging gue el segmento AB [ AR = & metrog] representa o altura de un dariel,
2| seqments ED fu sombra (B0 = 12 metras), el segmento BC (BC = 1 metra] la alfurn de
la vara y el segmento B [DE = 2 metros) Su sombre. Ven lo siquiente imagen
A
oo le hociin e here b i
I properciin I
: A mm :
. = |
I Azrrploaonds o daizd I
B |
I B |
I Srraphficonds, I
I L 1 |
| - i
| 2 2 i
e -
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Wsando [os preperciores, si Sefia ubico el
bestde werticalsmearte en & sugla iy absarva que
g sombeg preyectady, &r uil instante, a5 igu a
fa alturs del bastan. dCed ecureid &n £5e misme
mamaenta 220 la sambra gue propecta a alfum
de Sofie? Lwege, resperda o dqué se puede
afirmar Fespecto o la altera de bz pirdmide ¥ o
fangitud die su sambra? Justofique su ~espuesta

Sofia piensn gue: ahora, i lo longitud de
la sombra del bastin hubiese madido el
deofle que la altura del bastan, dque se
puede afirmar respecto a la altura y
longitud de la sombra de la piramide?

Explique su respuestn

El orchive de SeoSebro representa geométricamente los trigngules semejontes
formados en lo situacicn de Tales v la pindmide

B i e P e i o P B
=N L

. e

bkl mo -l H

Faliveintd 1 &

[T w2
B Lid
o 31

i i r = 14
L

L . i [P mgackl i e B 13
SN T
g DR -

1

s o e




R. TRIGONOMETRICAS, HISTORIA DE LAS MATEMATICAS Y DIVERSIDAD

113

(ACTIVE COMANDO RAZOMES) De ocuerdo con lo ohservaods respondo. 5 mueve
— '::'%. 5 decir presemton algun cambio? ¥

2| punto A dque sucede con las razones —
i mueve 2l punto D, £0udl rozdn combia entre —y —? Justifica

De los trigngulas recténgulos 480 ¢ AELDC, defina algunos rozones diferentes o los
sugeridos entre log lados del trianouls 2n SecdSebra.

Egtoblezon alounas proporciones entre log lados correspondientes de los tmidngulos
rectangulas AARD v AEDC

(ACTIVE COMANDBO AMBULO) Si mueve el punta &, £Qué sucede con el dnoguls de

referencia y los razones =y — 7 Justific
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Si muewe el punto D, d8ue sucede con el éngulo de referencia v lns rozones %-,.'F ?

Justifica

£5i se mueve el punto C el angulo de referencia se montiene al igual gue los razones
entre =y — 7 Justifice

51 un fricngulo rectanguln tiene dos de sus lodos con igual medida, dovanta miden

sus angulas imternas?
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Takla 2

Sofia y Felipe tomaron los siguientes dotos a cierta hora del dio: lo altura del
baston 25 de 1 my su sombra proyectada ef de 2 m, Ademas, lo piramide mide
139 m de altura ¥ su somfro proyectodn 25 de 278 m, Podemos definir las
figuentes razones a partir de un angulo de referencia. Complete o partic de los
valores numéricas antes descritos (Mota: Para hallar la hipotenuga de cada situncidn
uge el Teorema de Pitdgoros)

Takla 1
' Razones a(Alfa) = 6345 |
Alnurs del bastén DE
Mipsl fiuss " DF

Alrure del banlida 0E

i

|

i

|

i . Lomgitud dhe [ samibra EF
1 ; -

I -

I __Longitud de [a gpamidra  EF

e

Ragones Sifsta) = £3.43*

A
Longltud de la sombra  BC

AL

]

H [ paremsns |
Aletira 4% la l|=|.ihli.|-t|.|d'|5: B &
_Lemgirud de ha sombra__ BC
e -
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£Cuantas veces cobe lo longitud de la sombra de la voro en su altura?

5i Sofia y Felipe fomaran los datos en otra horo de dins dfrees que las razones
cambiariam o se mortendrian? Recuerdn bo wisto en ln actividad usando el Applet,

Justificn tu respussta

Tengamos en cuenta lo siguiente:

. Con lo% anterior los rozones trigonométricas se definen como 2l consciente
entre lag longitudes de los lados de un tridngule rectangulo teniendo en
ouerta un dngulo de referencia;

I BEE EEE RN  EEE R EE O EEE PR E  OEE T EEE e

J||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||.J""""""'""lllllllllllllllllllllllllllllll:
: Lo s ler i {air} H Levdlo appaas s o {§] :
H SENOEr) = =2 :I.'IIII-:JT: - =
s M o LA == Miji o LEwitkid =
: Lude adpaceele i} = . Liada adpacenle o {67 :
H SO O o =2 LU0 [ - =
s Mipnlanissn H Hipolewsia =
: _ Lendls aprssalo {ir] EE e o opuEsno & () :
H I aigpedrdEdir) = H :ruﬂ_l.ll.'h'll.-_lg, - - - =
i ladla aalypacdnbe FH il aalpacdinbe z
:IIIIIIII|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||E:IIIIlllIIIIIIIIllllIIIIIIIIllllIIIIIIIIllllIIIIII:
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De acwerdo con los onteriores definiciones calcule 2l wolor de las razones, hociendo

uga de lo calculodora sabienda gue 2l dngulo de referencias @ = J§ = 3457
Seno (6343%) -
Coseno {63.43%) =
Tangente (03 43%) =

Identifica alguno diferencia entre log valores obfenidos en la tabla 1y 2 con lo

foblo 3 dve alguna diferencio ertre estos wolores?
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)

MIDIEMDO SOMBRAS

Dodo 3 varas de diferentes longitudes, ubiquelos en pogicion perpendicular
al suelo w luego, en grupos, completen lo siguiznte tobla

Tabla 4

Alturn de lavara | Longitud de la sombra | Mipotenusa

(et L Spalenukd b poade caleular hicends uso del Tesce=a da P porai)
Fespecto a los dotos recolectodos, respondo

a) Fzpresente los tridngulos que se formaon con los datos amteriores wondo
seciehra con 2l fim de hallar valer del angulo de referencio. Tergan en cuerto

gue este gngulo se farmao entre la hipetenusa v lo $ombro de la vara,
Tobln 5
Altura de lo vara .il'lg-ula

b} Halle las rozones trigonométricas correspondientes pora log tres varas de

diferente tamaifo con los dotos de lo tobla 4 v 5

__________________________ ———— e
dngﬁ__ ______ Abura: _____ “ Angulod ___ Abura: ____
1y
Razdon con angulo Razon comao cocienfe l| | Razdn con angula Razon comao oo sienfe
n I n
Scn'JL_ 1= . I SmﬂL_ 1= .
d
I
Cosena [, )= - :| Coseno [ )= _
I
1y
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I
I
: Fazdn con angulo Fazdn coma oo cienie i
[Sema )= B i
I

I
I -E'-usu‘uL_ E - :
I
i i
| [Tangente [, 3= . i
I

|

De acwerdo con los rozones Trig-un.c-mi'rrii:u:_ £Cvantas veces la sombra de ln wora

cuandso su altura e de 45 cm?

Finalizada ln experizncia realizoda en dos momerntfes distintos, responda:
o) Respectoa codo sitwacion, dqué sucedio con la sombra de la vara ol combior su
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Aomento 4

Para efte momento fenga en cuenta que lag rozone frigonometricns pueden verse
ooma las siguiertes igualdodes teniendo en cuenta su angule de referencia

—— R — T R = TR T B =
senelingulo) = == = Hipotemusa = —

Wipatrnuea reno(dngulo)

Adlura dd baslon

o L E i dadimaol sigulon

Alrira il beisnan
derri g irwed do bt coei b

Alrws el dmigrhm
F il e T | o g aln

;.' Laigitud de fa gombrg =

i
I

i . .

| Coseno [Angul)z Son@iel Se MLEamNS = iy enugn =
i

I Langente langual=

i

Lo dnice que se ha hecho e un despe je,

Teniendo en cuenta lo anterior Sofin v Felipe digouten sobre lo gue oourre con la
longitud de lo sombra $i 2 fijon alguros condiciones

Sofia establece ko siguiente condician: Montener dos elementos fijos,
PROBLEMA |1

A partir, de lo corgtruccidn hecho en
Geciebra, =i s fija la horo a lns B am
¥ lo olturn del boston iguel a &
centimetros, se obtieme un angulo de
referencin de 30 vy k sombra
proyectodn por este e iguol o E039

centimetros. 5 montenemaos el angulo
de referencia como fijo, ¥ duplicomos
la lomgitud de la offura del bastan,
obhserve |n que sucede y responda bos
siguientes enunciados:

Haciendo uso del Applet doual 25 la lorgitud de la sombro cuando se duplica la altura
del bastan? £Cuantas veces cobe o longitud 22 la sombra inicial en esto nuevo

longitud de lo sombira?
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£Cudl de lng siguientes igualdades permite hallar la lorgitud de la sombro del bastan

%i el angulo de refencia 25 de 307 y lo altura del objeto 25 12 cm?, Marque con uro
x

Altmre del baseds .
Nipotenusa i
seno{dmguio) i

Longitud dr da sambra i i
Hipalenmin = = ' |
ragems(dngulo) i |

Altura del baiddn

Longlewd de ks semibro = - i
tengenfeangmla) i

Apartir de la igualdad elegida colcule 2l walor v contraste con el valor que
encuentra en el apllet,

PROBLEMA |2

Felipe fija la altura del baston en 10 centimetro a log 10 am., su dngulo de
referencia e5 de 60° y la sombro proyectada por este =% igunl o 4,88
centimetros

Die log siguientes igunldades cual de ellas permite hollar el valor de o hipoternusa del
tridmgulo que sz formo @ntre la sombro y el bastén, Morgue con una =

Altmre del bastdn i .

Hipotenura 1
senoddrguie) i
Longituid dr da sambra i i

Hipalenmin = = i |
rasema(angulo) Iz=.===

Altura del baiddn
l-L"InT'rl“l e ba gemibro = . i
teengenfeangmlo) i
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Apartir de la igualdad eligida calculz el volor de la hipotenusa y luego contraste
hociznds ugo del Teoremo de Fifogoras

S aen la gotuscidn anteriss s mantiens lo altura del bastdn en 10 centimetras ¥ se reducis
la mited el dngule de 807 ¢Qjud sucede con o lergitud de bz sombra? ¢se duplico & se meduce
a a mitad & ninguna de e5tes das apoizras? Utilice €l applet pars respaades
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Apéndice E. Disefio nivel de profundidad 4

10°-11° |

Fecha: Colegio:
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LComo podemos medir las sombens?

:
1
|
!
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Liste lof pasos gque realizd Toles pora Fzpresente ¢l momento exocto de k
deducir la altura de la piramide historieta donde $& proyecta la sombra
PASOS del bastdn para poder responder o dgué

figurn geomeétrica se formo emtre el
bostdn, lo luz v la sombra?

I S _ Sy
' RECUERDA QUE: Rozon | | PFor ejempla: \
g-El:ll'TIETriI:I:I_ es la T &k iih B dada g, &1 dreElimos Do longibud S £ legusar
COMmparacion enire dos cudgdrads por su diggonal obbenmnos aala walor, e dietin, _— - T
corrtidiades A v B cupo h
Al i e, Bl sdmiang & lam&dn ai ona reddn, i gue di
resultada es constante diwidirries la laagpived die la circonfarends por su didmelro ae
A chler eile wilos: — = q
— = Conshante L
1 o f
. A J
- - M, o

Teniendo &n cuenta lo informocidn arterior v lo $ituacion de o historieto, avude o
Sofia a identificor la expresion que compara lo altura del boaston que 25 de 1.5 m,
respecto a la lorgitud de su sombrague es de L5 m,
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Ahora ayude a Felipe a identificar la expresion que compara la ehura de la piramide
gue 25 de 139 m respecta o ln longitud de su sombra que es de 139 m
. 1
]
. 1
]
Sabias qué...
Ul rpgrer it s la o Mad antre das & mibs
raposmy, por ajiemglo, §i ebseovamo i i gen da ke
tribsgubia JABC ¥ AEDT podesed camparar la
ket del simgmestio AR con b enjaba=d did
S T En | Sl rejos] p b longud dal
R ITHNLS [T yla bemgud de sigmiesto e
g rrvien Sk mavadin |
‘-\-\'\'\-\_\_\‘ Simbalia=anla
i . 5
Esemplo: Imoging que el segmento AE [ AR = 6 metros) representa la alutra de un drbel,
2l seqmento ED su sombra (ED = 12 metras), el segmento BC (BC = 1 metra] b atura da
la varn y el segmernto B (D = 2 metros) su sombra. Yeo lo siquiente imagen

-
|

Fara l ithuootn ax e fa

praserckin
AR _&m

Az plaxonds o dadzd

= 3

Smplficonds,

T T

e
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usonds log prepercieres, i Sofia ubice el
bzstde werticalsernts en el sugla y shseral que
a sombro prayeciada, e un inghtante, 25 iguz a
la alture del bostan, <00l scurril &n £5e missa
mamenta en la sambra gue proapects g alfura
de Sofie? Luege, resprda o dqué se puede
afirmar respecto a la alfura de lz pirdmide y la
langitud de susambra? Justifique su respuesta

L e T L ety |
=N L

. T .

ke ml - H

Falvdid J &b

Sofia piznso gue: ahora, 5 o longitud de la
sombra del boston hubiese medido 2l
dofile que la altura del bastan, dque se
puede afirmar respecto a la alturo y
longitud de |la sombra de la piramide?

Euxplique su respuesta

El orchive de GSeobebro representa geometricamente los frigngulcs seme jontes
formados en la Situacicn de Tales v la pirdmnide

o i (=]
B Lid
o 1M
i r H 144
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(ACTIVE COMAMNDO RAFOMES) De acuerdo con lo ohservado respondn. Si mueve

2| purto A dqueé sucede con las rozones ‘_I—'I','i 24 decir presenton algin cambio?

i muzve 2l punto [, £Cudl razdn combia entre —y —2 Justifica

De los tridngulos recténgulos 2480 y 260, defing algunas rozones diferentes o los
sugeridos entre log lodos del tridngulo @n Geoiebra,

Egtoblezcn alpunas proporciones entre log lados correspondientes de los fridngulog
rectangulios A48L w AEDE

{ACTIVE COMAMNDO ANGULO) 5i mueve el punta A, £0ue sucede con el dngul de
referencio y los razones =y —7 Justifica
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Si muewe el punto D, Qué sucede con el dngulo de referencia y las rozones =y —7

Justifics

£5i 52 mueve el punto C el dngulo de referencia se mantiene of igual gue los razones
entre =y — 7 Justifica

Qe sucede con log valores de los razones cuando el angule de referencia varia entre
0 v 9077 Explique £u respuesta,

Si un tridngule rectanguls tiene dos de sus lados con igual medida, dcuanta miden
sus angulos internos?
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FALSO O VERDADERD, Justifigue

En un triangulo recténqule puede suceder que lo longitud de la hipotenusa sea el
deble de o medida de uno de sus cofefos. 56 e werdoders podrias dor un 2 jemplo

zn &l gue sz cumple

130
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Sofia y Felipe tomaran los siguientes datos o cierta hora del dind lo altura del
bastin es de I my su sombra proyectada es de 2 m, Ademas, lo piramide mide
139 m de altura y =u sombro proyectodn 25 de 278 m, Podemos definir las
siguientes razones a partir de un angulo de referencia. Complete a partir de los
valores numericos antes descritos (Mota: Para hallar la hipetenusa de cada situncidn
use el Teorema de Pitdgoros)

Tabla 1
[T— a{Alfa) = 6345 |
Alrurs del basidn DOF
H'q.-nlrnu.ﬂ! - D_.F

Alrure el Saadda _ DE
| Lomaiied de [a pomdess  EF

i

1

i

! |

i Lemgiiud d [a samibre EF

1 ¥ -

i

1

shla
Razores Sipsta) = £3.45"
Alrura de o perkeside _ AR
gl nma T Ar
Longitud de la sombra  FC
Hip=irsnsea AL
Aftura de la pirimide B AR
| Lomgitud de ha pombra __ BC

L

s N
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£Cuantas veces cobe lo hipotenusa en lo alfura de ba voro en o primera situacian?

dorees que =i 52 tomaran los dotos omteriores en otra kora del dia lag rozones

cambian o se martienen? Diga por gué crees que sucede esta,

Tengamos en cuenta lo siguiente:
. Con log anterior los rozones frigonométricas se definen como el consciente
. entre lag longitudes de log lados de un trigngulo rectangulo teniendo en
I ouento un dngulo de referencia;

. R EEE N RN EEE O EEE EEE EEE R e

Jl|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||.J""'"'"'"'""llllllllllllllllllllllllllllll:
: Lado apaisla a (&) HH Lo appaurd e a {7 H
= SeEHagr) = = :.|.'||||-;_|'i'; - =
= MipoLemssa == HipoLrmisa =
= Lo adpacenle {ir] e o Lo adpadenre o {6 :
H L0 A | - H LU | - H
= Mipolenssn == MHipoléssia =
: _ Lindla afrsale {ir] EE oo Lado opurds o () :
= IangamdEgr) = o Taigpesl L-_,E, - - - =
H {erdlo gy acenie -H lgdlo adyareniie H
:IIIIII|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||E:IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII:

JF Y e i

L |

I A i

I 1

i i

! i |

i -i-l - i
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De acuerdo con log onteriores definiciones calcule 21 valor de log rozones, hociendo
uss de la calculedora,

Seno (63.437) - _
Coseno (53.43%] = _
Tangente {63437 =

Compare con log valores obtenidas de la tabla 1y 2, con la tabla 3. £0ue puede
concluir respecto o estos volores?
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4

MIDIEMDD SOMBRAS

[indo 3 varas dz diferentes longitudes, ubiguzlos en poficion perpendicular

al suelo y luego, en grupes, completen lo siguiznte fabla

Tadbla 4

Altwn de lavara | Longitud de la sambra | Hipotenusa

(heta: La B ol nkd s puoede e war hicends uso del Tesce=a S P gorai)

Respecto o los datos recolectodos, respondo

Fzpresente log triangulos que se forman con los dotod anferiores usando Geobebra
con &l fin de hallar valor del dngulo de referencin. Tengon 2n cuentao, que este dngulo
sz forma enfre lo hipotenssa v o sombro de lo vora

Altura de lo vara Angulo

Halle los rozones frigonométricas correspondientes pora las tres varos de diferente
tamafio con los dotos de la tobla 4

ey e
Fazdn condngulo Fazdn como cocien fe H Fazdn con dngulo Fazdn como cociente
Seno )= - II Seno [ )= _

I
Cogeno [ = _ il Cogeno [ = _

I

Iy
Tangente [ ¥ R :; Tangente [ ¥ R

I
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I
I
: Fazdn con dngulo Fazdn comao cocienfe i
[ 5ena )= j |
I

|
I 'E'-EEIEI'I'.'IL = - :
I
I |
| | Tangente [ ) - . i
I
| |

e " — — — —— — — — — —— — — —— T o . . o o . ol

e acwerdo com los rozanes frig-un.l:ﬂri'rrin:u:_ ffvantas veces la sombra de lo wora

cuanda sualtura es de 45 om?

Fimalizada lo experiencia realiznda en dos momertos distintos, responda:

a) Rzspecto a codo situacion, gue sucedio con o 2ambra de la vara ol cambiar su
alturg?
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Momento 4

Forn este momento temgo en cuemta que las razore trigoromeétricos pueden
verse como los Siguientes igualdodes temiendo en cuenfo $u dnguls de
referencia

senelinguio} = Hipotenusa =

Fipatrnus sralingmlo)

g Naef & fa pambera

[
[
I .
ta — Allura £l basth
) Coseno (angulals = ? Hipodenugn = =————————
i
|
i

dadimol sgulo)

O e B i

Airira dil basnds
davigired de ki foen bra

AT et BT
B i gt U | o g a i

I Largenne §aguala = ’ Laigpitud de fa gomibrg =

Lo dnico que s& ho hechs 25 un despeje,

Teniendo en cusnta o orderior Soffin v Felipe disouten sobre lo gue oourre con la

longitud de lo sombra $i 22 fijan algunes condiciones
Sofia estoblese ka siguiente condicidn: Montener dos elementos fijos,

PROBLEMA |1
A partir, de la corgtruccidn hecha en centimetros. 5i montenemoas el angulo
eoaebra, si se fija la horo a los B om de referencia como fijo, ¥ duplicomos

¥ ln alturo del boaston igul a & la lomgitud de lo altura del bastan,
centimetros, =2 obhtiene un angulc de observe |o que sucede v regponda los
referencin de 30° y la sombra siguientes enunciados

provectodn por este e igual o L0339

HMaciendo uso del Applet &cual 25 la lomgitud de lo somlbra cuands s dupliza la altura
del bastan? £Cuantas veces cobe la longitud de la sombra inicial en esta nueva
longitud de lo sombra?

R —— BT i T A F ............. HTET s Ee BT == =
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£Cudl de lns Siguientes igualdades permite hallor la longitud de ko sombra del bostan
i el angulo de refencio ef de 307 y |o altura del objeto 25 12 cm?. Margue con unn
X

Afture del basida ] ]
senodamguie)
Longituid de lo sombra i i

Hipolenmig = = i |
raseme(angulo] PR

Alturda del b :
Longiewd o la semibra = - i
teen e e angmlog i

Nipotenmusa

Apartir £z la igualdad elijida calcule el volor v contraste con el valor gue encusntra
en 2| aollet

5 podrin hallar el valor de la lorgitud de la somioro con ba siguiente igualdad o no
hay dotos suficientes para hacerlo?

Longirud de la sembra
cogenelangule)

Mipatenusa =

Justifico fu respuesta
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PROBLEMA |2

Felipe fiya la alture del boston en 10 centimetro o los 10 om, $u dangulo de
referencio 25 de 07, ¥ ln sombra proyectodo por este e igual o 4,88
centimetros

Die los siguientes igualdodes cudl de ellas permite hollar el valor de lo hipoterusa del
tridngulo que sz farma entre la sombro v el bastdn, Morgue con wa X,

Altara del dasids i .
Nipotenuna - i
senoddmgule)

Longitud dr da sombra i i
Hipalenmim = = i |
rosemedngulo) lecs==
Altura del baitdn :
Longlewd de ba semibra = = i
tangenlfe | hngmla) i

Apartir de la igualdad elijida calcue el volor de la kipotenusa y luego contraste
hacizndn uso del Teoremao de Fitngoras,

& an lo sifuscidn anferies se montiens lo alfura d2l bastdn &n 10 centimetres ¥ se reducis
la mited &l dngule de AD? dQud sucede con ke lomgitud de lo sombra? dse duplica & se ~educe
0 la mitad & ninguno de estes das opoieres? Utilice el applel para Pesperdes,




