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DESCRIPCION

La distribucbn de probabilidad Kumaraswamy (Kw) es miyl para modelar experimentos de
teoria de la confiabilidad y vidatil de materiales expuestos a falla por fatiga. La distiibo Kw
posee propiedades similares a la distribndBeta con algunas ventajas adicionaleséaminos de
tratabilidad.

La familia de distribuciones Kumaraswamy-G (Kw-G) propagsr Cordeiro y de Castro (2011),
se puede extender a varias distribuciones conocidas conwrzal, Weibull, gamma y Gumbel. La
funcion de densidad de probabilidad de cualquier distribud{w-G se puede expresar como una
combinacdn lineal de funciones de densidad de G-exponenciadas.r&siiado permite derivar
expresiones explicitas generales para las diferentesdamde las distribuciones Kw-G como lo son:
momentos, funén generadora de momentos, desviaciones medias, curvanéermai y Lorenz,
entropa de Shannon, entragode Renyi y de fiabilidad.

La utilidad de los modelos de Kw-G se ilustra en lo&lesis de datos reales utilizando varios cri-
terios como AIC, BIC y CAIC. Durante el desarrollo de este tralsajmuestran algunas aplicaciones
de las distribuciones Kw-G a conjuntos de datos reales paadtar su utilidad y ventajas con relaci
a otros modelos existentes. La familia de distribuciones®&proporciona un mecanismo bastante
flexible para el ajuste de un amplio espectro de datos positiel mundo real.

1Tesis
2FACULTAD DE CIENCIAS, LICENCIATURA EN MATEMATICAS.
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DESCRIPTION

The Kumaraswamy probability distribution (Kw) is very ugkfor modeling experiments invol-
ving reliability theory and service life of materials expdsto fatigue failure. The Kw has similar
properties to that of the Beta distribution with some addiicadvantages in terms of tractability.

The family of Kumaraswamy distributions G (Kw-G) proposed®ordeiro and Castro (2011),
can be extended to several known distributions like noriivaipull, gamma and Gumbel. The proba-
bility density function of any Kw-G distribution can be egssed as a linear combination of density
functions G-exponentiated. This result allows to derivaegal explicit expressions for the various
measures of the Kw-G distribution: moments, moment gemgr&tinction, mean deviations, Bonfe-
rroni and Lorenz curves, Shannon entropgnig entropy and reliability.

The utility of the Kw-G models is illustrated in the analysigeal data using criteria such as AIC,
BIC and CAIC. During the development of this paper some apjtinatof the Kw-G distributions
to real data sets to highlight its usefulness and advantaggther existing models are shown. The
family of Kw-G distributions provides a very flexible mechsm for adjustment of a range of positive
real world data.

IThesis
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Introducci on

La distribucbn de probabilidad Kumaraswamy (Kw) despierta especiatéatcuando se quieren
modelar experimentos en téarde la confiabilidad y de vidatil de materiales sujetos a fatigas. La
distribucbn Kw posee propiedades similares a la distribndseta con algunas ventajas adicionales
en &rminos de tratabilidad. La distribiei Kw est definida en el interval@o, 1), tiene funcon
de densidad de probabilidad (fdp) y fubnide distribudn de probabilidad acumulada (fda), dadas
respectivamente por:

fiw(@) =abax® (1 -2y Fy(z) =1— (1 —2%)?, (0.1)

dondea > 0y b > 0 son paametros de forma.

La distribucbn Kw no es muy conocida y ha sido poco investigada por loslissizos. Sin embar-
go, en un aitulo reciente Jones (2008) expida genesis de la distribugh Kw y mas importante,
dejo en claro algunas similitudes y diferencias entre la distibn Beta y la distribuén Kw. Por
ejemplo, las densidades Kw targhies unimodal, creciente, decreciente o constante depeiui
al igual que la distribuéin Beta, de los valores de sus @aetros. Se resaltan varias ventajas de la
distribucbn Kw sobre la distribuén Beta: la constante de normalizaties muy simple,drmula
simple para la funén de distribudn y la funcbn cuantil que no implica ninguna furdei especial,
formula simple para la generaai de variables aleatorias y edtstttas de orden. Adeas, segn Jo-
nes (2008), la distribudn Beta tiene ventajas con respecto a la distrimué{w: formulas simples
para los momentos y para la fubnigeneradora de momentos, genera una subfamilia de ametao
de distribuciones sigtricas, la estimaodn por el nétodo de los momentos esamsencilla y existen
mas formas para generar la distributia traes de procesossicos.

Consicerese una funén de distribudn continua de referencid(z) (de aqiien adelante G de-
nota la distribud@n de referencia), cuya respectiva fdpg¢s) = dG(z)/dz. Una forma natural de
generar familias de distribuciones con soporte en G esaapfiduncon cuantil a una familia de dis-
tribuciones en el interval@, 1). A continuacon se combinan los trabajos de Eugene et al. (2002) y
Jones (2008) para construir la familia de distribuciones®aweralizadas (“Kw-G”). La fdaf'(z),
de la familia Kw-G es definida como

F(r)=1-{1—-G(2)*}’ (0.2)

dondea > 0y b > 0 son dos paxmetros adicionales cuya fubaies introducir asimét y variar los
pesos de las colas de la distribiuti Debido a la forma simple de la fubai de distribudn (0.2), esta
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familia puede ser usada efectivamente para cualquier (Bsmcuando los datos son censurados. La
fdp, f(x), de la familia Kw-G tiene la siguiente forma

f(2) = abg(x) Gle)™ {1 - G(a)" ). 03)

Si X es una variable aleatoria con fuanide densidad (0.3) la denotam&s ~ Kw-G(a,b). La
funcion tasa de riesgo (ftr) d&¥ est dada por:

h(z) =abg(x) G(z)* {1 — G(z)*} . (0.4)

Cada nueva distribuan Kw-G se puede obtener de una distrilmciG espeifica. La distribucbn
G es un caso especial de la distriluciKw-G, cuandaw = b = 1 y podemos obtener una gran
combinacbn de distribuciones con diferente asirmety curtosis.

Interpretaci on fisica de la familia Kw-G: para dos enteros positivasy b, una interpretaéin
fisica de la familia Kw-G puede ser dada de la siguiente fo@aasidere un sistema formado or
componentes independientes y cada componentedisaiecomponentes independientes. @uyase
gue el sistema falla si alguno de lbscomponentes falla y cada componente falla si todos:los
subcomponentes fallan. S&g;, . .., X, denotando el tiempo de vida de los subcomponentes dentro
del j-ésimo componente, con = 1,...,b, teniendo una fd&-(xz) comun. SeaX; denotando el
tiempo de vida def-ésimo componente, payja= 1, ..., b, entoncesX denota el tiempo de vida del
sistema completo. Es decir, la fda dees:

Pr(X<z) = 1-Pr(X;>z,...,X,>z)=1—{Pr(X; > )}’
= 1-{1-Pr(X; <o)’ =1-{1-Pr(X;; <z,...,Xjo <)}’
= 1-{l-[Pr(X; <))}’ =1-{1-G(2)"}".

Asi la familia Kw-G dada por (0.2) es precisamente la distiiboalel tiempo de falla del sistema
completo.

Una ventaja de la familia de densidades Kw-G es la habilidegjustar datos asitricos que no
pueden ser ajustados adecuadamente con las distribuexiseentes. Ade@s, esta familia permite
mayor flexibilidad en sus colas y puede ser aplicada en murieas de la ingeniexy biologa. La
familia Kw-G es una familia paraétrica univariada de distribuciones que sirve para modiztos
univariados continuos que pueden estar en cualquier altede la recta real. Asla nueva familia es
indicada para analizar datos continuos univariados guerieualquier tipo de soporte.

El papel de los dos pametros adicionales, > 0y b > 0, es gobernar la asiméry generar
distribuciones con colas&s pesadas o livianas. Estosgaetros adicionales del generador Kw bus-
can proporcionar una distribum mas flexible. Esta familia tiene una amplia variedad de forynes
capaz de modelar datos con tasa de fallas en formartgdaddenas, puede seatilmente adaptada
para discriminar entre G y las distribuciones Kw-GaSi 1 entonces las colas g&z) se@n mas
pesadas que las déx). Del mismo modo, sb < 1 entonces las colas dgx) sean mas pesadas
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que las dgy(z). Por otro lado, sii > 1 entonces las colas d&x) seian nas livianas que las dgx).
Ademas, sib > 1 entonces las colas g&x) seéan nas livianas que las dgz).

La funcibn de densidad Kw tiene una ventaja sobre la clase de distiiblBeta Generalizada
(Eugene et al. (2002)), dado que no involucra ninguna Gmespecial. Para cada distribdicicon-
tinua G podemos asociar la distribaoiKw-G con dos paametros de forma adicionaly b con fda
G(z) y fdp g(x) de la distribuddn G con densidad (0.3)

Las distribuciones Kw generalizadas pueden ser generadassijuiente forma: la distribui
Kw-Normal (KwN) se obtiene tomando la fda(z) en la frmula (0.3) como una fda de de la dis-
tribucion normal. Alogamente, las distribuciones Kw-Weibull (KwW), Kw-gam(KavGa) y Kw-
Gumbel (KwGu) se obtienen tomandd-dx) como las fda de las distribuciones Weibull, gamma y
Gumbel, respectivamente, entre muchas otrasi,Aquala nueva distribuah Kw-G se puede obtener
de una distribu@n especificada G.

En este trabajo de revisi bibliog@fica se hax una amplia descrip@n de la familia de la dis-
tribucion Kumaraswamy. Nos ocupamos dedanfiula (0.3) con cierta generalidad en el Capitulo 1,
definiendo varias funciones especiales la distrimud{w-G. En el Capitulo 2 se presentan algunas
propiedades de la distribumi Kw-G tales como: astotas, asimeta y curtosis de algunas distri-
buciones, momentos, furiai generadora de momentos, entasyp fiabilidad, estdsdticos de orden,
momentos de probabilidad ponderada y valores extremosl Eapaulo 3 se presentarla relacon
de la distribucbn Kw con la distribudn Beta. En el capitulo 4 se prese@damlgunos ejemplos de
aplicaciones ya realizadas usando las distribuciones Ktal€ como el crecimiento de la poblaai
del gorgojo de harindribolium confusumtiempo de supervivencia de los pacientes con cancer so-
metidos a radioterapia y tiempos de fallas de dispositiedsdb a los picos de voltaje durante las
tormentas dctricas. En los tres ejemplos se usan los citerios AIC, BIC yG#dra determinar si el
modelo Kw-G usado poth ser seleccionado como el mejor modelo entre los modeaistadios.

El propbsito de este trabajo es resumir en dtoslocumento lo que se ha publicado hasta el mo-
mento de las distribuciones de probabilidad Kumaraswaonggto es una simple invitaei a revisar
la bibliografia usada en este trabajo para tener una idea de lo cugasisponible en la literatura
estadistica y poder dgleterminar algunas nuevaseas de estudio de esta interesante distrilouge
probabilidad. La bibliograé presentada parece exhaustiva dentro del nivel de ac@esmygimiento
gue tenemos disponible con los recursos ebmitos actuales, no sobra advertir que se pueden llegar
a encontrar ras trabajos sobre el particular que no fueron incluido$, ajesto ocurre sardlo por
absoluto desconocimiento de su existencia actual.
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Capitulo 1

Distribuciones Kw-G especiales

La familia de densidades Kw-G dadas en la ecua¢D.3) permite una mayor flexibilidad que
depende de las expresiones #iwds de la fda&(x) y fdp g(z). Ahora, presentamos algunos distri-
buciones especiales Kw-G.

1.1. Modelo Kw-Normal (KwN)

La densidad de la KwN se obtiene de (0.3) toma6dqg y ¢(-) siendo la fda y fdp de la distribu-
cion normalN (u, 0?), tal que:

oo () o ()Y e

dondeu € R es un paametro de localizadbn, c > 0 es un paametro de escala,y b son paame-
tros positivos,®(-) y ¢(-) son la fda y fdp de la distribugh normal esindar, respectivamente.
Una variable aleatoria con furisi de densidad(x) definida en la Ecuaén 1.1 es denotada por
X ~ KwN(a,b, 1,0?). Paray = 0y o = 1, se obtiene la distribuah KwN eséndar. Aderas la
distribucbn KwN cona = 2y b = 1 coincide con la distribuéin skew-normal definida por Azza-
lini (1985). En la Figura 1.1 se presentan algunas formas diencbn de densidad y fungh tasa
de riesgo para la distribum KwN, para algunos valores especiales, con el @sip de observar su
comportamiento.

1.2. Modelo Kw-Weibull (KwW)

La funcibn de densidad acumulada de la distribaciWeibull con paametross > 0y ¢ > 0 es
G(z) = 1 — exp{—(Bx)°}, parax > 0. La funcibn de densidad Kw\\4, b, ¢, 5) conz, a, b, ¢, B > 0
se reduce a

f(z) =abep” ¢ e (Y 11— e_(ﬁ")c]a_1 x {1—-1[1- e_(ﬁx)c]a}b_l. 1.2)

15
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(a) Funcbn de densidad KwN(a,b,0,1) (b) Fubnitasa de riesgo KwN(a,b,0,1)

Figura 1.1: Distribu@®n Kw-Normal.

Sic = 1 se obtiene la distribuon Kw-Exponencial (KwE). La distribuon KwW(1,b, 1, 3) corres-
ponde a la distribuéin exponencial con pametros* = bg.

1.3. Modelo Kw-Gamma (KwGa)

Si Y es una variable aleatoria gamma con @dg) = I's,()/I'(«) cony, o, > 0, donde
I'(-) es la funcbn gamma yI'. (o) = [ t*~'e~*dt es la funcdbn gamma incompleta. La densidad de
una variable aleatori&d ~ KwGa(a, b, 3, a) siguiendo la distribuéin KwGa conz, 3, , a,b > 0, se
puede expresar como:

abpe el e Px

Frays Doe(e) T {T(@)" ~Tan(e))™ (1.3)

fz) =

Paraa = 1 se obtiene la distribudh Kw-exponencial. Rtese que KwGd, b, 3, 1) corresponde a la
distribucbn exponencial con pametros* = bS. En la Figura 1.2 se presentan algunas formas de la
funcion de densidad y funah tasa de riesgo para la distribbiciKwGa.
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Figura 1.2: Distribu@®n Kw-Gamma.

1.4. Modelo Kw-Gumbel (KwGu)

Las funciones de densidad y de distritarcKw-Gumbel con paametro de forma > 0y pa@me-
tro de escala > 0 eséin dadas respectivamente por:

g(z) = lexp [% — exp (%)} yG(z) =1—exp {—exp (—%) } , x>0, (1.4)

o

La mediay la varianza son igualega-vo y m20?/6, respectivamente, dondees la constante
de Euler(y =~ 0,57722). Incluyendo estas expresiones en la Ecag¢D.3) obtenemos la furam de
densidad de la distribumn KwGua, b, 1, o).

Para generar algunas formas de esta distriitupresentamos la Figura 1.3.

1.5. Modelo Kw-Gaussiana Inversa (KwGl)

Adoptando la parametrizam de Rigby y Stasinopoulos (2005), la fdp y la fda de la distitn
Gaussiana inversa son respectivamente:

1 1 ,
9($)—mexp{—m($—u) }, T, p,0 >0
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El valor esperado y la varianza son iguales & o213, respectivamente. Remplazando estas
expresiones en la Ecuaci (0.3) obtenemos la distrib@ei KwGlI (a, b, 11, 2). Algunas formas de la

distribucibn KwGlI son presentadas en la Figura 1.4

1.6. Modelo Kw-Chen (KwChen)
La funcion de densidad KwChen éstlada por:

flz) = ab) Bra™ L exp(a™)exp {/\1[1 — exp(xﬁl)]} [1 —exp{\[l — exp(:z,ﬁl)]}}a_1 X
x {1 — (1 —exp{M[1 — exp(e®) )"}, (1.5)
donde); > 0y 5, > 0. Si X es una variable aleatoria con fuocide densidad (1.5), se escribe
X ~ KwChen(a,b, \, 81). Paraa = b = 1, se convierte en la distribuam Chen propuesta por Chen
(2000).
La funcion de supervivencia KwChen es:

S(x) = [1 — (1 — exp{A\;[1 — exp(2™)]})*)".
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Figura 1.4: Distribudn Kw-Gaussiana Inversa.

La Figura 1.5 presenta algunas formas de la distriousiwChen para diferentes @anetros.

wn
2
—— a=0.1,b=25
—— a=0.5,b=3.5 © —
o ' _
(S a=1.0,b=4.5 _ B1:2.5
—— a=1.5b=55 _ B1:3.5
n a=2.0,b=6.5 B1=4.5
N' © — P1=55
B1=6.5
=
s o+ 4
o /
3 - ° -
T T T T T T T T T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 0.8 0.9 1.0 11 1.2 1.3
X X

@M\ =05yp =32 (b) a=3.5,6=2.5y \; = 0,5

Figura 1.5: Fund@n de densidad KwChen para paretros dados.
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1.7. Modelo Kw-XTG (KWXTG)

La funcion de densidad KwXTG estdada por:

Fz) = ablefo (aﬁz)ﬁ” exp{<aﬁ2>ﬁ2 s [1 — exp ((%)ﬁ)]} X
- e ()]
(1= (=on{rmi—ea (2 )} as

donde), > 0, a5 > 0y > > 0. Si X es una variable aleatoria con fuacide densidad (1.6), se
escribeX ~KwXTG (a, b, A2, oz, 52). Paraa = b = 1, se convierte en la distribumi XTG propuesta
por Xie et al. (2002). La funéin de supervivencia de la distribboi KWXTG es:

o= [1- (- st e ((2))]) T

La Figura 1.6 muestra el comportamiento de esta distiiioude probabilidad.

X

X

1.0

a=3.5,b=0.5
a=2.5,b=1.5
a=1.5,b=2.5
—— a=1.0,b=3.5
a=0.5,b=4.5

0.8

0.6

f(x)
f(x)

0.4

\

@A =05yp =32 (b) a=3.5,b=2.5y\; = 0,5

Figura 1.6: Fundn de densidad KwXTG para ganetros dados.
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1.8. Modelo Kw-Weibull Flexible (KWWF)

La funcion de densidad KwWF estdada por:

flz) = ab(oz;ﬁ—%)exp(agx—@>exp{—exp<a3x—%>}>< a.7)

T

< oo {—ew(ar -2 {1- (1- e { - (- D)1}

dondeasz > 0y 3 > 0. Si X es una variable aleatoria con fuacide densidad (1.7), se escribe
X ~KwWFW(a,b, as, f3) (ver Figura 1.7). Para = b = 1, se convierte en la distribuam Weibull
flexible (WF) propuesta por Bebbington et al. (2007). La fonaie supervivencia de la distriboai

KwWWEF es:
a1b
S(x) = [1— (1—exp{ — exp <a3x—@>}> } :
x
o — a=0.1b=25
—— a=0.5,b=3.5 <
a=1.0,b=4.5
™ — a=15b=55
a=2.0,b=6.5 o

Figura 1.7: Fun@n de densidad KwWF cok, = 0,5y 3; = 3,2
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Capitulo 2

Algunas propiedades de la familia Kw-G

En este cajpulo se presentan las principales propiedades de la tadeldistribuciones Kw-G.

2.1. Adntotasy formas

Las a$ntotas de (0.2), (0.3) y (0.4) cuando— 0y x — oo estin dadas por:

F(z) ~ aG%x) cuandar — 0, 1 — F(z) ~ {1 — G*(z)}" cuandar — oo,
f(x) ~ abg(x)G* () cuando z — 0, f(x) ~ abg(x) {1 — G*(z)}*"" cuandar — oo,

abg()

Ta(x) Cuandm — OQ.

h(z) ~ abg(z)G**(z) cuandar — 0, h(z) ~

Las formas de la fundn de densidad de probabilidad (0.3) pueden ser descritdii@amente.
Los puntos dticos de la fdp son las tees de la ecuagn:

g@):a@—mﬂﬂgixﬁ 2.1)

e Dew) 1= Gofa)

Donde puede existir &s de una fia para (2.1). Sit = x, es una rez de (2.1) entonces corresponde
a un maximo local, un imimo local o un punto de infle@n, dependiendo Si(zy) < 0, A(zp) > 00
A(zo) = 0, donde:

S R 20
G2 a) ({0~ Vo) + G@g @) _ o, ) Gl )
~ ab—1) e AU e
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2.2. Asimetiay curtosis de la familia Kw-G

A continuacon se presentan algunas representacior&fggs de los valores de la asimaty la
curtosis para algunas distribuciones de la familia KwG.

2.2.1. Distribucion KwChen

Para\; = 0,2y 3, = 0,3, las Figuras 2.1-(a), (b), (c) y (d) muestran que las cureaasimetia
decrecen y crecen dependiendo del valob deon a fijo) y a (conb fijo). Las curvas de curtosis
decrecen dependiendo del valoridgona fijo) y decrecen y crecen dependiendo del valot deon
b fijo).

2.2.2. Distribucion KwXTG

Para\, = 0,01, ap = 1,5y B2 = 0,05, las Figuras 2.2-(a), (b), (c) y (d) muestran que las curvas
de la asimetfa aumentan coh(a fijo) y disminuyen coru (b fijo). Las curvas de curtosis disminuyen
y aumentan con (« fijo) y disminuyen coru (b fijo).

2.2.3. Distribucion KwFwW

Paraa; = 0,01y 53 = 0,0001, las figuras las Figuras 2.3-(a), (b), (c) y (d) muestran gaelrvas
de asimefia disminuyen y aumentan cén(a fijo) y a (b fijo). Las curvas de curtosis disminuyen y
aumentan con («a fijo) y a (b fijo).

2.3. Simulacbn de la distribucion Kw-G

Se presentan dosétodos para la simulamn de la distribu@n Kw-G. El primero utiliza el ratodo
de inverson. La funcon cuantil correspondiente a (0.2) se obtiene directanmnta funcon cuantil
asociada coli/(x) por:

Flz) =G { [1—(1—2)"] 1/“} . 2.2)
De esta forma se pueden generar variantes de Kw-G por:
x=c'{1-a-uyrt,

dondeU es una variable aleatoria uniforme en el interjald].
El segundo ratodo para la simulagi de la distribuén Kw-G se basa en el@&wodo de rechazo.
Sia > 1y b > 1. Se define la constante por:
abb(a _ 1)1—1/a(b _ 1)b—1
(ab — 1>b—1/a
El siguiente esquema se mantiene para la simufede variables aleatorias Kw-G:

M:
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Figura 2.1: Asimetfa y curtosis de la distribugh KwChen com\; = 0,2y 5, = 0,3

2. Simulary = UMg(z), dondelU es una variable aleatoria uniforme en el intervald|.

3. AceptarX = x como una variable Kw-G & < f(x). SiY > f(x) vuelva al paso 2.
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(c) Asimetra (en funcbn deb)
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(d) Curtosis (en funéin deb)

Figura 2.2: Distribudn KwXTG con)\, = 0,01, s = 1,5y 35 = 0,05

2.4. Expansioneditiles

Algunas expansionegtiles para (0.2) y (0.3) pueden ser derivadas usando eleptmale las
distribuciones exponenciadas. Sgéar) la funcion continua de referencia, se dice que una variable
aleatoria tiene distribuoh exponenciada-G (Exp-G) con paretroa > 0, es decir,X ~ Exp-Ga)
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Figura 2.3: Distribudn KwFW conas = 0,01y 53 = 0,0001

si su fdp y fda son:
ho(z) = ag(z)G*™(z) y Hi(x)=G"(2),

Las propiedades de las distribuciones exponenciadas thaesiudiadas ampliamente en {dgmos
anos, por ejemplo, Mudholkar y Srivastava (1993), Mudholidaal. (1995) y Murthy et al. (2004),
para la distribuén Weibull exponenciada, Gupta y Kundu (1999) para la thstion Pareto expo-
nenciada, Gupta y Kundu (2001) para la distrilbmoexponencial exponenciada y Nadarajah y Gupta
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(2007) para la distribubh gamma exponenciada.
Expandiendo los&rminos binomiales en (0.2) y (0.3), la fda y la fdp de la faarlw-G pueden
ser expresado como:

_ i 0 () et

=0

=07t Y Gy Ptk Zw G(x)* D g(a), (233)
k=0
dondew;, = (=1)*ab (*"), hages1)(2) Y Hyo(z) son las fdp y fda de la distribum Exp-Ga(k+1))
y Exp-G(ka), respectivamente. Por lo tanto las propiedades de la faK-G se pueden obtener de
la subfamilia Exp-G. Algunos ejemplos en la literatura samdiolkar et al. (1995), Gupta y Kundu
(2001), Nadarajah y Kotz (2006), entre otros.

2.5. Momentos

De ahora en adelante, vamos a esctbir- Kw-G(a, b). Cordeiro y de Castro (2011) derivaron
expresiones exjitas para los momentos decomo funciones lineales de momentos de probabilidad
ponderada (MPP) de la distribdci Exp-G. Una primera presentanipara elh-ésimo momento de
X se puede obtener a partir de (2.3) como:

1 . Wi
Z 7/ _|_

=0

dondeY; ~ Exp-Gla(i + 1)). Las expresiones para momentos de diversas distribudoqes esan
dadas en Nadarajah y Kotz (2006), las cuales pueden sersysa@gacalculaf’( X ™).
Para urb > 0 real no entero, se puede reescribir (0.3) como:

Z w; G(z)2 D=L g (). (2.4)

Si b es un fumero entero, eéndicei en la suma anterior para én- 1. Una segunda representaai
paraFE(X") se obtiene de (2.4) as

= Zwﬂ'(n, a(i+1)—1), (2.5)
i=0

donder(n,a) es una integral que puede expresarseceminos de la fun@n cuantil de referencia

Qc(z) = G~'(z) como:
T(n,a) = /_OO 2" G(x)* g(x)dx = /0 Qc(u)" udu. (2.6)

o0
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Los momentos ordinarios de varias distribuciones Kw-G pueskr determinados directamente de
(2.5) y (2.6). Por ejemplo, los momentos de las distribuesodwE (con paametros\ > 0) y Kw-
Pareto (KwPa), dond€(z) =1— (1 + )" y v > 0, estn dados por:

. . oo (_1)n+j(a(i+.1)*1) w;
B(X") =nlx" Y (J.H),fﬂ ,

1,j=0

o0

E(X") = Z(—l)"+j w; (?) Bla(i +1),1—jv),

i.j=0

respectivamente, dond#(-, -) es la funcbn beta. Para la distribuam Kw-logistica esaindar (KwLS),
dondeG(z) = (1 + e *)~!, parat < 1 se obtiene

E(X") = Zw <%) B(t+a(i+1),1—1t)

t=0

Los momentos centrales () y cumulantes,) de X pueden ser determinados como

p s—1
Hs = Z (Z) (_1)k :Ulls M;—kz y Ks = M; - Z (Z . 1) Kk :u;—lc?

k=0 k=1
respectivamente, donde = 1. ASl, ky = ph— P, k3 = py—3ubpy +213, Ky = ply—4ply ) — 3u +
12021, — 644, etc. La asimetay, = r3/k2/° y la curtosisy, = k4 /x2 pueden ser determinadas a
partir del tercer y cuarto cumulante estandarizado.

Ahora proporcionamos expresiones cerradas para los momdsetlos modelos Kw-normal y

Kw-gamma.

2.5.1. Momentos del modelo KwN

La funcion de densidad KwN (para € R) se obtiene de la ecud@ci (0.3) tomandd=(-) y g(+)
como fda y fdp de la distribuoh normal Ny, o). Obtenemos

f(x)—%bé(m;“) [cp(‘”;ﬂ)r_l {1_@(95;#)@]1)_17

donden € R es un paametro de localizadn, o > 0 es un paametro de scala; > 0, b > 0 son
parametros de forma, ¥(-) y ®(-) son la fdp y fda de la distribugh normal estndar, respectiva-
mente. La variable aleatoria con densi¢dd) es denotada pak ~ KwN(a, b, i, 0%). Paray = 0
y 0 = 1, obtenemos la distribuah KwN esandar. Aderas, la distribu@n KwN cona =2y b =1
coincide con la distribuéin skew-normal con pametro de forma igual a uno.

Podemos trabajar con la distribGoi Kw-normal esindar (KwNS) en forma general, ya que los
momentos d&X ~ KwN(a, b, 1, o) siguen de forma natural de los momentosZzde KwN (a, b, 0, 1)
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usando la expre8n E(X") = E[(u+02)"] = >, (") p" " 0" E(Z"). Lafdp de KWNS eg (z) =
abp(x) ®(z)*! [1 — ®(x)?)""". Los momentos de la distribim KwNS pueden ser obtenidos a
partir de (2.4) para real no entero si determinamos

paras y r enteros no-negativos. Usando la expandiinomial e intercambiandértminos, tenemos

1 "/ o 2 x \"!
— s —x2/2 f d
Ts,r — I e er —— X.
SO ; (l) /_oo (ﬁ)

Usando la expangh en serie de la funan errorerf(-)

m 2m+1

\/_Z 2m—|— m!’

erf(x

la Gltima integral se puede obtener a partir de ecuacionefl{9)de Nadarajah (2008) eartminos
de la funcon Lauricella de tipo A (Aarts, 2000) definida por

Flgn)(a.bl,.. bn;cl,...,cn;wl,...,xn)
m mnb bn mi . ,.mn
-3y M B B 27)
— (), (Cn) mq!---my!

donde(a); = a(a+1)--- (a+i—1) es el factorial ascendente (con la convéngiz), = 1). Podemos

escribir
= 2 /2g 1/ j: M gigp(str—t+!
Tsyr = 2 77 (l) 27 I < B

1=0(s+r—I1) incluso

_ +r—I0+11 13 3
2 G AR DR | 2.8
X A ( 2 727 7272a 727 ) I I ( )

donde la suma®o se toma cuande + r — [ es par. Los&rminos enr;, se desaparecen cuando
s+ rl esimpar. Por lo tanto, las ecuaciones (2.4) y (2.8) paeal no entero se puede aplicar para el
calculo de los momentos de la distrib@miKwN.

2.5.2. Momentos del modelo KwGa

Una variable aleatoria con distribucbn gamma con pametro de forma > 0 y pa@metro de
escalad > 0, G(«, ), tiene la fda dada por

Gos() = (F(f)“’), >0,

dondel’(-) es la funcbn gamma yy(«, z) = [ w* ' e ¥dw, a > 0 es la funobn gamma incomple-
ta.
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Una variable aleatori&” con distribucdn KwGda, b, «v, 5), tiene funcdon de densidad dada por

abperelePx
T ()

fz) = v, B)* " [D(a) = (e, Bx) ™", @ >0.

Podemos obtenet, ,. de la expangin en series de potencia de la funrtigamma incompleta

¢ (a+m)m!’

y entonces

— 575 * st+a—1 a = (_u>m '
Tor = o)+ /0 u exp(—u) [u Z—(a+m)m!] du.

m=0

La Gltima integral se puede obtener a partir de las ecuaci@4@y ((25) de Nadarajah (2008) como:

_ B a " T (s+a(r+1))

O FOls+a(r+ 1), . aca+1,..  a+1;—1,...,—1). (2.9)

7_8,7”

Por lo tanto, los momentos de la distribbiciKwGa se pueden escribir como una combioaci
lineal infinita de las funciones Lauricella de tipo A de lasi@dones (2.4) y (2.9) parareal no-
entero.

2.6. Funcbn generadora de momentos

Presentamos tres representaciones para ladfnrggneradora de momentos (fgm) dedonde
M(t) = E(e*®). Claramente, la primera proviene de:

M(t) = abb [exp(tX) G I(X) {1 - Ga(X)}b—l}
= ab kz:% (b; 1)(_1)kE’ {%} ’

dondeU es una variable aleatoria uniforme definida en el intervaitato. Sin embargo, note que
X y U no son independientes.
Una segunda representaciparal/ (¢) se obtiene a partir de (2.3)

M(t) =a™! ZO 6 Ti) Mi(t),

donde)/;(t) es la fgm dev; ~Exp-G(a(i + 1)); por lo tanto, para varias distribuciones Kw-G, la fgm
M (t) se puede determinar a partir de la fgm de la distritc.



La tercera represent@ci paral/ (t) se puede derivar a partir de (2.4) como:

=> wip(t,(i+1)a—1), (2.10)
=0

donde la fundn p(t, a) se puede expresar como:

p(t,oz):/OO eth(m)ag(m)dm:/O QW 2 du, (2.11)

Podemos obtener la fgm de varias distribuciones Kw-G arpdet(2.10) y (2.11). Por ejemplo,
la fgm de KwE (con pametro real\ > 0), la fgm de KwLS (para < 1) y la fgm de KwPa (con
palametror > 0) son obtenidas a partir de (2.10) como

Zwl ((i + 1)a — At),

Zwl (t+ (G +1)a,1—1),

_tsz z—i—lal—rz/ 1);,

i,r=0

respectivamente.

La funcion caractdstica (fc) tiene propiedaddgiles e importantes en la téarestagstica. Su
enfoque es particularmentdil en el ardlisis de las combinaciones lineales de variables al@atori
independientes. Las tres representaciones (Kwk, KwLS, &vwplara la (fc) deX se generan por
o(t) = M(it) dondeg(t) = E(e!*™X), coni = v/—1. Una representatn mas para la (fc) de&X es:

6(t) = /O " cos(tr) f(x)d + /0 " sin(tz) f(x)dr.

Con base en las expansiones del(tx) = Y72, Gor (te)?" y sin(te) = 3072, iy (o),
se obtiene

oo

Z

r=

t27“ 1 t2r+1
i, + 1 Z (Q)fl)' fy 1
2.7. Las desviaciones medias

SeaX ~ KwG(a,b). Las desviaciones medias alrededor de la medi&X() = E(|X — u}])) y
alrededor de la mediandy(X) = E(|X — M|)) pueden expresarse como:

01(X) = 2p1 F(ph) — 2ma(ph) Y 02(X) = py — 2ma (M), (2.12)
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respectivamente, dongé = F(X)y M denota la mediana d&X ), F'(1;) se obtiene (0.2) y,(z) =
ffoo z f(z)dx es el primer momento incompleto. La mediaviasigue de (2.2) como:

M = Qg { [1 _ 271/1)] 1/(1} '

Siendou = G(x) en (2.4) se obtiene:
mi(z) = Y wy Th(2), (2.13)
k=0
donde la integral’(z) se puede expresar rininos de) () por:

G(z) .
Ti(2) = /0 Qq(u) uFDa=1 gy, (2.14)

Las desviaciones medias de cualquier distribndw-G pueden ser determinados a partir de
las ecuaciones (2.12) y (2.14). Por ejemplo, las desviasionedias de KwE (con gametro)),
KwLS y KwPa (con paametror > 0) son calculads inmediatamente usando la exparnsinomial
generalizada de las funciones

(=1)’{1 — exp(=jA2)}
(a(k+1)+1—5)(G + 1)V

P(k) = j+1)
y > I (—1) (a(kjﬂ-l)) (])
_ J r 1—rv
Tk(’z)_zz (1—7’1/) z )
7=0 r=0
respectivamente.

Una representagn alternativa paran;(z) puede ser derivada a partir de (2.3) de la siguiente
forma

z B o Wi
ml(z):/_ooxf(x)da::a 1’;0%—1—1) Jie(2), (2.15)
donde
Ji(z) = /Z T ho(rs1) (2)d. (2.16)

La ecuaddn (2.16) es la base para calcular las desviaciones medias destribuciones Exp-G.
En consesuencias, las desviaciones medias de Kalgxlgpenden de las desviaciones medias de la
distribucbn Exp-G. Luego las representaciones alternativasi@éha) y J»(X ) son dadas por:

[e.9]

w
01(X) = 2p, F(py) — 207" :

Ji(1h)
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o

Tk (M),

9o(X) = pf — 271
2( ) :ul a k:0k+1k

Las desviaciones medias pueden ser utilizadas para teazeuvas de Lorenz y de Bonferroni en
campos como la econda) fiabilidad, la demogré, los seguros y la medicina. Para una determinada
probabilidadr, que se definen pok(r) = m4(q)/u} y B(w) = mq(q)/(7 1)), respectivamente,
dondey, = E(X) andq = F~'(1) = Qa{[1— (1 —m)"/*]'/*} pueden ser determinadas de la f@nci
cuantil de referencia. En econ@msir es la propor@n de unidades cuyos ingresos son inferiores
o0 iguales &, L(w) es la propor@n del volumen total de ingresos acumulados por el conjueto d
unidades con un ingreso menor o iguaj.d.a curva de Lorenz es creciente y convexa y, dado el
ingreso medio, la fundn de densidad d& se puede obtener de la curvaturalder). De forma
similar, la curva de Bonferrori3(7) es la rabn entre el ingreso medio de este grupo y la renta media
de la pobladn. En resumeni, () ofrece fracciones de los ingresos totales, mientras queloges
de B(r) se refiere a los niveles de ingresos relativos.

2.8. Entropias

2.8.1. Entropia de Shannon

La entropa de una variable aleatorig con funcbn de densidad(z) es una medida de la va-
riacion de la incertidumbre. La entrigpde Shannon se define pBK — log[f(X)]}. Suponga que
X ~ Kw-G(a, b). Entonces,

E{=loglf(X)]} = —log(ab) — E'llog g(X)] = (a = ) E[log G(X)] = (b= 1) E [log {1 — G*(X)}].
(2.17)
Ahora, se define a partir de la fuda de densidad cuantil G(Qs(u)), la cantidad Bsica

I = /_OO log{g(z)} g(x) G(kz+1)a—1($)dx = /0 10g{9(QG(U))}u(k“)a_ldu,

[e.e]
Las tres experanzas en (2.17) se pueden expresar como:

o0

E {loglg(X)]} = ab /

—0o0

log[g(x)] g(z) G*~H(x) {1 = G*()}" " do =) " wi I,

9 OB(a+1,b)
a Oa

_C+y0+1)

EA{log|G(X)]} = 2 /0 logu(1l — u)" 'du =

a=0 a

E [log {1 — G*(X)}] = b/o log(u) u*~du = 3
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dondeC es la constante de Euler. iAse desprende de (2.17) que

E{—log[f(X)]} = —log(ab) — Zwkfk+ 1){C:¢(b+1)}+b;1.

Podemos determind}, para algunas distribuciones Kw-G. Para la distribndwE con paame-
tro \, la funcibn de densidad cuantil @8Q(u)) = A(1 — u) y entonces
I A ' ] _ (k+1)a—1
k= RS / og(l —u)u du.
La Gltima integral puede ser calculada panaal no entero, cambiando la variable- 1 — u, usando
la expangdn binomial generalizada y observando (;{blléog(v) vidv = —(a + 1)72. Se tiene

+1F (a(k+1))
I'(a — )G+ 1)

Mg

I = +

Il
=)

J

o

+1)a—1.
1 — u), de una manera similar, se obtiene:

Sia es un rlimero entero, dhdice;j para en
Para la distribu@n KwLS, g(Q¢(u)) =

—~

—1
L= 57—+
T a2(k + 1)

(=1)*"'C(a(k + 1))
Pa(k+1) =)' +1)*

M#

I
o

J

Para la distribuéin KwPa con pa@metrov, se tieney(Qg(u)) = v(1 — u)'**~' donde:

I, =

los(v) 1y | fj 1) T(alk + 1))

a(k:+1) p Cla(k+1)—5)5'(7 +1)*

Una expredin alternativa para la primera esperanza en (2.17) se s&g(1b) como

o0

E {log[g( Z

k=

Yi)l}

dondeY, ~Exp-G(a(k + 1)). Asi, tamb&n se puede expresar (2.17) como
(a—1){C+¢(b+1)}

a

E{-log[f(X)]} = —log(ab)—a" Zk E {log[g(Ye)]} +

+b—l
b

La esperanza anterior se puede calcular para la ri@aglerlas distribuciones Exp-G.

2.8.2. Entropia de Renyi

Otra medida popular de entrfiapes la entrofa de Renyi dada por:

1 i Clog [/_Z fc(x)dx] ,c>0,c# 1. (2.18)

Jr(c) =
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La integral puede ser escrita como

/_OO fc(x)dx = (ab)c /_OO gC(I) G(“_l)c(x) {1 . Ga(:t)}(b_l)c dr

y entonces expandiendo la binomial y cambiando la variable
o > /(b—1)c , ,
s =@y (O ) v 219
oo e

Aqui K (c, j) denota laintegrak (c, j) = fol g HQ(u)) urt)=¢ du, que debe ser calculada para
cada modelo Kw. Para las distribuciones Kw-exponencial fmametro)\), Kw-logistica esandar y
Kw-Pareto (con paametrov), obtenemos

K(c,j) = X" 'Bla(c+j) —c,c— 1), K(c,j) = Blalc+j)—1,c—1),

e
K(c,j) =v'Bla(c+j) — ¢, (1 +v Y (c—1)),

respectivamente.

2.9. Fiabilidad

En este caso, presentamos la fiabilidad cdine Pr(X, < X;), cuandoX; ~ Kw-G(aq,b,) y
X, ~ Kw-G(as, by) son variables aleatorias independientes con soportavaodit fiabilidad tiene
muchas aplicaciones, especialmente en vareas de la ingenier. Seaf; la fdp deX; y F; la fda de
X;. Expandiendo los binomiales gy F, obtenemos

net-an 3 (") () po e (220

7=0 k=0

En el caso particulat; = a, = a, se puede reducir (2.20) a:

netn (R

Jj=0

Ademas sia; = ay Y by = by entoncesk = 1/2. Una expredin alternativa par& obtenida usando

(2.3)y (2.3), es
B —~ (b—1\ (b—1\ (=1)F"Ry
nei-a 3 (U0 (C) S

k,m=0

dondeRy ,, se convierte en
Rk,m = / ha(k-l—l) (I) Ham(x)dx
0
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Por consiguientd?;, ,,, denota la fund@n de fiabilidad de las variables aleatorias independientes
con el apoyo positivo de las distribuciones ExponenciabGgaémetroa(k + 1) y a m. Por lo tanto,
la fiabilidad de la Kw-Gay, b,) y Kw-G(as, by) variables aleatorias independientes se reduce a una
combinacdn lineal de las funciones de fiabilidat}. ,,,.

ClaramenteR;. ,, denota la fundn de fiabilidad de variables aleatorias independientas 0o
porte positivo) siguiendo las distribuciones G-exponaeas con pametrosu(k + 1) y am. Por lo
tanto, la fiabilidad de la variables aleatorias indeperdeKw-Ga;, by) y Kw-G(az, b2) se reducen
a una combinadin lineal de las funciones de confiabilid&d ,,,.

2.10. Estadsticos de Orden

Los estatkticos de orden e@h presentes en muchaseas de estéstica térica y pactica. La
densidadf;.,(z) del i-ésimo estadtico de orden, para = 1,...,n, a partir variables aleatorias
independientes e @hticamente distribuidaX’, ..., X,, siguiendo cualquier distribumn Kw-G, es
dada por

ab

finl) = g —yd@) G@) ™ 1 = {1 = Gla) YL = Gy

y entonces

f(z) — [ — itj—1
fin(w) = Bli,n—i+1) jo(_ly ( j ) Py @21)
dondeB(.,.) denota la fundn beta.

Presentamos ahora una expbespara la densidad de las essitas de orden Kw-G, como una
funcion de la densidad de referencia multiplicada por infinitanagiponderadas de potencias de
G(z). Este resultado nos permite derivar los momentos ordisaiédos estéddticos de orden de la
distribucbn Kw-G como infinitas sumas ponderadas de MPP de la distabug.

En primer lugar, se calcula una expamrsen series de potencias@ér)? que vale para cualquier
g > 0 real no entero. Se tiene:

cp=i- 1 -6wH =3 (1) - ey

7=0

y entonces

co J .

— D)7 (D) (1) Gy

=8 () (e

Remplazand® "> >~/ por} 2, 3% , obtenemos
=) " s:(q) Gla), (2.22)
r=0
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donde los coeficientes son
s-(q) = E —1)+ (q) (‘7)7 2.23
(9) : T( ) il \r ( )

parar =0,1,...
De la ecuadn (0.2) la siguiente exparsi paralF'(z)"*/~! vale

itj—1 i4i—1

o= 3 (T - s
k=0

Usando la expangn en series parfl — G(z)2}*?

(-6 = >0 () a

m=0

y entonces de (2.22), se puede escribir

i+j—1 . . o0
Flz)t = 3 (~1)f (”‘2_ 1) 3 o(a,b,k) Gla), (2.24)
k=0 r=0

donde los coeficientes (a, b, k) son definidos pov,(a,b, k) = >~ _,(—1)™ (’:rf) s,(ma) y las can-
tidadess, (ma) se dan antes para= 0,1, .. ..
Intercambiando las sumas en tarhula (2.24) se tiene:

F(x)™ ™ = " privja(a,b) Gz),
r=0

donde los coeficientes. ,(a, b) pueden determinarse como:

ponlab) = 3 (-1 (Z) SO (1 <’:§) (”;a) (i) (2.25)

k=0 m=0 [=r
parar,u =0,1,...
Entonces, se puede escribir

fin(x) = ) @i G(a)* ™7 g(2), (2.26)

r,k=0

donde , )
o (=1)7("}") wk Privj
=D =it

J=0

y las cantidades, ,(a, b) parar,u = 0,1,... son dados por (2.25).
De la definicon der(n,a) dada en (2.6), et-esimo momento del estestico de ordenX;., se
puede representar como

E(X;,) = i GreT(s,a(k+1)+r—1). (2.27)

r,k=0
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La fgm de.X;., se puede obtener a partir de (2.11) y (2.26) como

Min(t) = > qrapt,alk+1) + 71 —1). (2.28)
r,k=0
A continuacon se muestra una sencilla aplidati Las expresione8 (X )y M,.,(t) para la
distribucbn KwE con paametro)\ > 0 se deducen de (2.27) y (2.28), respectlvamente como

- . 1)5—1—3( (k:-i-l)-i—r—l)
_8')\ Z qrk ]_’_1)5-51

r,k,j=0

t) = f: ¢Gx Bla(k+1)+7r,1—\t).

r,k=0
Estas expresiones sascilmente derivadas para las distribuciones Kw-G citadéer@rmente.
Alternativamente, podemos expregay; () como una combinaon lineal de funciones de densi-
dad G-Exponenciadas. La ecuati(2.26) se reescribe como:

fzn Z qu a(k+1)+ (229)
r,k=0
donde
*x QT,k
@k alk+1)+7r

CIaramente,ijf’k,:0 qr, = 1. Algunas propiedades matéticas de los estésticos de orden Kw-
G se pueden obtener inmediatamente conociendo los de filaigin G-exponenciada incluyendo
momentos, momentos factoriales e inversos, fgm, desviasimedias y las curvas de Bonferroni y
Lorenz. Las ecuaciones (2.26)-(2.29) son los principassltados de esta seguoi

2.11. Momentos de probabilidad ponderada

Una teofa general de los momentos de probabilidad ponderada (M3 el resumeny la des-
cripcion de las distribuciones de probabilidadrieas, el resumen y la descripoi de muestras de
datos observados, la estim@acino pararétrica de la distribuén subyacente de una muestra obser-
vada, estimaéin de paametros y cuantiles de distribuciones de probabilidad glpeide hiptesis
para las distribuciones de probabilidad. Etodo de los MPP se puede utilizar para la estioradie
pa@ametros de una distribua cuya forma inversa no puede ser expresado de formeeapl

La (s, r)-eésimo MPP deX siguiendo la distribuéin Kw-G, se dicer/:" es formalmente definido
por

R — PIX*F(X)"} = /00 ' F(z)" f(x)dz.
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De las ecuaciones (2.3) y (2.24) se puede escribir

TEU =0 e par(@,b) Tea(ken s, (2.30)
k,s=0 1=0
donder, o(kt1y+s—1 = [ oo x* G(z)* D+~ g(z)dx es la(s,a(k + 1) + s — 1)-&simo MPP de la
distribucbn G y de coeficientes,, y ps . (a, b) son definidos como antes.

La ecuaaddn (2.30) revela que cualquier MPP de la distrilmcKw-G puede calcularse a partir
de una combinabn lineal ponderada infinita de MPPs de la distribucG. Claramente, los mo-
mentos generalizadog'” pueden ser obtenidos nénicamente con el software existente, mediante
la adopcdn de un gran iimero de sustituciones del infinito en la ecéac{2.30). Los MPPs de la
distribucbn de referencia puede ser evaluada por integraciinerica.

En problemas de estima@ci se usan frecuentemente los momentos de drdemn. Por ejemplo,
para las distribuciones Gumbel y Weibull Greenwood et &79), tenemos:

~ p+o{log(l+7r)+e} BN (T T(1+1/c)
- v ne= 200 () e

T1,r

k=0

respectivamente. Por lo tanto, las cantidadfé;'s para las distribuciones KwGu y KwW se calculan
facilmente a partir de (2.30).

Ahora se presenta unarfula alternativa para los momentos de los éstas de orden de las
distribucbn Kw-G basados en MPP de la distribbiciG. Seltiliza la formula para el momenteési-
mo dada por Barakat y Abdelkader (2004) aplicado al caso ent#ipnte e idnticamente distribuido,
sujeto a la existencia,

B(X,)—s Y (-1 (22 () ne (2.31)

n-—1
j=n—it1 J

donde’;(s) denota la integral;(s) = [*° 2" '{1 — F(z)}/dz. Usando de la expartsi binomial e

intercambiando&rminos, lalltima integral se convierte en:

Ii(s) = mi(—nm (7).

0

dondery == [* z"'F(x)™dx.

s—1m

Insertando la expresi /;(s) en la formula (2.31) se tiene:

Bz = S Sy (TN () (D @

j=n—i+1m=0
donde los MPP-Y  de la distribudbn Kw-G se obtienen inmediatamente de la eda¢R.30)
como funciones lineales de los MPP de la distribuds. Por lo tanto, se demuestra que los momen-

tos de los estasdticos de orden Kw-G se pueden expresar de manerécga@n €rminos de una
combinacdn lineal infinita ponderada de los MPP de la distrilbncs.
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Los L-momentos son @ogos a los momentos ordinarios, pero se pueden estimaamedom-
binaciones lineales de estaticas de orden. Los L-momentos tienen varias ventagaees sobre
los momentos ordinarios. Se tienen cada vez que existe lardeda distribudn, a pesar de que
no pueden existir algunos momentos de orden superior. Egtosapaces de caracterizar una amplia
gama de distribuciones y cuando es estimada a partir de uestrauson ras robustas a los efectos
de los valores @picos en los datos. A diferencia de las estimadores de moséabituales, las es-
timaciones de los pametros obtenidos a partir de los L-momentos son algunas \res precisas
en pequias muestras, incluso en las estimaciones admma verosimilitud (EMV). Estos momentos
son funciones lineales de los edttitos de orden esperado definidos como

Arpr = (1 + 1>_1 %(‘Uk (;) E(Xip1-kri1), 7=0,1,...,
Los primeros cuatrd-momentos Son; = E(X1.1), Ay = $ E(Xp— X12), A3 = $B(X35—2Xo5+
Xi13) Y M = 1B (X4 — 3X3.4 + 3X2.4 — X1.4). Ver Hosking (1990) Hosking (1990).

De la ecuad@n (2.32) aplicada a los medios<£ 1) de los estaidticos de orden, podemos obtener
facilmente las expansiones de los L-momentos de la distébww-G. Los L-momentos taméh se
pueden calcular eretminos del MPP dadas en (2.30) como

- k(T (T +E w
ATH:Z(_U k(k>( . )T{fk, r=0,1,...
k=0

En particular)\; = 7'1K70w, Ay = 271[(71“’ — 7'1{(01”, A3 = 67{2” — 671K71“’ + 7'1K70w YA\ = 2071{(3“’ — 3OT1K,2“’

Kw Kw
127'171 —Tig -

2.12. Valores extremos

Algunas veces se pddrestar interesado en el comportamiento asica de los valores extremos
M, = méx(Xy,..., X,) ym, = min(Xy,..., X,).

En primer lugar, supongamos gaepertenece al dominio de la distribai de valores extremos
de Gumbel. Entonces por Leadbetter et al. (1987) deberaxigtifuncon estrictamente positivat),
de tal forma que:

m 1 —G(t+ zh(t))

m——cn - exp(—x)

para cada € (—oo, 00). Pero

L= F(t+ah(t) lim{l—G“(Hxh(t))}b

e 1 F(t) == 1 — Ga(t)
L (1=Gt+zh®)N"
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para cadar € (—oo,00). Asi, se sigue por Leadbetter et al. (1987) gudambén pertenece al
dominio maximo de atracéin de la distribu@n de valores extremos de Gumbel con

lim Pr{a, (M, —b,) <z} = exp {—exp(—bz)}

n—o0

para algunas sutiles constantes de normaliwecj > 0y b,.
Segundo, suingase que G pertenece al dominiaximo de atracéin de la distribu@n de valor
extremo Fechet. Entonces por Leadbetter et al. (1987), debe existiru 0, tal que:

T

para cada > 0. Pero
1 — F(tx) 1—Gatz))® 1—G(tz)"
lim —————= =i ———= 5 =1 — L =P
it 1 - F(1) tf?o{ 1— Ga(t) it | 1— G(b) g
para cadar > 0. Asl, se tiene por Leadbetter et al. (1987) giildambén pertenece al dominio

maximo de atracéin de la distribud@n de valor extremo de Echet como

lim Pr{a, (M, —b,) < 2} = exp(—2")

n—oo

para algunas sutiles constantes de normalregj > 0y b,,.
Tercero, supngase que G pertenece al dominiaximo de atracéin de la distribu@n de valor
extremo de Weibull. Entonces por Leadbetter et al. (198#)edxistir > 0, de tal forma que:

a

G(tr)
50 G(t) N

para cada < 0. Pero

lim

i o)t { T e

G(t)
para cadar < 0. Asi, por Leadbetter et al. (1987) se sigue taembguel’ pertenece al @ximo
dominio de atracéin de la distribu@n de valor Weibull con

lim Pr{a, (M, —b,) <z} = exp {—(—z)*}

n—o0

para algunas sutiles constantes de normaliweacj > 0y b,,.
El mismo argumento se aplica aimmo dominio de atracon. Es decirF' pertenece al mismo
dominio ninimo de atracén que el de&-.
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2.13. Estimacon

Aqui, se considera la estimaci por el nétodo de raxima verosimilitud (EMV) y se proporcionan
expresiones para la matriz asociada de infororade Fisher. TambBn se consideran cuestiones de
estimacbn para datos censurados.

Suponga que, ..., x, €s una muestra aleatoria de la distriliuckw-G (0.3). Suponga tamém
que g est parametrizada por un vect@rde longitudp. La funcion log-verosimilitud (LL) de los
parametros{a, b, ), es

log L(a,b,0) = nloga%—nlogb—i—Zlogg(@;O) + (a — 1)ZlogG($j;0)

j=1 Jj=1
+ (b—l)ilog{l—G“ (z;;0)}. (2.33)

Los estimadores de amima verosimilitud (EMV) son las soluciones de las ecuaesosimulaneas
de:

N e _ ~ G*(zj;0)log G (z;;0)
a+;1ogc;(xj,0) b-1)>" I G (2 0) =0,

J=1

n - a
E+;1og{1—a (z;;0)} =0

1 9g(x;;0) ~ 1 9G(x;;6)
7(2,;,0) 09, tla—1), G(2,:0) 00,

Jj=1

J=1

~ G (2;;0) 0G (x;0)
_a(b—1)21_Ga(xj;0) ey = 0.

j=1

Para la estimadn de intervalos para los ganetrosa, b, 8) y prueba de hiptesis se requiere la
matriz de informadn de Fisher. La estimam de los intervalos de los fanetros del modelo pueden
ser obtenidos con telar de verosimilitud esindar. Los elementos de esta matriz de (2.33) se pueden
resolver como:

a2

() o)

9%log L\ log G(X;0)G*(X;0)
E<_ Dadh )‘”E[ 1—G(X;0) }
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9*log L\ 1 0G(X;0)
o(n ) = 7 lavea w, |

G 1(X;0){alogG(X;0)+ 1} 0G(X; 6)
b -1DE { 1-G(X;0) 00, }
. {GQ‘“(X; 0)log G(X; 0) IG(X; 0)}
T e ey 06 |

0?log L n
E(_ ob? >_b_2’

d9?log L G 1(X;0) 0G(X;0)
b <_ b0 > = nak L—G“(X;G) 00, }

I _8210gL I 1 09(X;60)09(X;0)

1 0G(X;0)0G(X;0) 1 0%9(X;0)

tnla—1)E {GQ(X;O) 99, 0, ]_”E L(X;e) 99,0, }
1 8*CG(X;0)
—nk [G(X;O) 90,00, }

+na(a—1)(b—1)FE [ GG—Q(X;G) 0G(X;0)0G(X; 9)}

1-G*X;0) 00, 90y,
G*=(X;0) 0G(X;0)9G(X;0)
{1-G*X;0)}* 09, 90y, ]
G YX;0) azG(X;O)]
1-G(X;0) 00,00, |

+na*(b—1)E

+na(b—1)E {

Las esperanzas de los dos primeros elementos se pueddarcadtuo

. [(log G(X;0))2G(X; a)] bB(2,b — 2)

5 = x N
{1-G(X;0)} Ga?
dondeN = {7? — 6 (b) — 12C — 12¢(b) + 6C? 4 12C(b) + 61%(b)} y

(1-C—pb+1)}.

FogG(X;O)G“(X;H)] _ bB(2,b—1)

1- G°(X;0) a

Las esperanzas restantes se pueden calculagnuamente.

A menudo, con los datos de supervivencia, se encuentras datsurados. Existen diferentes
formas de censura: censura tipo |, censura tipo Il, etc. 8sideraa el caso general de los datos
multicensurados. Seansujetos de los cuales

= 1 Se sabe que han fallado en los momentos. . , z,,.
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= n; Se sabe que han fracasado en el interigla, s;], j = 1,...,n;.
= ny Sobrevivieron a un tiempo;, j = 1,. .., ny pero no se observaron po@sitiempo.

Note quen = ny + n; + no. NOtese tamt@n que la censura tipo |y tipo Il figuran como casos
particulares de datos multicensurados. La fandiLL) de los paametros(a, b, 8) para estos datos
multicensurados es

log L(a,b,0) = nologa+nologb+Zlogg(xj;e)—|—(a—1)ZlogG(a:j;0)

J=1 Jj=1

+b—1)Y log{l—G*(2;;0)}

J=1

+Zlog{ 1-G Sj 1,9)]b—[1—Ga(3j30)]b}

+bZlog{1 — G (r;;0)}. (2.34)

=1

De aqu se desprende que los EMV son las soluciones sanalis de las ecuaciones

no —~ G (2;0)1log G (7;;0)
— 1 50)—(b—1
a +Z OgG(xJ7 ) ( )]Zl 1_Ga(mj’0)

(s;;0) — U (sj-1; G (r;;0)log G (r;;0)
—|—b 2 J— _b 2 7 :0’
Z —G(s;_1;0))" —[1 - G° (3], Z 1—G(r;; 0)

n oo {1 G (@)} S V(s;:6) =V (s;-1;6)
p ol =GO = ) e T - e

+> log{1—G"(r;;0)} =0
j=1

y
= g(z;;0) 89k G x],H 00,
N G (x4 0) 8G (x; (s4;0) —W (sj-1;0)
—a(b—1 2! ;i 0 ab A Ul
( )jzll—G“ (z;;0) 00y Z [1—G(s;-1;0)" = [1 — G (s;;0)]
Gt (1;0) 0G (r4;6) /00,
—abz 1= (Tj; 0) =0,

dondeU(s) = {1 — G%(s)}*"1G%(s)log G(s), V(s) = {1 — G%(s)}*log{l — G%(s)} y W(s) =
{1 —Gs)}P71G 1 (s)0G(5) /0.
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Capitulo 3

Relacion de la distribucion Kw con la
distribuci 6n Beta

Considere partir de la funmn de densidad acumulada de refereriéfa) y funcion de densidad
de probabilidad de referencidz), Eugene et al. (2002) definieron la distribbreibeta-Ga, b) y su
funcion de densidad por

@) = Gy G 1= G ato) (3.)
dondea > 0y b > 0 son dos paxmetros adicionales a los panetros de&~. Eugene et al. (2002),
Nadarajah y Kotz (2004, 2006) definen las distribucionea hetmal, beta Gumbel y beta exponen-
cial tomando & (x) como la fda de la distribuoh normal, Gumbel y exponencial, repectivamente.
Se puede veracilmente que s¥ ~ Exp-Gla) con fdaH,(z) = G(x)%, entonces la distribugn
beta-H,(1,b) es icentica a la distribuén Kw-G(a, b). Asi, la distribucbn beta-G1,b) aplicada a la
exp-Ga) produce la distribuéin Kw-G(a, b). Algunas propiedades de los modelos Kw-G se pueden
derivar de esta manera. Sitiene la distribudn beta-G1, b) entonces¥ = G~'(Z'/*) las distribu-
cion tenda Kw-G(a, b).

Ahora, se obtienen algunas propiedades de la Kw-Expor€acia utilizando los resultados de
Barreto-Souza et al. (2010) quienes investigaron la digti@im exponencial beta exponenciada. Con-
sidere la distribu@n exponencial con pametro)\. Las propiedades de la Kw-exponengiab, \) se
pueden obtener inmediatamente de la distrilmicie cuatro p@ametros de la la distribuin exponen-
cial beta exponenciada, definida agomo un modelo tri-paraétrico BEE1, b, \, a) ver Barreto-
Souza et al. (2010).

La funcion de densidad KwE de gametros:, by A est dada por

fx)=abre (1 —e ™) Hl — (1 —e )1 2 >0, (3.2)
Parab > 0 real no entero, los momentos &eson:
F'(b+1) « L (b—1\d"B(p,a(j +1))
= B(XT) = SN (it :
i = B0 = LS ) (")
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Sib > 0 es un limero entero, la sumatoria se paraenl.
Cuandad < ), la fgm se obtiene de Barreto-Souza et al. (2010) pard) real, no entero como

_ i v (P Ba- G+ va)

Sib > 0 es un fumero entero, suponiendc< \, la suma anterior s&€tmina erb — 1
El ~-esimo momento d€;.,,, parab > 0 real no entero, se convierte en

Sy Zi%

k=0 m1=0 Mpfi—

donde . ' ( )
(SRS () Blafa(i + 1) + Y b o) M ()
O = B(a,b)*i B(i,n —i + 1) ]1:[1 (a+m;)

y X ~BGE(a{(i + 1) + Z’“*’ "m;},b,\,a). Parab > 0 entero, losindices de las cantidades
anterioresérmina erb — 1.
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Capitulo 4

Aplicaciones

A continuacon se presentan algunos ejemplos que ilustran algunagaa las distribucio-
nes Kw-G en comparaan con algunos modelos existentes. Damos dos tipos aglicesidatos no
censurados y censurados) se toman bases de datos conariaatemostrar la aplicabilidad de la
distribucibn kwG.

4.1. Crecimiento de la pobladdn del gorgojoTribolium confusum
(datos sin censura)

Se presenta un ejemplo con los datos de crecimiento de lagimldel gorgojo de la harina
Tribolium confusuntultivados a 29C presentado en Eugene et al. (2002).

La Tabla (4.1) contiene los valores d&élI'C' en forma creciente para las distribuciones ajustadas
y los EMV de los paametros. Sdgn el AIC, las distribuciones Beta-normal y Kw-normal producen
esencialmente el mismo ajuste, superando a las restasteBudiiones ajustadas.

Basados en los valores de la e&tida L R (es una prueba estistica utilizada para comparar el
ajuste de dos modelos), las distribuciodés-gamma yK w-exponencial no son significativamente
diferentes, dado qué R = 1,542 (dando unp-valor=0.214, con 1 grado de libertad). Comparan-

Tabla 4.1: EMV de los modelos ajustados con AIC (orden creeje
Estimacon de paametros

Distribuciones AIC a b

Beta normal 7177.1 16.22 0.260 = 15,31 o2 = 43,04
Kw-normal 7177.2 16.67 0.26p = 22,52 o2 = 42,28
Kw-exponencial 7180.8 17.24 1.205 = 43,18

Kw-gamma 7181.2 185 067a=737 p[f=14,21
Gamma 7183.9 — — a=2899 [ =15,56
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Tabla 4.2: Frecuencias observadas y esperadasidedno de gorgojo$ribolium confusum

NUmero Esperado

Adultos Observado GammaK w-exponencial Kw-normal beta normal
30 1 0.75 0.14 0.18 0.26
50 1 9.85 5.80 5.58 5.94
70 40 39.72 37.72 37.85 37.08
90 96 83.59 92.40 93.11 92.34
110 122 117.15 128.73 126.03 126.97
130 140 124.56 127.78 123.39 124.34
150 92 108.51 103.08 101.54 101.66
170 70 81.35 73.14 75.29 74.94
190 44 54.24 47.90 51.67 51.26
210 38 32.93 29.84 33.11 32.85
230 25 18.51 18.02 19.87 19.77
250 13 9.76 10.67 11.18 11.19
270 4 4.87 6.24 5.91 5.96
290 1 2.32 3.62 2.93 2.99
310 1 1.06 2.09 1.37 1.41
330 2 0.47 1.20 0.60 0.63
Total 690 690 688 690 690

do la distribucbn Kw-gamma con la distribubh Gamma, encontramos que existe una diferencia
significativa, dado qué R = 6,681 (p-valor=0.035, con 2 grados de libertad).

Las distribuciones ajustadas superpuestas al histogrars dlatos en la Figura 4.1 refuerza el
resultado presentado en la Tabla 4.1 para la dist@iougamma. Las distribuciones beta normal y la
Kw-normal son casi indistinguibles. Esta afirnm@aces reforzadala mas por la comparagn entre
las frecuencias observadas y esperadas presentadas éfald.Pa

4.2. \oltaje (datos sin censura)

En este ejemplo, se comparan los resultados de los ajusdgpuias distribuciones de un conjun-
to de datos presentados por Meeker y Escobar (1998), quemeis tiempos de fallas y tiempos de
funcionamiento para una muestra de dispositivos de umsastEn un cierto punto en el tiempo, 30
unidades fueron instaladas en condiciones normales deiseiSe observaron dos causas de fallas
para cada unidad que fallla falla causada por una acumuftatide d@éos debido a los picos de vol-
taje de lainea ekctrica durante las tormentagefricas y fallas provocadas por el desgaste normal
del producto. Las evaluaciones néritas requeridas se implementaron utilizando el procedio
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Figura 4.1: Histograma del crecimiento déimero de adultos y densidad de probabilidad ajustada.

NLMIXED de SAS. La Tabla 4.3 presenta los EMV de losgraetros (y los correspondientes errores
esfindar en pantesis) y los valores de las siguientes dstadhs para los modelos ajustados: AIC
(Criterio de Informadin de Akaike ), BIC (Criterio de Informa@n Bayesiano) y CAIC (Criterio
Consistente de Informamn de Akaike). Estos resultados indican que el modelo de kaibMi tiene
los valores ras bajos de AIC, CAIC y BIC entre todos los modelos ajustadosiopgquie podra ser
elegido como el mejor modelo.

La densidad Beta Weibull éstlada por:

CA¢

f(z) = Bal) 2 exp{—b(Az)°}1 — exp{—(\z)°}*"', x,a,b,¢c,\ > 0.

Con el fin de evaluar si el modelo es apropiado, se presentaféguea (4.2) el histograma de
los datos y las funciones de densidad ajustadas a los dapesifieamente se ajustaron las distribu-
ciones Kw-XGT, XGT, Kw-FW, FW, Kw-Chen, Chen, Kw-Weibull y lzeWeibull. La Figura (4.3)
proporciona la funén de supervivencia erimica y estimada de estas distribuciones. Se concluye que
la distribucbn Kw-XGT es la que mejor se ajusta estos datos.

4.3. Radioterapia (datos censurados)

El conjunto de datos se refiere al tiempo de superviveniés)ghara pacientes coarcer(n =
51) que van a someterse a radioterapia (Louzada-Neto , 200pprE#ntaje de observaciones cen-
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Tabla 4.3: EMV de los pametros para algunos modelos ajustados a los datos deewolts valores
de las estadticas AIC, CAIC BIC.

Modelo | @ b Ao o B, | AIC_ CAIC BIC

Kw-XTG 0.0725 0.6298 1.01e-6 209.43 6.0854837.8 340.3 344.8
(0.0169) (0.0125) (0.0000) (0.0027) (0.170Q7)
XTG 1 1 0.0016  85.4922 0.8020364.4 365.3 368.6
- - (0.0007) (9.8953) (0.2543)
a b as B3
Kw-FW 0.0603 0.0738 0.0115 69.0275 356.4 358.0 362.0
(0.0004) (0.0134) (0.00003) (2.0281)
FW 1 1 0.0033 15.8889 387.6 388.1 390.4
- - (0.0005) (5.2693)
a b A b1
Kw-Chen 0.1051  0.3855 le-8 0.5165 3575 359.1 363.1
(0.0437) (0.1762) (1e-10) (0.0059)
Chen 1 1 0.0051 0.3125 366.0 366.5 368.8
- - (0.0034) (0.0205)
a b c 15}
Kw-Weibull | 0.0516  0.2288 7.7026 0.0043 352.3 3539 357.9
(0.0241) (0.0905) (0.2191) (0.0003)
a b c A
Beta Weibull| 0.1467 30.0404  6.3920 0.0017 362.6 364.2 368.2
(0.0280) (2.3411) (0.1765) (0.0002)

suradas es$7, 65 %. Por lo tanto, la familia Kw-G parece ser un modelo adecuada pl ajuste y
aralisis de dichos datos. En la Tabla (4.4) se muestran los EMWsl paametros del modelo. Los
valores de los tres esfiasticos AIC, BIC y CAIC son menores para las distribuciones Ke#l,
Kw-Chen y Kw-XGT comparados con los valores de las otrasidigtiones. Segn esto, las tres
distribuciones son modelos adecuados para &lisie de datos de tiempo de supervivencia. En la
Figura (4.4), se dfica la funcbn de supervivencia erimica y la funcbn de supervivencia estimada
para las distribuciones Kw-XGT, Kw-Chen y Kw-Weibull, lasates se ajustan de forma adecuada.
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Figura 4.2: Densidades estimadas para algunos modeldadgss los datos de voltaje.
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Figura 4.3: Funciones de supervivencia estimadas para@guodelos y la fundn de supervivencia
emgrica de los datos de voltaje.
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Tabla 4.4: EMV de los pametros para la familia Kw-G ajustados a los datos de radioie y el
valor de los estadticos AIC, CAIC y BIC.

Modelo a b A2 Qg Ba AIC CAIC BIC
Kw-XTG 89.0008 1.3733  3.1464 0.3046 0.083596.2 597.5 605.9
(7.3293) (0.1554) (1.4881) (0.1397) (0.0102)
XTG 1 1 20.8961 0.00002 0.1212605.5 606.0 611.3
- - (2.0322) (18e-6) (0.0011)
a b a3 B3
Kw-FW 0.3069 0.5716  0.0009 254.76 606.9 607.8 614.6
(0.0841) (0.1646) (0.0003) (7.0300)
FW 1 1 0.0007 109.43 609.7 610.0 613.6
- - (0.0002) (18.1249)
a b A1 b
Kw-Chen 105.43 1.4934  1.2080 0.0833 594.2 595.1 601.9
(47.67) (0.8845) (0.5839) (0.0013)
Chen 1 1 0.0185 0.2260 608.0 608.3 611.9
- - (0.0067) (0.0119)
a b c I6]
Kw-Weibull | 21.5936 1.1589 0.2668 0.3617 594.1 595.0 601.8
(4.7489) (0.6803) (0.0447) (0.1307)
a b c A
Beta Weibull| 0.00004 0.7021 1.7670 34.7002 599.2 600.0 606.9
(0.000012) (0.3196) (0.4176) (4.84070)
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Figura 4.4: Funciones de supervivencia estimadas para@gmodelos ajustados y la fubni de
supervivencia enipca de los datos de radioterapia.
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Conclusiones

La familia de distribuciones Kumaraswamy-G (Kw-G) propagsr Cordeiro y de Castro (2011),

se puede extender a varias distribuciones conocidas comortaal, Weibull, gamma y Gumbel.

Es importante resaltar que la fubni de densidad de probabilidad de cualquier distritnud{w-

G se puede expresar como una combimadineal de funciones de densidad de G-exponenciadas.
Este resultado permite derivar expresiones explicitagmgdes para las diferentes medidas de las
distribuciones Kw-G como momentos, fuanigeneradora de momentos, desviaciones medias, curvas
de Bonferroni y Lorenz, entrég de Shannon, entrapde Renyi y de fiabilidad.

Las formulas relacionadas con el modelo de Kw-G permiten ser jadae adecuadamente; ade-
mas, con el uso de los recursos computacionales modernogda bapacidad ariita y nunerica,
se pueden convertir en un instrumento ntiyy adecuado para el atisis de aplicaciones esfaticas
en diversos campos.

Como se pudo observar la estim@tide los paametros es abordada por eétodo de raxima
verosimilitud. La utilidad de los modelos de Kw-G se ilustralos adlisis de datos reales utilizando
varios criterios: AIC, BIC y CAIC. Durante el desarrollo de estdajo se mostraron algunas aplica-
ciones de las distribuciones Kw-G a conjuntos de datossgale mostrar su utilidad y ventajas con
relacbn a otros modelos existentes. En con@usla familia de distribuciones Kw-G proporciona un
mecanismo bastante flexible para el ajuste de un amplio tesjkcdatos positivos del mundo real.
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Apéendice

Los elementos que ést incluidos en este aépdice corresponden a definiciones y propiedades
basicas y fueron recopiladas y adaptadas del libro kEstted Matenatica con aplicaciones (William
Mendenhall, Richard L. Scheaffer, Dennis D Wackerly) pata &abajo.

Variables aleatorias discretas Se dice que una variable aleatoriaesdiscretasi puede tomar
sblo un rimero finito o contablemente infinitde valores distintos.

Para cualquier distribugn de probabilidad discreta, se debe cumplir:

1. 0 < p(y) <1 paratoday.

2. >, ply) = 1, donde la sumatoria es para todos los valoreg den probabilidad diferente de
cero.

El valor esperado de una variable aleatoriaSeaY” una variable aleatoria discreta con la fuorci
de probabilidagh(y). Entonces eValor esperadaleY, E(Y'), se define conto

E(Y)=> yp(y).

SiY es una variable aleatoria con medigY') = p, la varianza de una variable aleato¥iase
define como el valor esperado (€ — 1:)%. Esto es,

V(Y) = E[(Y — ).

La desviacbn eséndardeY es la réz cuadrada positiva dé(Y").
Momentos y funciones generadoras de momentoEl k-€simo momento de una variable alea-
toriaY alrededor del origen se define cori¢Y *) y se denota cop/,.

1Un conjunto de elementos es contable infinito si los elensedéd conjunto se pueden poner en correspondencia
biunivoca con los enteros positivos.
2El valor esperado de una variable aleatoria discreta esiisgesuma, es absolutamente convergente, es decir si,

> 1yl ply) < oo.
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La funcion generadora de momentast) para una variable aleatoriase define como
m(t) = E(e™).

Una funcbn generadora de momentos paraxiste si existe una constante positiMal quem(t) es
finita paralt| < b.
Sim(t) existe, entonces para cualquier entero posttivo

d*m(t)
dtk =0 m(0) = ph
Si se encuentra l&-ésima derivada de:(t) con respecto &y luego se hace = 0, el resultado

se@l pu/y.

Variables aleatorias continuas Se dice que una variable aleatorisescontinuasi su recorrido
no es un conjunto numerable. Denote dowualquier variable aleatoria. Lfancion de distribuadn
deY’, denotada pof'(Y'), es tal que

F(y) = P(Y <y), —00 <y < 0.

Propiedades de una fundn de distribucion
Si F'(y) es una fundn de distribudn entonces:

1. F(—o0) =limy, o F(y) =0
2. F(o0) =limy oo F(y) =1

3. F(y) es una fund@n no decreciente de [Si y; Y y» soncualesquieravalores de manera que
y1 < yo, entonces (y1) < F(y2).]

SeaF'(Y) la funcibn de distribudn para una variable aleatoria continba Entoncesf(y),

esht dada por
fly) = %;y) = I'(y)
siempre que exista la derivada, se denonfimecion de densidad de probabilidgohra la variable
aleatoriaY’.
Propiedades de una fundn de densidad
Si f(y) es una fundn de densidad para una variable aleatoria continua, ezgonc

1. f(y) > 0 paratoday, —co < y < oc.

2. [% fly)dy = 1.

Valores esperados para una variable aleatoria continuakl valor esperado de una variable
aleatoria continud” es

E(Y) = /Oo yf(y)dy,
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siempre que exista la integraY la varianza es:

Var(Y) = / "y — EY) f(y)dy

—00

Distribuciones de probabilidad bivariantes SeanY; y Y; variables aleatorias discretas. flua-
cion de probabilidad conjuntéo bivariante) pard’ y Y, est dada por

Py, y2) = PY1=11,Ya =12), —00 <y <00, —00 < Y < 0.

SiY] y Y; son variable aleatorias discretas con fanaile probabilidad conjuntgy,, y-), enton-
ces:

1. p(y1,y2) > 0 paratoday; y ..

2. >, Py1,y2) = 1, donde la suma es para todos los valdmgsy.) a los que se asignan
probabilidades diferentes de cero.

SeanY; y Y; variables aleatorias continuas con furcide distribudn conjuntaF’(yy, ys). Si
existe una fundin no negativg (y1, y»), tal que:

Y1 Y2
F(y1,y2) :/ f(t1, ta)dtadty

para toda—oco < y; < 00,—00 < Yy < oo. La funcon f(y;,y2) recibe el nombre déuncion de
densidad de probabilidad conjunta.
SiY1y Y; son variables aleatorias con fuanide distribudn conjuntaF'(y;, y2), entonces:

1. F(_OO7 _OO) = F(_OoayQ) = F<y17 _OO) = 0.
2. F(oco,00) = 1.
3. Siyi > y1Yys >y, entonces (yi,y5) — F(yi,v2) — F(y1,95) + F(y1,y2) > 0.

SiY; y Y; son variables aleatorias continuas conjuntas con unadfania densidad conjunta dada
por f(y1,ys2), entonces:

1. f(y1,y2) > 0 para today, y».

2. ffooo ffooo f(yla y2>dyldy2 =1.

3TecnicamenteF (Y) existe si

/ [yl f(y)dy < oo.
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Distribuciones de probabilidad marginal: Seany; y Y; variables aleatorias discretas conjuntas
con funcbn de probabilidagh(y,, y2). Entonces lagunciones de probabilidad marginde Y; y Y5,
estin dadas por:

p(y) =Y pnw) Y pa(ve) = Y p(yr, ).

vV y2 vy
Seany; y Y; variables aleatorias continuas conjuntas con famdie densidad conjunidy;, y»).
Entonces lagunciones de densidad margindg Y; y Y,, esin dadas por:

fi = [ T fnudye Y faly) = / " Pl ) du.

Variables aleatorias independientesSeaY; que tiene una funén de distribudn Fi(y;) y sea
Y> que tiene una fundn de distribudn F(y,), Y F(y1, y2) €s la funocdn de distribud@n conjunta de
Y1y Ys. Entonces se dice qugy Y, sonindependientesi y 010 si F'(y1, y2) = F(y1)F(y2). SiY1y
Y5 no son independientes, se dice que dependientes

El valor esperado de una funcbn de variables aleatoriasSeag(Y1, Ys, . .., %) una funcon de
las variables aleatorias discret&s, Ys, . . ., Y, que tienen fundn de probabilida@(y:, ys, . - . , yx)-
Entonces eValor esperadale g(Y;, Y3, ..., Y;) es

Elg(Y1,Ys,....Y)] = Z . ZZg(yl,yz, s UR)P(Y, Y2y - Yk)-

Y Yk Vy2 Vi

Cuando las variables aleatori#s, Y5, ..., Y, son continuas con fun@n de densidad conjunta
f(y1,v2, .. .,uk), entonces elalor esperadaleg(Yy, Ya,...,Yy) €s

E[Q(YbYQa---,Ykz)]:/ / / 91, y2, - yk) X fyn, y2, o uk)dyndys - .. dyy.

Determinacion de la distribucion de probabilidad de una funcbn de variables aleatorias
Sean las variables aleatorigs Ys, . . ., Y,, yunafunconU (Y1, s, . . ., Y,,), denotada en adelantgls
comoU. A continuacdn se presentan tres de logtodos mas usados para determinar la distrilgunci
de probabilidad dé’.

= Método de las funciones de distribu@n: SeaU una funcdn de las variables aleatorias
(Y1,Ys,....Y,).
1. Localice laregnU = u del espaciay, v, - - - , Yn.
2. Localice laregnU < w.
3. DetermineFy (u) = P(U < u) al integrarf(y1, v, - . ., yn) Sobre laregn U < u.
4 dFy (u)

. Determine la fundn de densidad; (u) al derivarF, (u). Por tanto fy (u) = =2 =.

= Método de las transformacionesSeal/ = h(Y'), dondeh(y) es una fundn creciente (decre-
ciente) dey para today tal quefy (y) > 0.
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1. Deduzca la funéin inversay = h=!(u).

2. Evalied ! — dh(w)],

1
du

3. Encuentrefy (u) mediantefy (u) = fy [h ' (u)] ‘% .

= Método de las funciones generadoras de momentd3enotemos comx (t) y my (¢) las fun-
ciones generadoras de momentos de las variables aleatoyids, respectivamente. Si existen
las funciones generadoras de momentos y/(¢)=my (t) para todos los valores de enton-
cesX y Y tienen la misma distribudh de probabilidad. Seld una funcén de las variables
aleatorias’, Ys, ..., Y,.

1. Encuentre la fundin generadora de momentos p&ran ().

2. Compareny(t) con otras funciones generadoras de momentos bien conocidas
Simy(t) = my(t) para todos los valores deimplica queU y V' tienen distribuciones
idénticas.

Estadisticos de ordenSeany7, Ys, . .., Y,, variables aleatorias continuas independienteéetid
camente distribuidas con una fuagide distribudn conun F(y) y funcion de densidad coim f(y).
Si Yy, est dada por:

g(k)(@/k) = (k’ _ 1>7<'n _ k)' [F(yk”kil[l - F(yk)]]nikf(yk)v —00 < Y < 00.

Sijy k son dos enteros tales que< j < k£ < n, la densidad conjunta d¢;, y Y{;, est dada por:

n! i—1 k—1—j
965k (Y5> Yk) = D= 1= —h) [F(y) 1~ [F (yw) — F(y;)] X

x (L= F(y)]" " fy;) f(ye), —00 < yj <y <00

M étodo de los momentaosEs un procedimiento usado para hallar un estimador para unas
palametros poblacionales. Se escoje como estimaciones lmesale los pametros que son solu-
ciones de las ecuaciong$ = m;, parak = 1,2,...,t, dondet es el rumero de pa&ametros por
estimar yu, = E(Y*)ymj = 13" V*

M étodo de maxima verosimilitud: Este nétodo proporciona estimadores insesgados de varianza

minima. Suponga que la furim de verosimilitud depende depatametrod;, 0, ..., 0. Se escoje
como estimadores los valores de losgmaetros que maximicen la verosimilitudy;, yo, - - -, Y |
01,05, ...,0c).

M étodo de los momentos ponderados de probabilidadada una variable aleatori& con una
funcion de distribudn de probabilidad”, la probabilidad de momentos ponderados se definen como

M0 = EIX"{F(X)Y {1 - F(X)}"]

Funcion Tasa de RiesgolLa funcibn de riesgo mide la probabilidad de que a un individuo le
ocurra cierto suceso a lo largo del tiempo. Seana variable aleatoria definida sobre el intervalo
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[0, oc] que indica la probabilidad de que un sujeto sobreviés alh de un determinado tiempo. Sea
F(t) su funcbn de distribud@n. Entonces

Pr(T <t)=F()=1-5(t), t>0.

Si f(t) es su correspondiente fubaide densidad, es decir,

Fi = [ 1w

entonces, la funén de riesgo es:
t
(t) = %

Funcion de supervivenciala funcion de supervivencia, tan#n es conocida en ingeniaicomo
funcibn de fiabilidad, esta fun@n mide la probabilidad de que un objeto (sujeto) sobrevigs ath de
un periodo de tiempo dado. Séauna variable aleatoria definida en el intervilooo]. SeaF (t) su
funcion de distribudn. Entonces se define la fuboide supervivencia como

S(t) = P(T > t) = /too flwdu =1— F(t).

Funcion caracteristica: La funcion caractdstica es una fundin de variable real que toma valores
complejos, ya que permite la aplicanide neétodos andlicos (ar@lisis funcional) en el estudio de la
probabilidad. Dada una variable aleatoria contidliau funcbn caractéstica, denotada pasx (t)
parat real, se define como:

ox(t) = B[etX] = / et () da

—0o0

Se hace uso de la furim exponencial compleja¥ denota la esperanza matgtica.
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