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1. Distribuciones Kw-G especiales 15

1.1. Modelo Kw-Normal (KwN) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 15

1.2. Modelo Kw-Weibull (KwW) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 15

1.3. Modelo Kw-Gamma (KwGa) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 16

1.4. Modelo Kw-Gumbel (KwGu) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 17

1.5. Modelo Kw-Gaussiana Inversa (KwGI) . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 17

1.6. Modelo Kw-Chen (KwChen) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 18

1.7. Modelo Kw-XTG (KwXTG) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 20

1.8. Modelo Kw-Weibull Flexible (KwWF) . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 21

2. Algunas propiedades de la familia Kw-G 22
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DESCRIPCIÓN

La distribucíon de probabilidad Kumaraswamy (Kw) es muyútil para modelar experimentos de

teoŕıa de la confiabilidad y vidáutil de materiales expuestos a falla por fatiga. La distribución Kw

posee propiedades similares a la distribución Beta con algunas ventajas adicionales en términos de

tratabilidad.

La familia de distribuciones Kumaraswamy-G (Kw-G) propuesta por Cordeiro y de Castro (2011),

se puede extender a varias distribuciones conocidas como lanormal, Weibull, gamma y Gumbel. La

función de densidad de probabilidad de cualquier distribución Kw-G se puede expresar como una

combinacíon lineal de funciones de densidad de G-exponenciadas. Esteresultado permite derivar

expresiones explicitas generales para las diferentes medidas de las distribuciones Kw-G como lo son:

momentos, funcíon generadora de momentos, desviaciones medias, curvas de Bonferroni y Lorenz,

entroṕıa de Shannon, entropı́a de Ŕenyi y de fiabilidad.

La utilidad de los modelos de Kw-G se ilustra en los análisis de datos reales utilizando varios cri-

terios como AIC, BIC y CAIC. Durante el desarrollo de este trabajose muestran algunas aplicaciones

de las distribuciones Kw-G a conjuntos de datos reales para resaltar su utilidad y ventajas con relación

a otros modelos existentes. La familia de distribuciones Kw-G proporciona un mecanismo bastante

flexible para el ajuste de un amplio espectro de datos positivos del mundo real.

1Tesis
2FACULTAD DE CIENCIAS, LICENCIATURA EN MATEMÁTICAS.
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DESCRIPTION

The Kumaraswamy probability distribution (Kw) is very useful for modeling experiments invol-

ving reliability theory and service life of materials exposed to fatigue failure. The Kw has similar

properties to that of the Beta distribution with some additional advantages in terms of tractability.

The family of Kumaraswamy distributions G (Kw-G) proposed by Cordeiro and Castro (2011),

can be extended to several known distributions like normal,Weibull, gamma and Gumbel. The proba-

bility density function of any Kw-G distribution can be expressed as a linear combination of density

functions G-exponentiated. This result allows to derive general explicit expressions for the various

measures of the Kw-G distribution: moments, moment generating function, mean deviations, Bonfe-

rroni and Lorenz curves, Shannon entropy, Rényi entropy and reliability.

The utility of the Kw-G models is illustrated in the analysisof real data using criteria such as AIC,

BIC and CAIC. During the development of this paper some applications of the Kw-G distributions

to real data sets to highlight its usefulness and advantagesover other existing models are shown. The

family of Kw-G distributions provides a very flexible mechanism for adjustment of a range of positive

real world data.

1Thesis
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Introducci ón

La distribucíon de probabilidad Kumaraswamy (Kw) despierta especial inteŕes cuando se quieren

modelar experimentos en teorı́a de la confiabilidad y de vidáutil de materiales sujetos a fatigas. La

distribucíon Kw posee propiedades similares a la distribución Beta con algunas ventajas adicionales

en t́erminos de tratabilidad. La distribución Kw est́a definida en el intervalo(0, 1), tiene funcíon

de densidad de probabilidad (fdp) y función de distribucíon de probabilidad acumulada (fda), dadas

respectivamente por:

fKw(x) = a b xa−1 (1− xa)b−1 y FKw(x) = 1− (1− xa)b, (0.1)

dondea > 0 y b > 0 son paŕametros de forma.

La distribucíon Kw no es muy conocida y ha sido poco investigada por los estad́ısticos. Sin embar-

go, en un art́ıculo reciente Jones (2008) exploró la ǵenesis de la distribución Kw y más importante,

dejó en claro algunas similitudes y diferencias entre la distribución Beta y la distribucíon Kw. Por

ejemplo, las densidades Kw también es unimodal, creciente, decreciente o constante dependiendo,

al igual que la distribución Beta, de los valores de sus parámetros. Se resaltan varias ventajas de la

distribucíon Kw sobre la distribución Beta: la constante de normalización es muy simple, f́ormula

simple para la función de distribucíon y la funcíon cuantil que no implica ninguna función especial,

fórmula simple para la generación de variables aleatorias y estadı́sticas de orden. Adeḿas, seǵun Jo-

nes (2008), la distribución Beta tiene ventajas con respecto a la distribución Kw: fórmulas simples

para los momentos y para la función generadora de momentos, genera una subfamilia de un parámetro

de distribuciones siḿetricas, la estimación por el ḿetodo de los momentos es más sencilla y existen

más formas para generar la distribución a trav́es de procesos fı́sicos.

Consid́erese una función de distribucíon continua de referenciaG(x) (de aqúı en adelante G de-

nota la distribucíon de referencia), cuya respectiva fdp esg(x) = dG(x)/dx. Una forma natural de

generar familias de distribuciones con soporte en G es aplicar la funcíon cuantil a una familia de dis-

tribuciones en el intervalo(0, 1). A continuacíon se combinan los trabajos de Eugene et al. (2002) y

Jones (2008) para construir la familia de distribuciones KwGeneralizadas (“Kw-G”). La fda,F (x),

de la familia Kw-G es definida como

F (x) = 1− {1−G(x)a}b (0.2)

dondea > 0 y b > 0 son dos paŕametros adicionales cuya función es introducir asimetrı́a y variar los

pesos de las colas de la distribución. Debido a la forma simple de la función de distribucíon (0.2), esta

12



familia puede ser usada efectivamente para cualquier G, incluso cuando los datos son censurados. La

fdp, f(x), de la familia Kw-G tiene la siguiente forma

f(x) = a b g(x)G(x)a−1 {1−G(x)a}b−1. (0.3)

Si X es una variable aleatoria con función de densidad (0.3) la denotamosX ∼ Kw-G(a, b). La

función tasa de riesgo (ftr) deX est́a dada por:

h(x) = a b g(x)G(x)a−1 {1−G(x)a}−1. (0.4)

Cada nueva distribución Kw-G se puede obtener de una distribución G espećıfica. La distribucíon

G es un caso especial de la distribución Kw-G, cuandoa = b = 1 y podemos obtener una gran

combinacíon de distribuciones con diferente asimetrı́a y curtosis.

Interpretaci ón fı́sica de la familia Kw-G: para dos enteros positivosa y b, una interpretación

fı́sica de la familia Kw-G puede ser dada de la siguiente forma.Considere un sistema formado porb

componentes independientes y cada componente tienea subcomponentes independientes. Supóngase

que el sistema falla si alguno de losb componentes falla y cada componente falla si todos losa

subcomponentes fallan. SeaXj1, . . . , Xja denotando el tiempo de vida de los subcomponentes dentro

del j-ésimo componente, conj = 1, . . . , b, teniendo una fdaG(x) comun. SeaXj denotando el

tiempo de vida delj-ésimo componente, paraj = 1, . . . , b, entoncesX denota el tiempo de vida del

sistema completo. Es decir, la fda deX es:

Pr(X ≤ x) = 1− Pr (X1 > x, . . . , Xb > x) = 1− {Pr (Xj > x)}b

= 1− {1− Pr (Xj ≤ x)}b = 1− {1− Pr (Xj1 ≤ x, . . . , Xja ≤ x)}b

= 1− {1− [Pr (Xji ≤ x)]a}b = 1− {1−G(x)a}b .

Aśı la familia Kw-G dada por (0.2) es precisamente la distribución del tiempo de falla del sistema

completo.

Una ventaja de la familia de densidades Kw-G es la habilidad de ajustar datos asiḿetricos que no

pueden ser ajustados adecuadamente con las distribucionesexistentes. Adeḿas, esta familia permite

mayor flexibilidad en sus colas y puede ser aplicada en muchasáreas de la ingenierı́a y bioloǵıa. La

familia Kw-G es una familia paraḿetrica univariada de distribuciones que sirve para modelardatos

univariados continuos que pueden estar en cualquier intervalo de la recta real. Ası́, la nueva familia es

indicada para analizar datos continuos univariados que tienen cualquier tipo de soporte.

El papel de los dos parámetros adicionales,a > 0 y b > 0, es gobernar la asimetrı́a y generar

distribuciones con colas ḿas pesadas o livianas. Estos parámetros adicionales del generador Kw bus-

can proporcionar una distribución más flexible. Esta familia tiene una amplia variedad de formasy es

capaz de modelar datos con tasa de fallas en forma de bañera. Adeḿas, puede ser fácilmente adaptada

para discriminar entre G y las distribuciones Kw-G. Sia < 1 entonces las colas def(x) seŕan ḿas

pesadas que las deg(x). Del mismo modo, sib < 1 entonces las colas def(x) seŕan ḿas pesadas
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que las deg(x). Por otro lado, sia > 1 entonces las colas def(x) seŕan ḿas livianas que las deg(x).

Además, sib > 1 entonces las colas def(x) seŕan ḿas livianas que las deg(x).

La función de densidad Kw tiene una ventaja sobre la clase de distribución Beta Generalizada

(Eugene et al. (2002)), dado que no involucra ninguna función especial. Para cada distribución con-

tinua G podemos asociar la distribución Kw-G con dos parámetros de forma adicionala y b con fda

G(x) y fdp g(x) de la distribucíon G con densidad (0.3)

Las distribuciones Kw generalizadas pueden ser generadas de la siguiente forma: la distribución

Kw-Normal (KwN) se obtiene tomando la fdaG(x) en la f́ormula (0.3) como una fda de de la dis-

tribución normal. Ańalogamente, las distribuciones Kw-Weibull (KwW), Kw-gamma(KwGa) y Kw-

Gumbel (KwGu) se obtienen tomando aG(x) como las fda de las distribuciones Weibull, gamma y

Gumbel, respectivamente, entre muchas otras. Aquı́, cada nueva distribución Kw-G se puede obtener

de una distribucíon especificada G.

En este trabajo de revisión bibliogŕafica se haŕa una amplia descripción de la familia de la dis-

tribución Kumaraswamy. Nos ocupamos de la fórmula (0.3) con cierta generalidad en el Capitulo 1,

definiendo varias funciones especiales la distribución Kw-G. En el Capitulo 2 se presentan algunas

propiedades de la distribución Kw-G tales como: ası́ntotas, asimetrı́a y curtosis de algunas distri-

buciones, momentos, función generadora de momentos, entropı́as, fiabilidad, estadı́sticos de orden,

momentos de probabilidad ponderada y valores extremos. En el Caṕıtulo 3 se presentará la relacíon

de la distribucíon Kw con la distribucíon Beta. En el capitulo 4 se presentarán algunos ejemplos de

aplicaciones ya realizadas usando las distribuciones Kw-G, tales como el crecimiento de la población

del gorgojo de harinaTribolium confusum, tiempo de supervivencia de los pacientes con cancer so-

metidos a radioterapia y tiempos de fallas de dispositivos debido a los picos de voltaje durante las

tormentas eĺectricas. En los tres ejemplos se usan los citerios AIC, BIC y CAIC para determinar si el

modelo Kw-G usado podrı́a ser seleccionado como el mejor modelo entre los modelos ajustados.

El proṕosito de este trabajo es resumir en un sólo documento lo que se ha publicado hasta el mo-

mento de las distribuciones de probabilidad Kumaraswamy, por esto es una simple invitación a revisar

la bibliograf́ıa usada en este trabajo para tener una idea de lo que está ya disponible en la literatura

estad́ıstica y poder aśı determinar algunas nuevas lı́neas de estudio de esta interesante distribución de

probabilidad. La bibliografı́a presentada parece exhaustiva dentro del nivel de acceso yconocimiento

que tenemos disponible con los recursos electrónicos actuales, no sobra advertir que se pueden llegar

a encontrar ḿas trabajos sobre el particular que no fueron incluidos aquı́, si esto ocurre será śolo por

absoluto desconocimiento de su existencia actual.
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Caṕıtulo 1

Distribuciones Kw-G especiales

La familia de densidades Kw-G dadas en la ecuación (0.3) permite una mayor flexibilidad que

depende de las expresiones analı́ticas de la fdaG(x) y fdp g(x). Ahora, presentamos algunos distri-

buciones especiales Kw-G.

1.1. Modelo Kw-Normal (KwN)

La densidad de la KwN se obtiene de (0.3) tomandoG(·) y g(·) siendo la fda y fdp de la distribu-

ción normalN(µ, σ2), tal que:

f(x) =
ab

σ
φ

(

x− µ

σ

){

Φ

(

x− µ

σ

)}a−1 {

1− Φ

(

x− µ

σ

)a}b−1

, x ∈ R, (1.1)

dondeµ ∈ R es un paŕametro de localización,σ > 0 es un paŕametro de escala,a y b son paŕame-

tros positivos,Φ(·) y φ(·) son la fda y fdp de la distribución normal est́andar, respectivamente.

Una variable aleatoria con función de densidadf(x) definida en la Ecuación 1.1 es denotada por

X ∼ KwN(a, b, µ, σ2). Paraµ = 0 y σ = 1, se obtiene la distribución KwN est́andar. Adeḿas la

distribucíon KwN cona = 2 y b = 1 coincide con la distribución skew-normal definida por Azza-

lini (1985). En la Figura 1.1 se presentan algunas formas de la funcíon de densidad y función tasa

de riesgo para la distribución KwN, para algunos valores especiales, con el propósito de observar su

comportamiento.

1.2. Modelo Kw-Weibull (KwW)

La función de densidad acumulada de la distribución Weibull con paŕametrosβ > 0 y c > 0 es

G(x) = 1− exp{−(βx)c}, parax > 0. La funcíon de densidad KwW(a, b, c, β) conx, a, b, c, β > 0

se reduce a

f(x) = a b c βc xc−1 e−(βx)c [1− e−(βx)c ]a−1 × {1− [1− e−(βx)c ]a}b−1. (1.2)
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Figura 1.1: Distribucíon Kw-Normal.

Si c = 1 se obtiene la distribución Kw-Exponencial (KwE). La distribución KwW(1, b, 1, β) corres-

ponde a la distribución exponencial con parámetroβ⋆ = bβ.

1.3. Modelo Kw-Gamma (KwGa)

Si Y es una variable aleatoria gamma con fdaG(y) = Γβ y(α)/Γ(α) con y, α, β > 0, donde

Γ(·) es la funcíon gamma yΓz(α) =
∫ z

0
tα−1 e−tdt es la funcíon gamma incompleta. La densidad de

una variable aleatoriaX ∼ KwGa(a, b, β, α) siguiendo la distribución KwGa conx, β, α, a, b > 0, se

puede expresar como:

f(x) =
a b βα xα−1 e−βx

Γ(α)ab
Γβx(α)

a−1 {Γ(α)a − Γβx(α)
a}b−1 . (1.3)

Paraα = 1 se obtiene la distribución Kw-exponencial. Ńotese que KwGa(1, b, β, 1) corresponde a la

distribucíon exponencial con parámetroβ⋆ = bβ. En la Figura 1.2 se presentan algunas formas de la

función de densidad y función tasa de riesgo para la distribución KwGa.
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1.4. Modelo Kw-Gumbel (KwGu)

Las funciones de densidad y de distribución Kw-Gumbel con parámetro de formaµ > 0 y paŕame-

tro de escalaσ > 0 est́an dadas respectivamente por:

g(x) =
1

σ
exp

[

x− µ

σ
− exp

(

x− µ

σ

)]

y G(x) = 1− exp

{

− exp

(

−x− µ

σ

)}

, x > 0. (1.4)

La media y la varianza son iguales aµ− γσ y π2σ2/6, respectivamente, dondeγ es la constante

de Euler(γ ≈ 0,57722). Incluyendo estas expresiones en la Ecuación (0.3) obtenemos la función de

densidad de la distribución KwGu(a, b, µ, σ).

Para generar algunas formas de esta distribución presentamos la Figura 1.3.

1.5. Modelo Kw-Gaussiana Inversa (KwGI)

Adoptando la parametrización de Rigby y Stasinopoulos (2005), la fdp y la fda de la distribución

Gaussiana inversa son respectivamente:

g(x) =
1√

2πσ2x3
exp

{

− 1

2µ2σ2x
(x− µ)2

}

, x, µ, σ > 0
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y

G(x) = Φ

(

1√
σ2x

(

x

µ
− 1

))

+ exp

(

2

µσ2

)

Φ

(

− 1√
σ2x

(

x

µ
+ 1

))

.

El valor esperado y la varianza son iguales aµ y σ2µ3, respectivamente. Remplazando estas

expresiones en la Ecuación (0.3) obtenemos la distribución KwGI (a, b, µ, σ2). Algunas formas de la

distribucíon KwGI son presentadas en la Figura 1.4

1.6. Modelo Kw-Chen (KwChen)

La función de densidad KwChen está dada por:

f(x) = a b λ1 β1 x
β1−1 exp(xβ1) exp

{

λ1[1− exp(xβ1)]
}[

1− exp{λ1[1− exp(xβ1)]}
]a−1 ×

× {1−
(

1− exp{λ1[1− exp(xβ1)]}
)a}b−1

, (1.5)

dondeλ1 > 0 y β1 > 0. Si X es una variable aleatoria con función de densidad (1.5), se escribe

X ∼ KwChen(a, b, λ1, β1). Paraa = b = 1, se convierte en la distribución Chen propuesta por Chen

(2000).

La función de supervivencia KwChen es:

S(x) = [1− (1− exp{λ1[1− exp(xβ1)]})a]b.
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La Figura 1.5 presenta algunas formas de la distribución KwChen para diferentes parámetros.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

3.
5

x

f(
x)

a=0.1,b=2.5
a=0.5,b=3.5
a=1.0,b=4.5
a=1.5,b=5.5
a=2.0,b=6.5

(a) λ1 = 0,5 y β1 = 3,2

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3

0
2

4
6

8

x

f(
x)

β1=2.5
β1=3.5
β1=4.5
β1=5.5
β1=6.5

(b) a=3.5, b=2.5 yλ1 = 0,5
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1.7. Modelo Kw-XTG (KwXTG)

La función de densidad KwXTG está dada por:

f(x) = a b λ2 β2

( x

α2

)β2−1

exp
{( x

α2

)β2

+ λ2 α2

[

1− exp
(( x

α2

)β2
)]}

×

×
[

1− exp
{

λ2 α2

[

1− exp
(( x

α2

)β2
)]}]a−1

×

×
{

1−
(

1− exp
{

λ2 α2

[

1− exp
(( x

α2

)β1
)]})a}b−1

, (1.6)

dondeλ2 > 0, α2 > 0 y β2 > 0. Si X es una variable aleatoria con función de densidad (1.6), se

escribeX ∼KwXTG(a, b, λ2, α2, β2). Paraa = b = 1, se convierte en la distribución XTG propuesta

por Xie et al. (2002). La función de supervivencia de la distribución KwXTG es:

S(x) =
[

1−
(

1− exp
{

λ2 α2

[

1− exp
(( x

α2

)β2
)]})a]b

.

La Figura 1.6 muestra el comportamiento de esta distribución de probabilidad.
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Figura 1.6: Funcíon de densidad KwXTG para parámetros dados.
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1.8. Modelo Kw-Weibull Flexible (KwWF)

La función de densidad KwWF está dada por:

f(x) = a b
(

α3 +
β3
x2

)

exp
(

α3 x−
β3
x

)

exp
{

− exp
(

α3 x−
β3
x

)}

× (1.7)

×
[

1− exp
{

− exp
(

α3 x−
β3
x

)}]a−1{

1−
(

1− exp
{

− exp
(

α3 x−
β

x

)})a}b−1

,

dondeα3 > 0 y β3 > 0. Si X es una variable aleatoria con función de densidad (1.7), se escribe

X ∼KwFW(a, b, α3, β3) (ver Figura 1.7). Paraa = b = 1, se convierte en la distribución Weibull

flexible (WF) propuesta por Bebbington et al. (2007). La función de supervivencia de la distribución

KwWF es:

S(x) =
[

1−
(

1− exp
{

− exp
(

α3 x−
β3
x

)})a]b

.
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Caṕıtulo 2

Algunas propiedades de la familia Kw-G

En este caṕıtulo se presentan las principales propiedades de la familia de distribuciones Kw-G.

2.1. Aśıntotas y formas

Las aśıntotas de (0.2), (0.3) y (0.4) cuandox→ 0 y x→ ∞ est́an dadas por:

F (x) ∼ aGa(x) cuandox→ 0, 1− F (x) ∼ {1−Ga(x)}b cuandox→ ∞,

f(x) ∼ abg(x)Ga−1(x) cuando x→ 0, f(x) ∼ abg(x) {1−Ga(x)}b−1 cuandox→ ∞,

h(x) ∼ abg(x)Ga−1(x) cuandox→ 0, h(x) ∼ abg(x)

1−Ga(x)
cuandox→ ∞.

Las formas de la función de densidad de probabilidad (0.3) pueden ser descritas anaĺıticamente.

Los puntos cŕıticos de la fdp son las raı́ces de la ecuación:

g′(x)

g(x)
+ (a− 1)

g(x)

G(x)
= a(b− 1)

g(x)Ga−1(x)

1−Ga(x)
. (2.1)

Donde puede existir ḿas de una ráız para (2.1). Six = x0 es una ráız de (2.1) entonces corresponde

a un ḿaximo local, un ḿınimo local o un punto de inflexión, dependiendo siλ(x0) < 0, λ(x0) > 0 o

λ(x0) = 0, donde:

λ(x) =
g(x)g′′(x)− (g′(x))2

g2(x)
+ (a− 1)

G(x)g′(x)− g2(x)

G2(x)

− a(b− 1)
Ga−2(x) {(a− 1)g2(x) +G(x)g′(x)}

1−Ga(x)
− a2(b− 1)

G2a−2(x)g2(x)

{1−Ga(x)}2
.
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2.2. Asimetŕıa y curtosis de la familia Kw-G

A continuacíon se presentan algunas representaciones gráficas de los valores de la asimetrı́a y la

curtosis para algunas distribuciones de la familia KwG.

2.2.1. Distribución KwChen

Paraλ1 = 0,2 y β1 = 0,3, las Figuras 2.1-(a), (b), (c) y (d) muestran que las curvas de asimetŕıa

decrecen y crecen dependiendo del valor deb (con a fijo) y a (con b fijo). Las curvas de curtosis

decrecen dependiendo del valor deb (cona fijo) y decrecen y crecen dependiendo del valor dea (con

b fijo).

2.2.2. Distribución KwXTG

Paraλ2 = 0,01, α2 = 1,5 y β2 = 0,05, las Figuras 2.2-(a), (b), (c) y (d) muestran que las curvas

de la asimetŕıa aumentan conb (a fijo) y disminuyen cona (b fijo). Las curvas de curtosis disminuyen

y aumentan conb (a fijo) y disminuyen cona (b fijo).

2.2.3. Distribución KwFW

Paraα3 = 0,01 y β3 = 0,0001, las figuras las Figuras 2.3-(a), (b), (c) y (d) muestran que las curvas

de asimetŕıa disminuyen y aumentan conb (a fijo) y a (b fijo). Las curvas de curtosis disminuyen y

aumentan conb (a fijo) y a (b fijo).

2.3. Simulacíon de la distribución Kw-G

Se presentan dos métodos para la simulación de la distribucíon Kw-G. El primero utiliza el ḿetodo

de inversíon. La funcíon cuantil correspondiente a (0.2) se obtiene directamentede la funcíon cuantil

asociada conG(x) por:

F−1(x) = G−1
{

[

1− (1− x)1/b
]1/a

}

. (2.2)

De esta forma se pueden generar variantes de Kw-G por:

X = G−1
{

[

1− (1− U)1/b
]1/a

}

,

dondeU es una variable aleatoria uniforme en el intervalo[0, 1].

El segundo ḿetodo para la simulación de la distribucíon Kw-G se basa en el ḿetodo de rechazo.

Si a ≥ 1 y b ≥ 1. Se define la constanteM por:

M =
abb(a− 1)1−1/a(b− 1)b−1

(ab− 1)b−1/a
.

El siguiente esquema se mantiene para la simulación de variables aleatorias Kw-G:
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Figura 2.1: Asimetŕıa y curtosis de la distribución KwChen conλ1 = 0,2 y β1 = 0,3

1. SimularX = x de la fdpg.

2. SimularY = UMg(x), dondeU es una variable aleatoria uniforme en el intervalo[0, 1].

3. AceptarX = x como una variable Kw-G siY < f(x). SiY ≥ f(x) vuelva al paso 2.
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Figura 2.2: Distribucíon KwXTG conλ2 = 0,01, α2 = 1,5 y β2 = 0,05

2.4. Expansioneśutiles

Algunas expansioneśutiles para (0.2) y (0.3) pueden ser derivadas usando el concepto de las

distribuciones exponenciadas. SeaG(x) la función continua de referencia, se dice que una variable

aleatoria tiene distribución exponenciada-G (Exp-G) con parámetroa > 0, es decir,X ∼ Exp-G(a)
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Figura 2.3: Distribucíon KwFW conα3 = 0,01 y β3 = 0,0001

si su fdp y fda son:

ha(x) = a g(x)Ga−1(x) y Ha(x) = Ga(x),

Las propiedades de las distribuciones exponenciadas han sido estudiadas ampliamente en losúltimos

años, por ejemplo, Mudholkar y Srivastava (1993), Mudholkaret al. (1995) y Murthy et al. (2004),

para la distribucíon Weibull exponenciada, Gupta y Kundu (1999) para la distribución Pareto expo-

nenciada, Gupta y Kundu (2001) para la distribución exponencial exponenciada y Nadarajah y Gupta

26



(2007) para la distribución gamma exponenciada.

Expandiendo los términos binomiales en (0.2) y (0.3), la fda y la fdp de la familia Kw-G pueden

ser expresado como:

F (x) = 1−
∞
∑

k=0

(−1)k
(

b

k

)

Hk,a(x),

y

f(x) = a−1

∞
∑

k=0

wk

(k + 1)
ha(k+1)(x) =

∞
∑

k=0

wkG(x)
a(k+1)−1 g(x), (2.3)

dondewk = (−1)k a b
(

b−1
k

)

, ha(k+1)(x) yHk a(x) son las fdp y fda de la distribución Exp-G(a(k+1))

y Exp-G(ka), respectivamente. Por lo tanto las propiedades de la familia Kw-G se pueden obtener de

la subfamilia Exp-G. Algunos ejemplos en la literatura son Mudholkar et al. (1995), Gupta y Kundu

(2001), Nadarajah y Kotz (2006), entre otros.

2.5. Momentos

De ahora en adelante, vamos a escribirX ∼ Kw-G(a, b). Cordeiro y de Castro (2011) derivaron

expresiones explı́citas para los momentos deX como funciones lineales de momentos de probabilidad

ponderada (MPP) de la distribución Exp-G. Una primera presentación para eln-ésimo momento de

X se puede obtener a partir de (2.3) como:

E(Xn) = a−1

∞
∑

i=0

wi

(i+ 1)
E(Y n

i ),

dondeYi ∼ Exp-G(a(i+1)). Las expresiones para momentos de diversas distribucionesExp-G est́an

dadas en Nadarajah y Kotz (2006), las cuales pueden ser usadas para calcularE(Xn).

Para unb > 0 real no entero, se puede reescribir (0.3) como:

f(x) =
∞
∑

i=0

wiG(x)
a(i+1)−1 g(x). (2.4)

Si b es un ńumero entero, eĺındicei en la suma anterior para enb − 1. Una segunda representación

paraE(Xn) se obtiene de (2.4) ası́:

E(Xn) =
∞
∑

i=0

wi τ(n, a(i+ 1)− 1), (2.5)

dondeτ(n, a) es una integral que puede expresarse en términos de la función cuantil de referencia

QG(x) = G−1(x) como:

τ(n, a) =

∫

∞

−∞

xnG(x)a g(x)dx =

∫ 1

0

QG(u)
n uadu. (2.6)
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Los momentos ordinarios de varias distribuciones Kw-G pueden ser determinados directamente de

(2.5) y (2.6). Por ejemplo, los momentos de las distribuciones KwE (con paŕametrosλ > 0) y Kw-

Pareto (KwPa), dondeG(x) = 1− (1 + x)−ν y ν > 0, est́an dados por:

E(Xn) = n!λn
∞
∑

i,j=0

(−1)n+j
(

a(i+1)−1
j

)

wi

(j + 1)n+1
,

y

E(Xn) =
∞
∑

i,j=0

(−1)n+j wi

(

n

j

)

B(a(i+ 1), 1− jν−1),

respectivamente, dondeB(·, ·) es la funcíon beta. Para la distribución Kw-loǵıstica est́andar (KwLS),

dondeG(x) = (1 + e−x)−1, parat < 1 se obtiene

E(Xn) =
∞
∑

i=0

wi

(

∂

∂t

)n

B(t+ a(i+ 1), 1− t)

∣

∣

∣

∣

t=0

.

Los momentos centrales (µs) y cumulantes (κs) deX pueden ser determinados como

µs =

p
∑

k=0

(

s

k

)

(−1)k µ′s
1 µ

′

s−k y κs = µ′

s −
s−1
∑

k=1

(

s− 1

k − 1

)

κk µ
′

s−k,

respectivamente, dondeκ1 = µ′

1. Aśı, κ2 = µ′

2−µ′2
1 , κ3 = µ′

3−3µ′

2µ
′

1+2µ′3
1 , κ4 = µ′

4−4µ′

3µ
′

1−3µ′2
2 +

12µ′2
2 µ1 − 6µ′4

1 , etc. La asimetrı́a γ1 = κ3/κ
3/2
2 y la curtosisγ2 = κ4/κ

2
2 pueden ser determinadas a

partir del tercer y cuarto cumulante estandarizado.

Ahora proporcionamos expresiones cerradas para los momentos de los modelos Kw-normal y

Kw-gamma.

2.5.1. Momentos del modelo KwN

La función de densidad KwN (parax ∈ R) se obtiene de la ecuación (0.3) tomandoG(·) y g(·)
como fda y fdp de la distribución normal N(µ, σ2). Obtenemos

f(x) =
a b

σ
φ

(

x− µ

σ

) [

Φ

(

x− µ

σ

)]a−1 [

1− Φ

(

x− µ

σ

)a]b−1

,

dondeµ ∈ R es un paŕametro de localización, σ > 0 es un paŕametro de scala,a > 0, b > 0 son

paŕametros de forma, yφ(·) y Φ(·) son la fdp y fda de la distribución normal est́andar, respectiva-

mente. La variable aleatoria con densidadf(x) es denotada porX ∼ KwN(a, b, µ, σ2). Paraµ = 0

y σ = 1, obtenemos la distribución KwN est́andar. Adeḿas, la distribucíon KwN cona = 2 y b = 1

coincide con la distribución skew-normal con parámetro de forma igual a uno.

Podemos trabajar con la distribución Kw-normal est́andar (KwNS) en forma general, ya que los

momentos deX ∼ KwN(a, b, µ, σ) siguen de forma natural de los momentos deZ ∼ KwN(a, b, 0, 1)
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usando la expresiónE(Xn) = E[(µ+σZ)n] =
∑n

r=0

(

n
r

)

µn−r σr E(Zr). La fdp de KwNS esf(x) =

a b φ(x) Φ(x)a−1 [1− Φ(x)a]b−1. Los momentos de la distribución KwNS pueden ser obtenidos a

partir de (2.4) paraa real no entero si determinamos

τs,r =

∫

∞

−∞

xs φ(x) Φ(x)rdx

paras y r enteros no-negativos. Usando la expansión binomial e intercambiando términos, tenemos

τs,r =
1

2r
√
2π

r
∑

l=0

(

r

l

)
∫

∞

−∞

xs e−x2/2 erf

(

x√
2

)r−l

dx.

Usando la expansión en serie de la función errorerf(·)

erf(x) =
2√
π

∞
∑

m=0

(−1)m x2m+1

(2m + 1)m!
,

la última integral se puede obtener a partir de ecuaciones (9)-(11) de Nadarajah (2008) en términos

de la funcíon Lauricella de tipo A (Aarts, 2000) definida por

F
(n)
A (a; b1, . . . , bn; c1, . . . , cn; x1, . . . , xn)

=
∞
∑

m1=0

· · ·
∞
∑

mn=0

(a)m1+···+mn
(b1)m1

· · · (bn)mn

(c1)m1
· · · (cn)mn

xm1

1 · · · xmn
n

m1! · · ·mn!
, (2.7)

donde(a)i = a(a+1) · · · (a+ i−1) es el factorial ascendente (con la convención(a)0 = 1). Podemos

escribir

τs,r = 2s/2 π−(r+1/2)

r
∑

l=0(s+r−l) incluso

(

r

l

)

2−l πl Γ

(

s+ r − l + 1

2

)

× F
(r−l)
A

(

s+ r − l + 1

2
;
1

2
, . . . ,

1

2
;
3

2
, . . . ,

3

2
;−1, . . . ,−1

)

, (2.8)

donde la suma śolo se toma cuandos + r − l es par. Los t́erminos enτs,r se desaparecen cuando

s+ rl es impar. Por lo tanto, las ecuaciones (2.4) y (2.8) paraa real no entero se puede aplicar para el

cálculo de los momentos de la distribución KwN.

2.5.2. Momentos del modelo KwGa

Una variable aleatoriaZ con distribucíon gamma con parámetro de formaα > 0 y paŕametro de

escalaβ > 0,G(α, β), tiene la fda dada por

Gα,β(x) =
γ(α, βx)

Γ(α)
, x > 0,

dondeΓ(·) es la funcíon gamma yγ(α, x) =
∫ x

0
wα−1 e−wdw, α > 0 es la funcíon gamma incomple-

ta.
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Una variable aleatoriaX con distribucíon KwGa(a, b, α, β), tiene funcíon de densidad dada por

f(x) =
a b βαxα−1 e−βx

Γ(α)ab
γ(α, βx)a−1 [Γ(α)− γ(α, βx)a]b−1 , x > 0.

Podemos obtenerτs,r de la expansión en series de potencia de la función gamma incompleta

G(x) =
(βx)α

Γ(α)

∞
∑

m=0

(−βx)m
(α +m)m!

,

y entonces

τs,r =
β−s

Γ(α)r+1

∫

∞

0

us+α−1 exp(−u)
[

uα
∞
∑

m=0

(−u)m
(α +m)m!

]r

du.

La última integral se puede obtener a partir de las ecuaciones (24) y (25) de Nadarajah (2008) como:

τs,r =
β−s α−r Γ(s+ α(r + 1))

Γ(α)r+1
F

(r)
A (s+ α(r + 1);α, . . . , α;α + 1, . . . , α + 1;−1, . . . ,−1). (2.9)

Por lo tanto, los momentos de la distribución KwGa se pueden escribir como una combinación

lineal infinita de las funciones Lauricella de tipo A de las ecuaciones (2.4) y (2.9) paraa real no-

entero.

2.6. Funcíon generadora de momentos

Presentamos tres representaciones para la función generadora de momentos (fgm) deX donde

M(t) = E(etX). Claramente, la primera proviene de:

M(t) = a bE
[

exp(tX)Ga−1(X) {1−Ga(X)}b−1
]

= a b
∞
∑

k=0

(

b− 1

k

)

(−1)k E

[

exp(tX)

U−[a(k+1)−1]

]

,

dondeU es una variable aleatoria uniforme definida en el intervalo unitario. Sin embargo, note que

X y U no son independientes.

Una segunda representación paraM(t) se obtiene a partir de (2.3)

M(t) = a−1

∞
∑

i=0

wi

(i+ 1)
Mi(t),

dondeMi(t) es la fgm deYi ∼Exp-G(a(i+1)); por lo tanto, para varias distribuciones Kw-G, la fgm

M(t) se puede determinar a partir de la fgm de la distribución G.
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La tercera representación paraM(t) se puede derivar a partir de (2.4) como:

M(t) =
∞
∑

i=0

wi ρ(t, (i+ 1)a− 1), (2.10)

donde la funcíonρ(t, a) se puede expresar como:

ρ(t, a) =

∫

∞

−∞

etxG(x)a g(x)dx =

∫ 1

0

etQ(u) ua du. (2.11)

Podemos obtener la fgm de varias distribuciones Kw-G a partir de (2.10) y (2.11). Por ejemplo,

la fgm de KwE (con paŕametro realλ > 0), la fgm de KwLS (parat < 1) y la fgm de KwPa (con

paŕametroν > 0) son obtenidas a partir de (2.10) como

M(t) =
∞
∑

i=0

wiB ((i+ 1)a− λt) ,

M(t) =
∞
∑

i=0

wiB (t+ (i+ 1)a, 1− t) ,

y

M(t) = e−t

∞
∑

i,r=0

wiB
(

(i+ 1)a, 1− rν−1
) tr

r!
,

respectivamente.

La función caracteŕıstica (fc) tiene propiedadeśutiles e importantes en la teorı́a estad́ıstica. Su

enfoque es particularmentéutil en el ańalisis de las combinaciones lineales de variables aleatorias

independientes. Las tres representaciones (KwE, KwLS, KwPa) para la (fc) deX se generan por

φ(t) =M(i t) dondeφ(t) = E(ei tX), coni =
√
−1. Una representación más para la (fc) deX es:

φ(t) =

∫

∞

0

cos(tx) f(x)dx+ i

∫

∞

0

sin(tx) f(x)dx.

Con base en las expansiones delcos(tx) =
∑

∞

r=0
(−1)r

(2r)!
(tx)2r y sin(tx) =

∑

∞

r=0
(−1)r

(2r+1)!
(tx)2r+1,

se obtiene

φ(t) =
∞
∑

r=0

(−1)r t2r

(2r)!
µ′

2r + i

∞
∑

r=0

(−1)r t2r+1

(2r + 1)!
µ′

2r+1.

2.7. Las desviaciones medias

SeaX ∼ KwG(a, b). Las desviaciones medias alrededor de la media (δ1(X) = E(|X − µ′

1|)) y

alrededor de la mediana (δ2(X) = E(|X −M |)) pueden expresarse como:

δ1(X) = 2µ′

1 F (µ
′

1)− 2m1(µ
′

1) y δ2(X) = µ′

1 − 2m1(M), (2.12)
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respectivamente, dondeµ′

1 = E(X) yM denota la mediana de(X),F (µ′

1) se obtiene (0.2) ym1(z) =
∫ z

−∞
x f(x)dx es el primer momento incompleto. La medianaM sigue de (2.2) como:

M = QG

{

[

1− 2−1/b
]1/a

}

.

Siendou = G(x) en (2.4) se obtiene:

m1(z) =
∞
∑

k=0

wk Tk(z), (2.13)

donde la integralTk(z) se puede expresar en términos deQG(u) por:

Tk(z) =

∫ G(z)

0

QG(u) u
(k+1)a−1 du. (2.14)

Las desviaciones medias de cualquier distribución Kw-G pueden ser determinados a partir de

las ecuaciones (2.12) y (2.14). Por ejemplo, las desviaciones medias de KwE (con parámetroλ),

KwLS y KwPa (con paŕametroν > 0) son calculads inmediatamente usando la expansión binomial

generalizada de las funciones

Tk(z) = λ−1 Γ(a(k + 1) + 1)
∞
∑

j=0

(−1)j{1− exp(−jλz)}
Γ(a(k + 1) + 1− j)(j + 1)!

,

Tk(z) =
1

Γ(k)

∞
∑

j=0

(−1)jΓ(a(k + 1) + j){1− exp(−jz)}
(j + 1)!

y

Tk(z) =
∞
∑

j=0

j
∑

r=0

(−1)j
(

a(k+1)
j

)(

j
r

)

(1− rν)
z1−rν ,

respectivamente.

Una representación alternativa param1(z) puede ser derivada a partir de (2.3) de la siguiente

forma

m1(z) =

∫ z

−∞

x f(x)dx = a−1

∞
∑

k=0

wk

(k + 1)
Jk(z), (2.15)

donde

Jk(z) =

∫ z

−∞

xha(k+1)(x)dx. (2.16)

La ecuacíon (2.16) es la base para calcular las desviaciones medias delas distribuciones Exp-G.

En consesuencias, las desviaciones medias de Kw-G sólo dependen de las desviaciones medias de la

distribucíon Exp-G. Luego las representaciones alternativas paraδ1(X) y δ2(X) son dadas por:

δ1(X) = 2µ′

1F (µ
′

1)− 2a−1

∞
∑

k=0

wk

k + 1
Jk(µ

′

1)
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y

δ2(X) = µ′

1 − 2a−1

∞
∑

k=0

wk

k + 1
Jk(M).

Las desviaciones medias pueden ser utilizadas para trazar las curvas de Lorenz y de Bonferroni en

campos como la economı́a, fiabilidad, la demografı́a, los seguros y la medicina. Para una determinada

probabilidadπ, que se definen porL(π) = m1(q)/µ
′

1 y B(π) = m1(q)/(π µ
′

1), respectivamente,

dondeµ′

1 = E(X) andq = F−1(π) = QG{[1−(1−π)1/b]1/a} pueden ser determinadas de la función

cuantil de referencia. En economı́a, siπ es la proporcíon de unidades cuyos ingresos son inferiores

o iguales aq, L(π) es la proporcíon del volumen total de ingresos acumulados por el conjunto de

unidades con un ingreso menor o igual aq. La curva de Lorenz es creciente y convexa y, dado el

ingreso medio, la función de densidad deX se puede obtener de la curvatura deL(π). De forma

similar, la curva de BonferroniB(π) es la raźon entre el ingreso medio de este grupo y la renta media

de la poblacíon. En resumen,L(π) ofrece fracciones de los ingresos totales, mientras que losvalores

deB(π) se refiere a los niveles de ingresos relativos.

2.8. Entroṕıas

2.8.1. Entroṕıa de Shannon

La entroṕıa de una variable aleatoriaX con funcíon de densidadf(x) es una medida de la va-

riación de la incertidumbre. La entropı́a de Shannon se define porE{− log[f(X)]}. Suponga que

X ∼ Kw-G(a, b). Entonces,

E {− log[f(X)]} = − log(ab)−E [log g(X)]− (a− 1)E [logG(X)]− (b− 1)E [log {1−Ga(X)}] .
(2.17)

Ahora, se define a partir de la función de densidad cuantil G,g(QG(u)), la cantidad b́asica

Ik =

∫

∞

−∞

log{g(x)} g(x)G(k+1)a−1(x)dx =

∫ 1

0

log{g(QG(u))}u(k+1)a−1du.

Las tres experanzas en (2.17) se pueden expresar como:

E {log[g(X)]} = ab

∫

∞

−∞

log[g(x)] g(x)Ga−1(x) {1−Ga(x)}b−1 dx =
∞
∑

k=0

wk Ik,

E {log[G(X)]} =
b

a

∫ 1

0

log u(1− u)b−1du =
b

a

∂B(α + 1, b)

∂α

∣

∣

∣

∣

α=0

= −C + ψ(b+ 1)

a

y

E [log {1−Ga(X)}] = b

∫ 1

0

log(u) ub−1du = −1

b
,
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dondeC es la constante de Euler. Ası́, se desprende de (2.17) que

E {− log[f(X)]} = − log(ab)−
∞
∑

k=0

wk Ik +
(a− 1) {C + ψ(b+ 1)}

a
+
b− 1

b
.

Podemos determinarIk para algunas distribuciones Kw-G. Para la distribución KwE con paŕame-

tro λ, la funcíon de densidad cuantil esg(QG(u)) = λ(1− u) y entonces

Ik =
λ

a(k + 1)
+

∫ 1

0

log(1− u) u(k+1)a−1du.

La última integral puede ser calculada paraa real no entero, cambiando la variablev = 1−u, usando

la expansíon binomial generalizada y observando que
∫ 1

0
log(v) vadv = −(a+ 1)−2. Se tiene

Ik =
λ

a(k + 1)
+

∞
∑

j=0

(−1)j+1Γ(a(k + 1))

Γ(a(k + 1)− j)j!(j + 1)2
.

Si a es un ńumero entero, eĺındicej para en(k + 1)a− 1.

Para la distribucíon KwLS,g(QG(u)) = u(1− u), de una manera similar, se obtiene:

Ik =
−1

a2(k + 1)2
+

∞
∑

j=0

(−1)j+1Γ(a(k + 1))

Γ(a(k + 1)− j)j!(j + 1)2
.

Para la distribucíon KwPa con paŕametroν, se tieneg(QG(u)) = ν(1− u)1+ν−1

donde:

Ik =
log(ν)

a(k + 1)
+ (1 + ν−1)

∞
∑

j=0

(−1)j+1Γ(a(k + 1))

Γ(a(k + 1)− j)j!(j + 1)2
.

Una expresíon alternativa para la primera esperanza en (2.17) se sigue de (2.15) como

E {log[g(X)]} = a−1

∞
∑

k=0

wk

k + 1
E {log[g(Yk)]} ,

dondeYk ∼Exp-G(a(k + 1)). Aśı, tambíen se puede expresar (2.17) como

E {− log[f(X)]} = − log(ab)− a−1

∞
∑

k=0

wk

k + 1
E {log[g(Yk)]}+

(a− 1) {C + ψ(b+ 1)}
a

+
b− 1

b
.

La esperanza anterior se puede calcular para la mayorı́a de las distribuciones Exp-G.

2.8.2. Entroṕıa de Ŕenyi

Otra medida popular de entropı́a es la entroṕıa de Ŕenyi dada por:

JR(c) =
1

1− c
log

[
∫

∞

−∞

f c(x)dx

]

, c > 0, c 6= 1. (2.18)
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La integral puede ser escrita como
∫

∞

−∞

f c(x)dx = (ab)c
∫

∞

−∞

gc(x)G(a−1)c(x) {1−Ga(x)}(b−1)c dx

y entonces expandiendo la binomial y cambiando la variable

∫

∞

−∞

f c(x)dx = (ab)c
∞
∑

j=0

(

(b− 1)c

j

)

(−1)j K(c, j). (2.19)

AqúıK(c, j) denota la integralK(c, j) =
∫ 1

0
gc−1(Q(u)) ua(c+j)−c du, que debe ser calculada para

cada modelo Kw. Para las distribuciones Kw-exponencial (con paŕametroλ), Kw-logı́stica est́andar y

Kw-Pareto (con parámetroν), obtenemos

K(c, j) = λc−1B(a(c+ j)− c, c− 1), K(c, j) = B(a(c+ j)− 1, c− 1),

e

K(c, j) = νc−1B(a(c+ j)− c, (1 + ν−1)(c− 1)),

respectivamente.

2.9. Fiabilidad

En este caso, presentamos la fiabilidad comoR = Pr(X2 < X1), cuandoX1 ∼ Kw-G(a1, b1) y

X2 ∼ Kw-G(a2, b2) son variables aleatorias independientes con soporte positivo. La fiabilidad tiene

muchas aplicaciones, especialmente en variasáreas de la ingenierı́a. Seafi la fdp deXi y Fi la fda de

Xi. Expandiendo los binomiales enf1 y F2 obtenemos

R = 1− a1 b1

∞
∑

j=0

∞
∑

k=0

(

b1 − 1

j

)(

b2
k

)

(−1)j+k

[a1(j + 1) + a2k]
. (2.20)

En el caso particulara1 = a2 = a, se puede reducir (2.20) a:

R = 1− b1

∞
∑

j=0

(

b1 + b2 − 1

j

)

(−1)j

(j + 1)
.

Además sia1 = a2 y b1 = b2 entoncesR = 1/2. Una expresíon alternativa paraR obtenida usando

(2.3) y (2.3), es

R = 1− a

∞
∑

k,m=0

(

b− 1

k

)(

b− 1

m

)

(−1)k+mRk,m

(k + 1)
,

dondeRk,m se convierte en

Rk,m =

∫

∞

0

ha(k+1)(x)Ham(x)dx.
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Por consiguienteRk,m denota la funcíon de fiabilidad de las variables aleatorias independientes

con el apoyo positivo de las distribuciones Exponencial-G con paŕametroa(k+1) y am. Por lo tanto,

la fiabilidad de la Kw-G(a1, b1) y Kw-G(a2, b2) variables aleatorias independientes se reduce a una

combinacíon lineal de las funciones de fiabilidadRk,m.

Claramente,Rk,m denota la funcíon de fiabilidad de variables aleatorias independientes (con so-

porte positivo) siguiendo las distribuciones G-exponenciadas con parámetrosa(k + 1) y am. Por lo

tanto, la fiabilidad de la variables aleatorias independientes Kw-G(a1, b1) y Kw-G(a2, b2) se reducen

a una combinación lineal de las funciones de confiabilidadRk,m.

2.10. Estad́ısticos de Orden

Los estad́ısticos de orden están presentes en muchasáreas de estadı́stica téorica y pŕactica. La

densidadfi:n(x) del i-ésimo estad́ıstico de orden, parai = 1, . . . , n, a partir variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidasX1, . . . , Xn siguiendo cualquier distribución Kw-G, es

dada por

fi:n(x) =
ab

B(i, n− i+ 1)
g(x)G(x)i−1 [1− {1−G(x)a}b] {1−G(x)a}b(n−i+1)−1

y entonces

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ 1)

n−i
∑

j=0

(−1)j
(

n− i

j

)

F (x)i+j−1. (2.21)

dondeB(., .) denota la funcíon beta.

Presentamos ahora una expresión para la densidad de las estadı́sticas de orden Kw-G, como una

función de la densidad de referencia multiplicada por infinitas sumas ponderadas de potencias de

G(x). Este resultado nos permite derivar los momentos ordinarios de los estadı́sticos de orden de la

distribucíon Kw-G como infinitas sumas ponderadas de MPP de la distribuciónG.

En primer lugar, se calcula una expansión en series de potencias deG(x)q que vale para cualquier

q > 0 real no entero. Se tiene:

G(x)q = [1− {1−G(x)}]q =
∞
∑

j=0

(

q

j

)

(−1)j{1−G(x)}j

y entonces

G(x)q =
∞
∑

j=0

j
∑

r=0

(−1)j+r

(

q

j

)(

j

r

)

G(x)r.

Remplazando
∑

∞

j=0

∑j
r=0 por

∑

∞

r=0

∑

∞

j=r, obtenemos

G(x)q =
∞
∑

r=0

sr(q)G(x)
r, (2.22)
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donde los coeficientes son

sr(q) =
∞
∑

j=r

(−1)r+j

(

q

j

)(

j

r

)

, (2.23)

parar = 0, 1, . . .

De la ecuacíon (0.2) la siguiente expansión paraF (x)i+j−1 vale

F (x)i+j−1 =

i+j−1
∑

k=0

(

i+ j − 1

k

)

(−1)k{1−G(x)a}kb.

Usando la expansión en series para{1−G(x)a}kb

{1−G(x)a}kb =
∞
∑

m=0

(−1)m
(

kb

m

)

G(x)ma

y entonces de (2.22), se puede escribir

F (x)i+j−1 =

i+j−1
∑

k=0

(−1)k
(

i+ j − 1

k

) ∞
∑

r=0

vr(a, b, k)G(x)
r, (2.24)

donde los coeficientesvr(a, b, k) son definidos porvr(a, b, k) =
∑

∞

m=0(−1)m
(

kb
m

)

sr(ma) y las can-

tidadessr(ma) se dan antes parar = 0, 1, . . ..

Intercambiando las sumas en la fórmula (2.24) se tiene:

F (x)i+j−1 =
∞
∑

r=0

pr,i+j−1(a, b)G(x)
r,

donde los coeficientespr,u(a, b) pueden determinarse como:

pr,u(a, b) =
u

∑

k=0

(−1)k
(

u

k

) ∞
∑

m=0

∞
∑

l=r

(−1)mr+l

(

kb

m

)(

ma

l

)(

l

r

)

(2.25)

parar, u = 0, 1, . . .

Entonces, se puede escribir

fi:n(x) =
∞
∑

r,k=0

qr,kG(x)
a(k+1)+r−1 g(x), (2.26)

donde

qr,k =
n−i
∑

j=0

(−1)j
(

n−i
j

)

wk pr,i+j−1

B(i, n− i+ 1)

y las cantidadespr,u(a, b) parar, u = 0, 1, . . . son dados por (2.25).

De la definicíon deτ(n, a) dada en (2.6), els-ésimo momento del estadı́stico de ordenXi:n se

puede representar como

E(Xs
i:n) =

∞
∑

r,k=0

qr,k τ(s, a(k + 1) + r − 1). (2.27)
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La fgm deXi:n se puede obtener a partir de (2.11) y (2.26) como

Mi:n(t) =
∞
∑

r,k=0

qr,k ρ(t, a(k + 1) + r − 1). (2.28)

A continuacíon se muestra una sencilla aplicación. Las expresionesE(Xs
i:n) y Mi:n(t) para la

distribucíon KwE con paŕametroλ > 0 se deducen de (2.27) y (2.28), respectivamente como

E(Xs
i:n) = s!λs

∞
∑

r,k,j=0

qr,k
(−1)s+j

(

a(k+1)+r−1
j

)

(j + 1)s+1

y

Mi:n(t) =
∞
∑

r,k=0

qr,k B(a(k + 1) + r, 1− λt).

Estas expresiones son fácilmente derivadas para las distribuciones Kw-G citadas anteriormente.

Alternativamente, podemos expresarfi:n(x) como una combinación lineal de funciones de densi-

dad G-Exponenciadas. La ecuación (2.26) se reescribe como:

fi:n(x) =
∞
∑

r,k=0

q⋆r,k ha(k+1)+r (2.29)

donde

q⋆r,k =
qr,k

a(k + 1) + r
.

Claramente,
∑

∞

r,k=0 q
⋆
r,k = 1. Algunas propiedades matemáticas de los estadı́sticos de orden Kw-

G se pueden obtener inmediatamente conociendo los de la distribución G-exponenciada incluyendo

momentos, momentos factoriales e inversos, fgm, desviaciones medias y las curvas de Bonferroni y

Lorenz. Las ecuaciones (2.26)-(2.29) son los principales resultados de esta sección.

2.11. Momentos de probabilidad ponderada

Una teoŕıa general de los momentos de probabilidad ponderada (MPP) cubre el resumen y la des-

cripción de las distribuciones de probabilidad teóricas, el resumen y la descripción de muestras de

datos observados, la estimación no paraḿetrica de la distribución subyacente de una muestra obser-

vada, estimación de paŕametros y cuantiles de distribuciones de probabilidad y prueba de hiṕotesis

para las distribuciones de probabilidad. El método de los MPP se puede utilizar para la estimación de

paŕametros de una distribución cuya forma inversa no puede ser expresado de forma explı́cita.

La (s, r)-ésimo MPP deX siguiendo la distribución Kw-G, se diceτKw
s,r es formalmente definido

por

τKw
s,r = E{XsF (X)r} =

∫

∞

−∞

xs F (x)r f(x)dx.
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De las ecuaciones (2.3) y (2.24) se puede escribir

τKw
s,r =

∞
∑

k,s=0

v
∑

l=0

wk ps,r(a, b) τs,a(k+1)+s−1, (2.30)

dondeτs,a(k+1)+s−1 =
∫

∞

−∞
xsG(x)a(k+1)+s−1 g(x)dx es la(s, a(k + 1) + s − 1)-ésimo MPP de la

distribucíon G y de coeficienteswk y ps,r(a, b) son definidos como antes.

La ecuacíon (2.30) revela que cualquier MPP de la distribución Kw-G puede calcularse a partir

de una combinación lineal ponderada infinita de MPPs de la distribución G. Claramente, los mo-

mentos generalizadosτKw
s,r pueden ser obtenidos numéricamente con el software existente, mediante

la adopcíon de un gran ńumero de sustituciones del infinito en la ecuación (2.30). Los MPPs de la

distribucíon de referencia puede ser evaluada por integración nuḿerica.

En problemas de estimación se usan frecuentemente los momentos de orden(1, r). Por ejemplo,

para las distribuciones Gumbel y Weibull Greenwood et al. (1979), tenemos:

τ1,r =
µ+ σ{log(1 + r) + ǫ}

1 + r
y τ1,r =

r
∑

k=0

(−1)k
(

r

k

)

Γ(1 + 1/c)

β(1 + k)1+1/c
,

respectivamente. Por lo tanto, las cantidadesτKw
1,r para las distribuciones KwGu y KwW se calculan

fácilmente a partir de (2.30).

Ahora se presenta una fórmula alternativa para los momentos de los estadı́sticos de orden de las

distribucíon Kw-G basados en MPP de la distribución G. Séutiliza la fórmula para el momentos-ési-

mo dada por Barakat y Abdelkader (2004) aplicado al caso independiente e id́enticamente distribuido,

sujeto a la existencia,

E(Xs
i:n) = s

n
∑

j=n−i+1

(−1)j−n+i−1

(

j − 1

n− i

)(

n

j

)

Ij(s), (2.31)

dondeIj(s) denota la integralIj(s) =
∫

∞

−∞
xs−1{1 − F (x)}jdx. Usando de la expansión binomial e

intercambiando t́erminos, láultima integral se convierte en:

Ij(s) =

j
∑

m=0

(−1)m
(

j

m

)

τKw
s−1,m,

dondeτKw
s−1,m =

∫

∞

−∞
xs−1F (x)mdx.

Insertando la expresión Ij(s) en la formula (2.31) se tiene:

E(Xs
i:n) = s

n
∑

j=n−i+1

j
∑

m=0

(−1)j−n+i+m−1

(

j − 1

n− i

)(

n

j

)(

j

m

)

τKw
s−1,m, (2.32)

donde los MPPτKw
s−1,m de la distribucíon Kw-G se obtienen inmediatamente de la ecuación (2.30)

como funciones lineales de los MPP de la distribución G. Por lo tanto, se demuestra que los momen-

tos de los estadı́sticos de orden Kw-G se pueden expresar de manera explı́cita en t́erminos de una

combinacíon lineal infinita ponderada de los MPP de la distribución G.
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Los L-momentos son análogos a los momentos ordinarios, pero se pueden estimar mediante com-

binaciones lineales de estadı́sticas de orden. Los L-momentos tienen varias ventajas teóricas sobre

los momentos ordinarios. Se tienen cada vez que existe la media de la distribucíon, a pesar de que

no pueden existir algunos momentos de orden superior. Estosson capaces de caracterizar una amplia

gama de distribuciones y cuando es estimada a partir de una muestra, son ḿas robustas a los efectos

de los valores atı́picos en los datos. A diferencia de las estimadores de momentos habituales, las es-

timaciones de los parámetros obtenidos a partir de los L-momentos son algunas veces ḿas precisas

en pequẽnas muestras, incluso en las estimaciones de máxima verosimilitud (EMV). Estos momentos

son funciones lineales de los estadı́sticos de orden esperado definidos como

λr+1 = (r + 1)−1

r
∑

k=0

(−1)k
(

r

k

)

E(Xr+1−k:r+1), r = 0, 1, . . . ,

Los primeros cuatroL-momentos sonλ1 = E(X1:1), λ2 = 1
2
E(X2:2−X1:2), λ3 = 1

3
E(X3:3−2X2:3+

X1:3) y λ4 = 1
4
E(X4:4 − 3X3:4 + 3X2:4 −X1:4). Ver Hosking (1990) Hosking (1990).

De la ecuacíon (2.32) aplicada a los medios (s = 1) de los estad́ısticos de orden, podemos obtener

fácilmente las expansiones de los L-momentos de la distribución Kw-G. Los L-momentos también se

pueden calcular en términos del MPP dadas en (2.30) como

λr+1 =
r

∑

k=0

(−1)r−k

(

r

k

)(

r + k

k

)

τKw
1,k , r = 0, 1, . . .

En particular,λ1 = τKw
1,0 , λ2 = 2τKw

1,1 − τKw
1,0 , λ3 = 6τKw

1,2 − 6τKw
1,1 + τKw

1,0 y λ4 = 20τKw
1,3 − 30τKw

1,2 +

12τKw
1,1 − τKw

1,0 .

2.12. Valores extremos

Algunas veces se podrı́a estar interesado en el comportamiento asintótico de los valores extremos

Mn = máx(X1, . . . , Xn) y mn = mı́n(X1, . . . , Xn).

En primer lugar, supongamos queG pertenece al dominio de la distribución de valores extremos

de Gumbel. Entonces por Leadbetter et al. (1987) debe existir una funcíon estrictamente positivah(t),

de tal forma que:

ĺım
t→∞

1−G(t+ xh(t))

1−G(t)
= exp(−x)

para cadax ∈ (−∞,∞). Pero

ĺım
t→∞

1− F (t+ xh(t))

1− F (t)
= ĺım

t→∞

{

1−Ga(t+ xh(t))

1−Ga(t)

}b

= ĺım
t→∞

{

1−G(t+ xh(t))

1−G(t)

}b

= exp(−bx)
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para cadax ∈ (−∞,∞). Aśı, se sigue por Leadbetter et al. (1987) queF tambíen pertenece al

dominio ḿaximo de atracción de la distribucíon de valores extremos de Gumbel con

ĺım
n→∞

Pr {an (Mn − bn) ≤ x} = exp {− exp(−bx)}

para algunas sutiles constantes de normalizaciónan > 0 y bn.

Segundo, suṕongase que G pertenece al dominio máximo de atracción de la distribucíon de valor

extremo Fŕechet. Entonces por Leadbetter et al. (1987), debe existir un β > 0, tal que:

ĺım
t→∞

1−G(tx)

1−G(t)
= xβ

para cadax > 0. Pero

ĺım
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= ĺım

t→∞

{

1−Ga(tx)

1−Ga(t)

}b

= ĺım
t→∞

{

1−G(tx)

1−G(t)

}b

= xβb

para cadax > 0. Aśı, se tiene por Leadbetter et al. (1987) queF tambíen pertenece al dominio

máximo de atracción de la distribucíon de valor extremo de Fréchet como

ĺım
n→∞

Pr {an (Mn − bn) ≤ x} = exp(−xβb)

para algunas sutiles constantes de normalizaciónan > 0 y bn.

Tercero, suṕongase que G pertenece al dominio máximo de atracción de la distribucíon de valor

extremo de Weibull. Entonces por Leadbetter et al. (1987), debe existirα > 0, de tal forma que:

ĺım
t→0

G(tx)

G(t)
= xα

para cadax < 0. Pero

ĺım
t→0

F (tx)

F (t)
= ĺım

t→0

{

G(tx)

G(t)

}a

= xαa

para cadax < 0. Aśı, por Leadbetter et al. (1987) se sigue también queF pertenece al ḿaximo

dominio de atracción de la distribucíon de valor Weibull con

ĺım
n→∞

Pr {an (Mn − bn) ≤ x} = exp {−(−x)αa}

para algunas sutiles constantes de normalizaciónan > 0 y bn.

El mismo argumento se aplica al mı́nimo dominio de atracción. Es decir,F pertenece al mismo

dominio ḿınimo de atraccíon que el deG.
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2.13. Estimacíon

Aqúı, se considera la estimación por el ḿetodo de ḿaxima verosimilitud (EMV) y se proporcionan

expresiones para la matriz asociada de información de Fisher. También se consideran cuestiones de

estimacíon para datos censurados.

Suponga quex1, . . . , xn es una muestra aleatoria de la distribución Kw-G (0.3). Suponga también

queg est́a parametrizada por un vectorθ de longitudp. La funcíon log-verosimilitud (LL) de los

paŕametros,(a, b,θ), es

logL(a, b,θ) = n log a+ n log b+
n

∑

j=1

log g (xj;θ) + (a− 1)
n

∑

j=1

logG (xj;θ)

+ (b− 1)
n

∑

j=1

log {1−Ga (xj;θ)} . (2.33)

Los estimadores de ḿaxima verosimilitud (EMV) son las soluciones de las ecuaciones simult́aneas

de:

n

a
+

n
∑

j=1

logG (xj;θ)− (b− 1)
n

∑

j=1

Ga (xj;θ) logG (xj;θ)

1−Ga (xj;θ)
= 0,

n

b
+

n
∑

j=1

log {1−Ga (xj;θ)} = 0

y

n
∑

j=1

1

g (xj;θ)

∂g (xj;θ)

∂θk
+ (a− 1)

n
∑

j=1

1

G (xj;θ)

∂G (xj;θ)

∂θk

−a(b− 1)
n

∑

j=1

Ga−1 (xj;θ)

1−Ga (xj;θ)

∂G (xj;θ)

∂θk
= 0.

Para la estimación de intervalos para los parámetros(a, b,θ) y prueba de hiṕotesis se requiere la

matriz de informacíon de Fisher. La estimación de los intervalos de los parámetros del modelo pueden

ser obtenidos con teorı́a de verosimilitud estándar. Los elementos de esta matriz de (2.33) se pueden

resolver como:

E

(

−∂
2 logL

∂a2

)

=
n

a2
+ nE

[

(logG(X;θ))2Ga(X;θ)

{1−Ga(X;θ)}2
]

,

E

(

−∂
2 logL

∂a∂b

)

= nE

[

logG(X;θ)Ga(X;θ)

1−Ga(X;θ)

]

,
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E

(

−∂
2 logL

∂a∂θj

)

= −nE
[

1

G(X;θ)

∂G(X;θ)

∂θj

]

+n(b− 1)E

[

Ga−1(X;θ) {a logG(X;θ) + 1}
1−Ga(X;θ)

∂G(X;θ)

∂θj

]

−naE
[

G2a−1(X;θ) logG(X;θ)

{1−Ga(X;θ)}2
∂G(X;θ)

∂θj

]

,

E

(

−∂
2 logL

∂b2

)

=
n

b2
,

E

(

−∂
2 logL

∂b∂θj

)

= naE

[

Ga−1(X;θ)

1−Ga(X;θ)

∂G(X;θ)

∂θj

]

y

E

(

−∂
2 logL

∂θj∂θk

)

= nE

[

1

g2(X;θ)

∂g(X;θ)

∂θj

∂g(X;θ)

∂θk

]

+n(a− 1)E

[

1

G2(X;θ)

∂G(X;θ)

∂θj

∂G(X;θ)

∂θk

]

− nE

[

1

g(X;θ)

∂2g(X;θ)

∂θj∂θk

]

−nE
[

1

G(X;θ)

∂2G(X;θ)

∂θj∂θk

]

+na(a− 1)(b− 1)E

[

Ga−2(X;θ)

1−Ga(X;θ)

∂G(X;θ)

∂θj

∂G(X;θ)

∂θk

]

+na2(b− 1)E

[

G2(a−1)(X;θ)

{1−Ga(X;θ)}2
∂G(X;θ)

∂θj

∂G(X;θ)

∂θk

]

+na(b− 1)E

[

Ga−1(X;θ)

1−Ga(X;θ)

∂2G(X;θ)

∂θj∂θk

]

.

Las esperanzas de los dos primeros elementos se pueden calcular como

E

[

(logG(X;θ))2Ga(X;θ)

{1−Ga(X;θ)}2
]

=
bB(2, b− 2)

6a2
×N

dondeN = {π2 − 6ψ
′

(b)− 12C − 12ψ(b) + 6C2 + 12Cψ(b) + 6ψ2(b)} y

E

[

logG(X;θ)Ga(X;θ)

1−Ga(X;θ)

]

=
bB(2, b− 1)

a
{1− C − ψ(b+ 1)} .

Las esperanzas restantes se pueden calcular numéricamente.

A menudo, con los datos de supervivencia, se encuentran datos censurados. Existen diferentes

formas de censura: censura tipo I, censura tipo II, etc. Se consideraŕa el caso general de los datos

multicensurados. Seann sujetos de los cuales

n0 se sabe que han fallado en los momentosx1, . . . , xn0
.
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n1 se sabe que han fracasado en el intervalo[sj−1, sj], j = 1, . . . , n1.

n2 sobrevivieron a un tiemporj, j = 1, . . . , n2 pero no se observaron por más tiempo.

Note quen = n0 + n1 + n2. Nótese tambíen que la censura tipo I y tipo II figuran como casos

particulares de datos multicensurados. La función (LL) de los paŕametros(a, b,θ) para estos datos

multicensurados es

logL(a, b,θ) = n0 log a+ n0 log b+

n0
∑

j=1

log g (xj;θ) + (a− 1)

n0
∑

j=1

logG (xj;θ)

+(b− 1)

n0
∑

j=1

log {1−Ga (xj;θ)}

+

n1
∑

j=1

log
{

[1−Ga (sj−1;θ)]
b − [1−Ga (sj;θ)]

b
}

+b

n2
∑

j=1

log {1−Ga (rj;θ)} . (2.34)

De aqúı se desprende que los EMV son las soluciones simultáneas de las ecuaciones

n0

a
+

n0
∑

j=1

logG (xj;θ)− (b− 1)

n0
∑

j=1

Ga (xj;θ) logG (xj;θ)

1−Ga (xj;θ)

+b

n1
∑

j=1

U (sj;θ)− U (sj−1;θ)

[1−Ga (sj−1;θ)]
b − [1−Ga (sj;θ)]

b
− b

n2
∑

j=1

Ga (rj;θ) logG (rj;θ)

1−Ga (rj;θ)
= 0,

n0

b
+

n0
∑

j=1

log {1−Ga (xj;θ)} −
n1
∑

j=1

V (sj;θ)− V (sj−1;θ)

[1−Ga (sj−1;θ)]
b − [1−Ga (sj;θ)]

b

+

n2
∑

j=1

log {1−Ga (rj;θ)} = 0

y

n0
∑

j=1

1

g (xj;θ)

∂g (xj;θ)

∂θk
+ (a− 1)

n0
∑

j=1

1

G (xj;θ)

∂G (xj;θ)

∂θk

−a(b− 1)

n0
∑

j=1

Ga−1 (xj;θ)

1−Ga (xj;θ)

∂G (xj;θ)

∂θk
+ ab

n1
∑

j=1

W (sj;θ)−W (sj−1;θ)

[1−Ga (sj−1;θ)]
b − [1−Ga (sj;θ)]

b

−ab
n2
∑

j=1

Ga−1 (rj;θ) ∂G (rj;θ) /∂θk
1−Ga (rj;θ)

= 0,

dondeU(s) = {1 − Ga(s)}b−1Ga(s) logG(s), V (s) = {1 − Ga(s)}b log{1 − Ga(s)} y W (s) =

{1−Ga(s)}b−1Ga−1(s)∂G(s)/∂θk.
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Caṕıtulo 3

Relación de la distribución Kw con la

distribuci ón Beta

Considere partir de la función de densidad acumulada de referenciaG(x) y función de densidad

de probabilidad de referenciag(x), Eugene et al. (2002) definieron la distribución beta-G(a, b) y su

función de densidad por

f(x) =
1

B(a, b)
G(x)a−1 {1−G(x)}b−1 g(x), (3.1)

dondea > 0 y b > 0 son dos paŕametros adicionales a los parámetros deG. Eugene et al. (2002),

Nadarajah y Kotz (2004, 2006) definen las distribuciones beta normal, beta Gumbel y beta exponen-

cial tomando aG(x) como la fda de la distribución normal, Gumbel y exponencial, repectivamente.

Se puede ver fácilmente que siZ ∼ Exp-G(a) con fdaHa(x) = G(x)a, entonces la distribución

beta-Ha(1, b) es id́entica a la distribución Kw-G(a, b). Aśı, la distribucíon beta-G(1, b) aplicada a la

exp-G(a) produce la distribución Kw-G(a, b). Algunas propiedades de los modelos Kw-G se pueden

derivar de esta manera. SiZ tiene la distribucíon beta-G(1, b) entoncesX = G−1(Z1/a) las distribu-

ción tendŕa Kw-G(a, b).

Ahora, se obtienen algunas propiedades de la Kw-Exponencial (a, b) utilizando los resultados de

Barreto-Souza et al. (2010) quienes investigaron la distribución exponencial beta exponenciada. Con-

sidere la distribucíon exponencial con parámetroλ. Las propiedades de la Kw-exponencial(a, b, λ) se

pueden obtener inmediatamente de la distribución de cuatro parámetros de la la distribución exponen-

cial beta exponenciada, definida aquı́ como un modelo tri-paraḿetrico BEE(1, b, λ, a) ver Barreto-

Souza et al. (2010).

La función de densidad KwE de parámetrosa, b y λ est́a dada por

f(x) = a b λ e−λx(1− e−λx)a−1{1− (1− e−λx)a}b−1, x > 0. (3.2)

Parab > 0 real no entero, los momentos deX son:

µ′

r = E(Xr) =
aΓ(b+ 1)

λr

∞
∑

j=0

(−1)j+r

(

b− 1

j

)

drB(p, a(j + 1))

dpr

∣

∣

∣

∣

p=1

.
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Si b > 0 es un ńumero entero, la sumatoria se para enb− 1.

Cuandot < λ, la fgm se obtiene de Barreto-Souza et al. (2010) parab > 0 real, no entero como

M(t) = a b

∞
∑

j=0

(−1)j
(

b− 1

j

)

B(1− t/λ, (j + 1)a).

Si b > 0 es un ńumero entero, suponiendot < λ, la suma anterior se términa enb− 1.

El r-ésimo momento deXi:n, parab > 0 real no entero, se convierte en

E(Xr
i:n) =

n−i
∑

k=0

∞
∑

m1=0

. . .
∞
∑

mk+i−1=0

δk E(X
r
k)

donde

δk =
(−1)k+

∑k+i−1

j=1
mj

(

n−i
k

)

B(α{a(i+ 1) +
∑k+i−1

j=1 mj}, b)
B(a, b)k+iB(i, n− i+ 1)

k+j−1
∏

j=1

(

b−1
mj

)

(a+mj)

y Xk ∼BGE(a{(i + 1) +
∑k+i−1

j=1 mj}, b, λ, a). Parab > 0 entero, lośındices de las cantidades

anteriores t́ermina enb− 1.
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Caṕıtulo 4

Aplicaciones

A continuacíon se presentan algunos ejemplos que ilustran algunas ventajas de las distribucio-

nes Kw-G en comparación con algunos modelos existentes. Damos dos tipos aplicaciones (datos no

censurados y censurados) se toman bases de datos conocidas para demostrar la aplicabilidad de la

distribucíon kwG.

4.1. Crecimiento de la poblacíon del gorgojoTribolium confusum

(datos sin censura)

Se presenta un ejemplo con los datos de crecimiento de la población del gorgojo de la harina

Tribolium confusumcultivados a 29◦C presentado en Eugene et al. (2002).

La Tabla (4.1) contiene los valores delAIC en forma creciente para las distribuciones ajustadas

y los EMV de los paŕametros. Seǵun elAIC, las distribuciones Beta-normal y Kw-normal producen

esencialmente el mismo ajuste, superando a las restantes distribuciones ajustadas.

Basados en los valores de la estadı́sticaLR (es una prueba estadı́stica utilizada para comparar el

ajuste de dos modelos), las distribucionesKw-gamma yKw-exponencial no son significativamente

diferentes, dado queLR = 1,542 (dando unp-valor=0.214, con 1 grado de libertad). Comparan-

Tabla 4.1: EMV de los modelos ajustados con AIC (orden creciente)
Estimacíon de paŕametros

Distribuciones AIC a b

Beta normal 7177.1 16.22 0.26µ = 15,31 σ2 = 43,04

Kw-normal 7177.2 16.67 0.26µ = 22,52 σ2 = 42,28

Kw-exponencial 7180.8 17.24 1.20β = 43,18

Kw-gamma 7181.2 1.85 0.67α = 7,37 β = 14,21

Gamma 7183.9 − − α = 8,99 β = 15,56
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Tabla 4.2: Frecuencias observadas y esperadas del número de gorgojosTribolium confusum
Número Esperado

Adultos Observado GammaKw-exponencial Kw-normal beta normal

30 1 0.75 0.14 0.18 0.26

50 1 9.85 5.80 5.58 5.94

70 40 39.72 37.72 37.85 37.08

90 96 83.59 92.40 93.11 92.34

110 122 117.15 128.73 126.03 126.97

130 140 124.56 127.78 123.39 124.34

150 92 108.51 103.08 101.54 101.66

170 70 81.35 73.14 75.29 74.94

190 44 54.24 47.90 51.67 51.26

210 38 32.93 29.84 33.11 32.85

230 25 18.51 18.02 19.87 19.77

250 13 9.76 10.67 11.18 11.19

270 4 4.87 6.24 5.91 5.96

290 1 2.32 3.62 2.93 2.99

310 1 1.06 2.09 1.37 1.41

330 2 0.47 1.20 0.60 0.63

Total 690 690 688 690 690

do la distribucíon Kw-gamma con la distribución Gamma, encontramos que existe una diferencia

significativa, dado queLR = 6,681 (p-valor=0.035, con 2 grados de libertad).

Las distribuciones ajustadas superpuestas al histograma de los datos en la Figura 4.1 refuerza el

resultado presentado en la Tabla 4.1 para la distribución gamma. Las distribuciones beta normal y la

Kw-normal son casi indistinguibles. Esta afirmación es reforzada aún más por la comparación entre

las frecuencias observadas y esperadas presentadas en la Tabla 4.2.

4.2. Voltaje (datos sin censura)

En este ejemplo, se comparan los resultados de los ajustes dealgunas distribuciones de un conjun-

to de datos presentados por Meeker y Escobar (1998), que contiene los tiempos de fallas y tiempos de

funcionamiento para una muestra de dispositivos de un sistema. En un cierto punto en el tiempo, 30

unidades fueron instaladas en condiciones normales de servicio. Se observaron dos causas de fallas

para cada unidad que falló: la falla causada por una acumulación de dãnos debido a los picos de vol-

taje de la ĺınea eĺectrica durante las tormentas eléctricas y fallas provocadas por el desgaste normal

del producto. Las evaluaciones numéricas requeridas se implementaron utilizando el procedimiento
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Figura 4.1: Histograma del crecimiento del número de adultos y densidad de probabilidad ajustada.

NLMIXED de SAS. La Tabla 4.3 presenta los EMV de los parámetros (y los correspondientes errores

est́andar en paréntesis) y los valores de las siguientes estadı́sticas para los modelos ajustados: AIC

(Criterio de Informacíon de Akaike ), BIC (Criterio de Información Bayesiano) y CAIC (Criterio

Consistente de Información de Akaike). Estos resultados indican que el modelo de Kw-Weibull tiene

los valores ḿas bajos de AIC, CAIC y BIC entre todos los modelos ajustados, porlo que podŕıa ser

elegido como el mejor modelo.

La densidad Beta Weibull está dada por:

f(x) =
cλc

B(a, b)
xc−1exp{−b(λx)c}[1− exp{−(λx)c}]a−1, x, a, b, c, λ > 0.

Con el fin de evaluar si el modelo es apropiado, se presenta en laFigura (4.2) el histograma de

los datos y las funciones de densidad ajustadas a los datos, espećıficamente se ajustaron las distribu-

ciones Kw-XGT, XGT, Kw-FW, FW, Kw-Chen, Chen, Kw-Weibull y beta Weibull. La Figura (4.3)

proporciona la funcíon de supervivencia empı́rica y estimada de estas distribuciones. Se concluye que

la distribucíon Kw-XGT es la que mejor se ajusta estos datos.

4.3. Radioterapia (datos censurados)

El conjunto de datos se refiere al tiempo de supervivencia (dı́as) para pacientes con cáncer(n =

51) que van a someterse a radioterapia (Louzada-Neto , 2001). Elporcentaje de observaciones cen-
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Tabla 4.3: EMV de los parámetros para algunos modelos ajustados a los datos de voltaje y los valores

de las estad́ısticas AIC, CAIC BIC.

Modelo a b λ2 α2 β2 AIC CAIC BIC

Kw-XTG 0.0725 0.6298 1.01e-6 209.43 6.0854337.8 340.3 344.8

(0.0169) (0.0125) (0.0000) (0.0027) (0.1707)

XTG 1 1 0.0016 85.4922 0.8020 364.4 365.3 368.6

- - (0.0007) (9.8953) (0.2543)

a b α3 β3

Kw-FW 0.0603 0.0738 0.0115 69.0275 356.4 358.0 362.0

(0.0004) (0.0134) (0.00003) (2.0281)

FW 1 1 0.0033 15.8889 387.6 388.1 390.4

- - (0.0005) (5.2693)

a b λ1 β1

Kw-Chen 0.1051 0.3855 1e-8 0.5165 357.5 359.1 363.1

(0.0437) (0.1762) (1e-10) (0.0059)

Chen 1 1 0.0051 0.3125 366.0 366.5 368.8

- - (0.0034) (0.0205)

a b c β

Kw-Weibull 0.0516 0.2288 7.7026 0.0043 352.3 353.9 357.9

(0.0241) (0.0905) (0.2191) (0.0003)

a b c λ

Beta Weibull 0.1467 30.0404 6.3920 0.0017 362.6 364.2 368.2

(0.0280) (2.3411) (0.1765) (0.0002)

suradas es17, 65%. Por lo tanto, la familia Kw-G parece ser un modelo adecuado para el ajuste y

ańalisis de dichos datos. En la Tabla (4.4) se muestran los EMV de los paŕametros del modelo. Los

valores de los tres estadı́sticos AIC, BIC y CAIC son menores para las distribuciones Kw-Weibull,

Kw-Chen y Kw-XGT comparados con los valores de las otras distribuciones. Seǵun esto, las tres

distribuciones son modelos adecuados para el análisis de datos de tiempo de supervivencia. En la

Figura (4.4), se gŕafica la funcíon de supervivencia empı́rica y la funcíon de supervivencia estimada

para las distribuciones Kw-XGT, Kw-Chen y Kw-Weibull, las cuales se ajustan de forma adecuada.
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Figura 4.2: Densidades estimadas para algunos modelos ajustados a los datos de voltaje.
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Figura 4.3: Funciones de supervivencia estimadas para algunos modelos y la función de supervivencia

emṕırica de los datos de voltaje.
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Tabla 4.4: EMV de los parámetros para la familia Kw-G ajustados a los datos de radioterapia y el

valor de los estadı́sticos AIC, CAIC y BIC.

Modelo a b λ2 α2 β2 AIC CAIC BIC

Kw-XTG 89.0008 1.3733 3.1464 0.3046 0.0837596.2 597.5 605.9

(7.3293) (0.1554) (1.4881) (0.1397) (0.0102)

XTG 1 1 20.8961 0.00002 0.1212 605.5 606.0 611.3

- - (2.0322) (18e-6) (0.0011)

a b α3 β3

Kw-FW 0 .3069 0.5716 0.0009 254.76 606.9 607.8 614.6

(0.0841) (0.1646) (0.0003) (7.0300)

FW 1 1 0.0007 109.43 609.7 610.0 613.6

- - (0.0002) (18.1249)

a b λ1 β1

Kw-Chen 105.43 1.4934 1.2080 0.0833 594.2 595.1 601.9

(47.67) (0.8845) (0.5839) (0.0013)

Chen 1 1 0.0185 0.2260 608.0 608.3 611.9

- - (0.0067) (0.0119)

a b c β

Kw-Weibull 21.5936 1.1589 0.2668 0.3617 594.1 595.0 601.8

(4.7489) (0.6803) (0.0447) (0.1307)

a b c λ

Beta Weibull 0.00004 0.7021 1.7670 34.7002 599.2 600.0 606.9

(0.000012) (0.3196) (0.4176) (4.84070)
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Figura 4.4: Funciones de supervivencia estimadas para algunos modelos ajustados y la función de

supervivencia empı́rica de los datos de radioterapia.
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Conclusiones

La familia de distribuciones Kumaraswamy-G (Kw-G) propuesta por Cordeiro y de Castro (2011),

se puede extender a varias distribuciones conocidas como lanormal, Weibull, gamma y Gumbel.

Es importante resaltar que la función de densidad de probabilidad de cualquier distribución Kw-

G se puede expresar como una combinación lineal de funciones de densidad de G-exponenciadas.

Este resultado permite derivar expresiones explicitas generales para las diferentes medidas de las

distribuciones Kw-G como momentos, función generadora de momentos, desviaciones medias, curvas

de Bonferroni y Lorenz, entropı́a de Shannon, entropı́a de Ŕenyi y de fiabilidad.

Las fórmulas relacionadas con el modelo de Kw-G permiten ser manejadas adecuadamente; ade-

más, con el uso de los recursos computacionales modernos de buena capacidad analı́tica y nuḿerica,

se pueden convertir en un instrumento muyútil y adecuado para el análisis de aplicaciones estadı́sticas

en diversos campos.

Como se pudo observar la estimación de los paŕametros es abordada por el método de ḿaxima

verosimilitud. La utilidad de los modelos de Kw-G se ilustraen los ańalisis de datos reales utilizando

varios criterios: AIC, BIC y CAIC. Durante el desarrollo de este trabajo se mostraron algunas aplica-

ciones de las distribuciones Kw-G a conjuntos de datos reales para mostrar su utilidad y ventajas con

relacíon a otros modelos existentes. En conclusión, la familia de distribuciones Kw-G proporciona un

mecanismo bastante flexible para el ajuste de un amplio espectro de datos positivos del mundo real.
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Apéndice

Los elementos que están incluidos en este apéndice corresponden a definiciones y propiedades

básicas y fueron recopiladas y adaptadas del libro Estadı́stica Mateḿatica con aplicaciones (William

Mendenhall, Richard L. Scheaffer, Dennis D Wackerly) para este trabajo.

Variables aleatorias discretas: Se dice que una variable aleatoriaY esdiscretasi puede tomar

sólo un ńumero finito o contablemente infinito1 de valores distintos.

Para cualquier distribución de probabilidad discreta, se debe cumplir:

1. 0 ≤ p(y) ≤ 1 para today.

2.
∑

y p(y) = 1, donde la sumatoria es para todos los valores dey con probabilidad diferente de

cero.

El valor esperado de una variable aleatoria: SeaY una variable aleatoria discreta con la función

de probabilidadp(y). Entonces elvalor esperadodeY , E(Y ), se define como2

E(Y ) =
∑

y

yp(y).

Si Y es una variable aleatoria con mediaE(Y ) = µ, la varianza de una variable aleatoriaY se

define como el valor esperado de(Y − µ)2. Esto es,

V (Y ) = E[(Y − µ)2].

La desviacíon est́andardeY es la ráız cuadrada positiva deV (Y ).

Momentos y funciones generadoras de momentos: El k-ésimo momento de una variable alea-

toriaY alrededor del origen se define comoE(Y k) y se denota conµ′k.
1Un conjunto de elementos es contable infinito si los elementos del conjunto se pueden poner en correspondencia

biuńıvoca con los enteros positivos.
2El valor esperado de una variable aleatoria discreta existesi la suma, es absolutamente convergente, es decir si,

∑

y

|y| p(y) < ∞.
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La función generadora de momentosm(t) para una variable aleatoriaY se define como

m(t) = E(etY ).

Una funcíon generadora de momentos paraY existe si existe una constante positivab tal quem(t) es

finita para|t| ≤ b.

Sim(t) existe, entonces para cualquier entero positivok,

dkm(t)

dtk

∣

∣

∣

t=0
= m(k)(0) = µ′k.

Si se encuentra lak-ésima derivada dem(t) con respecto at y luego se hacet = 0, el resultado

seŕaµ′k.
Variables aleatorias continuas: Se dice que una variable aleatoriaY escontinuasi su recorrido

no es un conjunto numerable. Denote conY cualquier variable aleatoria. Lafunción de distribucíon

deY , denotada porF (Y ), es tal que

F (y) = P (Y ≤ y), −∞ < y <∞.

Propiedades de una funcíon de distribución

Si F (y) es una funcíon de distribucíon entonces:

1. F (−∞) ≡ ĺımy→−∞ F (y) = 0

2. F (∞) ≡ ĺımy→∞ F (y) = 1

3. F (y) es una funcíon no decreciente dey. [Si y1 y y2 soncualesquieravalores de manera que

y1 ≤ y2, entoncesF (y1) ≤ F (y2).]

SeaF (Y ) la función de distribucíon para una variable aleatoria continuaY . Entoncesf(y),

est́a dada por

f(y) =
dF (y)

dy
= F ′(y)

siempre que exista la derivada, se denominafunción de densidad de probabilidadpara la variable

aleatoriaY .

Propiedades de una funcíon de densidad

Si f(y) es una funcíon de densidad para una variable aleatoria continua, entonces

1. f(y) ≥ 0 para today, −∞ < y <∞.

2.
∫

∞

−∞
f(y)dy = 1.

Valores esperados para una variable aleatoria continua: El valor esperado de una variable

aleatoria continuaY es

E(Y ) =

∫

∞

−∞

yf(y)dy,
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siempre que exista la integral.3 Y la varianza es:

V ar(Y ) =

∫

∞

−∞

(y − E(Y ))2f(y)dy

Distribuciones de probabilidad bivariantes: SeanY1 y Y2 variables aleatorias discretas. Lafun-

ción de probabilidad conjunta(o bivariante) paraY1 y Y2 est́a dada por

p(y1, y2) = P (Y1 = y1, Y2 = y2), −∞ < y1 <∞, −∞ < y2 <∞.

Si Y1 y Y2 son variable aleatorias discretas con función de probabilidad conjuntap(y1, y2), enton-

ces:

1. p(y1, y2) ≥ 0 para today1 y y2.

2.
∑

y1,y2
p(y1, y2) = 1, donde la suma es para todos los valores(y1, y2) a los que se asignan

probabilidades diferentes de cero.

SeanY1 y Y2 variables aleatorias continuas con función de distribucíon conjuntaF (y1, y2). Si

existe una funcíon no negativaf(y1, y2), tal que:

F (y1, y2) =

∫ y1

−∞

∫ y2

−∞

f(t1, t2)dt2dt1

para toda−∞ < y1 < ∞,−∞ < y2 < ∞. La funcíon f(y1, y2) recibe el nombre defunción de

densidad de probabilidad conjunta.

Si Y1 y Y2 son variables aleatorias con función de distribucíon conjuntaF (y1, y2), entonces:

1. F (−∞,−∞) = F (−∞, y2) = F (y1,−∞) = 0.

2. F (∞,∞) = 1.

3. Siy∗1 ≥ y1 y y∗2 ≥ y2, entoncesF (y∗1, y
∗

2)− F (y∗1, y2)− F (y1, y
∗

2) + F (y1, y2) ≥ 0.

SiY1 y Y2 son variables aleatorias continuas conjuntas con una función de densidad conjunta dada

porf(y1, y2), entonces:

1. f(y1, y2) ≥ 0 para today1, y2.

2.
∫

∞

−∞

∫

∞

−∞
f(y1, y2)dy1dy2 = 1.

3Técnicamente,E(Y ) existe si
∫

∞

−∞

|y| f(y)dy < ∞.
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Distribuciones de probabilidad marginal: SeanY1 y Y2 variables aleatorias discretas conjuntas

con funcíon de probabilidadp(y1, y2). Entonces lasfunciones de probabilidad marginaldeY1 y Y2,

est́an dadas por:

p1(y1) =
∑

∀ y2

p(y1, y2) y p2(y2) =
∑

∀ y1

p(y1, y2).

SeanY1 y Y2 variables aleatorias continuas conjuntas con función de densidad conjuntaf(y1, y2).

Entonces lasfunciones de densidad marginaldeY1 y Y2, est́an dadas por:

f1(y1) =

∫

∞

−∞

f(y1, y2)dy2 y f2(y2) =

∫

∞

−∞

f(y1, y2)dy1.

Variables aleatorias independientes: SeaY1 que tiene una función de distribucíonF1(y1) y sea

Y2 que tiene una función de distribucíonF2(y2), y F (y1, y2) es la funcíon de distribucíon conjunta de

Y1 y Y2. Entonces se dice queY1y Y2 sonindependientessi y śolo siF (y1, y2) = F (y1)F (y2). Si Y1 y

Y2 no son independientes, se dice que sondependientes.

El valor esperado de una funcíon de variables aleatorias: Seag(Y1, Y2, . . . , Yk) una funcíon de

las variables aleatorias discretas,Y1, Y2, . . . , Yk, que tienen funcíon de probabilidadp(y1, y2, . . . , yk).

Entonces elvalor esperadodeg(Y1, Y2, . . . , Yk) es

E[g(Y1, Y2, . . . , Yk)] =
∑

∀ yk

. . .
∑

∀ y2

∑

∀ y1

g(y1, y2, . . . , yk)p(y1, y2, . . . , yk).

Cuando las variables aleatoriasY1, Y2, . . . , Yk son continuas con función de densidad conjunta

f(y1, y2, . . . , yk), entonces elvalor esperadodeg(Y1, Y2, . . . , Yk) es

E[g(Y1, Y2, . . . , Yk)] =

∫

∞

−∞

. . .

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

g(y1, y2, . . . , yk)× f(y1, y2, . . . , yk)dy1dy2 . . . dyk.

Determinación de la distribución de probabilidad de una funcíon de variables aleatorias:

Sean las variables aleatoriasY1, Y2, . . . , Yn y una funcíonU(Y1, Y2, . . . , Yn), denotada en adelante sólo

comoU . A continuacíon se presentan tres de los métodos ḿas usados para determinar la distribución

de probabilidad deU .

Método de las funciones de distribucíon: SeaU una funcíon de las variables aleatorias

(Y1, Y2, . . . , Yn).

1. Localice la regíonU = u del espacioy1, y2, . . . , yn.

2. Localice la regíonU ≤ u.

3. DetermineFU(u) = P (U ≤ u) al integrarf(y1, y2, . . . , yn) sobre la regíonU ≤ u.

4. Determine la funcíon de densidadfU(u) al derivarFu(u). Por tanto,fU(u) =
dFU (u)

du
.

Método de las transformaciones:SeaU = h(Y ), dondeh(y) es una funcíon creciente (decre-

ciente) dey para today tal quefY (y) > 0.
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1. Deduzca la función inversa,y = h−1(u).

2. Evaĺue dh−1

du
= d[h−1(u)]

du
.

3. EncuentrefU(u) mediantefU(u) = fY [h
−1(u)]

∣

∣

∣

dh−1

du

∣

∣

∣
.

Método de las funciones generadoras de momentos:Denotemos conmX(t) ymY (t) las fun-

ciones generadoras de momentos de las variables aleatoriasX y Y , respectivamente. Si existen

las funciones generadoras de momentos ymX(t)=mY (t) para todos los valores det, enton-

cesX y Y tienen la misma distribución de probabilidad. SeaU una funcíon de las variables

aleatoriasY1, Y2, . . . , Yn.

1. Encuentre la función generadora de momentos paraU ,mU(t).

2. ComparemU(t) con otras funciones generadoras de momentos bien conocidas.

Si mU(t) = mV (t) para todos los valores det, implica queU y V tienen distribuciones

idénticas.

Estad́ısticos de orden: SeanY1, Y2, . . . , Yn variables aleatorias continuas independientes e idénti-

camente distribuidas con una función de distribucíon coḿunF (y) y función de densidad coḿunf(y).

Si Y(k) est́a dada por:

g(k)(yk) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
[F (yk)]

k−1[1− F (yk)]]
n−kf(yk), −∞ < yk <∞.

Si j y k son dos enteros tales que1 ≤ j < k ≤ n, la densidad conjunta deY(j) y Y(k) est́a dada por:

g(j)(k)(yj, yk) =
n!

(j − 1)!(k − 1− j)!(n− k)!
[F (yj)]

j−1[F (yk)− F (yj)]
k−1−j ×

× [1− F (yk)]
n−kf(yj)f(yk), −∞ < yj < yk <∞

Método de los momentos: Es un procedimiento usado para hallar un estimador para unoo más

paŕametros poblacionales. Se escoje como estimaciones los valores de los parámetros que son solu-

ciones de las ecuacionesµ′

k = m′

k, parak = 1, 2, . . . , t, dondet es el ńumero de paŕametros por

estimar yµ′

k = E(Y k) y m′

k =
1
n

∑n
i=1 Y

k
i .

Método de ḿaxima verosimilitud: Este ḿetodo proporciona estimadores insesgados de varianza

mı́nima. Suponga que la función de verosimilitud depende dek paŕametrosθ1, θ2, . . . , θk. Se escoje

como estimadores los valores de los parámetros que maximicen la verosimilitudL(y1, y2, . . . , yn |
θ1, θ2, . . . , θk).

Método de los momentos ponderados de probabilidad: Dada una variable aleatoriaX con una

función de distribucíon de probabilidadF , la probabilidad de momentos ponderados se definen como

Mr,j,k = E[Xr {F (X)}j {1− F (X)}k]

Función Tasa de Riesgo: La función de riesgo mide la probabilidad de que a un individuo le

ocurra cierto suceso a lo largo del tiempo. SeaT una variable aleatoria definida sobre el intervalo
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[0,∞] que indica la probabilidad de que un sujeto sobreviva más alĺa de un determinado tiempo. Sea

F (t) su funcíon de distribucíon. Entonces

Pr(T ≤ t) = F (t) = 1− S(t), t ≥ 0.

Si f(t) es su correspondiente función de densidad, es decir,

F (t) =

∫ t

0

f(x) dx,

entonces, la función de riesgo es:

h(t) =
f(t)

S(t)
.

Función de supervivencia: La función de supervivencia, también es conocida en ingenierı́a como

función de fiabilidad, esta función mide la probabilidad de que un objeto (sujeto) sobreviva más alĺa de

un periodo de tiempo dado. SeaT una variable aleatoria definida en el intervalo[0,∞]. SeaF (t) su

función de distribucíon. Entonces se define la función de supervivencia como

S(t) = P (T > t) =

∫

∞

t

f(u)du = 1− F (t).

Función caracteŕıstica: La función caracteŕıstica es una función de variable real que toma valores

complejos, ya que permite la aplicación de ḿetodos analı́ticos (ańalisis funcional) en el estudio de la

probabilidad. Dada una variable aleatoria continuaX su funcíon caracteŕıstica, denotada porϕX(t)

parat real, se define como:

ϕX(t) = E[eitX ] =

∫

∞

−∞

eitxfX(x)dx

Se hace uso de la función exponencial compleja yE denota la esperanza matemática.
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