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Resumen

Titulo: Un problema de control éptimo relativo a un modelo de tipo Lotka-Volterra. *
Autor: Diana Isabel Hernandez Rojas

Palabras Clave: Competicién interespecies, soluciones débiles y fuertes, Quimiorepulsién, Control Optimo, Condi-

ciones de optimalidad.

Descripcion: En este trabajo se estudia un problema de control éptimo bilineal para un modelo difusivo de competi-
cién interespecies de tipo Lotka-Volterra con quimiorepulsion. Este modelo describe la competencia de dos especies
de organismos, y una de las especies evita el encuentro con sus rivales mediante un mecanismo de quimiorepulsion.
Dentro de los resultados obtenidos, se demuestra la existencia y unicidad de soluciones débiles-fuertes en el caso bi-
dimensional y la existencia y unicidad de soluciones fuertes en el caso tridimensional, y luego se analiza la existencia
de una solucién éptima global para un problema de control éptimo bilineal relacionado, donde el control actia sobre
la sefial quimica. Posteriormente, se derivan condiciones de optimalidad de primer orden para las soluciones 6ptimas
locales a través de un teorema de existencia de multiplicadores de Lagrange en espacios de Banach. Finalmente, se
propone un esquema de aproximacién numérica del sistema de optimalidad basado en el método del gradiente, que se

valida con algunos experimentos computacionales.
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Description: In this work we study a bilinear optimal control problem for a diffusive Lotka-Volterra competition
model with chemo-repulsion. This model describes the competition of two species which avoid encounters with rivals
through a chemo-repulsion mechanism. We prove the existence and uniqueness of weak-strong solutions in the bi-
dimensional case and the existence and uniqueness of strong solutions for three-dimensional domains, and then we
analyze the existence of a global optimal solution for a related bilinear optimal control problem, where the control
is acting on the chemical signal. Posteriorly, we derive first-order optimality conditions for local optimal solutions
via a Lagrange multipliers Theorem in Banach spaces. Finally, we propose a discrete approximation scheme of the

optimality system based on the gradient method, which is validated with some computational experiments.
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Introduccion

Uno de los principales modelos para describir la dindmica de poblaciones es el sistema in-
troducido por Lotka (1925) y Voltera (1926), dado por dos ecuaciones diferenciales ordinarias aco-
pladas que describen la evolucidn de dos especies bioldgicas que interactian entre si. Sin embargo,
en situaciones bioldgicas mas complejas, hay que considerar la difusién espacial de las especies,
asi como la posible difusién causada por la variacion de la concentracion de cierta sustancia quimi-
ca segregada por una de las especies, es decir, el mecanismo de quimiotaxis. En particular, existen
ejemplos comunes en la naturaleza en los que una de las especies segrega una sefial quimica, que
es detectada por la segunda especie y utilizada para dirigir su movimiento lejos de la mayor con-
centracion de esa sustancia quimica. Este comportamiento puede observarse en el escenario de la
marcacion del territorio y la defensa de los depredadores por parte de los vertebrados terrestres,
que utilizan marcas de olor para evitar los encuentros con los rivales.
En (Tello and Wrzosek (2018)) se propuso un modelo matemdtico que describe estos procesos,
el cual estd dado por el siguiente sistema acoplado de ecuaciones diferenciales parabdlicas de

difusidén-reaccion:

du—dy,Au = xdiv(uVw) + wu(1 —u—aypv),
v —d,Av = pv(1 —v —asu), (1)

Tohw —dyyAw = av — Aw,

\



en Q x (0,7T), con Q un dominio acotado en R>, y (0,7), T > 0, un intervalo temporal. Aquf
las incégnitas son u = u(x,t) >0, v=v(x,t) >0,y w=w(x,t) >0, x € Q, ¢t € (0,T), deno-
tando las densidades de las especies competidoras y la sefial quimica, respectivamente. Los pa-
rdmetros d,,d,,d,, > 0 denotan los coeficientes de autodifusion, mientras que )y > 0 representa
la constante de quimiorepulsion. Adicionalmente, y; y 4, denotan las tasas de crecimiento de la
poblacidn, y aj,a> son pardmetros positivos que miden la fuerza de la competencia entre espe-
cies. Finalmente, o, A > O representan la produccién de la sustancia quimica por la especie v, y
la tasa de degradacidn, respectivamente. Es importante destacar que el término yV - (uVw) repre-
senta la difusion cruzada por quimiorepulsion y establece que la especie u se aleja de aquellos
puntos del dominio € donde hay mayor concentracion de la sustancia quimica w, aqui el paré-
metro ¥ mide la fuerza de la quimiorepulsion. El sistema (1) se completa con datos iniciales y
condiciones de contorno de tipo Neumann homogéneas. La principal diferencia del sistema (1)
con otros modelos quimio-repulsién (ver [Bellomo and Winkler (2015), Duarte-Rodriguez and
Villamizar-Roa (2019), Guillén-Gonzélez and Rodriguez-Bellido (2020a), Guillén-Gonzalez and
Rodriguez-Bellido (2020b), Braz e Silva and Rodriguez-Bellido (2022)]), incluso sin fuente logis-
tica, viene dada por el acoplamiento entre la densidad u y la sefial quimica w; de hecho, el término
de reaccién av — Aw en (1) significa que la sefial quimica es producida por la segunda especie,
mientras que la primera especie se aleja de la sefal quimica, a diferencia del sistema cldsico de
Keller-Segel, donde el término de reaccion en la sefial quimica viene dado por ot — Aw, lo que a su
vez permite derivar algin tipo de desigualdad energética que es crucial en el andlisis de existencia

(véanse detalles en [Guillén-Gonzdlez and Villamizar-Roa (2020), Braz e Silva and Rodriguez-



Bellido (2022), Guillén-Gonzalez and Rodriguez-Bellido (2020a)]); en el caso de (1), nosotros no
podemos controlar el término de quimiotaxis YV - (uVw) con el término de reaccién ov — Aw, lo
que implica dificultades técnicas para analizar la existencia de soluciones débiles para dominios
tridimensionales acotados.

En (Tello and Wrzosek (2018)), los autores demuestran la existencia de solucién clésica y la esta-
bilidad de la solucion del sistema (1) en cualquier dimension espacial; para ello, tuvieron en cuenta
los siguientes submodelos del sistema (1): completamente parabélico (7 = 1, d,, > 0), parabélico-
eliptico (t =0, d,, > 0) y parabdlico + EDO (7t =1, d,, = 0). Otros sistemas de competencia
interespecies han sido estudiados por Tello y colaboradores en (Tello and Cruz (2018),Tello and
Negreanu (2019)); alli se considera el caso en que dos especies biolégicas compiten por alimento,
donde cada una de ellas segrega una sustancia quimica y ademds presentan la capacidad de orien-
tar su movimiento hacia la concentracién de quimica segregada por la otra especie. Este modelo
estd compuesto por cuatro EDP, dos de ellas de tipo parabdlico, que describen la evolucion de las
especies competidoras, y otras dos ecuaciones elipticas, las cuales modelan la distribucién de las

sustancias quimicas. Especificamente, el sistema de EDP es dado por:

0
%:dlAul_XIV'<”1'VV1)+81(”17”2)7 xeQ, >0,
duy
a—:dzAuz—)(ZV-(uz-sz)+g2(u1,u2), xeQ, t>0,
! 2)
—Avi 4+ vy = Biuy, xeQ, t>0,
—Avy+ vy = ﬂzul, xeQ, t>0,




donde d; > 0 son los coeficientes de difusion, }; > 0 son los coeficientes de quimioatraccion,
o; > 0,8 >0parai= 1,2y Q es un dominio suave y acotado de RV, para N > 1 con frontera
regular. Se asumen condiciones de contorno de tipo Neumann homogéneas y datos iniciales sufi-
cientemente suaves y positivos. En (Tello and Cruz (2018)) se demuestra la existencia y unicidad
de solucién global cldsica, tomando datos iniciales y pardmetros adecuados para el sistema (2).
Ademads, plantean un sistema auxiliar de ecuaciones diferenciales ordinarias relacionadas con el
sistema no lineal original (2) para obtener resultados relativos al comportamiento asint6tico; pos-
teriormente, realizan un andlisis comparativo de las soluciones obtenidas del sistema original (2) y
las obtenidas cuando consideran el sistema auxiliar de EDO. Por otra parte, en el articulo (Tello and
Negreanu (2019)) los autores plantean el mismo modelo descrito anteriormente, con la salvedad
de que los coeficientes del sistema ya no son constantes, sino funciones suaves y periddicas que
dependen del espacio y el tiempo; para dicho sistema, los autores introducen un sistema auxiliar de
EDO y estudian la convergencia de las soluciones del sistema auxiliar a un estado peridédico en el
tiempo. Luego demuestran que las soluciones del sistema de EDP convergen a la misma solucién
periddica en el tiempo.

En este trabajo estamos interesados en el andlisis matematico de un problema de control
optimo dado por la minimizacién de un funcional de costo general sujeto a restricciones, donde

las ecuaciones de estado estdn dadas por el siguiente sistema de competicion interespecies con



quimiorepulsion:

iu — dyAu = xdiv(uVw) + mu(l —u—ayv),

v —d,Av = pv(1 —v —asu), 3)

ow —dyAw = v —Aw+ flo.w,

\

en Q x (0,7), donde f es un control dado que actia sobre la concentracién quimica en un subdomi-
nio Q. de Q. Por lo tanto, el término f1g w actia como un término de proliferacion-degradacion,
dependiendo del signo de f en Q.. Aqui 1g_ denota la funcidn caracteristica asociada al conjunto
Q.. Es importante resaltar que el hecho de considerar un control bilineal permite obtener solucio-
nes no negativas para el sistema (3), sin importar el signo del control f. Asi mismo, flg_es en
general una funcién que puede ser poco regular, con lo cual la teoria de existencia de soluciones
clasicas de ecuaciones de reaccion-difusion no aplica directamente. El sistema (3) se complementa

con los siguientes datos iniciales y condiciones de no flujo en la frontera:

[1(0),v(0),w(0)] = [uo,v0,wo], uo,vo,wo >0, x € Q,

“)

du Jdv JIdw
E:WZEZO, sobre dQ, 1€ (0,T),

donde v denota el vector normal unitario hacia afuera de dQ. Asi pues, el objetivo de este trabajo es

analizar un problema de control 6ptimo de forma que cualquier estado admisible sea una solucién



débil-fuerte de (3)-(4). Especificamente, el problema de control bilineal a analizar es dado por:

Encontrar [[u,v,w], f] € 2 X .% que minimiza el funcional objetivo
¥ e
I v, f1) = “/ﬁw il + 5 [ v =vali

’}/W T }/f ﬁl
2 Hw—wdHiz( /Hf||Lp+ 7/Q|M(T)_MT’2 5)

22 [ () v B[ (),

sujeto a que [u, v, w, f] es una solucién débil-fuerte del sistema (3)-(4).
\

En (5), p+ = p+ €, para € > 0 suficientemente pequefio y 2~ denota el espacio de estados admi-
sibles el cual sera explicitamente definido en el Capitulo 3. Ademds, % C LP*(0,T;LPT(Q)) :=
LPT(Q) representa el espacio de los controles admisibles, con p =10/3 si N =3,y p =2 si
N =2, el cual se asume que es un conjunto cerrado, convexo y no vacio. Ademads, las funciones
ug,va,wqg € L*(0,T;L*(Q)), ur € L*(Q), vy € L*(Q) y wr € L*(Q), representan estados deseados
Y Yus Yo» Yws B1,B2,B3 Y Yr son pardmetros reales no negativos (no todos cero) que miden el costo
de los estados y del control, respectivamente. El funcional J describe la desviacion de las densida-
des celulares u,v y de la sefal quimica w con respecto a unas densidades celulares deseadas u;, vy
y sefial quimica deseada wy, respectivamente, mas el costo del control en la norma LP(Q). Los
tres tltimos términos de la definicién de J miden la distancia en norma L? entre las densidades y
la concentracién quimica y los estados deseados en el tiempo final 7. La inclusion de estos tres

ultimos términos puede ser util en la practica ya que, de lo contrario, las incégnitas pueden alejarse



de los estados deseados ur,vr y wr cercadet =T.

Se desea demostrar la solubilidad y unicidad del sistema de estados (con datos iniciales
menos fuertes que en (Tello and Wrzosek (2018))) y, a continuacion, se analiza un problema de
control éptimo relacionado y se establecen condiciones de optimalidad de primer orden a tra-
vés de la existencia y regularidad de los multiplicadores de Lagrange. Aqui es importante com-
parar los resultados de este trabajo con otros obtenidos previamente en este contexto. Proble-
mas de control optimo para modelos de quimiotaxis han sido abordados en (Braz e Silva and
Rodriguez-Bellido (2022), Guillén-Gonzélez and Rodriguez-Bellido (2020b), Guillén-Gonzdlez
and Rodriguez-Bellido (2020a), Guillén-Gonzdlez and Villamizar-Roa (2020), Liu and Yuang
(2022), Lopez-Rios and Villamizar-Roa (2021), Rodriguez-Bellido and Villamizar-Roa (2018)).
En (Guillén-Gonzdlez and Rodriguez-Bellido (2020a), Guillén-Gonzélez and Villamizar-Roa (2020))
se analizaron problemas de control 6ptimo distribuidos relacionados con el sistema quimiorepulsi-
vo de Keller-Segel con produccién lineal y no lineal en la sefial quimica. En (Guillén-Gonzalez and
Rodriguez-Bellido (2020b)) se abordé el correspondiente problema de quimiorepulsién con pro-
duccidn lineal pero considerando dominios tridimensionales. Por otro lado, un problema de control
Optimo para una quimiotaxis atractiva con consumo de la sefial quimica y acoplada al sistema de
Navier-Stokes fue analizado en (L6pez-Rios and Villamizar-Roa (2021)). En (Rodriguez-Bellido
and Villamizar-Roa (2018)), los autores estudiaron un problema de control éptimo distributivo en
el que las ecuaciones de estado vienen dadas por un modelo estacionario de quimioatraccion aco-
plado a las ecuaciones de Navier-Stokes. Recientemente, en (Braz e Silva and Rodriguez-Bellido

(2022)) los autores discuten un problema de control 6ptimo para un sistema de quimiotaxis atracti-
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va/repulsiva con produccion lineal y considerando un crecimiento logistico de la densidad celular,
en un entorno bidimensional. También, en (Liu and Yuang (2022)) los autores analizan un proble-
ma de control 6ptimo distribuido para un sistema de quimiotaxis atractiva/repulsiva, probando la
existencia global de soluciones con algunas condiciones de pequeiiez o de sensibilidad quimiotac-
tica o de la masa total inicial. Los autores prueban la existencia de controles Optimos y derivan
condiciones de optimalidad necesarias de primer orden.

El presente trabajo estd dividido en cuatro capitulos cuyos contenidos han sido organizados
de la siguiente manera: En el Capitulo 1, se introducen algunas notaciones bésicas y resultados
preliminares. En el Capitulo 2, se plantea la definicion de solucién débil-fuerte y se demuestra el
resultado de la existencia de soluciones débiles-fuertes de (3)-(4), para los casos N =3y N = 2.
En el Capitulo 3, se analiza la existencia de soluciones Optimas y se derivan las condiciones de
optimalidad de primer orden. Finalmente, en el Capitulo 4, se presentan algunas simulaciones
numéricas proporcionadas por un esquema de aproximacion discreta del sistema de optimalidad
basado en el método del gradiente, que ilustra la dindmica de las variables controladas.

1. Preliminares

El objetivo del presente capitulo es mencionar los preliminares y establecer la notacion que
se usard a lo largo de este documento. Sea © un dominio acotado de RN, N = 2,3 con frontera 9Q
de clase C?; 1a necesidad de asumir esta regularidad particular, proviene del resultado de regulari-
dad parabdlica que se utilizara frecuentemente. Se consideran los espacios de Sobolev estandar y
los espacios de Lebesgue W5P(Q) = {u € LP : ||0%u||rr < o0, V|a| <k} y LP(Q), 1 < p < oo,

con las respectivas normas || - ||y, y || - ||r. En particular, se denota W*2(Q) = H¥(Q); adems,
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el producto interno en L?(Q) ser4 representado por (-, ).
Si Y es un espacio de Banach, LP(Y) representa el espacio de funciones valuadas en Y, defini-
das en el intervalo [0,T], que son integrables en el sentido de Bochner y su norma se denotard
por || - [|z»(y)- En particular, cuando Y es un espacio de Lebesgue L”(Q2) o un espacio de Sobo-
lev WhP(Q), LP(Y) serd denotada por simplicidad como LP(L9) o LP(Wk4), respectivamente. Asi
mismo, se definen L7(Q) := LF(0,T;LP(Q)) si 1 < p <oy sunorma por || - || »(g)- Se denota con
C([0,T];Y) el espacio de funciones continuas de [0, 7] a un espacio de Banach Y, cuya norma serd
denotada por || - |(y)- El dual topolégico de un espacio de Banach Y se denota por Y'y la dualidad
paraunparYyY / por < -, >,/. Por otra parte, las letras %", %0, 1 ... denotan constantes positi-
vas, independientes de los estados [u,v,w] y el control f, pero su valor puede cambiar de una linea
a otra. Ademds <> denotar4 la inmersién compacta de un espacio en otro.

Para analizar las propiedades de existencia y regularidad de las soluciones de (3)-(4), se

consideran los espacios

R W22/pr(Q) si p <3,
W22rr(Q) = (6)

W2PPQ) si p>3,

donde,
Wy (Q) := uEW/(Q):$:OsobreBQ .

Ahora enunciaremos el teorema de regularidad parabdlica, que se utilizard muy a menudo.
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Teorema 1.1 (Feireisl and Novotny (2009), Teorema 10.22.) Para € C? seal < p < oo, (p+#

3), ug € W2-2/PP(Q), y g € LP(Q). Entonces el problema

;

du—Au=g enQ,

u(0,-) =uy enQ,

du
\ v = sobre (0,T) x dQ,

admite una unica solucion u tal que
uecC ([o, T];VT/H/P’P) nL” (W&*’) . duelLl(Q).
Ademds, existe una constante positiva * := # (p,Q,T) de modo que

lelleiva-210) + 190l @) + 1l o oy < € (I18lIzr) + ltolliga-2/p) -

Observacion: El Teorema 1.1 continua siendo vélido para el caso p = 3, reemplazando el
espacio C <[0, T); W22/ P?”) por C([0,T];Z,), siendo Z, el espacio de interpolacion real entre
w2P (Q) y LP(Q) (ver detalles en Feireisl and Novotny (2009)).

En lo que sigue, se usard con frecuencia la siguiente notacion para espacios de Banach especificos:
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X = {u € C(LZ(Q)) nr? (HI(Q)) duel? ((HI(Q»/) }’
X :={uecX:u(0)=0},

X, = {uec(W2rr) ar (wor) due (@)}

~ dv
X, .—{VEXP v(0)=0 '3y Q—O},
v
{ Xpev0)=0.55] <0},
_ 13 3 (w3/23
ety (), o
X><X2+><X2+><L2+(QC) i N=2,
X:=
X\X)/(\z XX\IO/3 XL(10/3)+(QC) si N:3,
L2<(H1)’)><L2+(Q)><L2+(Q) si N=2,
Y:=
L2<(H1)’)><L2(Q)><L10/3(Q) si N =3.

\

El teorema de punto fijo de Leray-Schauder se utilizard en varias ocasiones para demostrar la

existencia de solucién para algunos problemas de EDP no lineales.

Teorema 1.2 (Teorema de punto fijo de Leray-Schauder). Sea 2 un espacio de Banach y I :

X — % un operador compacto y continuo. Si el conjunto

Tpi={xe 2 :x=Plxpara0 <P <1}

es acotado, entonces 1 tiene (como minimo) un punto fijo.
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Teorema 1.3 (Lions, 1969, Teorema 5.1.) Sean X, B, y ¥ espacios de Banach reflexivos tales

que X C B C ¥, coninclusion compacta Z < B e inclusion continua B — Y. Si se define
W={w:weLP0,T;2),dweL0,T;%)}

para un T > 0 finito y po,p1 € (1,4o0), entonces la inyeccion de W sobre LP°(0,T; %) es com-

pacta.

Teorema 1.4 (Simon, 1987, Corolario 4.) Sean X", B, y % espacios de Banach tales que X C
B C ¥, con inclusion compacta & < B e inclusion continua B — ¥. Sea F un conjunto
acotado en L=(0,T; Z") tal que el conjunto o;F = {%;f € F} es acotado en L' (0,T;%) para

algiin r > 1. Entonces F es relativamente compacto en C([0,T]; A).

A lo largo de este trabajo se hard uso frecuente de desigualdades cldsicas en espacios de
Lebesgue y espacios de Sobolev, entre las que se incluyen la desigualdad de Holder, la desigualdad

de Gagliardo-Nirenberg, entre otras.

Teorema 1.5 (Desigualdad de Hélder). Sean p,q € [1,0|, tales que 1 /p+1/q=1.Si f € LP(Q)y g€

L9(Q) entonces fg € L'(Q) y || fgll.r < [Ifllzr[1g]lzs-

Teorema 1.6 (Nirenberg, 1959, Desigualdad de interpolacion de Gagliardo-Nirenberg.) Sea Q C
RN un dominio medible y acotado con frontera Lispchitz. Sean 1 < q < 4o, j y m enteros no
negativos tales que j <m, 1 <r <o, p>1y0 €|0,1] tales que

1 j 1 1-6
—=Lye(=-D) 4 =2 L<e<,
p N r N q

3 |~
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entonces HDJMHLP(Q) < CID"ullrr(q) ””H[lﬂ(g) +Clullo @)

donde u € L1(Q) tal que D™u € L' (Q) y © es arbitraria, con un caso excepcional:

N es un entero no negativo, entonces la hipdtesis adicional é <0<l

r

w Sir>lym—j—

(note la desigualdad estricta) es necesaria.

En cualquier caso, la constante C > 0 depende de los pardametros j,m,N,q,r,0 y el dominio €,

pero no de u.

Teorema 1.7 (Inmersiones de Sobolev). Sea Q C RN un dominio acotado con frontera de clase
C!, meN , 1 < p< 4o SiR= % — ]% entonces valen los siguientes enunciados con inmersiones

continuas:
= Si R >0 entonces W™P(Q) — LY(Q), donde g = .
= Si R > 0 entonces W™P(Q) — L1(Q), donde g € [p,+).

» Si R > 0 entonces W™P(Q) — L= (Q).

Lema 1.8 Seanr,s >0y 1 < p < 2; entonces la siguiente inmersion entre espacios de Sobolev se

tiene 1 1

W"P(Q) — H*(Q), cons=d (5 — 7)) +r

Lema 1.9 (Guillén-Gonzdlez and Rodriguez-Bellido, 2020b, Lema 6). Sean p,p1,p2> > 1y s1,52 >
0 tales que
1 1-86

0
s=(1-0)s1+06s, —= +—, con 6 €[0,1].
p p1 P2

Entonces, LP1(H*') N LP2(H®2) — LP(H").
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Lema 1.10 (Guillén-Gonzdlez and Rodriguez-Bellido, 2020b, Lema 7). Sean p,q,p1,p2,q1 > 1

tales que

1 1—-6 1 1 0
-= —1—9(——1), —=—,conr>0y0¢€]0,1].
9 q pt N A %)

Entonces, L*(L1) N LP2(W"P1) — LP(L9).

Corolario 1.11 (Guillén-Gonzdlez and Rodriguez-Bellido, 2020b, Corolario 1). SiN =3, L™ (Lz) N

L2 (H') = L193(Q) y L= (H") NL* (H?) — L'°(Q).

Proposicion 1.12 (Guillén-Gonzdlez and Rodriguez-Bellido, 2020b, Corolario 2) El espacio X,

estd inmerso compactamente en X para p > 20/13.

2. Existencia de solucion débil-fuerte
En este capitulo se presentard una definicion de solucion débil-fuerte asociada al sistema
(3)-(4) y se mostraran algunos resultados de existencia y unicidad de soluciones para los casos

N=3yN=2.

Definicion 2.1 (Solucion débil-fuerte) Sean 0 < T < oo, f € LO/2H(Q,) si N =3 6 f € L**(Q,)
siN =2 uy€L*(Q), vocH(Q) y wo EWZN/(2+N)’(2+N)/2(Q) tal que ugy,vo,wy > 0 en Q. Una
solucion débil-fuerte de (3)-(4) es una tripla [u,v,w] de funciones tales que u > 0,v > 0,w > 0 en

c.t.pde Q,
ueC(L>)NL*(HY), oue L*((H")),

ve CHYNL*(H?), dv e L*(L?),
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verificando
T T T T
| gy +d | [ Vuvo =z [ [ uvw- Vo [ (1-u-amus,
0 0 JQ 0 JQ 0JQ

para toda ¢ € L*>(H"), y las ecuaciones (3)23 se verifican en c.t.p (x,t) en Q.

2.0.1. Existencia de solucion, caso N = 3. En esta subseccion, se demuestra el teo-
rema de existencia de solucion fuerte, para el caso de dimensién N = 3, haciendo uso del Teorema

de punto fijo de Leray-Schauder; ademas, se establece un resultado de unicidad para la solucién.

Teorema 2.2 Sea N =3 y suponga que ug € W*535/3(Q), vo € H'(Q), wo € W/5103(Q) y f €
L1934 (Q,). Entonces existe una vinica solucion fuerte [u,v,w] € Xs5/3 X Xo X X103 de (3)-(4) en

el sentido de la Definicion 2.1.

Demostracion: La prueba inicia considerando los siguientes espacios débiles

X:={ueCU)NL*H"): due *(H'))} y Xp:=CW3)nL3(W3/>3),

y definiendo el operador

I'' X xX xX, —)X5/3 XX5/3 XX10/3

[u,v,w| — T([w,v,w]) = [u,v,w],
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donde [u,v,w]| es la solucién del sistema lineal desacoplado (en primer lugar, resolviendo para la

ecuacion en v y w, y luego resolviendo para la ecuacién que satisface u):

/()T<atua¢>(H‘)’+du/0T/QV”'V‘P‘HJI/OT/QWJr‘P:—X/OT/QE+VW'V¢+ HI/OT/Q(I—GIVW+¢7

ov—dyAv— vy = — v (V+apu) en Q,
ow—dyAw+Aw=ov, + flowy enQ,

u(0) = up, v(0) =vp, w(0) =wy enQ,

du Jdv dw
\Q_V_TV_W_O sobre (0,7) x 0Q,

®)

para toda ¢ € L?(H'). Recordemos que %, representa la parte positiva de #, es decir, 7, =
max{0,%}; de forma andloga se definen vy y w.

Paso 1: T estd bien definido.

Sea [u,v,w] € X x X x X,,. En primer lugar, note que

X,y = CW'HNL3W3/23) — L= nL3(W3/?3), Vr e [1,00).

En particular, w € L*(L™~), y debido a que f € L1%/3)+(Q,.) y ¥ € X, entonces f1o W, € L'3(Q)
y v, € L'93(Q). Por ende, a partir del Teorema 1.1, para p = 10/3, existe una tnica solucién

w € Xjo,3 de (8)3, y la siguiente estimativa se tiene:

IWllxios < 2 (Iwollgrssios 11 a0 (o) IV I1xs W1, ) -
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Ahora, puesto que 7,7 € X < L'3(Q) se sigue que v, (v + axii) € L3/3(Q); entonces por el
Teorema 1.1, para p = 5/3, existe una tnica solucién v € X /3 de (8)2 y se obtiene la siguiente

desigualdad:

Vllxs s < (Ivollyasssss, el [Vlx)-

Por tltimo, como se tiene que w € X3, es posible deducir que

Vi € L°°(W2/5’10/3) mL10/3(W1,10/3) <L) y Awe L10/3(Q),

consecuentemente,

V. (@, Vw) = Vi, -Vw+i, Aw € LY3(Q).

Ademds, ya que 7,7 € X — L'93(Q), se sigue que 17, (1 —a;v) € L>/3(Q), por ende, aplicando
el Teorema 1.1, existe una Unica solucion u € X553 de (8);, y se tiene la siguiente estimacion:

lullxs ;5 < 2 Clluollyyasssyas 74 llxs [Vl [Vl 1oggys 1AW 1os3 ) )-
Por lo tanto, I" estd bien definido y mapea conjuntos acotados de X x X x X, en conjuntos acotados

de X5/3 X X5/3 X X10/3.

Paso 2: T es un operador compacto.

En primer lugar, observe que en virtud del Lema 1.12 se sigue que X5 3 S X , 'y por ello,
solo resta mostrar que X3 <% X,,.. Para esto, note que W7/510/3(Q) <5 w'3(Q) y W210/3(Q) &
W3/23(Q) y asi, usando los Teoremas de Aubin-Lions y Compacidad de Simon (cf. Lions (1969)

y y p

Teorema 5.1, p. 58, y Simon (1987) Corolario 4), deducimos que
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X10/3 N C(W7/S,10/3) ﬂL10/3 (W2,10/3) é X,

y de este modo, se concluye que I es compacto.

Paso3: El conjunto de puntos fijos de BT, B €0, 1] es acotado en X XX x X,,,.

Se considera que f8 € (0,1] (el caso B = 0 es claro). Si [u,v,w] es un punto fijo de BT,

entonces [u,v,w| = BT([u,v,w]) satisface

/()T(8,u,¢)>(H1),+du/0T/QVu.V¢+ul/OT/Quu+¢:_x/()T/glu+VW.V¢+ BHI/OT/Q(I—alv)qu@

ov—dyAv— vy = —Bpvy (v4+au)  en Q,
ow—dyAw+Aw=B(avy+ flgwy) enQ,

u(0) = ug, v(0) =vo, w(0) =wop  enQ,

du Jdv Idw
\a_v_a_v_W_O sobre (0,7) x dQ,

€))

para toda ¢ € L?(H'). A continuacién, se desea acotar la tripla [u,v,w] en X /3 % Xs5/3 X Xj9/3,
independiente de 8 € (0, 1]. Se probara primero que u,v,w > 0. Sea u_ = min{u,0} < 0. Puesto
queu_=0siu>0,yVu_=Vusiu<0yVu_=0siu>0,haciendo (9); por u_ € LZ(HI), se

sigue que

1d
EEH”*”Z—FC{M”VM*HZ: —x/u+Vw~Vu—ul/uu+u+ﬁul/u+(l —apv)u_ =0,
Q Q Q
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lo cual implica que u_ = 0, y consecuentemente, u > 0. De forma analoga, multiplicando (9), por
v_y (9)3 por w_, se obtiene v > 0y w > 0, respectivamente.

Ahora, se quiere ver que u € L*(L') N L*(L?). Para esto, tomando ¢ = 1 en (8);, se sigue que

d
E/Qu(x,t)dx—i—,ul/Quz(x,t)dx—kﬁ,ulal/Qu(x,t)v(x,t)dx:B,ul/gu(x,t)dx. (10)

Entonces, observando que uv > 0y

1/2
/ u(x,t)dx < |Q)'/? (/ uz(x,t)dx) :
Q Q

se tiene la siguiente desigualdad

d/ xtdx+@</ u(x,t)d >2<B[,L1/ (x,t)dxgul/gu(x,t)dx.

Resolviendo la ultima desigualdad diferencial de tipo Bernoulli, es posible obtener:

/u(x,t)dxgméx{/ u0,|Q|}::<%/1, vVt > 0. (11)
Q Q

Asf, se deduce que u € L”(L"). Por otra parte, a partir de (10) se sigue

ﬂl/ uz(x,t)dXS[,Ll/ u(x,t)dx—i/ u(x,t)dx
Q Q dt Jo
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Entonces, integrando la ltima desigualdad en (0,7) y usando (11) se obtiene

T
/ /uz(x,t)dxgi/uo+¢%/1T::<%/2(T),
0 JQ Hi Jo

esto es, u € L*>(L?). Ahora se desea acotar v en L™(L?) N L?(H'); para ello, multiplicando (9), por

v se obtiene

1d
3o W+ VYR < VI — Bla | (v ax)y® < gl (12)

Asi, utilizando la desigualdad de Gronwall, se tiene que ||v||x < .#". Por otro lado, multiplican-
do (9)3 por w y usando las desigualdades de Holder, Gagliardo-Nirenberg y Young, se tiene la

siguiente estimacion

1d
S IWE+duVulZ + Al < B [ vt B[ Flow?
2
< vz wlzz + 171wl
2
< alvlzz il + 2 17 (wlloal 9l + )

A d
< A il + S IwlE + A Iz I + - IVwlze + s w2

IA

A d
o A |72+ S Iwlize + = IVwize + 2 (AL + 1) Iz

Por lo tanto,

1d d A
R e e Y R 13 AR 1A P
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y entonces, aplicando la desigualdad de Gronwall se concluye que ||w||x < 2 (HVH X5 [ F 1l o)+ Qc)> :
Debido a que v,w € X — L93 y £ L193%(Q,), entonces av + flgw, € L/3(Q); por ende,
usando el Teorema 1.1 con p = 5/3, se obtiene w € Xs5/3 < L>(Q); entonces, av+ flowy €
L?*(Q), y en consecuencia, del Teorema 1.1 para p = 2, w € X — L!9(Q). Ahora, note que

oav+ flowy € L5/ 2(Q); entonces, aplicando de nuevo el Teorema 1.1, con p = 5/2, se sigue
w e L2 (WO33/2) 132 (W23/2) s L=(L9) N L2 (W3/2), Vg € [1,00).

En particular, w € L=(L™), ya que f € L1193+(Q,.) y v € X, entonces flg w, € L'%3(Q) y
v € L'93(Q). Por lo tanto av+ flg w, € L'%3(Q), y a partir del Teorema 1.1, con p = 10/3,
obtenemos que w € Xj3. A continuaci6n se demuestra que u € L™ (L*)NL*(H"). Para ello, multi-
plicando (8); por u, prosigue la siguiente estimacion, para lo cual se hace uso de las desigualdades
de Holder, Young y Gagliardo-Nirenberg:
S+ Vel < [ eVl + B [ 200 an) [ i
2y T TN = A fo Q Q
< [ -l g
< 2l o 1YW gl Vel 2+ a2

1/4 3/4
< S x(ull BNVl 25 4 lall o) 19w 3 | Vatll o + o ]

12 L2
1/4 7/4 2
= x| A Vel 5 IVl g el 2[99 Vel 2+ g ]2

d
< SIVullge + lulza (A [ VwllZa + 2 [ Vwllga + ),
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de este modo,

Entonces, teniendo en cuenta que Vw € L8(L*) y usando la desigualdad de Gronwall, se deduce
que u € L*(L*) NL2(H") — L'93(Q). Ademis, puesto que Vu € L*(Q), Vw € L'°(Q) y Aw €

L'93(Q), se sigue

V- (uVw) = Vu-Vw+udw € L3(Q).

Ademis, u2 € L3/3(Q) y uve L3/3(Q). Entonces ¥ V- (uVw) — pju(u+av) € L/3(Q). Aplicando
el Teorema 1.1, para p =5/3, u € X5 /3 Y se tiene la siguiente estimacion
el < (Tollyesssrs: Il IV, 19 gy 1AWl s ) ) -

Andlogamente, es posible ver que v estd acotada en X 3.

Paso 4: T es continuo.

Sea {[tm, Vi, Wm| } men una sucesién en X x X x X, tal que [ty;, Vyy, W] converge a [u, v, w]
en X x X x X,, cuando m tiende a co. A partir del Paso 1 se tiene que [, Vi, Wi = I'([tim, Vi, Wi )
es acotado en Xs /3 X X53 X X)/3. Por consiguiente, existe una subsucesion de { [, Vi, Win] fmens

denotada también por {[um, Vi, Wm|}men, de manera que [y, iy, wn| — [, v, w] débilmente en

Xs/3 % X5/3 X X103 y fuertemente en X x X x X,,. De la definicion de I, [t Vi, W] €s la solucion
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del siguiente problema lineal, para toda ¢ € L?>(H'),

T T T T
/<atuma¢>(Hl)/+du/ /Vum-V¢+H1/ /umﬁm+¢ = _X/ /ﬁerVWm'V(p
0 0JQ 0 JQ 0JQ

T
+ .ul/ /(1_01‘_’m)ﬁm+¢a
0JQ

OV — dyAvy, — WVm+ = —U2Vi+ (Vm + a2ﬁm) en Q,

(13)

OWm — dyAwWy + Awy = AVt + flo Wiy enQ,

um(0) = ug, vin(0) =vo, wy(0) =wy en Q,

iy vy Oy
ST =0 sobre (0,7) x dQ.

A continuacidn, se realizard el paso al limite del sistema (13) cuando m tiende a o. Para ello,
se considera la convergencia (i, Vi, Wn] — [#,V,w] fuerte en X x X x X,,. Para los términos no

lineales del sistema (13), se debe hacer uso del Lema de Lions cldsico, con p = 5/3. Entonces se

sigue que _ s/3
LTt (T @1 V) — (G +av) débil en L/3(Q),

12V (Vi + a2liy) — Mov(V+axii)  débil en L°/3(Q).

Ademas,

T T
x/ /amvwm-wp —>x/ /nvwwp Vo € L2(H"),
0 Q 0 Q

en adicidn, se tiene que

O+ flg W — av+ flgw  débilen L>3(Q).
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A~

Por otra parte, ya que [ty, Vi, W] — [#,V,w] débil en X5 3 X X3 X X3, se obtienen las siguientes

convergencias:

Optty — dyNttyy — Wity — i — dy AL — (1110, débil en L3/3(Q),
Ovim — dyAvyy — oV — OV — dyAV+ 119 débil en LY/3(Q),

O Wi — dy AW + AWy — O — dyy AW+ A0 débil en L'3(Q),

y por lo tanto, se puede deducir que I'([#,v,w]) = [u,V,w], lo cual implica la continuidad del ope-
rador I'.

Finalmente, en virtud de los Pasos 1,2,3 y 4, se aplica el Teorema de Leray-Schauder y se
concluye que (8) tiene una solucion fuerte [u,v,w] € Xs5/3 X X5/3 X Xj0/3-

Note que si u,v € X5/3 — L>(Q) entonces py(1 —v —ayu)v € L/?(Q) — L*(Q), ademas
se sabe que vo € H 1(Q), eso implica, usando el Teorema 1.1 con p = 2, que v € X,. Por tanto,

[M,V,W] €X5/3 XX2 XX10/3. O

En lo que sigue, el objetivo serd demostrar la unicidad de la solucién fuerte.

Proposicion 2.3 La solucion fuerte [u,v,w] € Xs/3 X Xa X X3 del sistema (3), encontrada en el

Teorema 2.2, es uinica.

Demostracion: Para mostrar la unicidad, suponemos que existen [uy, vy, wi],[uz, vz, ws] € X5 /3 %

Xp X X10/3 dos soluciones fuertes de (3). Denotando por u :=u; —up, v:=vi — Vv y w:=w| —wy,
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se tiene que [u,v,w] € X5 /3 X Xp X Xj¢/3 satisface el siguiente sistema:

T T T
/((9tu,¢)>(H1),—|—du/ /Vu-V¢ = —x/ /(u1Vw+qu2)-V¢
0 0 JQ 0 JQ
T
—I—;,tl/o /Q(u—u(ul +uy) —apviu—apvup)o,

ov—dyAv = (v —v(vi +v2) — apu1v —apvou) en Q,
(14)

ow—dyAw =oav—Aw+ flow enQ,

[u(0),v(0),w(0)] =[0,0,0] enQ,

du Jdv Jdw
\ 52525:0 sobre (0,7) x dQ,

para toda ¢ € L?>(H'). Haciendo ¢ = 1 en (14);, multiplicando (14), por v € X5, y (14)3 por w y

por —Aw € L'93(Q), se tiene que

1d
5@”“”%2 +du\|VMH%z+H1/QM2(M1+M2)+01M1/QM2V1 = 1 |ul72
—x/(quz—i—ule)Vu—alul/vuzu, (15)
Q Q
ld, 2 IVyl2 2 2 2 16
§EHVHL2+ WVl 2+ pa S (vi+v2) +axp Al = Wo|vl[;2 — a2tz uv2v; (16)

ld
5 Wil Vw2 + 2l = a [ v+ [ flaw? a7

1d
3 5o IVl + 8w+ A = —oc [ vaw— | f1g waw. (18)

Los términos py o u?(u +uz) +ay [ou?vi y o Jo v (vi +v2) +asity [ v?u; tienen buen signo.

Para controlar los términos de la derecha de (15)-(18), se usardn las desigualdades de Holder,
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Young y Gagliardo-Nirenberg. En ese sentido se obtiene que:

—z/uVWrVu—x/uﬁthwfSxHMhNVWﬂMWVMM;+%HmHpHVWmmeVMhz

<—HVM||L2+ IIAW||L2+<%/(IIulleIIVWzllm (||u1||25+||u1||is)||VW||iz>, (19)

— g | vian = azpty | 0v2v < anpo 9] el o2+ aata ol v ]
< a2 (92 + 1112 + € vzl V2 (V2 + 2

<—HV HL2+ NVullfa 42 (luallfs+1) Nl 72+ (luzliZs+2lI7) V72, 20)

a [ vt [ Flon® < allvlalwloe + 1/ vl
2
SMMWW%rWNpWWuWMm+Whﬁ

IIVW||L2+ w72+ [VlZ2 + 2 (11l + 1A vl 21)

o [ V-V [ F1ow80 < @[ 90l2 [ Vwlliz + 1o Il [A]
< oVl 9wliz + s (1901 + o)

HVVIILz +H||Vw L T IIAWHLz + A1z (IVwliZz + Iwllz) - (22)
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De este modo, sumando (15)-(18) y tomando en cuenta (19)-(22), se sigue que

d d d d
17 (lullZo + V11 + Wiz + IVwlIZ2) + S IVullz + SVl + = lawli

| =

d A
+ SV + 2wl
< A (29wl + (a3 + | 25) 19w )
o (a2 1) Nl + 7 (2l + a2+ 1) 1v) 2+ 11wl

2 2 2 2
+ VWil + 1115 (IVwllz2 + wliz) -

Entonces, aplicando la desigualdad Gronwall en la dltima desigualdad, teniendo en cuenta que

uy,uz,v2 € Xs3 < L3(Q), ws € X3y f€ L'93(Q) implica que todos los términos que acom-

padian a [[u]2,, V]2, [wl[Z, y V]2, son integrables y dado que [u(0), v(0),w(0)] = [0,0,0], se
puede concluir la unicidad. 0

2.0.2. Existencia de solucién, caso N =2. El objetivo de esta seccioén es demostrar
que el sistema (3)-(4) tiene una dnica solucién débil-fuerte, cuando la dimension es N = 2. Se tiene

el siguiente resultado.

Teorema 2.4 Sea N = 2 y suponga que ug € L*(Q), vo,wo € W'T2(Q). Entonces existe una

tnica [u,v,w] € X x Xo1+ X Xoy solucion débil-fuerte de (3)-(4) en el sentido de la Definicion 2.1.

Demostracion: La demostracion del Teorema 2.4 también se basa en el teorema del punto fijo de

Leray-Schauder. Para ello, se considera el operador
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LY (Q) X L™(Q) X L™(Q) — X x Xo X Xot

[a,v,w] — T([w,v,w]) = [u,v,w],

donde [u, v, w] es la solucién del sistema lineal desacoplado, para toda ¢ € L*>(H'):

/OT<atu,¢>><H1y+du/0T/QVu-V¢+u1/OT/Qua+¢ ~ —x/OT/Qmww +m/OT/Q<1—a1V>a+¢,

ov—dyAv — vy = — v (V+apli) en Q,
ow—dyAw+Aw=ov, + flgwy enQ,

u(0) = ug, v(0) =vg, w(0) =wp enQ,

du dv Idw
\ﬁzxzﬁzo sobre (0,7) x dQ.

(23)

Paso 1: T estd bien definida.

Puesto que v € L*(Q), w € L™(Q) y f € L**(Q,), entonces vy + flo, Wy € L*(Q), y por
tanto, utilizando el Teorema 1.1, existe una solucién tnicaw € X, . Ahora, yaque it € L*~ (Q)yve
L>(Q) se tiene que — (Vv + axti)vy € L*~(Q) < L*>T(Q), y en consecuencia, existe una solucién
tinica v € X, . Finalmente, debido a que w € X, ,, entonces Vw € L**(Q); por ello i, Vw € L*(Q)
y —u1 (14 ayv)i, € L*(Q), entonces existe una tinica solucién u € X. Consecuentemente, I estd
bien definido.

Paso2: El conjunto de puntos fijos de BT, B € [0,1] es acotado en X x X X X5 .
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Considere 3 € (0,1] (el caso B = 0 es claro). Si [u,v,w] es un punto fijo de BI', entonces

[u,v,w] = BT([u,v,w]) satisface, para toda ¢ € L*>(H"),

/()T<9,u,¢>(H1)’+du/0T/QVu-V¢+IJ1/OT/QMM+¢ :_X/OT/QM-I-VW'VQ)—’_ﬁ;ul/OT/Q(l—611V)M+¢),

ov—dyAv— vy = —B v (v+asu) enQ,
ow—dyAw+Aw = B(avy+ flgwy) enQ,

u(0) = ug, v(0) =vo, w(0) =wo enQ,

du Jdv Iw
\ EZEZW:O SObre(O,T)XaQ

(24)

De forma analoga al caso 3D, primero se demuestra la no negatividad de las variables u, vy w,
y después se acota la variable u en L=(L') N L?(L?). Adicionalmente, multiplicando (24), por
vy (24)3 por w, y aplicando la desigualdad de Gronwall se obtiene que v,w estdn acotadas en

L>(L*)NL*(H"). Por otro lado, multiplicando (24)3 por —Aw, observando que
2 2 dw 2
| F1amtw < A f s Il + 5 vl

es posible deducir que w es acotada en L*(H') N L?(H?). Posteriormente, multiplicando (24); por
u 'y teniendo en cuenta que Vw € L*(Q), aplicando la desigualdad de Gronwall, se deduce que u
estd acotada en L(L?) N L?>(H'). En adici6n, multiplicando (24), por —Av se obtiene que v es

acotada en L™ (H') N L?(H?). Mis atin, la regularidad parabélica proporciona que [v,w] es acotada
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en X7+ X Xp4+. La continuidad del operador I' se demuestra de forma andloga al caso 3D. En
consecuencia, el teorema del punto fijo de Leray-Schauder implica la existencia de una solucién
débil-fuerte [u,v,w] € X x Xp x X para (23) en el sentido de la Definicién 2.1. Siguiendo la

demostracién del Teorema 2.2, es posible concluir la unicidad de las soluciones débiles-fuertes. [J

3. Problema de control éptimo
En el presente capitulo, se demuestra que el problema de control 6ptimo bilineal (5) tiene
solucién 6ptima global y se deducen condiciones de optimalidad de primer orden para la solucién;
este andlisis se realizard para las dimensiones N =3y N = 2.
3.1. Existencia de una solucion éptima global
3.1.1. Caso N = 3. El objetivo de esta subseccion es demostrar que existe al menos
una solucién 6ptima global para el problema de control 6ptimo bilineal (5) para el caso tridimen-
sional. Para ello, definimos el conjunto admisible para el problema de control 6ptimo (5), como

sigue

Saa = {s: [, v, w, f1 € X5/3 X X X X10/3 X F : [u,v,w] es solucién fuerte de (3)-(4) con dato f}.

Un elemento [i, 7, W, f] € S, es llamado una solucién éptima global de (5), si

Kasw )= min (v f).

Teorema 3.1 Sean N = 3,0 < T < oo, uy € W¥35/3(Q), vy € H{(Q) y wy € W7/519/3(Q) rales

que ug,vo,wo > 0 en Q. Suponga que Yr >0 6 F es acotado en L (10/3)+ +(Qc). Entonces existe al
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menos una solucion global éptima [ii, v, w, f| para el problema de control dptimo bilineal (5).

Demostracion: Como consecuencia del Teorema 2.2, se tiene que el conjunto S,; es no vacio.
Ademds, dado que J estd acotado inferiormente, existe una sucesion minimizante {s }nen =

{[ttms Vins Wi, fim] tmen C Saq de J, esto es,

lim J(s,) = inf J(s).

m—poo SESad

De la definicién del conjunto S,4, para toda m € N, {s,, },,en satisface (3)-(4) en el sentido de la
Definicion 2.1. A partir de la definicion de J y teniendo en cuenta la suposicion de que ¥y > 0
6 .Z es acotado en L(193)+(Q,), se concluye que {fy}men estd acotada en L(193)+(Q.). Por
otro lado, a partir de la demostracién del Teorema 2.2, la sucesion {[up, Vin, Wi }men €s acotada
en Xs;3 X X X Xjq/3. Por lo tanto, recordando que .# es un subconjunto cerrado y convexo de
L193)+(Q.) (por ende, débilmente cerrado en LU%/3)+(Q,.)), para alguna subsucesion {s, }men,

también denotada por {s,, } N, existe un vector limite [i, ¥, w, f| tal que

[ty Vin] — [, 7] débil en L33 (W23/3) 5 L33 (W23/3),
[, vin] — [i1, 7] débil—x en L°°(W4/5-,5/3) X L°°(W4/575/3),
W — W débil en L10/3(W210/3) débil—x en L=(W7/5:10/3),

(25)
[Ostt, Ovin] — [0y, 0, 7] débil en L33 (L3/3) x L33 (1°/3),

O Wm — Oy débil en L1O/3(L10/3),

fin — fdébilen LU+ (0,), v fe 2.
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De la Proposicion 1.12, se sigue que Xs5/3 X X5 X Xj9/3 — X X X x X,, compactamente. En conse-

cuencia se sigue que
(U, Vin, W] — [i€, 7, W] fuerte en X x X x X,,. (26)
Ahora note que, de (26) y teniendo en cuenta que X — L193 (Q), se obtiene

et — @il 103 < ||ttm —di|lx —> O cuando m — oo,
(27)

Vi =P 103 < |[vm —V]]x — 0 cuando m — oo,

entonces
||”;%1 - ﬁ2||L5/3(Q) =||(m — ) (ttm +ﬁ)||L5/3(Q) < |Jum — ’7‘||L10/3(Q)||”m +ﬁl|L10/3(Q)

< [Jutm — ﬁHLIO/3(Q) H”m||L10/3(Q) + [lum — 1’7HL10/3(Q) HﬁHLlO/S(Q)-

Puesto que, la sucesion {u,, },en estd acotada en L'%/3(Q) y ii € L'9/3(Q), usando (27); se tiene

i~ & 53y < Nt — @llx Nt 1073 gy + # lm — @l x — 0 cuando m —s oo,

De forma anéloga, usando (27),, es posible mostrar que

|V — @0 || 53 < N — || x || Vil L1030y + ||V — P|lx —> 0 cuando m — oo,
Q) Q)

por ello, se deduce que wyuy, (1l —u, —ayvy,) converge a wyii(1 — i — a;v) fuerte en L5/3(Q). A

partir de las convergencias dadas en (25)-(26), es posible obtener las siguientes convergencias:
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(
V- (unVwn) —> V- (@Vw) débil en L3/3(Q),
it (1 =ty — ayvy) — ii(1 —ii—a;v)  fuerte en L5/3(Q), (28)
JmWm — [ débil en L3/3(Q).

\

Ademads, de (26), se sigue que

[40,m5 VO, ms Wo,m] — [(0),7(0),w(0)] fuerte en LZ(Q) X LZ(Q) X W]’3(Q),

y yaque ug , = g, Vom = Vo y Wo,m = wo paratodam € N, entonces [(0),7(0), w(0)] = [ug, vo, wo],
esto es, § = [iZ,V, W, f] satisface (4);. Por tanto, teniendo en cuenta las convergencias (25) y (26),
tomando el limite en (3) reemplazando [u, v, w| por [, Vim, W] cuando m tiende a +-oo, se concluye

que § = [ii, #,W, f] es una solucién fuerte de (3), es decir, § € S,;. Entonces,

lim J(s,,) = inf J(s) < J(5). (29)

m—poo SESaq

Finalmente, como J es débilmente semicontinuo inferior en S 4, se obtiene que

J(8) < liminfJ (sy). (30)

m—-soo

De (29) y (30) se concluye lo siguiente

J([@,7,w,f]) =  min  J([u,v,w, f]).
(0.5.5.7) = min Il
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3.1.2. Caso N = 2. En esta subseccion se demuestra la existencia de una solucion
Optima para el problema de control (5) en el caso bidimensional. El conjunto admisible para el

problema de control 6ptimo (5), en el caso N = 2, se define por:

Sud = {s: [u,v,w, f] € X x X xXp 1 X .F : [u,v,w] es solucién débil-fuerte de (3)-(4) con dato f}.

Teorema 3.2 Sean N =2, ug € L*(Q), vo € H'(Q) y wo € H'(Q) tales que ugy,vo,wo > 0 en Q.
Suponga que Yy >0 6 F es acotado en L+ (Qc¢). Entonces, existe al menos una solucion éptima

global [i1, v, W, f] para el problema de control bilineal (5).

Demostracion: A partir del Teorema 2.4, S,; # 0. Ademads, existe una sucesion minimizante
{Sm tmen = {[Um, Vi, W, fin] }men C Saq de J, tal que

lim J(sp,) = inf J(s),

m—poo SESaa

para toda m € N, donde {s;,},en satisface (3)-(4) en el sentido de la Definicién 2.1. Tenien-
do en cuenta que Yy > 0 6 % es acotado en L**(Q,), y usando el Teorema 2.4, la sucesién
{[ttms Vi, Wins fin] men €s acotada en X x Xp, x Xp, x L>*(Q,); por lo tanto, recordando que .7
es un subconjunto cerrado y convexo de L>*(Q,) (por ende, débilmente cerrado en L2+ (Q..)), exis-

te una subsucesion de {s,, }mecn, también denotada por {s,, }men, y un vector [iZ, ¥, w, f] tales que
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Uy — i débil en L?(H') y débil—x en L*(L?),
[Vins W] — [7,] débil en L2H(W22T) x L2+ (W22H),
[Viny Win| — [V, W] débil—x en L°°(W1+72+) « L°°(W1+72+),
(31)

Oty — Osii débil—x en L*((H')"),

[0V, QW] — [0;7,0pw] débil en L2+ (Q) x L*T(Q),

fn — fdébilen L**(Q,), vy f€ .Z.

De (31) y los resultados de compacidad de Aubin-Lions y Simon (ver Teoremas 1.3 y 1.4), en

particular, se deduce que

U, — ii fuerte en C((H"))NL*~(Q),

v — ¥ fuerte en C(L?) N L™(Q),

(32)
Wm — W fuerte en C(L?) N L™(Q),
Vw,, — Vv fuerte en L*(Q).
\
Entonces, usando (31)-(32), se tiene que
(
U VW — GVW fuerte en L2(Q),
Lyt (1 =ty — ayvm) —> (1 —ii—ay9)  débil en L2(Q), (33)
finlowm — flow débilen L2H(Q,).
\
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De (32), [t (0),vn(0),wn(0)] = [uo, v, wo] converge a [ii(0),7(0),w(0)] en (H'(Q))" x L*(Q) x

L?(Q). Entonces, [i#(0),7(0),%(0)] = [ug,vo, wo]. Por otro lado, considerando las convergencias

)

(31) y (32), tomando el limite en (3) (reemplazando [u,v,w| por [, Vm,wn] y considerando la
formulacién variacional para u) cuando m tiende a +oo, se deduce que [i,V,w| es una solucién
débil-fuerte en (3) con dato f, esto es, § € S,z. Ademds, puesto que J es débilmente semicontinuo

inferior en S, se obtiene

J~,~,~,~ =  min J(|{u,v,w, f|).
(@5w /)= min (v f)

3.2. Existencia de multiplicadores de Lagrange

En esta seccién se derivan condiciones necesarias de optimalidad de primer orden para
una solucién 6ptima local [, v, W, f] del problema (5). Se utilizard un teorema de existencia de
multiplicadores de Lagrange en espacios de Banach, demostrado por Zowe y Kurcyusz en Zowe
and Kurcyusz (1979) en un marco funcional abstracto. Para ello, sean X, Y espacios de Banach,
M un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de X, J : X — R un funcional y G: X — Y un
operador de restriccién. Entonces, se considera el siguiente problema de optimizacion:

minJ(s) sujetoa G(s)=0. (34)
seM

El conjunto S,y = {s € M : G(s) = 0} se denomina conjunto admisible. El funcional £ : X x Y —

R dado por Z([s,€]) = J(s) — (£, G(s))yr, es llamado el Lagrangiano del problema (34).

Definicion 3.3 (Minimo local) Un elemento § € S, es una solucion optima local para el proble-
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ma (34), si existe € > 0 tal que J(5) < J(s), para toda s € S,y que satisface ||s — §||x < €.

Definicion 3.4 (Multiplicador de Lagrange) Sea § € S,; una solucion éptima local del problema
(34). Suponga que J y G son Fréchet diferenciables en §, con derivadas denotadas por J'(5) y G'(3),

respectivamente. Entonces, { € Y' es llamado un multiplicador de Lagrange para el problema (34)

en el punto § si

(35)
Z{([8.EDIr] =T (®)r] = (£, G @) )y = 0 Vre €(5),

donde € (5) denota el casco conico de § en M; esto es, €(5) :={6(s—5):s € M, 6 > 0}.

Definicion 3.5 (Punto regular) Sea § € S,,; una solucion optima local del problema (34). Se dice

que § es un punto regular, si

G'(HE () =Y. (36)

El siguiente teorema garantiza la existencia de multiplicadores de Lagrange para el problema de

optimizacién abstracto (34).

Teorema 3.6 ((Zowe and Kurcyusz, 1979, Teorema 3.1) y (Troltzsch, 2010, Teorema 6.3, p. 330))
Sea § € S,4 una solucion dptima local del problema (34). Suponga que J es Fréchet diferenciable
en §y que G es continuamente Fréchet diferenciable en §. Si § es un punto regular, entonces existe

al menos un multiplicador de Lagrange para el problema (34) en el sentido de la Definicion 3.4.



40

3.2.1. Caso N = 3. Note que el problema de control 6ptimo (5) se puede formular

en términos del problema abstracto (34); para ello, se consideran los siguientes espacios de Banach:

X ::X\ X)/(\z XX\IO/3 XL(10/3)+(QC)7

Y = L2((H")) x LX(Q) x L'7(Q),

donde R
X ::{u € X :u(0) :()},
- d
X5 ::{v € X, :v(0)=0, 8_: 0 :0},
v ow
Xi10/3 1={W € Xj9/3: w(0) =0, v 0}.

Adicionalmente, se define el operador G = [G,G>,G3] : X — Y, donde

Gi: X — LA((HY), G2 : X — [X(Q), G3: X — L'93(0),

son definidos, en cada punto s = [u,v,w, f] € X, por

(G1(5),0)= @ Oy | [Vu- Vo2 [ [wvw o [ [utt—uaro.

Ga(s) = v —d,Av— ov(l —v —asu),

Gi(s) = dw —dyAw —av+Aw — flg w,

para toda ¢ € L?>(H"). Entonces, el problema de control éptimo (5) puede ser reformulado como

sigue:
minJ(s) sujetoa G(s)=0, 37)
seM
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donde el conjunto M (un subconjunto cerrado y convexo de X) es definido como

-~ o~ ~

M := [u,v,w, ]~|—)?><)?2 x X073 X (F = f)
(33)

-~

- {[il\?{}\aw?ﬂ—f— [M,V,W,f] : [M,V,W,f] 65(\ XX\Z ><)/(\10/3 X (ﬁ_f)}u

-~

con [i,v,w, f] una solucién global fuerte de (3)-(4). El conjunto admisible del problema (5) se
reescribe como S,y = {s = [u,v,w, f] € M : G(s) = 0}. El lagrangiano asociado al problema de
control éptimo (5) estd definido por el funcional .Z : X x L*(H") x L*(Q) x L'%/7(Q) — R, dado

por

g(b? Gvnvé]) = J(S) - <67G1 (S)>L2((H1)’) - <77»GZ(S)>L2 - <§7G3<S)>L10/7'

Las derivadas de Fréchet del funcional J y del operador G, se presentan en los siguientes Lemas.

Lema 3.7 El funcional J : X — R es Fréchet diferenciable y su derivada § = [i,V,w, f] € X en

la direccion r = [U,V,W,F| € X es dada por

@b =nf [@—wv+n [ [o-vaven [ [@-vowry [ [senpinoor

B[ (#(T) —ur)U(T) + Ba | (F(T) v )V (T) +Ba | (3(T) = wr) W (T).

Lema 3.8 El operador G : X — Y es continuamente Fréchet diferenciable y su derivada § =

[@,v,w, f] € X en la direccion r = [U,V,W,F| € X estd dada por el operador lineal G'(5)[r] =



42

(G (3)[r], G5(5)[r], G5(3)[r]) donde, para toda ¢ € L>(H"),
( T T
(GL$)[A.0) = | (0. 9)apy+ [ [ (daVU+2UV+2aVW) -V
T
+LL1/ / (24U + aaV +a1Uv—U) ¢,
0JQ (39)
G/2 (§)[r] =V —dyAV — iV 4+ 21,0V + haxiV + ppax U,

G5(5)[r] = AW —dyAW — aV + AW — flo W — Flg .

De la definicién de punto regular, se sigue que § = [ii, 7, W, f] € Sug es un punto regular
si el operador definido en (39) es sobreyectivo, es decir, para cualquier [g,,gy,8w] € Y, existe

r=[U,V,W,Fl € X xX; X)?10/3 x € (f) tal que

G/(5) [}"] = [8u78ng]-

Entonces, para un punto fijo § = [i, ¥, W, f] € Suy, dado [g,, gv,gw] €Y, yaque 0 € €(f) = {6(f —
f):8>0,f e .7}, es suficiente probar la existencia de [U,V,W] € X x X5 x 5(\10/3 que resuelva el

siguiente problema lineal, para toda ¢ € L?>(H'):

7

T T
/O <8,U,¢>(H1),+/0/Q(duVUerUVWjoﬁVW)-Vq)

T T
+u1/ /(2aU+a1ﬁv+a1Uv~—U)¢=/ (20 0) (1)
0JQ 0 (40)

oV —d,AV — 1oV + 2 WV + ariV + aa UV = gy,

IW —dyAW — oV + AW — flo W = g,
\
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Teorema 3.9 Si §= [ii,V,W, f| € S.q, entonces § es un punto regular.

Demostracion: Como ya se dijo, basta con demostrar la existencia de la solucién de (40). Para

ello, de nuevo, se utilizaré el teorema de punto fijo de Leray-Schauder. Se considera el operador

FZLS/Z(Q)XXXXWHX\XX}XX}O/?,

[U,V.W] — [U,V,W],

donde [U,V,W] es la tnica solucién del problema lineal:

(

/()T<atUa¢>(Hl)/+/0T/Q(duVU+)(ﬁVW)-V(p:/()T<gu,¢)(H1)/—x/0T/QUVW-V¢

T
—ul//(zaﬁ+a1ﬁV+a1U\7—U)¢,
0JQ (41)

oV —d,AV — 1,V = g, — o (aaU7 + 2%V +apiV)  en Q,

OW —dyAW + AW = g, + aV + flq W en Q,

\

para toda ¢ € L? (H 1). La prueba se divide en los siguientes 4 pasos.

Paso 1: T estd bien definido.

En primer lugar, por hipétesis g, € L'%3(Q) y V € X < L'9/3(Q). Ahora, puesto que f €
LU93)+(Q) y W € X,, = L=(L="), entonces flo W € L'%3(Q). Por ende, aplicando el Teorema
1.1, con p = 10/3, se deduce la existencia de una tnica solucién W € X;, /3 de (41)3, que satisface

la siguiente estimacion:

||W||X10/3 <X (HVHX ) Hf”L(lO/3)+(Qc)’ WHXW ) ||gW”L10/3(Q)> . 42)
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Ahora, ya que g, € L*(Q), i,V € Xs5/3 < L’(Q), U e L’*Q) yV € X — L'93(Q), tenemos
que ayUV + 20V + apilV € L*(Q). Entonces, usando el Teorema 1.1, para p = 2, se concluye la

existencia de una unica V € X; solucién de (41);, la cual satisface

HVHXz S%(HUHLS/Z(Q)7”‘7HX5/3>HVHX7||ﬂ||X5/37||gV||L2(Q)>' (43)

Finalmente, se debe mostrar que ||U||x < ., para ello, tomando ¢ = U en (41); y aplicando las

desigualdades de Holder, Young y Gagliardo-Nirenberg, se sigue

1d, ) _ _ ~

5> 7 WUl +dul VU < xlall s VW IVU 2+ 21U s 1V Pl o IVU L2 + gl gy 1T
+ 2l 1O 2 + a1l 2 101 2) 101 + (@apalladll s [Vl o + [Tl 2) 101 2

d _ — _ P _
< S IVUIIG + 2 (alz YW 2+ 1T s/ V1) + a2l 25 1V + 12 [T

1/4 3/4

+ AN + 1 1012 + ar 171T12) (W IVUIEE 10122 ) + gl gy 10
d N — 3 2 e _
< ?MHVUHiz JF%Jg(||”||24||VW||24+||U||25/2HVW||210) +a1.“1%||”||%5||v||i10/3 +.U1=75/||U||%2
8/5 8/5 8/5 8/5 2/5
+ H NI+ gl By + 11 (2813571135 +an 1915510155 ) 10175

+ 1 Qllallz U7 +ar P12 11T11Z)

entonces

ZleUHLer VU2 < 2 (1117 YW Za TN 752 V117 10) + a1l 75V 11 o5

8/5 8/5 8/5 8/5
KT+ AN 2+ Ngul By + a2 (2135 [T15E + a9 NTE ) U1

2Nl T + a9 D) (44)
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por tanto, a partir de la desigualdad de Gronwall, esto implica que U esta acotada en X, es decir

[Vl < ([10]520):

VL 1 19T 3 180, 1 D Dalzoanyy ) - 49)

Por lo tanto, I" esta bien definido. Observe que el operador I" es compacto ya que que X X X X
X035 < L/2(Q) x X x X,y

Paso2: El conjunto de puntos fijos de BT, B €0, 1] es acotado en L>/*(Q) x X x X,,.

Se considera que 3 € (0, 1] (el caso B = 0 es claro). Suponga que [U,V,W| = BI'([U,V,W]),

entonces [U,V, W] satisface el sistema:

/OT<atU, )ty +/0T/Q(duVU+%ﬂVW) Vo = B/OT<gu,¢>(H1)/ — /3%/0T/QUVW-V¢
_ﬁNI/OT/Q(ZL?U—FmﬁV +aiUi—U)¢,

oV —d,AV — 1V = Bg, — Bla (a2Uv + 20V + ayiiV)

AW —dAW + AW = Bg,,+ BaV + W flg,,

\

(46)

para toda ¢ € L?>(H'). En primer lugar, multiplicando la ecuacién (46); por W, y haciendo uso de

las desigualdades de Holder, Young y Gagliardo-Nirenberg, se obtiene lo siguiente
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1d ~
5 o IWIE A VW2 + AIWIE: = B [ @uW 4ot [ YW+ B [ P10, W2
2dt Q Q Q
s 2
< lgull2 Wz + oVl W 2+ 1 7l W
A ~
< (lgwla+ VI3 + —||W||iz 17 (IW 2 [9W 2+ W)

< (llgwlz2+ 1V I72)+ ||W||Lz+ YWz (1A + AL W12

Por lo tanto, se sigue que

||W||L2+ HVWHL2+ Wz < (lgwliz2+ IV 17+ (AN +HIAIDIWIZ. @D

Asi mismo, multiplicando la ecuacion (46)3 por —AW, se deduce que

1d 3d,,
2a,IIIVWIIszL CAWIZ+A YW < TG (W5 + IVWIZ2) +# (lgwllz +IVIE) -

De manera andloga, multiplicando (46), por V, se tiene lo siguiente
li 2 VVI2, = 2 ~ A2 ~
VI +dllVVIE =B | &V +mallVI — Bz | (20 +a@)V" = Bpaaz | UV
2dt Q Q Q
< HgullzIVIlz + 2l + poaz |U | 2119l [V ] s
2 ~
< Allgoll2llVllz2 + r2lVII + MU 2Pl (VY2 + V]I 22)
- d
<A gollze + ANV I+ 2 IP1Z U1+ S IVVIIE,

esto es,
2dtIIVIILz+ LI5S gullf + VI + NP 5 U - (48)

Por otro lado, multiplicando la ecuacién (46); por U, se obtiene que
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1d T
S—U N7 +dul VU7 = B[ (s U)ny —x [ AVW -VU = By [ UVie-VU + B |U| 7
2dt 0 Q Q
—ﬁ,ul/(alﬁ—l-w)Uz—ﬁulal/ﬁVU
Q Q
< Algull @y lU g + 2Nl [ 5 [VW | poss [[VU || 2 4 (U] 4] [ VW] 14 ][ VU 2

+ A NUIE + 2 Nall s |V 1|21V s,

1d
S UIE +dd VU7 < %/ngH!ZHI o+ H (VU7 +1U172)

1/2 3/2

+ A |l VW [ 7105 + IIVUIILerc%/HV IZ UL IVU L7+ U 172)

A (IUN20VU |2 + 1U12) + A WU N2+ Nl s 1V I 2 (VU2 + U ]22)
d d -

< Hlgullfpy + A U2+ VUG + AW + 2 [allgs [ VW L

+ 2 (V]| + IVBIEO U1 + 2 a7V I172-

Entonces, se sigue que

1d

SN+ S NVUIZ < il - WU+ S AW 2 35 [9W 2

~112 ~ 118 2 ~112 2
+ (VW[ IV U T + 2l 7V [T (49)

Sumando las ecuaciones (47)-(49), se puede concluir
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1d 2 2 2 2
5 77 WUIF VIR WL+ VW) + —HVUHLz+ \IVVHLz+ HAWHL2+ VW72
A
EHWHLz < A FNT + I AW IZ2 1YW T2 + 22 (a7 + 1) V72 + 2 35 VW IIZ

+ (1717 +1) ||U||Lz+c%/(||VW||L4+IIVW||L4)||U||L2+=%/<I|gu|| HYY IIgv||L2,||gw||L2>

Por lo tanto, como [, 7, W] € X5 /3 X X2 X X10/3 Y [8u:8v:&w] € L*((H')) x L*(Q) X L'93(Q), apli-

cando la desigualdad de Gronwall se deduce lo siguiente

||[U7V7W]||X><X><X < ji/,

y ademds, W es acotada en L*(H"') N L?(H?) < L'°(Q). Entonces, puesto que f € L{10/3)+(Q,),
se tiene que flo W € L5/ 2(Q). En consecuencia, aplicando el Teorema de regularidad parabéli-
ca, W € C(WO/335/2) \ [5/2(W%5/2) < L(L="). Con la tltima regularidad de W se obtiene que
flo W € L10/3 (Q), lo cual implica, usando el Teorema 1.1,que W estd acotada en X /3 Xu.

Paso 3: 1 es continuo.

Sea { [0, Vir, Win] } ey © L¥/2(Q) » X x X,, una sucesion que converge fuerte a [U,V, W]

en L3/%(Q) x X x X,,. En particular, tenemos que { [Uy, Vin, W]}, .y €s acotada en L3/%(Q) x

X x X, y a partir de (42)-(45), se sigue que

{LUm, Vi, Win) }pueny = {T [Unm ]}mEN es acotadaen X x X X X /3.

Entonces, existe una subsucesién, también denotada por {[U, Vin, Win] },,cry> ¥ un vector limite

[17,\7,‘/?/] € X x Xz X Xjo,3 tales que



49

[Unn, Vins Win) — [U,V, W], débilen X x X x X3 y fuerte en L%(Q) x X x X,p.  (50)

De la definicién del operador I, para toda m € N, [U,,, V,,, W] es la tinica solucion del sistema:

(

T T T T,
/(8tUm,¢>(H1),+//(duVUm+xﬂVWm)-V¢ :/(gu,¢>(H1),—x//UmVW-V¢)
0 0JQ 0 0JQ
T
+ /.q/ /(ZﬁUm+ a1V +a U, —Uy) 9,
0JQ

OV — dyAV,y — oV, = gy — ‘LLQaQUmV — 2;12\7Vm — uzazﬁvm,

Wi — dyy AWy, + AWy = g, + AV + Flo W + Flg W,

(5D
para toda ¢ € L?(H'). Teniendo en cuenta las siguientes convergencias
(
U, — U fuerte en L°/%(Q),
Vi — V fuerteen L™(L*)NL*(H'), (52)
W, — W fuerte en L=(W3) N L3 (W3/23),
\

se obtiene que

a1iiV o — 200 — a1Upd+ V- (U V%) — a1aV — 20 —a\ U+ V - (UVW) débil en L*/3(Q),

AV i+ FWo 4+ FWo — AV + JW + Fw débil en L'%3(Q).

Por otro lado, la sucesion {[Uy, Vin, Wi },,cy coOnverge a [U,V,W] débil en X x X5 x Xy /3 Ast
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O Up + dy AU, 4V - (iVW,,) — U +d, AU +V - (VW) débil en L/3(Q),
OV + dyAViy + 12V — 0V +d,AV + 1,V débil en L*(Q),

Wy + dyAW,, + AW,y — oW + d,, AW + oW débil en L'%3(Q).

De manera andloga, se analiza la convergencia de los términos involucrando a U,, y V,, en la

ecuacion para V,,, para toda m € N. Por lo tanto, se obtiene que

7

[ @0.0)uy+ [ [ (450 +2a9W) Vo = [(au o)y 2 [ [TV

T
+u1/ /(2&U+alﬂv+alﬁ\7—v)¢,
0JQ (53)

8t‘7 — d‘,AV — ,u2\7 =gy — ,uzaQUﬁ— 2[.12\7V — ,leazﬁv en Q,

W —dAW + oW = g, + AV, + W flog+WwF1lg en O,
\

para toda ¢ € L2(H"), lo cual implica que [U,V,W] =T (1imym—se0 [Um, Vin, W] ). Se demuestra
entonces que el limite es independiente de la sucesion tomada, por lo que se puede concluir que
el operador I' es continuo. En virtud del teorema del punto fijo de Leray-Schauder, se concluye la

existencia de una solucién para (40). La unicidad de la solucién se obtiene de manera estandar. []

Teorema 3.10 Sea §= [ii,V,W, f| € Suq una solucion local dptima para el problema de control (5).
Entonces existe un multiplicador de Lagrange { = [6,n,E] € L*(H") x L*(Q) x L'°7(Q) tal que

para toda [U,V,W,F] € X x X, x 5(\10/3 x € (f), la siguiente desigualdad se tiene:
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T T T T .

w| [@—wunf [G=vovin [ [o—wowey [ [ sen(PIATAF

4B [ (5T = ur)U(T) +Ba | (F(T) v )V (1) + Bs | (9(7) —wr)W(7)

—/OT/Q(8,W—dWAW—aV+/lW—Wflg(.+vDFlg(_)§

- / T/ (OV = dyAV — oV + 2u30V + taariV + hasU) 1 — / (AU, 6) gy
0JQ Q

T T
_ / / (dVU+3UVi+3idVW) - Vo — iy / / QaU+aiiV+aUs—U)s > 0. (54)
0 JQ 0JQ

Demostracion: En virtud del Teorema 3.9, § € S, es un punto regular. Entonces, usando el Teo-
rema 3.6, existe un multiplicador de Lagrange ¢ = [6,7,&] € L*(H') x L*(Q) x L'%7(Q) del

problema (5), el cual, de acuerdo a la Definicion 3.4, satisface

Z([8,0,1, 8D := T ($)[r] = (0, G\ (&) [ 2 (@arry) — (M, G2 (D)) 2 = (£, G5 (8)[1]) proyr = 0,

para toda r = [U,V,W,F] € X x X, X )?10/3 x € (f). A partir de ahi, se concluye la demostracién

recordando las expresiones de las derivadas de J,G{,G; y G3. [

Como consecuencia del Teorema 3.10 es posible derivar un sistema de optimalidad. Este es

el contenido del siguiente resultado.

Corolario 3.11 Sea § = [ii,V,w, f| € Sqq una solucion éptima local para el problema de control

(5). Entonces el multiplicador de Lagrange [6,1,E] € L>(H') x L*(Q) x L'%7(Q), el cual provie-
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ne del Teorema 3.10, satisface el siguiente sistema para toda [U,V,W] € X x X, x )/(\10/3:

i T/Q (= U +p | (#(T) —ur)U(1)= | AU, ) gy + / ' J(@vu+uvi)-vo

T T
+ / / (2ﬁU+a1U17—U)G+u2a2/ / U, (55)
0JQ 0JQ

v T/Q vV + B2 [ (1) =vpv(T) = | T/Q maave - [ T/Q ave

T
+/0 /Q(dv—dvAV—,u2V+2u2\7V+u2a2ﬁV)n, (56)

YW/OT/Q(W—W)W + ﬁs/ﬂ(W(T)—wT)W(T):x/OT/QﬂVW~VG

T ~
+/0/Q(8,W—dWAW+/"LW—fIQCW)§, (57)

y la condicion de optimalidad

g = F1(7/3 7 ra
| | Gsen(PIAT +58) (=) 20, Ve (58)

Demostracién: Del Teorema 3.10, tomando [V,W,F] = [0,0,0] en (54) y notando que X es un
espacio vectorial, obtenemos (55). Anédlogamente, escogiendo [U,W,F] = [0,0,0] y [U,V,F] =
[0,0,0] se deducen (56) y (57), respectivamente. Finalmente, tomado [U,V,W] = [0,0, 0], se obtiene

que

T T
=1 7(7/3)+ ~ ra
vl | sen(DIFITE + /0 /Q FREZ0. VFEF().
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Entonces, tomando F = §(f — f) € €(f) paratoda f €.% y § > 0 en la tltima desigualdad, se

deduce (58). [

3.2.2. Caso N = 2. A continuacidn se analizard la existencia y regularidad de los
multiplicadores de Lagrange para el problema de control 6ptimo (5) para N = 2. Para ello, se

consideran los siguientes espacios de Banach:

X=X x Xy, xXo, x **(Q.), Y:=L*((H")xL*(Q)x L*"(0),

donde
8\1‘

X:= {ueX:u(O):0}, X, = {VGX2+:v(O):O, B

89:0}.

Se considera G = [G1,G,,G3] : X — Y, donde, en cada punto s = [u,v,w, f] € X, G1,G3,G3 son

definidos por

T T T T
(G1(s),9) :/O<at”>¢>(H1)’+du/0 /QVu~V¢+x/O /QMVW-Vq)—f—u]/O /Qu(l—u—alv)q),
Ga(s) = dv—dyAv — upv(l —v —apu),

G3(s) = dw —dyAw —av+Aw — flg w,

paratoda ¢ € L?(H'"). El lagrangiano asociado al problema de control éptimo (5) (para N = 2) estd

dado por £ : X x L>(H') x L*~(Q) x L>~(Q) — R tal que

Z([s,0,1,8]) = J(s) = (0,G1(5)) 12 ((ary) — (M, Ga(s)) 2= = (§, G3(s)) 12
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Las derivadas de Fréchet del funcional J y del operador G, fueron calculadas en los Lemas 3.7 y
3.8, respectivamente. Siguiendo la demostracion del caso 3D, se desea demostrar que si § pertenece

a S,4, entonces § es un punto regular.

Proposicion 3.12 Si §= [i,V,w, f| € Suq, entonces § es un punto regular.

Demostracion: Sea [g,, g,,g.] € Y. Es necesario probar la existencia de [U, V,W] € X x X», x Xo

solucion del problema lineal (40). Se define el siguiente operador

I: L4 (Q) X L”(Q) X L™(Q) — X X Xoy X Xo

U.V,.W] — [U,V,W],

donde [U,V,W] es la solucién del siguiente problema:

p

T T T
/O<8tU,¢>>(H1)/+/O /Q(duVU+xavw+xUW)-V¢=/o<gu,¢>><my

T
_m/ /(2&U+a1ﬁv+a1U\7—U}¢,

oV —d,AV — bV = g, — (azUﬁ—l— 25V + azftV) en Q,

IW —dy AW +AW =g, +aV + flg W  enQ,

\

paratoda ¢ € L?>(H'). La prueba se divide en los 2 pasos siguientes.

Paso 1: El operador 1 estd bien definido, es compacto y continuo

En primer lugar, notando que g,, +aV + f 1o, W € L>T(Q), entonces, utilizando el Teorema

1.1 con p = 2+, se deduce la existencia de un inico W € X5 solucién de (59)3. Del mismo modo,
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ya que ayUV + 20V + ayiiV € L2+(Q), existe una solucion tnica V € X, de (59),. Finalmente,

tomando ¢ = U en la ecuacién (59);, se obtiene
| — 2 - 7
5 7 WUl +dul VU < 2@l VW IV U 2+ 21U [V VU 2
+ i 2llall a4 [[U | - +arlldll sV s +ar[[9] s 10| o+ 101 2) U 2 + [l gull gy 10

1/2
12

1/2

< xMlal| g [VW sl VU | 2+ 2 [V 4 VU ]2 (I|U|| VU 2"+ ||U||L2>

i i _ _ d
+ A (IIgMII%H1>/+(|Iu\|§4+ + 1917 (10117 + ||V||i4)) + 2 VUl +2 UL

i ~ _ d
< ANl VW7 + 2 (IV# ]z + 99117+ 1) U112 + VUL

+ 2 (gl + (2 + 1512 T2+ V1)) -

Por lo tanto,

1d
2dt

. (JgallZy + e+ 1912 (T2 + IVIE)

d
2 2 ~112 2 ~ 14 ~112 2
U1+ S IVUIl < A @l VWL + 2 (19l s+ V]2 + 1) U1

lo cual, a partir de la desigualdad de Gronwall, implica que U estd acotada en X. Por tanto, I" estd
bien definida. La compacidad se desprende de la inmersion compacta X x )?ZJF X )?er S 1A (Q) x
L=(Q) x L*(Q), y la continuidad de I" se deduce de forma anéloga al caso 3D.

Paso2: El conjunto de puntos fijos de BT, B €0, 1] es acotado en X xXp X X5 ;.

Note que si [U,V,W] = BT'([U,V,W]), entonces [U,V, W] satisface el siguiente sistema
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T T T
[(00.0)uny+ [ [0+ 2a9W -+ 2U93)-¥6 = B (81.0)
T
—Bul/ /(2&U+a1ﬁV+a1U\7—U)¢,
0J/Q (60)
oV —d,AV — 1,V = Bg,— By (azUﬁ—F 20V +a2ﬁV),

IW —dy AW + AW = Bg,, + BaV + Bflg W,

para toda ¢ € L?(H'). Multiplicando la ecuacién (60)3 por W, se obtiene que

1d ~
S W IR+ du [VWIE + 2IWIE =B [ guW+Ba [ vW+B [ Flow?
2dt Q Q Q
< lgulli2 W 2+ alV L2 W2 + 1 L2 W s
A -
< A gullF +1VIE) + 5 IWIE+ 117l (W2 | 9W 2 + 1 W132)

A d - -
< A (lewllz+ IVIZ) + 5 IWIE + S IVWIZ + 2 (117 + 1 Fll2) W,

Por ende, se tiene la siguiente estimacion

2dtllWllevL IIVW||L2+ Wi < 2 (lgwllzz+ 1V II72)+# (I AN+ 1Al IWIZ2. 6D

Multiplicando la ecuacion (60)3 por —AW, se sigue

1d ~

S IVWIE AW, + AIVW(Z = ~B [ ¢0aW — Bar [VaW — B [F1o,waw
2dt Q Q Q

< gl 1AW 2+ |V 12 1AW 2+ 2 W= AW 2

d 2 2 712 2 2
< SHAWIL + A VIz2+ N2 Wl + 2 w2 (62)

Entonces, a partir de (61)-(62) se sigue que
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d ] .
WG+ WG < 2 (lgwllza + 1VII72) + 2 (1 + 1l ) IW T (63)

Ahora, multiplicando (60), por V' y recordando que (27 4 a,ii)V? > 0, se tiene

1d - - ~
S VIE +dlVVIE=B[ oV + wallVIE: ~ Bhaf (274 @)V - Busas| UTY
t Q Q Q
< lgolliz 1V 12+ 21V 2+ aaal|U 2 9] = 1V

< H|gv)| 22+ HNU |2+ 2 ([[9]]7- +1) V][ (64)

Por otra parte, tomando ¢ = U en (60);, se obtiene

1d _ ~
EEIIUIIZerduIIVUIIiz < 2Mal s [IVW s IVU | 2 + 2 U] 4 [ VW[ 4 [ VU [l 2

+llgall ey U + mllU 172 + mranllal] V1] 2 U s

< AN IVW AW+ VW) + L VU128 gl B+ U o
1/2 1/2 1/2 1/2
+ a1V (I0 121U +HUHL2)+%HVWHL4HVUHL2<I|UH ZIvUl2 + Uz )
4/3 4/3 2/3
< Nl 1) W 224 5 AW o+ 22 V0 2t Yl 2V 2L )2
+ A NFIZNV 122 + a2y + 2 (V3]0 + 1998]12 + 1)U
UllpallVlig2 8u (Hl’ Wilps Wilps 2
< A (s N2 IVW IR+ SIAW (2 4+ S VU |+ V2
+ 2 |lgull Gy + 2 (IVWIlZs + IV 7s + DIUIZ- (65)

Entonces, de (61)-(65) se tiene que [U,V,W] es acotada en X x X x X,. Aplicando la regularidad

parabdlica se puede concluir que [V, W] estd acotada en X»; X Xo4. Asi, a partir del teorema del
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punto fijo de Leray-Schauder, se deduce la existencia de una solucién para (40). La unicidad de la

solucion se obtiene de manera estandar. [

Proposicion 3.13 Sea N =2y § = [i,V, W, f| € Sqq una solucion dptima local para el problema
de control (5). Entonces existe un vector de multiplicadores de Lagrange [o,n,E] € L*>(H') x
L>~(Q) x L*~(Q) tal que para todo [U,V,W,F| € X x Xoi x Xou ¥ E(f), se cumple la siguiente

desigualdad, para toda ¢ € L? (HY),

T T T T
wf @ wvn] [G-vaven [@-wowry [ [ sen(7)I7IF
4B [ (#(T) —ur)U(T)+ B2 | (H(T) = vr)V (T) + B | (9(T) —wr) W (T)
—/OT/Q(8,W—dWAW—OcV+/IW—WfIQC+WFIQC)6
_ / ! / (B — dyAV — [V + 2050V + foariV + pasUs) n — / ", &)y

0JQ 0

T T
—/ /(dMVU+vaw+xﬁVW)-Vo—u1/ /(2ﬁU+a1ﬂV+a1U\7—U)c720. (66)
0 JQ 0JQ

Demostracion: La prueba es similar a la del Teorema 3.10; por lo tanto, la omitimos. U

Como consecuencia de la Proposicion 3.13 es posible derivar un sistema de optimalidad. Este es

el objetivo del siguiente resultado.

Corolario 3.14 El multiplicador de Lagrange [6,n,&] € L>(H') x L>~(Q) x L*>~(Q), dado en la

Proposicion 3.13, satisface el siguiente sistema para toda U € X yV,We )?2+.'



// U+[31/ ()—uT)U(T):/OTw,U,a)(H.),+u2a2/0T/an

T
+/ /(duVU-l—xUVsz) : Vc+u1/ /(ZﬂU-l—alUﬁ— U)o,
0JQ 0JQ

w [ [G—vav 4 [0 v = [ [ waave- [ [ ave

T
+ [ OV =8V iV + 2410V -+ i)

VW/OT/Q(W—W)W +[33/Q(W(T)—WT)W(T):x/OT/QﬁVW-VG

T
+/ / (AW —d AW +AW — Flg W)E,
0JQ

y la condicion de optimalidad

/T/ (ypsgn(F)I I +wE)(f—F) >0, VieF
0 JQ.

59

(67)

(68)

(69)

(70)
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3.3. Regularidad de los multiplicadores
3.3.1. Caso N = 3. Unatripla [o,n,E] € L2(H') x L*(Q) x L'%/7(Q) que satisface

(55)-(57) corresponde al concepto de solucién ultra débil del siguiente sistema lineal

—06 —d,Ac+ xVo -VWw— (0 —2i06 —a1Vo) + warvn = Y, (i —uy) en Q,

—0M —dyAN — o (N — 20M — aziin) + pariic — ag = % (V—vq) enQ,

—0,& —dyAE + A& — flg,& —xV - (iV0o) = %,(W—w,) enQ,
%%zz%%zz%%zﬂ)sdxe&ﬂx(QTL (71)
o(T)=p(a(T) —ur) enQ,

N(T) = Ba(W(T) —vr) enQ,

E(T)=Bs(W(T)—wr) enQ.

El objetivo de esta subseccidn es mejorar la regularidad de los multiplicadores de Lagrange que
proporciona el Teorema 3.10. Para ello, en primer lugar, se demuestra que el problema adjunto (71)

tiene una regularidad fuerte. Este es el contenido de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.15 Sea § = [ii,V, W, f] € Sy una solucion local dptima para el problema de control

(5). Entonces el problema (71) tiene una iinica solucion [6,1,&E] € X5 /3 x X5 /3 X X5 /4.

Demostracion: Seas=T —t,cont € (0,T),y se consideran los cambios de variable 6 (s) = o(z),
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N(s) =n(t) y E(s) = £(¢). Entonces el sistema (71) es equivalente al siguiente

0y6 —d,AG + VG - VW — 11 (6 — 2ii6 — a170) + Wpar N = ¥, (i —uy) en Q,

0T} — dyAT) — o (7 — 200 — axiif)) + a1 — € = %,(5—vy) en Q,

A& — dyAE +AE — Flg E — xV - (iVS) = (W —wy) en O,
06 Jon  9E (72)
v =9y = 9v =0 sobre dQ x (0,T),

Para demostrar la existencia de una solucién de (72), de nuevo usara el teorema del punto fijo de

Leray-Schauder, para lo cual se define el siguiente mapeo

T2 L'93(Q) x L'3(Q) x L*(Q) — Xs3 x X5/3 % X4

5.mE| — o).

donde [0, 1, &] es la solucidn del siguiente problema desacoplado
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056 —dyAc + xVo -Vw = (6 —2ii6 — avo) — parvn + v, (i —uy) enQ,
M — dyAN — an) = — 2 (207 + axdM) — G + & + % (7 —va) en Q,
& —dyAE +AE — YV - (aV0) = Flo,E+ V(W —wy) en O,
3—3:3—3:%:0 sobre dQ x (0,7T) (73)
6(0) =pi(@(T) —ur) enQ,

n(0) = Bo(W(T) —vr) enQ,

£(0) =Bs(W(T)—wr) en Q.

El operador I" esta bien definido, es compacto y continuo; para ello, se inicia multiplicando

la ecuacioén (73); por o, por ende

1d — Ae— — U _
——HGH@ +du\|VGHi2 = —x/o'VW-VcH—ul/(G—ZuG—alvc)G—/uzazvn6+yu/ (i—ug)o
2ds Q Q Q Q

< Aol #[ViwllslVolle + 2 (0] 2 + N[l s[1S | Lo + 191 s 101 1oss

HIVlzs Ml o)l ol 2 + Vull @ — uall 2l o] 2

7/4
12

1/4

< ANVl Vol %

lollz"+ 2 NVwllal[Voll2lofl 2+ 2 ([a]l

+llallzsl[Sll o + 19125 O] pros + 171 s [T pross) Ol 22 + Yell# — wall 2| o] 2
i _ d

< A |Villall ol + A [ Villlloll + S 1Volz + Aol

+ 2 (151172 + 11751181 10ss + P75 1111 10ss + IFI1Zs [T 105 + 18— al72)
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Entonces, se sigue que

1d
2ds

d
2 2 =118 112 2
lolizz+IVel < A (1Yl + [IV#ll + 1) o]

(Wl 1911903 1T s T 2

Por lo tanto, a partir de la desigualdad de Gronwall es posible obtener que |G ||x < # . Ahora, ya

que Vo € L2(Q) y Vw € L'°(Q), se obtiene que Vo - Viv € L5/3(Q) y
L1C — 26 — Wy a1 76 — Lpar ¥ + Y, (i — ug) € L/3(Q),

entonces, aplicando el Teorema 1.1, para p = 5/3, tenemos que ¢ € Xs/3. De manera andlo-
ga, se demuestra que 1 € Xj /3 Finalmente, observe que, aplicando los Lemas 1.8, 1.9 y 1.10,
Xs5/3 < L=(HY?) N L3 (HY10) s [5/2(H'3/10) Por ende, ya que if,0 € Xs/3, en particular

i,o € L>/2(H"3/19) y entonces, Vii, Vo € L>/2(H3/19) — [5/2(Q), lo cual implica que
V- (iVo) = Vi-Vo +iAc € L/ (L34,

En adici6n, note que fE& + ¥, (W — wy) € L>/*(Q), usando el Teorema 1.1 con p = 5/4, se obtiene
. . € 710/3 10/3 2

que § € X54. La inclusion compacta Xs/3 X X5/3 X X5,4 — L°(Q) x L'°(Q) x L*(Q) es una

consecuencia de los teoremas de compacidad de Aubin-Lions y Simon. La continuidad de I" se

deduce del conjunto de acotaciones de las variables adjuntas. Finalmente, para demostrar que el

conjunto de puntos fijos de BI" es acotado en Xj /3 X X573 X X54, se siguen las mismas lineas
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de la demostracion del Teorema 2.2. Omitimos los detalles. Entonces, aplicando el Teorema de
Leray-Schauder, se concluye la existencia de una solucién [0, 1,&] € X5 /3 X X5/3 X X5)4 de (71).
Teniendo en cuenta la regularidad de la solucién [u,v] € X5/3 X X5/3 — L3(Q) x L’ (Q) sigue que
WO — 216G — a1 P — tpa¥n + %, (i — uy) € L*(Q), aplicando el Teorema 1.1, con p = 2,
existe una dnica solucién 1 € Xp; se concluye entonces que la solucién del sistema (71) [o,1,&] €
Xs/3 X Xp X X5/4. La unicidad se deduce de forma andloga a la demostracion del Teorema 2.2; por

lo tanto, la omitimos. U

Finalmente, en el siguiente teorema se demuestra que los multiplicadores de Lagrange
0,1n,& tienen una regularidad fuerte. Hacemos énfasis en que los multiplicadores de Lagrange
[6,1,&E] € L2(H") x L*(Q) x L'%7(Q), proporcionados por el Teorema 3.10, corresponden a la
nocion de solucion ultra débil del problema (71). A continuacion, se desea mejorar su regularidad
haciendo una comparacion con la solucién fuerte del sistema adjunto (71). Este es el contenido de

la siguiente proposicion.

Proposicion 3.16 Asuma las hipétesis del Teorema 3.10. Sea [ii,v,W, f] € Sqq una solucién local
optima para el problema de control (5). Entonces, el multiplicador de Lagrange § = [0,1n,&] que

proporciona el Teorema 3.10 es tinico y satisface [6,1,8] € Xs5/3 X X3 X X5 4.

Demostracion: Como consecuencia del Teorema 3.10, existe un multiplicador de Lagrange [0, 1,&] €

L*(H") x L2(Q) x L'%7(Q). En particular, [¢, 7, ] satisface (55)-(57). Mas atin, de la Proposici6n

~

3.15, se deduce que el problema (71) tiene una solucién tnica [6,7,&] € X5 /3 X X3 X X54. Por lo

~

tanto, el objetivo es demostrar que es posible identificar [6,7,&] con [6,7, &].
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En primer lugar, para algiin [U,V,W] € X x X5 x )/(\10 /3> se considera el sistema (71) reescrito

~

para [6,1,&], y se multiplican las ecuaciones (71); por U, (71), por V' y (71); por W, de las que,

integrando por partes, se obtiene

T T T
/ (U, 8) g1y +/ /(duVU+xUVvD)-V8+I~L1/ /(2&U+a1U17—U)8
0 0JQ 0JQ

+H202/OT/QU\7ﬁ ~ n/OT/Q(ﬂ—ud>U+/31/Q<a<T> —ur)U(T), (74)

T T T ~
//(atV—dVAV—uzv +2/,L217V+,u2a2L7V)ﬁ+/.11a1/ / ava—a/ / VE
0JQ 0JQ 0JQ

=7/ T/Q (F=va)V +Pa [ (3(T) =vr)V(T) (75)

T ~ T T
//(8,W—dWAW+7LW—fIQCW)§+x/ / avw-vazyw/ /(W—wd)W
0JQ 0JQ 0JQ

+B /Q (W(T) —wr)W(T). (76)

Ahora, tomando la diferencia entre las ecuaciones (55) y (74), entre (56) y (75), y entre (57) y (76),

y sumando las respectivas ecuaciones, se obtiene lo siguiente

T T
/ /(duVU+xUVv~v+xﬂVW) V(6—35) +u1/ /(ZﬂU tayiV +aUs—U)(c — 6)
0 JQ 0JQ
T . T N
/O<atU,G—G>(H1)/+/O /Q(a;V—dvAV—,leV—l-Z,LLzﬁV-i-LLzazﬂV+H202U\7) (n—"n)

~

T ~
+/O /Q(8tW—dWAW+7LW—flgCW—ocV) (E-&)=0. (77)
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Por ende, como consecuencia del Teorema 3.9, si [U,V, W] € X x X5 x )?10 /3 es solucién del sistema

(40) asociado a algiin [g,, gy, gw] € L2((H")") x L*(Q) x L'%/3(Q), a partir de (77), llegamos a
T R T R T .
| [ewo=&wqy+ [ [am-m+ [ [e&-8=0,
0o Jo 0o Jo 0 Jo

Como [G —-o,n—n,&— E] e L2(H") x L*(Q) x L'%3(Q) y vale (84), teniendo en cuenta que
72
C6°L (Q) = L*(Q), existe una sucesion:

~ -~

(0= e, (6= E)ele-o € CF(Q) X G5 (©) tal que | lim (1 = Ae, im (& — E)e | = [0 — 7, & —

e—0 0

ademas, debido a la inmersion candnica
jiH'(Q) — (H) (@)
oc— jo:H'(Q) —R (78)

z —>jo(z):/goz+/QVo-Vz,

(6 —G) € L*(H") se identifica con un elemento j, 5 € L2((H')"). Entonces

/0T<gu,cr—8>(H1y+/oT/ng(n—ﬁ)g+/OT/QgW(g_3)820, (79)

para toda [g,, g, gw] € L2((H")") x L2(Q) x L'%/3(Q), note que (79) también vale para toda [g,, g, gw] €

L*((H")) xC3(Q) x C(Q), en particular si se considera [js_g, (1 —1)e, (€ — E)e] € LA((H')) x
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Cy(Q) x C5(Q) se sigue:

/OT/Q(G—S)“/OT/QV(G—CAF)%L/Q|(n—ﬁ)g|2+/g|(§—E)g|2:0,

por ende

o — 8||%]1(Q) +(n— ﬁ)EH%Z(Q) +11(& - 5)8”%2(9) =0,

de ahi que [(N — N)e, (€ — g)£]8>0 = [0,0], lo que permite concluir que [o,n,&] = [6,7,£&].
Consecuentemente, [0,1,&] € Xs/3 X X» X X5 4 como resultado de la regularidad de o, 1, E] €

X5/3 X Xo XX5/4. ]

3.3.2. Caso N = 2. Unatripla [0,n,&] € L>(H') x L>~(Q) x L?>~(Q) que satisface

(55)-(57) corresponde al concepto de solucion ultra débil del siguiente sistema lineal

—d6 —d,Ac+ Vo -VWw— (0 —2i6 —a Vo) + warvn = ¥, (i —uy) enQ,

—om —dyAN — (N — 20N — azdin) + pariio — a§ = %(V—vy) enQ,

—0& —dyAE + 28 — flo.& — xV-(4V0) = %(W—wa) enQ,

3-3:3-3:%:0 sobre 9Q x (0, T), (80)
o(T)=pi(@(T) —ur) enQ,

N(T) = B2(¥(T) —vr) enQ,

§(T) = Bs(W(T)—wr) enQ,
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y se satisface la siguiente condicion de optimalidad

[ [ wiiers-nzo. vres

Proposiciéon 3.17 Sea §= [ii, v, W,f] € S,q una solucion local éptima del problema (5) para N = 2.

Entonces el problema (80) tiene una inica solucion [6,n,&] € X, x X, x X.

Demostracién: Sea s =T —t, cont € (0,T), y considere el cambio de variables 6 (s) = o (¢),

N(s) =n(t) y E(s) = &(¢). Entonces el sistema (80) es equivalente al siguiente

056 —d,AG + ¥V G - VW — Uy (6 — 2ii6 — a1 70 ) + toar?n = ¥, (i —uy) en Q,
8Sﬁ — dvAﬁ — ,uz(ﬁ — 2\7ﬁ — azﬁﬁ) + ulalﬁc? — OCE = ’}/V(V— vd) en Q,

A& — d\AE + lg—flﬂcg—lv' (Vo) = %(W—wy) enQ,

96 o9& @D
5_5_5_0 sobre dQ x (0,T),

&(0) = pi(@(T) —ur) enQ,

1(0) = Bo(W(T)—vr) enQ,

~

E(0)=Bs(W(T)—wr) en Q.

Para demostrar la existencia de una solucién de (81), de nuevo se usaré el teorema del punto fijo
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de Leray-Schauder, para lo cual se define el siguiente mapeo

L1 (Q)x L™ (Q) X LY (Q) — X x Xa x X

|:67_7gi| — [67 naé] )
donde [0, 1, &] es la solucidn del siguiente problema desacoplado

056 —d,Ac + xVo -Vw = u,(6 —2iic —a;v0) — tparvn + Y, (i —uy) enQ,
o — dyAN — o1 = — (29T + axiM) — mariic + & +%(F—vg)  enQ,

OsE —dyAE +AE —xV - (iVo) = flg E+ % (W—wg)  enQ,

do _dn d& (82)
3_5_5—0 sobre dQ x (0,T)

0(0)=p1(@T)—ur) enQ,

n(0)=pB(W(T)—vr) enQ,

-~

E(0)=Bs(w(T)—wr) en Q.

El operador I'" estd bien definido, es compacto y continuo. Ademas, el conjunto de puntos fijos de
BT estd acotado en X, X X, x X. Para esto, multiplicamos (82); por ¢ — Ao, (82); por 1 — AN,y
(82)3 por £. Asi, se puede comprobar que [0, 7, &] es acotada en X, x X, x X. Por lo tanto, a partir
del Teorema de Leray-Schauder se concluye que (80) tiene una solucién [0, 1,&] € Xp X X5 x X.

O



70

Proposicion 3.18 Asuma las hipdtesis de la Proposicion 3.13. Sea [ii,V, W, f] € S,q una solucion
optima local para el problema de control (5). Entonces el vector de multiplicadores de Lagrange

[6,1n,&] proporcionado por la Proposicién 3.13 es unico y satisface [6,1,E] € X, X X; X X.

Demostracion: La prueba es andloga a la de la Proposicion 3.16. A partir de la Proposicion
3.13, existe un multiplicador de Lagrange [o,1,&] € L>(H') x L*~(Q) x L>*~(Q). En particular,
[0, n,&] satisface (67)-(69). Ademds, de la Proposicién 3.17, se deduce que el problema (80) tiene
una solucién tnica [0,17, A] € X, x Xp x X. Por lo tanto, el objetivo es identificar [o,n,&] con

(6,1, E . En primer lugar, para algin [U,V,W] € X x X5, X X», procediendo de forma analoga al

caso 3D, se tiene que

T T
/ / (d VU + Ui+ ga¥W) - V(o — ) + 1 / / QU +aiV +a,Us—U)(c — )
0JQ 0JQ
T . T .
+ /O (U, — &)y + /O /Q (O —dyAV — tV 42113V + LacodV + paaU) (1 — )

~

T ~
+/O L(&,W—a’WAW+),W—flgCW—aV) (E-&)=0. (83)

Por lo tanto, como consecuencia del Teorema 3.12, si [U,V, W] € X x )?2+ X )?2+ es la unica solu-
cién del sistema lineal (40) relacionada con cualquier [g,, g, gw] € L*((H')") x L>**(Q) x L**(Q),

y teniendo en cuenta (83), se encuentra que

/0T<gu,6—8>L2((H1)/)+/0T/ng(77—1/7\)+/0T/ng(§—g):()_ (84)

o~

con lo cual, es posible deducir que (ver caso 3D) [0,1n,&] = [6,7,&]. Entonces [0,1,&] € X, X
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~
~ A~

X, x X debido a la regularidad de [0,1,&] € Xo x Xp x X. O

4. Simulacion numérica

En este capitulo, se presenta un experimento numérico (para dominios 2D) relacionado con
el problema de control 6ptimo abordado en este trabajo. Se aproximan las ecuaciones de estado y
ecuaciones adjuntas utilizando diferencias finitas en el tiempo y elementos finitos en el espacio, y
se utiliza el software Freefem++ para realizar las simulaciones. Obsérvese que el sistema de opti-
malidad es un problema de valor limite de dos puntos donde utilizamos las condiciones iniciales
para las ecuaciones de estado (3)-(4) y las condiciones terminales para el sistema adjunto (80);
ademads, las variables de estado se mueven hacia adelante en el tiempo y las variables adjuntas se
mueven hacia atrds en el tiempo.
4.1. Descripcion del esquema numérico

Para definir el esquema de aproximacion de las ecuaciones de estado (3)-(4) y del sistema
adjunto (80), se considera una particién uniforme del intervalo de tiempo (f, = nAt)Zj)V (con paso
de tiempo At = T'/N), y los espacios de elementos finitos Uy, Wy, V,, X, N, y E;, generados por

[P1-continuo. Entonces, consideramos el siguiente esquema de aproximacion:
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= Ecuaciones de estado: Dado [V*,w°,u’] € Vj, x W, x Uy, calcular, para n = 1,...,N y para

toda [v,

;

W,ZZ] eV xW, x Uy,

Y — vnfl
[Paso 1] <T,17) +dy (VL VD) = (V1 — v — anun 1Y, 9),
[Paso 21 (50 i0) 4y (V0 Vi) + A (W, 1) = a(v,9) + (fw", ),
(85)
U — unfl

[Paso 3] <—

v ,a) +d,(Vu", Vi) = —x(u"Vw", Vi)

+ g (' (1 — w1 —apv), ).

= Ecuaciones adjuntas : Dado 6" = (" —ur), NV = B (VW —vr) y EN = Bs(WY —wr),

calcular, paran =N —1,...,0 y para toda [5, &, 7] € £, x &), X N,

;

n_Gn—i—l
[Pasol]( = ,c‘r)+du(v6",va):—x(vw"-vG",c‘;)
(61 = 2u" —aV"), &) — ppar (V'n"1, 5)
+yu(un_ud76)7
n__gn+l _ _ _
Paso21 (&5 ) a,(ver vE) 4260, 8)
(36)
= (f"&",8) — x(u"Vo",VE) + Ko (" —wy, ),
n__ aan+l
[Paso 3] (—1—.7) +d,(V", VA) = a(&".7)

+(N" (1 =2" —au™), M) — piay (u"o”, )

+%(Vn_vd7f’)‘
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Para resolver este sistema numérico, consideraremos el método del gradiente para problemas de
control 6ptimo (véase, por ejemplo, Gunzburger and Manservisi (2000); Gunzburger (2002)), don-
de la tolerancia utilizada para comprobar la convergencia del funcional es T = 1074,
4.2. Resultados numéricos

En las simulaciones, se han considerado el dominio rectangular Q = (0,2) x (0,2) y los
pardmetros discretos At = 0,0125 y h = 1/50 (es decir, 100 nodos en ambas direcciones para la
discretizacion espacial). Ademds, se tienen en cuenta los siguientes valores para los pardmetros
biolégicos: d, =0.5,d, =0.1,d, =05, gy = =1,a; =32,a =37,y =8, a=1.1y

A =2.5;y, en el funcional, se han tomado 3, =1, % =1, % =2, 7% =12, 31 =0.6, B, =06y

.

(a) Estado deseado (b) Condicidn inicial (c) u controlada
0
Uuq u,

B3 =2.

n
[1u™ - ugll 20
°
~

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Time

(d) Diferencia entre el estado 6ptimo u y el estado
deseado uy vs. tiempo

Figura 1. Resultados numéricos para la especie u en el tiempo 7' = 1.
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(c) Control 6ptimo v

(b) Condicién inicial

(a) Estado deseado
0
Yh

Vd
05

o
>

o
w

o
N

IV - vyl 2

0.8

o

06

0.4
Time

ol
0 0.2
(d) Diferencia entre el estado 6ptimo v y el estado

deseado v, vs. tiempo

Figura 2. Resultados numéricos para la especie v en el tiempo 7 = 1.

(c) Control 6ptimo w

deseado (b) Condicion inicial

(a) Estado
wh

Wa

0.8 1

06
Time

0.2 0.4

(d) Diferencia entre el estado 6ptimo w y el estado

deseado wy vs. tiempo

Figura 3. Resultados numéricos para la especie w en el tiempo 7 = 1.
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En las Figuras 1-3 mostramos, para cada variable, las condiciones iniciales, los estados
deseados, el estado 6ptimo obtenido y la norma L? de la diferencia entre los estados éptimo y de-
seado obtenidos para diferentes tiempos, hasta el tiempo final 7 = 1. Como condiciones iniciales,
consideramos una distribucién aleatoria para la concentraciéon quimica, una densidad de especies
u agrupadas en la parte inferior derecha del dominio, y una densidad de especies v agrupadas en
tres partes del dominio (superior derecha, inferior izquierda e inferior derecha); y observamos que
los estados 6ptimos obtenidos se acercan mucho a los estados objetivo en el tiempo T = 1, lo que
demuestra que el sistema ha sido controlado satisfactoriamente. Ademas, en las figuras 1(d) y3(d)
observamos el descrecimiento de las normas ||u” —uy||;2 y [|[w" —wyl|;2 ¥ su estabilizacion al cabo

de poco tiempo.



76

5. Conclusiones y Trabajos futuros
5.1. Conclusiones
= Se demostrd la existencia y unicidad de soluciones globales en un sentido débil-fuerte para
un modelo de tipo Lotka-Volterra con quimiorepulsion, en dominios acotados bidimensio-

nales.

= Se demostro la existencia y unicidad de soluciones globales fuertes para un modelo de tipo

Lotka-Volterra con quimiorepulsién, en dominios acotados tridimensionales.

= Se plante6 un problema de control 6ptimo bilineal con ecuaciones de estado dadas por un
sistema de tipo Lotka-Volterra, en dos y tres dimensiones, y se demostrd la existencia de

solucion optima global.

= Se probaron condiciones necesarias de optimalidad de primer orden via la existencia de
multiplicadores de Lagrange para las soluciones dptimas locales asociadas al problema de

control éptimo planteado.

= Se propuso un esquema de aproximaciéon numérica del sistema de optimalidad basado en el

método del gradiente, el cual fue validado con algunos experimentos computacionales.

5.2. Trabajos futuros
Algunos trabajos futuros que podrian plantearse para dar continuidad a este trabajo de in-

vestigacion son los siguientes:
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= El andlisis de existencia de soluciones globales con datos poco regulares, para dominios

tridimensionales.

= Desde el punto de vista de la teoria de control 6ptimo, se plantea como trabajo futuro el
andlisis numérico del problema de control 6ptimo, y el estudio de condiciones de optimalidad

de segundo orden.
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