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RESUMEN

TITULO: LA TOPOLOGIA DE GREEN SOBRE UN SEMIGRUPO
AUTOR: YESLI NATALI DELGADO MORALES ~

PALABRAS CLAVE: TOPOLOGIA DE ALEXANDROFF , SEMIGRUPO, CUASI-ORDEN, TOPOLO-
GIA DE GREEN.

DESCRIPCION:

A todo conjunto ordenado le corresponde una estructura topolégica que resulta ser una topologia de
Alexandroff. En todo semigrupo se define un cuasi-orden (llamado cuasi-orden izquierdo de Green), y
en consecuencia se obtiene una topologia de Alexandroff llamada la topologia de Green del semigru-
po. En esta presentacién, mostraremos algunas caracteristicas de estas topologias sobre conjuntos
finitos. Nos basamos en un trabajo de B. Richmond donde se presenta una clasificacion de todas las
topologias sobre un conjunto de a lo sumo cinco puntos que provienen de una estructura de semigru-
po. En particular, mostr6 que no toda topologia de Alexandroff sobre un conjunto X dado proviene

de una estructura de semigrupo sobre X por el cuasi-orden izquierdo de Green.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Ph.D.
en Matematicas.
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ABSTRACT

TITLE: GREEN'S TOPOLOGY ON A SEMI-GROUP. *
AUTHOR: YESLI NATALI DELGADO MORALES ™
KEYWORDS: ALEXANDROFF TOPOLOGY, SEMIGROUP, QUASI-ORDER, GREEN’S TOPOLOGY.

DESCRIPTION:

To every ordered set there corresponds a topological structure that turns out to be an Alexandroff topo-
logy. In every semigroup a quasi-order (called Green’s left quasi-order) is defined, and consequently
an Alexandroff topology called the Green topology of the semigroup is obtained. In this presentation,
we will show some features of these topologies on finite sets. We base ourselves on a work by B.
Richmond where a classification of all topologies is presented on a set of at most five points that
come from a semigroup structure. In particular, he showed that not every Alexandroff topology on a

given set X follows from a semigroup structure on X by Green’s quasi-left order.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Ph.D.
en Matematicas.
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INTRODUCCION

En 1935, Alexandroff y Tucker inventaron de manera independiente un método ge-
neral de construir topologias sobre conjuntos cuasi-ordenados (con una relacién
reflexiva y transitiva, no necesariamente antisimétrica). Este método establece una
correspondencia uno a uno entre esas topologias (llamadas de Alexandroff o prin-
cipales) sobre un conjunto X con los cuasi-6rdenes sobre X. Los espacios de Ale-
xandroff juegan un papel importante en el estudio del reticulo de las topologias. Sus
aplicaciones van desde la computacién hasta conexiones entre topologia y mate-
maticas discretas (ver por ejemplo el trabajo de Rubiano y Robles en '). En este
proyecto estaremos interesados en un tipo de topologias principales definidas sobre
semigrupos. Es bien conocido que a todo semigrupo S se le asocia el cuasi-orden
<. de Green definido de la siguiente manera: a <, b si y solo si a = ub para algun
u € S (ver la seccion 2.2). La topologia principal correspondiente sera llamada la
topologia de Green del semigrupo.

El objetivo fundamental de esta tesis es estudiar un trabajo de B. Richmond 2 don-
de clasifica todas las topologias sobre un conjunto de a lo sumo cinco puntos que
provienen de una estructura de semigrupo. En particular, Richmond mostré que no
toda topologia principal sobre un conjunto X dado proviene de una estructura de
semigrupo sobre X por el cuasi-orden izquierdo de Green.

El proyecto esta estructurado de la siguiente manera. En el capitulo 2, recordamos

algunas definiciones basicas sobre topologias de Alexandroff y el cuasi-orden aso-

' José RUBIANO Gustavo y ROBLES. “Topologias de Alexandroff: diferentes contextos”. En: Bole-
tin de Matematicas 20 (2013), pags. 125-134.

2 Bettina RICHMOND. “Semigroups and their topologies arising from Green’s left quasiorder”. En:
Applied General Topology 9.2 (2008), pags. 143-168.
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ciado a éstas. Luego, en el capitulo 3 presentamos los resultados principales de
esta tesis. Damos entrada a conceptos basicos sobre semigrupos y el casi-orden
izquierdo de Green, este cuasi-orden jugara un papel fundamental en este trabajo.
Al final el capitulo 3 presentamos los resultados de Richmond 2.

Una de las preguntas que motivo el estudio de B. Richmond 2, fue determinar cuales
espacios topologicos Alexandroff provenian de una estructura de semigrupo. Ella se
centrd en los espacios topoldgicos finitos. Logré clasificar todas las topologias sobre
conjuntos de a lo sumo 5 puntos. Sin embargo, en ese trabajo ella no estudié los

espacios Alexandroff sobre conjuntos con mas de 5 puntos.

13



1. TOPOLOGIAS DE ALEXANDROFF

En esta seccion se introducen los conceptos referentes a las topologias principales
o topologias de Alexandroff y algunas de sus propiedades como la relacién que
hay entre estas y los pre-6rdenes, la cual usaremos constantemente a lo largo del

desarrollo del escrito.

1.1. PRELIMINARES

Definicion 1.1.1. Una topologia T en un conjunto X es llamada topologia principal

o topologia de Alexandroff, si la interseccion arbitraria de abiertos es abierta.

Denotamos por T'op(X) a la coleccion de las topologias sobre X y por A(X) a la

coleccién de las topologias principales sobre X.

Ejemplo 1.1.2. Si X es finito, toda topologia sobre X es Alexandroff, es decir,
A(X) = Top(X).

Definicion 1.1.3. Un cuasi-orden o pre-orden en un conjunto X es una relacion

reflexiva y transitiva en X.
Denotamos por Pre(X) a la coleccion de los pre-ordenes sobre X.

Definicion 1.1.4. Sea (X, <) un conjunto pre-ordenado y x € X, siparatodoy € X

se tiene que
1. y < x, entonces x es maximo en X .
2. x <y, entonces x es minimo en X .
3. x <y implica que y < x, entonces x es maximal en X .

4. y < x implica que x < y, entonces x es minimal en X .

14



1.2. TOPOLOGIAS ALEXANDROFF Y CUASIORDENES

Definicion 1.2.1. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Para x € X, sea
M, =({UeT:zeU}

En la siguiente proposicion mostramos que M, € T para todo = € X si el espacio
(X,7T) es de Alexandroff.

Proposicion 1.2.2. Un espacio topoldgico (X,T) es de Alexandroff si y sdlo si para

todo x € X, M, es el abierto minimal (respecto a C) que contiene x.

Demostracion. (=) Sea (X,7) un espacio de Alexandroff y x € X. Como el espacio
es de Alexandroff se tiene que M, € Ty por su definicion resulta ser la vecindad
minimal abierta de .

(<) Sean U; € Tparatodo: € Iy V =), U;. Tomemos x € V. Como M, es el

el
abierto minimal de xz, M, C U; paracada i € I. Asi M, C V para cada x € V. Por
tanto V' € T. En consecuencia (X, 7T) es espacio de Alexandroff.

]

Ejemplo 1.2.3. Sea X = {a,b,c,d} y T = {{b},{a,b},{b,c,d}, X,0}. De lo anterior,

se tiene que los abiertos minimales son los siguientes:

Ma = {a,b}, Mb = {b}; Mc = {b7 C, d} = Md'

Figura 1. Abiertos minimales del Ejemplo 1.2.3

qolD
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Proposicion 1.2.4. Todo abierto de una topologia Alexandroff es la union de las

vecindades minimales de sus puntos.

Demostracion. Sea (X, T) un espacio de Alexandroff y x € U € 7. Debemos ver
que U = U,ey Mz Como M, = ({U € T : x € U} entonces M, € T. Luego,
U,ev M. € U pues M, C U para cada » € U. Por otra parte, si x € U es claro que
z € M, CU,ey My De estaforma U C U,y M.

]

La siguiente proposicion caracteriza la base mencionada en la proposicién anterior.

Proposicion 1.2.5. (Richmond?) Sean X y B = {B; : i € I} una coleccién de sub-
conjuntos no vacia de X . Entonces B es una base que tiene como miembros a todas

las vecindades minimales abiertas, para alguna topologia principal en X siy solo si
1. UB=X.
2. Para cada subcoleccionC C Byx € (\C, existe B€ Bconx € B C[\C.

3. B y B\{B} no son bases equivalentes, para todo B € B, es decir, no generan

la misma topologia.

Demostracion. (=) Como B es base de alguna topologia en X, se tiene que B =
X. Ahora, como esta topologia es principal, la interseccién arbitraria de abiertos es
abierta. Asi se cumplen 1y 2.

Ahora, sea B € B. Supongamos que By B\{B} son bases equivalentes. Como B
consiste de todas las vecindades minimales abiertas de X. Existe z € X talque B es
la vecindad minimal abierta de x. Por la equivalencia en las bases, existe A € B\{B}
talque z € A C B. Tenemosque A€ B,z € AC By A # B, lo que contradice que

B es la vecindad minimal de z. Por tanto, B\{B} y B no son bases equivalentes.

16



(«) Por las condiciones 1y 2 se tiene que B es base para alguna topologia 75 en X.
Veamos ahora si Tz es una topologia principal. Sea .A una coleccion de conjuntos
en Tz y supongamos = € [].A. Note que existe C; € B tal que x € C; C A;. Asi,
ze€(C; C()A. Por2, existe B € Btalque z € B C [C;. Luego, (N C; € Tg. Por lo
tanto, T es principal.
Finalmente, veamos que B consiste exactamente de todas las vecindades minimales
de T5. Sea B € B, supongamos que para cada x € B, M, # B con M, la vecindad
minimal abierta de = en T5. Por la proposicion 1.2.4 B = | J{M, : x € B}. Asi mismo,
como M, € Tz sabemos que M, = |JC con C C B. Pero M, # B para cada = € X.
Entonces T = T\ (5 0 que contradice 3, por lo que existe = € B tal que B = M,.
Luego, B consiste de todas las vecindades minimales abiertas de T.

[

De ahora en adelante, BX denotara la base formada por los abiertos minimales.

Ejemplo 1.2.6. Topologia de Khalimsky: En el espacio topoldgico (Z,7}) un con-
junto A C Z es abierto si paratodon € A, M,, C A donde M,, es la vecindad minimal

de n dada por
M, = {n} sinesimpar y M, ={n—1,n,n+ 1} sin es par.

Podemos ver una representacion grafica de la recta de Khalimsky y sus abiertos

minimales en la Figura 2.

Figura 2. Esquema de los abiertos en la recta de Khalimsky 1.2.6

17



Definicion 1.2.7. Sea (X, T) un espacio de Alexandroff, definimos la relacion binaria

=7 en X de la siguiente manera

Yy rgx<=yec M,.

Esta relacion se llama cuasi-orden de especializacion.

Teorema 1.2.8. Sea (X, T) un espacio de Alexandroff, entonces la relacion <+ define

un cuasi-orden en X.

Demostracion. Veamos si =7 es reflexiva y transitiva en X. Sean z,y, z € X, es claro
que xz <5 x pues x € M,. Ahora, siz <y yy y <5 z entonces, z € M,y y € M,. Note
que el hecho que = € M, implica que M, C M, pues M, es el abierto mas pequefio
que contiene a z. Ilgualmente, como y € M., entonces M, C M,y asi x € M,. Por lo
tanto, r <5 2.

O

Ejemplo 1.2.9. E/ cuasi-orden de especializacion de la linea de Khalimsky del Ejem-
plo 1.2.6 esta dado por (Z,<y) donde 2k + 1 <7 2k y 2k + 1 =25 2k + 2, para todo
k e Z.

Sea (X, <) un conjunto cuasi-ordenado, definimos

rl={ye X :y=zx} (1)

Mostraremos a continuacion que esos conjuntos forman una base para un topologia

de Alexandroff.

Proposicion 1.2.10. Sea (X, <) un conjunto cuasi-ordenado. La familia B = {x | :

x € X} es una base para una topologia de Alexandroff.

18



Demostracion. Es claroque |JB C X. Seaz € X, como z € = |, entonces X = | B.
Sean (z |),(y }) € By z € (z ])n(y |) considere z l¢ B note que z € z | C
(x )N (y }). Asi, B es base para alguna topologia. Finalmente, veamos que esa
topologia es de Alexandroff. Sean V' =, U; con U; € Tz paracadaic Iy z € V.
Luego, x € U; para cada i € I. Note que, x |C U; paracadai € I. Porende, V € T.
En consecuencia, T3 es de Alexandroff.

[

La topologia de Alexandroff dada por la proposicion anterior, denotada por T(=)
es llamada topologia de especializacion o topologia inducida por el cuasi-orden <
. Notemos que M, = z |. Recordemos que A(X) es la coleccién de todas las
topologias principales sobre X y Pre(X) es la coleccién de cuasi-ordenes en X.
Definimos
¢ A(X) — Pre(X) talque £(7) = =<7
Y Pre(X) — A(X) talque ¢(=x)=T7(=x).

Los siguientes teoremas indican que

§ot=1Ipex)y ¥ ¥ o &=1Ixx).

Es decir,

De esta forma, las funciones ¢ y ) son una la inversa de la otra.

Teorema 1.2.11. Sea (X, <) un conjunto cuasi-ordenado y T(=) la topologia indu-

cida por = . El cuasi-orden =<y~ inducido por T(=) coincide con el cuasi-orden =< .

19



Demostracion. Sean z,y € X tal que = =gy y. Entonces, z € M,. Es decir, z €
{c € X : ¢ < y}. Luego, z < y. Ahora, supongamos que z < y entonces = € M,,. Por
tanto, z € {c € X : ¢ Zgx) y}. Asi, z Zg(<) ¥.

[

De esta forma, hemos mostrado (2). Finalmente, veamos que (3) se tiene.

Teorema 1.2.12. Sea (X, T) un espacio de Alexandroff y <+ el cuasi-orden inducido

por T. La topologia T(=+) inducida por <5 coincide con la topologia 7.

Demostracion. Sean U € T(=7)yx € U.Noteque z € M, = ({V € T:2 € V}.
Seay € M,, entonces y =<7 . Luego, y € M, = ({U € T(=y) : z € U}. Por tanto,
M, C U paratodo = € U. En consecuencia, U € TJ. Ahora,seanV € Tyxz € V. Es
claro que z € M, = N{U € T(=y) : = € U}. Considere y € M,. Entonces y =<7 .
Asi,ye M, =({U € T:2 € U}. Porende, V € T(=g). En conclusién, T = T(=7).
[

Resulta natural preguntarse si el producto de espacios de Alexandroff es también
de Alexandroff. La respuesta a esta pregunta para un producto finito resulta ser

afirmativa.

Proposicion 1.2.13. Sean (X, T,) y (Y, T2) espacios topoldgicos. El espacio produc-
fo (X x Y, T) es de Alexandroff donde

MY = M x M)

(z,y)

Demostracion. Basta observar que el producto de dos vecindades minimales es una

vecindad minimal, ya que BX*Y = BX x BY.

El cuasi-orden de especializacion de X x Y es dado por
(1, 91) 29 (2,92) = 21 23, T2 Y Y1 27, Yo

20



1.3. DIAGRAMAS DE HASSE

Todo conjunto pre-ordenado (X, <) puede ser representado como un grafo dirigido
cuyos vertices son los elementos de X. En realidad, lo que se grafica es la relacidén
estricta. Estos vértices se conectan por medio de aristas dirigidas, donde una arista
dirigida va de a hasta b si a < by no hay otros elementos intermedios entre ellos.
A esta representacion grafica se le llama diagrama de Hasse. Asi, a toda topolo-
gia principal T le corresponde un diagrama de Hasse dado por su cuasi-orden de

especializacién <y .

Ejemplo 1.3.1. E/ diagrama de Hasse correspondiente para la linea de Khalimsky

(ver Ejemplo 1.2.6) es dado por la Figura 3.

Figura 3. Diagrama de Hasse para la topologia de Khalimsky 1.2.6

Ejemplo 1.3.2. E/ diagrama de Hasse para la topologia descrita en el Ejemplo 1.2.3

es dado por la Figura 4.

Figura 4. Diagrama de Hasse para la topologia dada en el Ejemplo 1.2.3

a c<—>(

1.4. FUNCIONES CONTINUAS Y FUNCIONES QUE PRESERVAN EL ORDEN

Recordemos que si (X, 7) y (Y, H) son espacios topologicos y f : X — Y. Decimos

que f es continua si para cada V € H se tiene que f~![V] € T.

21



Ejemplo 1.4.1. Cualquier funcion f : (X, T4s) — (Y,T) es continua donde Ty, es la

topologia discreta.

Definicion 1.4.2. Sean (X, <) y (Y, <) conjuntos pre-ordenados. Decimos que f :

X —'Y preserva los pre-ordenes si para cada x,y € X se tiene que,

v 2y = f(z) X fly)

Ejemplo 1.4.3. Sean X = {1,2,3,4} yY = {a,b,¢,d, e} cuyos diagramas de Hasse

estan representados en las Figuras 5 y 6 respectivamente.

Figura 5. Diagrama de Hasse para X Figura 6. Diagrama de Hasse para Y

e

Seaf: X —Ytalque f(1)=b, f(2) =d, f(3) =ey f(4) = e. Note que para cada
x € X se verifica que

r 2y = f(z) < f(y).

Porejemplo, 1 <3y f(1) = b < e = f(3). El diagrama sagital de f esta representado

en la Figura 7

22



Figura 7. Diagrama sagital de f

Definicion 1.4.4. Sean (X, =) y (Y, <) conjuntos ordenados. Decimos que f : X —
Y es un isomorfismo de pre-ordenes si f es biyectiva y para cada z,y € X, se

tiene que
x Xy siysolosif(x) < f(y)

Es posible relacionar las funciones continuas entre espacios de Alexandroff y las

funciones que preservan el orden entre conjuntos pre-ordenados.

Proposicion 1.4.5. Sean (X,7<), (Y, Hx) espacios topoldgicos. f : (X,T<) — (Y, Hy)

es continua si y solo si f preserva los pre-ordenes.

Demostracién. (=) Sean z,y € X tales que = < y. Luego = € M,*. Como f es
continua, f~'[Mj},] € T<. Note que y € f~'[M]]. Entonces M C f~'[M],]. Por
lo tanto, « € f~'[M],,]. De esta forma, f(x) € M}, Asi, f(z) < f(y).

(<=)SeayecYyM), e, Seanx c f~'[M)]yze M. Luego, z < z. Como f

preserva el orden f(z) < f(z). Ahora, note que f(x) € M) Asi, f(z) < f(z) < f(y)-

Por lo tanto, f(z) € M)". De manera que M, C f~'[M,]y por ende f~'[M)] € T<.
[

23



Lema 1.4.6. Sean (X, 7<), (Y,H) espacios topologicos. f : (X,T<) — (Y,Hx) es

continua si y solo si para cada x € X se tiene que

Demostracion. (=) Sean y € f[M:X]. De esta forma y = f(z) para algun z € MX.
Asi, z < z. Como f es continua, por la proposicion anterior sabemos que f preserva

el orden. Luego y = f(2) < f(x). Por tanto, y € Mj,,.

(=)
f(2)
f(2)
f(2)

Seay cYyM) € H, Seanz € f'[M)]y=ze M. Luego, z < z. Asi,
€ fIM}]. Como f[MX] C Mj,, entonces f(z) € Mj,,
< f(z). Ahora, note que f(z) € M, . Asi, f(z) < f(z) < f(y). Por lo tanto,

€ M) . De manera que M;* C f~'[M)]y porende f~'[M)] € T<.

lo que implica que
z

O

Ahora, recordemos que si (X,7) y (Y, H) son espacios topoldgicos. f : X — Y es

un homeomorfismo si y solo si f es biyectiva y bicontinua.

Una relacion mas entre homeomorfismo y el cuasi-orden esta dada en la siguiente

proposicién.

Proposicion 1.4.7. Sean (X,7<), (Y,H<) espacios topoldgicos. Entonces las si-

guientes afirmaciones son equivalentes
1. (X,7<) y (Y,H<) son homeomorfos.

2. existe f : X — Y biyectiva tal que para cada x € X, se tiene que

3. (X,T<) y (Y,H) son pre-ordenes isomorfos.
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Demostracién. (1 = 2) Sear € X yy € Y tal que y € f[M;]. Luego, y = f(a),
para algin a € MX. Asi, a < z, como f es homeomorfismo por la Proposicion 1.4.5

y < f(x). Por tanto, y € M}/(l,). Luego, f[MX] C MY . Como, y € Mﬁ » entonces

y < fla).

(2=1)Seay € Y.Seax € f~'(M,)). Entonces, f(x) € M. Asi, M}, € M,
Como, f[M;¥] = M}, Entonces, M} C f~'(M)). Asi, f~'(M)) C T<. Luego, f
es continua. Note que f es abierta. Por lo tanto, f es bicontinua. De esta manera,

(X,T<)y (Y, H<) son homeomorfos.

(2 = 3) Sean z,y € X tal que = < y. Luego, = € M;\. Como f[M,"] = M}V(y). En-
tonces, como f(z) € MY . Asi, f(z) < f(y). Ahora, supongamos que f(z) < f(y).
Luego, f(z) € M. Como fIMY] = M},,. Entonces, f(z) € f[M]. Asi, z € M.

Por tanto, = < y. Luego, (X,T<)y (Y, H<) son pre-ordenes isomorfos.

(3 = 2) Sea y € f[MX]. Luego, y = f(z) tal que z € MX. Luego, z < z. Por
f isomorfismo de pre-ordenes sabemos que como =z =< z entonces f(z) < f(z).
Luego, y < f(z). Por tanto y € MY - Asi, f[M)] C MY .Seay € MY Luego,
y < f(x). Por f isomorfismo de pre-ordenes sabemos que como y < f(x) entonces
fHy) 2 x. Asi, f~(y) € MX. Portanto y € f[M;]. Luego, M}, C f[M;].

1.5. ESPACIOS FINITOS

Recordemos del Ejemplo 1.1.2, que todo espacio topoldgico finito X es de Alexan-
droff. De esta manera, cada que hablemos de un espacio topolégico finito, daremos

por hecho que este es de Alexandroff sin mencionarlo nuevamente.

Ahora, a cada espacio topoldgico finito X se le asociara una funcién ¢ que permi-
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tira primeramente establecer un nuevo orden que nos sera util mas adelante para

identificar cuales estructuras topoldgicas provienen de una estructura de semigrupo.

Sea E =1]]

fico de la siguiente manera: Sean (a,)nen, (bn)neny € E diremos que (a,,) <je: (bn) Si

~en N. Sabemos que E esta totalmente ordenado por el orden lexicogra-

y solo si, se da alguno de los dos siguientes casos:
B gy < bo.

» Existe k£ > 0talque a; = b; paratodoi € {0,1,2,....k} Yy axr1 < b1
Definiremos un casi-orden total sobre X asociando una secuencia ¢(x) € E a cada
x € X. Para ello, necesitamos enumerar cada vecindad minimal de una manera
conveniente.

Seat € N, definimos
P,={zeX:|M,)|=t}

Sea z € P,. Fijaremos una enumeracion de M, y una sucesién de naturales kg, - - - , k1
de la siguiente manera:

M, ={xo,x1,...,x4-1}
tal que
1. xp =2y ko =t.
2. z; € P,,conk; . <k;yk;=|M,|paracada0<i<t-—1.

Definicion 1.5.1. Sea X un espacio topoldgico finito y x € P,. Definimos q : X — E
tal que
q(l’) = (k’(), ]Cl, ceey kt—la 0, 0, )

Por conveniencia notaremos a (ko, k1, ..., kt—1,0,0, ...) como (kq, k1, ..., ki—1)-
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Observemos que la enumeracion de M, no es Unica, sin embargo la sucesion ¢(x)

esta univocamente determinada al exigir que sea decreciente.

Ejemplo 1.5.2. Sea X = {a,b,c,d} tal que M, = {a}, M, = {a,b}, M. = {a,b,c} y

My = {a,b,c,d}. De esta forma, tenemos quea € P, b€ P, c € Py yd € Py. Luego,

q<a) = (1)7 Q(b) = (2’ 1)7 Q(c> = (37 2, 1) y Q(d) = (4737 2, 1)'

Figura 8. Abiertos minimales del Ejemplo 1.5.2

d

C

)

El ejemplo anterior, es un caso donde ¢ resulta ser inyectiva. Sin embargo, ¢ no es

necesariamente inyectiva. Una muestra de ello es el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.5.3. Sea X = {a,b, c,d} tal que
M, ={a}, My,={a,b,c}, M.={a,b,c},y My={a,b,c,d}.
Note que |M,| =1, |M,| = |M.| =3 y |M4| = 4. Luego,
q(a) = (1), q(b) = q(c) = (3,3,1) ¥y q(d) = (4,3,3,1).
Figura 9. Abiertos minimales del Ejemplo 1.5.3

d

Cc

o
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Ahora, usando el orden lexicografico dado en E'y la funcién ¢ obtenemos un cuasi-

orden para un espacio topoldgico finito X dado a continuacion.

Proposicién 1.5.4. Sea X un espacio topoldgico finito. La relacion <p dada por

T <py <= q(x) <lex Q(y)v

parax,y € X, es un cuasi-orden lineal en X.

Demostracion. Sean z,y,z € X. Es claro ver que x <z x. Ahora, supongamos que
v <pyYy <p =z Luego, q(z) <i. q(y) ¥ a(y) <ix q(2). Asi, por transitividad del
orden lexicografico en E, q(z) <. q(z). Por tanto, x <g z. Finalmente, veamos que
<pg es lineal. Sean z,y € X. De la Definicion 1.5.1 obtenemos ¢(z) y ¢(y). Por la
linealidad del orden lexicografico en E. q(x) <je. q(v) 0 q(y) <iex q(z.) Luego, z <g y
Oy <gux.

[

Note que como ¢ no es necesariamente inyectiva, el orden <p puede no ser antisi-

métrico.

Ejemplo 1.5.5. E/ cuasi-orden <p para el Ejemplo 1.5.2 esta dado por
a <p b <gc<gd

El diagrama de Hasse en este caso, esta respresentado a continuacion.

Figura 10. Diagrama de Hasse del Ejemplo 1.5.2

r d

Ejemplo 1.5.6. E/ cuasi-orden < para el Ejemplo 1.5.3 resulta ser:
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a <p b <pc <gd

a <pc <g b <g d.

El diagrama de Hasse correspondiente, esta respresentado a continuacion.

Figura 11. Diagrama de Hasse del Ejemplo 1.5.3
d

El cuasi-orden dado por <z no necesariamente coincide con el cuasi-orden de es-

pecializacion <+ . Sin embargo, es posible relacionarlos de la siguiente manera.

Lema 1.5.7. Sea X un espacio topoldgico y x € X. Si x es <p -maximal, entonces

x es < -maximal.

Demostracion. Sea » € X un elemento <z -maximal. Supongamos que existe y
tal que = <5 y. Luego, =z € M,. Mas aun M, C M,. Asi, ¢(z) <., ¢(y). Entonces,
r <py. Como z es <p -maximal, y <p x. Luego, ¢(y) <i. q(z) y como M, C M,
concluimos que M, C M,. Asi, y <5 z. Por lo tanto, = es <5 -maximal.

[

El siguiente ejemplo ilustra que el reciproco de la anterior proposicion es falso.

Ejemplo 1.5.8. Sea X = {a,b,c,d,e, f, g, h,i} un espacio topoldgico cuya base esta

representada en la Figura 12.
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Figura 12. BX

Note que c es <5-maximal pero no es <g-maximal pues q(c) <,... q(f) lo que implica
que c <g f. En las figuras 13 y 14 estan representados los diagramas de Hasse de

(X, =7) y (X, <g) respectivamente.

Figura 13. Diagrama de Hasse (X, <7). Figura 14. Diagrama de Hasse (X, <p).

C f\ e/ ’ 0&4 g
L <
N <

Proposicion 1.5.9. Sean X un espacio topoldgico finito y sea B~ la base que con-
siste de todas las vencidades minimales abiertas de X. Entonces, X contiene un
elemento maximal m respecto al preorden <g, y su vecindad minimal M,, es maxi-

mal en BX respecto a la inclusion de conjuntos.

Demostracion. La existencia de tal elemento maximal m es evidente, pues X es
finito y el pre-orden <g es lineal. Ahora veamos M,, es C-maximal. En efecto, su-
pongamos que existe m; € X tal que MY C M,: entonces m <g m,. Por ser m
<pg-maximal, tenemos que m; <g m. Luego, ¢(m1) <; q(m). Asi, |MX | < |MX|.
De esta forma, M, = M, . Por tanto, M;, es maximal en B~ respecto a la inclusion
de conjuntos.

O
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La idea ahora es usar la Proposicién 1.5.9 para construir espacios topoldgicos, ya

sea afiadiendo un punto maximal o quitando este.

Notemos que si m es maximal en X, respecto al cuasi-orden <z y m € M, entonces,

M,, = M,.

Lema 1.5.10. Sean X un espacio topoldgico finito, BX la base de X que consiste
de todas las vecindades minimales y m € X un elemento <X -maximal. Sea Y =
X\{m} con la topologia de subespacio. Entonces la base B* que consiste de todas

las vecindades minimales abiertas de Y es dada por:
BY = {MX\{m}:z€Y}={BeB¥:m¢ ByU{MX\{m}}.

Demostracién. 1. Supongamos que MX = MX para cada x € X con x # m. Por la
Proposicién 1.5.9 M* es maximal en B respecto a la inclusién. De esta forma, M) =
MX paracada z € Y. Luego, BY = B\{MX} ={B € B* : m ¢ B} U{MX\{m}}.
2. Supongamos que existe z € X con = # m tal que M,x = M. Asi, sim ¢ M;*
entonces M, = M,X y M) = M\{m} en el caso contrario. Luego, B* = {B € B :
m ¢ BY U {MX\{m}}.

[

Ejemplo 1.5.11. Sea X = {a,b,c,d, e} talque M, = {a}, M, = {b}, M. = {a,b,c}, My =
{b7 d: 6} y Me = {6}

Figura 15. Abiertos minimales del Ejemplo 1.5.11

C

d

OANO
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Las sucesiones asociadas a los elementos de X son:

g(a) = (1), q(b) = (1), q(c) = (3,1,1), ¢(d) = (3,1,1), ¢(e) = (1).

De esta manera, los elementos c y d resultan ser <p-maximales de X. Si tomamos
Y = X\{c}. Asf, por el Lema 1.5.10, BY = {MX\{m} : € Y'}. En este caso, note
que c ¢ M, paracadax € X. Luego, BY = B\{MX}.

Figura 16. Abiertos minimales de Y = X'\ {c}

d

@NG@

De esta forma, hemos hallado un subespacio de X al eliminar uno de los <g-
maximales, por medio del lema 1.5.10. Veamos ahora un ejemplo de la aplicacion de

este Lema en un espacio donde hay dos elementos cuya vecindad minimal coincide.

Ejemplo 1.5.12. Sea X = {f,g,h,i} tal que M; = {f}, My, = {f,9,h}, M) =

{f,g,h} y M;={f,i}. Las sucesiones asociadas a los elementos de X son:
q(f) = (1), a(9) = (3,3,1), q(h) = (3,3,1), q(i) = (2,1).

Figura 17. Abiertos minimales del Ejemplo 1.5.12

Luego, h y g resultan ser <p-maximales de X. Asi, si tomamos Y = X\{h}. Como
M, = M,. Porel Lema 1.5.10, BY = {B € B: m ¢ B} U{MX\{m}}.
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Figura 18. Abiertos minimales de Y = X\{h}

Ahora, veamos como obtener un espacio topolégico al agregar un elemento a un
espacio topoldgico finito dado que sea el proceso inverso a lo expresado en el Lema
1.5.10. Veremos inicialmente un procedimiento para definir un espacio topolégico al
afnadir un punto m a un espacio Y dejando las vecindades de Y intactas y definiendo
la vecindad de m.

Por la Proposicién 1.5.9 existe un y € Y tal que y es <}- maximal, haremos uso de

este hecho en lo que sigue.

Definicion 1.5.13. Sea Y un espacio topoldgico finito, BY la base que consiste de
todas las vecindades minimales deY y m ¢ Y. Diremos que X =Y U {m} es una

extension de Y si
(i) Y es un subespacio de X y

(i) m es <g-maximal en X.

Lema 1.5.14. Sea Y un espacio topoldgico finito, y un elemento <Y,-maximal, BY
la base que consiste de todas las vecindades minimales de' Y y m ¢ Y. Si existe
c €Y con M) = M) \{y}, entonces existe una extensién de Y, X =Y U {m}, tal
que BX = BY U{MX}, donde MX = MY U {m}.

Demostracion. Definiremos una topologia sobre X describiendo sus vecindades mi-

nimales. Para esto usaremos la Proposicién 1.2.5.
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Note que |JBY = Y. Luego, UBX = UBY U{MX} = Y U {m} = X. Ahora, sea
CCBYXyxe (C SiMX ¢C. Entonces C C BY luego existe B € BY tal que
x € B C(C. Por otro lado, si MX € C. Definimos A = {C € C: C # MX}. Note que
A C BY. Asi,

Ne=(N4) nagy=(NA4) 0 (U fm}).
=(<ﬂA>mMc’”>u<(ﬂA>m{m}>.
:(ﬂA)mMCY.

Consideremos, D = AU {MY}. Note que D C BY y D = (\C. Como = € (D,

sabemos que existe B € BY tal que x € B C (\D. Por tanto, z € B CC.

Falta demostrar que BX y B*\{B} no son bases equivalentes para cualquier B. Pa-
ra ello, note que BX y BX\{MX} = BY no son bases equivalentes. Consideremos
ahora B € BX\{MX}. Entonces B*\{B} = BY\{B}uU{MX}. Como BY es base que
consiste de todas las vecindades minimales de Y sabemos que B* y BY\{B} no
son equivalentes. Luego, BX y BX\{B} no son equivalentes. Asi, por la Proposicién

1.2.5, BX es la base que consiste de todas las vecindades minimales de X.

Veamos que X = Y U {m} es una extensién de Y. Como M = M) \{y} U {m},

donde y € Y es <%-maximal. Entonces, ¢(y) = ¢(m). Por tanto, m es <x-maximal.

Por otra parte, M} = MX NY paratodo z € Y. Luego, Y es un subespacio de X.
O

En los siguientes lemas construimos la topologia sobre X sin necesidad de suponer

gue existe el elemento c.

Lema 1.5.15. Sea Y un espacio topoldgico finito, y un elemento <Y,-maximal, BY

la base que consiste de todas las vecindades minimales deY y m ¢ Y. Existe una
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extension deY, X =Y U {m}, tal que BX = B* U{M,, }, donde M\ = M, U {m}.

Demostracion. Definiremos una topologia sobre X describiendo sus vecindades mi-

nimales. Usaremos la Proposicion 1.2.5.

Asi, note que | JB* = UBY U{MX} =Y U{m} = X. Por otro lado, seaC C BX y
x € (C. Si MX ¢ C. Existe B € BY talque z € B C C. Si M* € C. Definimos
A={CeC:C+# MX}. Note que A C BY. Asi,

¢ = (ﬂA) n MY = <ﬂA> N (M) U{m}).
= ((N4) ) o ((14) 0 m).
:(ﬂA>mMyY.

Al considerar, D = AU{M, }. Note que D C B y (D = (\C. Portanto, z € B CC.

Sabemos que BX y BX\{B} = BY\{B} U {MX} no son equivalentes para todo
B ¢ B¥X. De esta forma, por la Proposicion 1.2.5, BX es la base que consiste de

todas las vecindades minimales de X.

Finalmente, veamos que X es una extensién de Y. Como M,, = M) U {m}, donde
y € Y es <Y-maximal. Entonces, ¢(y) <;.. ¢(m). Por tanto, m es <%-maximal. Por
otra parte, MY = MX NY paratodo x € Y. Luego, Y es un subespacio de X.

O

Lema 1.5.16. Sea Y un espacio topoldgico finito, y un elemento <¥-maximal, BY
la base que consiste de todas las vecindades minimales deY y m ¢ Y. Existe una
extension deY, X =Y U {m}, tal que BX = BY U{M}}, donde M} = X.

Demostracion. La prueba de este lema sigue la idea de la demostracion de los dos

lemas anteriores y para no ser demasiado repetitivos la omitiremos.
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Ahora, es posible definir el espacio topoloégico X al dejar todas las vecindades mini-
males de Y intactas a excepcidon de una y que se tenga lo expresado en 2 y 3 como

lo muestra el siguiente lema.

Lema 1.5.17. Sea Y un espacio topoldgico finito, y un elemento <¥,-maximal, BY
la base que consiste de todas las vecindades minimales de'Y y m ¢ Y. Existe una
extension de Y, X = Y U {m}, tal que BX = B"\{M)} U {M,}, donde M, =
M) U {m}.

Demostracion. La prueba de este lema sigue la idea de la demostracién de los dos

lemas anteriores y para no ser demasiado repetitivo la omitiremos.

Lema 1.5.18. SeaY un espacio topoldgico discreto y finito, BY la base que consiste
de todas las vecindades minimales de Y y m ¢ Y. Existe una extension de Y,
X =Y uU{m}, con la topologia discreta tal que BX = BY U{MX}, donde MX = {m}.

En el siguiente ejemplo ilustraremos cada uno de los lemas anteriores.

Ejemplo 1.5.19. Consideremos Y = {a,b} las topologias dadas en este conjunto

(salvo homeomorfismo) son:
Y1 = {@, {a}7 {b},Y}, Yy = {@, {a}, {a,b},Y} y Y; = {@,Y}

Figura 19. BY: Figura 20. B Figura 21. B

OO
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Tomemos el espacio topoldgico Y, y veamos los espacios topoldgicos que resultan
de agregar un elemento. Para ello, primero veamos los subespacios posibles que

resultan al dejar todas las vecindades minimales de cada y € Y, intactas.

1. Sea X; =Y U{m,}. ComoY,; es discreto. Entonces si definimos Mﬂ{fll ={my}.

Por Lema 1.5.18 sabemos que
BXl = {{CL}, {b}7 {ml}}

es la base de todas las vecindades minimales de X;.

Figura 22. BX1

2. Si X, =Y, U{my}. Como b es <¥-maximal. Definimos M2 = M)* U {m,} =

{b,my}. Por el Lema 1.5.15 sabemos que

B* = {{a}, {0}, {b,m2}}

es la base de todas las vecindades minimales de X,.
Figura 23. BX2

oo

3. Si X3 = Y; U {mg}. Definimos M}\? = X3 = {a,b,ms}. Por el Lema 1.5.16
sabemos que

B** = {{a}, {b}, {a,b,ms}}
es la base de todas las vecindades minimales de X5.
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Figura 24. B%s
m3
Ahora, veamos los subespacios posibles que resultan al dejar todas las vecindades

minimales de cada y € Y, intactas a excepcion de la de un elemento <}}-maximal.

1. Si Xy =Yy U {m4}. Como b es <}-maximal. Definimos M+ = M)* U {m4} =

{b,m4}. Por el Lema 1.5.17 sabemos que

B = {{a}, {b,ma}}

es la base de todas las vecindades minimales de X,.

Figura 25. BX+

ol

Haciendo un procedimiento similar con Y, obtenemos los siguientes espacios.

1. Si X; = Yo U {m}. Como b es <i-maximal y M)> = M)>\{b}. Definimos

Myt =MY>U{m.} = {a,m}. Por el Lema 1.5.14 sabemos que

BX1 — {{a}, {a, b}, {a, ml}}

es la base de todas las vecindades minimales de X;.

Figura 26. BX1

G
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2. Si Xy = Y, U {my}. Definimos M? = X, = {a,b,ms}. Por el Lema 1.5.16
sabemos que

B* = {{{a}, {a,b},{a,b,my}}

es la base de todas las vecindades minimales de X,.

Figura 27. BX2

3. 8i X3 = Y, U {ms}. Como b es <}-maximal. Definimos M} = M;*> U {ms} =

{a,b,m3}. Por el Lema 1.5.17 sabemos que

B = {{a}’ {CL, b, m3}}

es la base de todas las vecindades minimales de X;.
Figura 28. B*Xs
m3

@ b

Finalmente, al agregar un punto al espacio topoldgico Y; obtenemos los siguientes

espacios.

1. Si Xy = Y3 U {m:}. Definimos MX' = X; = {a,b,m;}. Por el Lema 1.5.16

sabemos que

B* = {{{a,b},{a,b,mi}}

es la base de todas las vecindades minimales de X .
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Figura 29. BX1

mi

2. Si X, = Y3 U {my}. Como b es <)}-maximal. Definimos M;2 = M, U {m,} =

{a,b,msy}. Por el Lema 1.5.17 sabemos que
B*2 = {{a,b,my}}

es la base de todas las vecindades minimales de X.

Figura 30. BX2

En la siguiente tabla presentamos un resumen de las topologias construidas en el

ejemplo anterior.
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Figura 31. Topologias de 3 puntos que surgen de afadir un punto a una de 2

pu ntos.
BY1 BY2 BYs
mi

OI0

o) '@

Note que en el ejemplo anterior, por medio de los lemas hemos formado todas las

Ol

topologias de 3 puntos (salvo homeomorfismo) al anadir un punto a una de 2 puntos.
Sin embargo, con estos cinco lemas, no es posible determinar todas las topologias

de n + 1 puntos al agregar un punto a una topologia de n puntos.
Ejemplo 1.5.20. Sea Y un espacio topoldgico dado a continuacion en la Figura 32

Figura 32. BY

OO

Uno de los espacios topoldgicos que surgen al agregar un m a 'Y es el espacio

topoldgico X dado por la Figura 33
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Figura 33. BX

afolo

Sin embargo, este espacio no surge de ninguno de los 5 lemas anteriormente for-

mulados.

Los ejemplos que mostraremos a continuacion indican que el método, sugerido por
los lemas anteriores para construir topologias agregando un punto, no es completo.
Es una pregunta interesante averiguar si existe un algoritmo para generar sistema-

ticamente todas esas topologias.

El siguiente ejemplo ilustra algunos espacios generados al agregar un punto a un

espacio finito.
Ejemplo 1.5.21. Sea Y un espacio topoldgico dado a continuacion en la Figura 34

Figura 34. BY

OOOOO

Asi, los espacios X1, X, y X3 que se muestran a continuacion resultan de afiadir un

puntom ay .

Figura 35. BX: Figura 36. B*2 Figura 37. BXs

6dooe GO0 G

El siguiente ejemplo ilustra que una situacion analoga a la anterior pero comenzan-

do con un espacio no discreto.
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Ejemplo 1.5.22. Sea Y el espacio topoldgico dado a continuacion en la Figura 38

Figura 38. BY

Do

Los espacios X, X, y X3 que se muestran a continuacion resultan de afiadir un

puntom ay.

Figura 39. BX: Figura 40. BX2 Figura 41. BXs

d» @5

Para finalizar, queremos notar que no hemos analizado los espacios que se obtienen

agregando un punto tal que su vecindad minimal no es C-maximal.
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2. TOPOLOGIA DE GREEN DE UN SEMIGRUPO

En esta seccidn, daremos inicialmente una breve introduccién de los semigrupos y
el orden parcial asignado a estos conocido como orden parcial izquierdo de Green.
Usaremos como referencia general para la teoria de semigrupos el libro 2. La idea
es tener claros los conceptos basicos que nos serviran para definir la topologia de
Green en un semigrupo, que es la topologia principal asociada al cuasi-orden de
Green denotada por T,. Esta topologia es el objeto con el que trabajaremos de
ahora en adelante. En esta seccion describiremos algunas de sus propiedades y

usos.

2.1. SEMIGRUPOS
Definicion 2.1.1. Un semigrupo es un conjunto S no vacio con una operacion bi-
naria asociativa -.

Sea (5, ) un semigrupo, se dice que S tiene identidad si existe e € S tal que e - s =

s-e=sparatodos e S.

Ejemplo 2.1.2. Sea X un conjunto, entonces el conjunto X de todas las funciones
f: X — X es un semigrupo con la composicion de funciones. Es claro ver que la

funcion identidad 1x € X~ corresponde a la identidad del semigrupo.

Sin embargo, podemos encontrar semigrupos sin identidad.

3 P A. GRILLET. “Semigroups: an introduction to the structure theory”. En: Marcel Dekker, Inc.
New York (1995).
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Ejemplo 2.1.3. Sea

AN DL

S resulta ser un semigrupo con la multiplicacion de matrices, pero al hacer las res-
pectivas operaciones notamos que no hay un elemento en S que cumpla la condicion

para ser la identidad.

De este modo, surge la siguiente definicion.

Definicion 2.1.4. Sea (5, ) un semigrupo sin identidad, S = S U {1} es un semi-
grupo, donde 1 ¢ S y la operacion binaria - en S* se define como sigue:

sxa Si s,a€e’s
sra=14 s si a=1
a si s=1

En otras palabras 1 es la identidad de (S*,-).

Si S es un semigrupo con identidad, entonces pondremos S! = S.

Ejemplo 2.1.5. En el Ejemplo 2.1.3 es facil ver que 1 =

0
c M2 (Z2> pOdr/,a
1

)}

Definicion 2.1.6. Un subsemigrupo de un semigrupo (S, -) es un conjunto no vacio

~
_ o o K~

1
ser la identidad, pero 1 ¢ S. De esta forma, S*' = S U { (
0

AC Stalquexy € Asix,y e A.

Ejemplo 2.1.7. Sea S como en el Ejemplo 2.1.3, considere
0 0 10 0 0 0 0 10 0 0
V= ) ) y W = ) ) '
0 0 0 0 10 0 0 00 0 1
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Es claro que VW C S y que tanto (V,-) como (W,-) son semigrupos. De esta

manera, (V,-) y (W,-) resultan ser subsemigrupos de (S, -).

Un concepto interesante de analizar son las funciones entre semigrupos que con-

servan las operaciones: los homomorfismos de semigrupos.

Definicion 2.1.8. Sean (Si,-) y (52, ) dos semigrupos y f : S; — S, una funcion.
Se dice que f es un homomorfismo entre S, y S, si para todos x,y € S; se verifica
que

flz-y) = flx) = fy).
Denotaremos por Hom(S1, S2) al conjunto de los homomorfismos entre S; y 5.

Definicion 2.1.9. Un monomorfismo o inmersion de semigrupo es un homomor-
fismo inyectivo. Un epimorfismo es un homomorfismo sobreyectivo. Finalmente, un

isomorfismo es un homomorfismo biyectivo.

Cuando exista un isomorfismo entre los semigrupos S; y S, diremos que son semi-

grupos isomorfos y lo denotaremos por S; = S,.

Definicion 2.1.10. Un ideal izquierdo de S es un subconjunto no vacio L. C S tal
que SL C L.

Definicion 2.1.11. Sea S un semigrupo. El ideal principal izquierdo es el generado

por un elemento a € S, esto es, el conjunto

SaU{a}.

A los semigrupos se les puede pre-ordenar por medio de cuasi-érdenes. Como se
menciond anteriormente nos interesa el cuasi-orden izquierdo de Green que se de-

fine a continuacion.
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Definicion 2.1.12. Sea S un semigrupo. El cuasi-orden izquierdo de Green <, es

dado por
a<pbsia=u-bparaalgunu e S*.
O, de otra forma
a<pbsiS-au{a} CS-bU{b}.

Ejemplo 2.1.13. Sea (5, -) un grupo. Para cada a,b € S se tiene que a = (a-b~!)-b.
Luego, Sa = Sb = S paratodoa,b € S. Asi,a <, b <. a. Este cuasi-orden se conoce

como el cuasi-orden indiscreto.

Ejemplo 2.1.14. Sea S un conjunto y defina una operacion de la siguiente manera:
a-b = a paratodo a,b € S. Entonces S'a = S'b = S para cada a,b € S. De esta
forma, el cuasi-orden izquierdo de Green nuevamente resulta ser el cuasi-orden

indiscreto.

Ejemplo 2.1.15. Sea (S, -) un semigrupo tal que a-b = b para cada a,b € S entonces
Sta = {a} y S'» = {b} para cada a,b € S. De esta forma, la tnica forma para
comparar a,b € S es cuando a = b. Este cuasi-orden se conoce como cuasi-orden

discreto.

Ejemplo 2.1.16. Sea S' como en el Ejemplo 2.1.5, lamemos

entonces

ST0 = {0}, Slenn ={0,e11,e21} = Stear, Slern = {0, €19, €20} = Stegs.
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Luego, el cuasi-orden izquierdo de Green esta definido por 0 <. e;; para cadai,j €
{1,2}, e11 <p ea1 <penn ¥ enn <p exn <. e1o. De esta forma, el diagrama de Hasse

es dado por la Figura 42.

Figura 42. Diagrama de Hasse para el Ejemplo 2.1.16

€21 =—=€11 €1p=—= €22

2.2. TOPOLOGIA DE GREEN

Definicién 2.2.1. Sea S un semigrupo, la topologia de Green T, en S es la topo-
logia principal dada por el cuasi-orden de Green. O de manera equivalente, aquella

donde la vecindad minimal abierta de x € S es dada por
MS =Sz ={s-z:s5€ S}

Note que {M? : x € S}, es una base para T.. Cuando no haya confusion, escribire-

mos M,.

Diremos que una topologia T sobre un conjunto X proviene de una estructura de
semigrupo si existe una operacién de semigrupo - sobre X tal que T resulta ser la

topologia de Green de (X, ). Es decir, T = T.

Ejemplo 2.2.2. Sea (S,-) un grupo, como vimos en el Ejemplo 2.1.13 Sa = Sb= S
para todo a,b € S, de esta forma, la vecindad minimal de a € S coincide con S, esto

implica que T, = {S, 0}, es decir, T es la topologia indiscreta.

Ejemplo 2.2.3. Sea (S, -) el semigrupo definido en el Ejemplo 2.1.14, dado pora-b =
a para todo a,b € S. Al igual que en el ejemplo anterior, para este caso, S'a = S'b =

St para todo a,b € S, luego, la topologia de Green T, también es la indiscreta.
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Ejemplo 2.2.4. Consideremos el caso del semigrupo dado por el Ejemplo 2.1.15
donde a - b = b para cada a,b € S. Como concluimos alli S'a = {a} y S'b = {b}
para cada a,b € S. De esta forma, T, = P(S), es decir T, resulta ser la topologia

discreta.

Sea S un semigrupo con la topologia de Green. Observemos que si B un subse-
migrupo de S, B tiene dos posibles topologias: La topologia de subespacio y la
topologia de Green. El siguiente ejemplo muestra que esas dos topologias no son

necesariamente iguales. En relacién con esto, tenemos el siguiente resultado.

Ejemplo 2.2.5. Sea S* como en el Ejemplo 2.1.5, llamemos

Note que

Még:{o}y M3 :{0,6117621}:]\45 y M3 :{0,6127622}2]\45

€11 e21’? €12 €22
Como vimos en el Ejemplo 2.1.7. V = {0,e11,e21} y W = {0, €11, e} resultan ser

subsemigrupos de S. Asi, tenemos que en (V,T.)
M(Y = {0}, Mxl ={0,e11,ea1} Yy M;; = {0, €2}

Por otro lado en (W, T;)

M(E/VZ{OL MeW:{Ovell} y MW:{07€22}

11 €22

Figura 43. B° Figura 44. BV Figura 45. BY

€11

€21

@
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Luego, V' es abierto en S, sin embargo las vecindades minimales de V' (como se-
migrupo con la topologia de Green) no son abiertos en S. Luego, (V,T:) no es
subespacio topoldgico de S. Por otro lado, (W,T.) es subespacio topoldgico de S,

pero no es un abierto de S.

Claramente, para cualquier subsemigrupo B de un semigrupo Ay cada = € B se

tiene que MZ C M2

Proposicion 2.2.6. Sea B un subsemigrupo de un semigrupo A. Entonces (B,T.)

es un subespacio topoldgico de (A, T) si y solo si

BbuU{b} = (AbU{b})N B paracadab e B.

Demostracion. (=) Note que Bbu{b} = M. Como (B, T.) es un subespacio topo-
l6gico de A entonces MP = M#NB = (AbU{b})NB. Luego, BbU{b} = (AbU{b})NB.

(<) Sea V abierto de B. Entonces V = J,.; M. Como M} = M;* N B para cada
b € B. Entonces, V = (UbeB Mg“) N B. Luego, B es un subespacio topolégico de A.
O

Definicidn 2.2.7. Sea (S, ®) un semigrupo. Decimos que S es un semigrupo topo-

lIogicosi® : S x S — S es continua.

Es natural preguntarse si la topologia de Green hace al semigrupo un semigrupo

topolégico. La siguiente proposicién trata de ese problema.

Proposicion 2.2.8. Sea (S,®) un semigrupo. ® : S x S — S es continua si y solo si

para cada (z,y) € S x S se tiene que

M, ® M, C M,s,.
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Demostracion. Del Lema 1.4.6 tenemos que ® es continua si y solo si, ®[M,,]
M (s,y)- De la Proposicion 1.2.13 sabemos que ©[M ;)] = M, © M, C Mg,y =
Myoy.

2.3. SEMIGRUPOS FINITOS

En esta seccion vemos como construir nuevos semigrupos y sus topologias de
Green. Asi mismo, vemos como construir espacios topoldgicos que provienen de

un semigrupo.

La siguiente proposicion, es una de las propiedades interesantes que tiene la topo-

logia de Green de un semigrupo.

Proposicion 2.3.1. (Richmond ?) Sea S un semigrupo finito con topologia T .. Para

x,y € S conx € P, se tiene que xy € P, para algunt < k. Mas aun, para cualquier

z,y €85, q(zy) < q(x).

Demostracion. Como = € P, tenemos que M, = SzU{z} = {x1,29,... 25} CON 21 =
ryuz; € P, talque a; > ay > ... > ap donde k = a; y por tanto ¢(x) = (k, as, ..., ay).
Supongamos que zy € P,. Luego, M,, = Szy U {zy} = {1y, 22y, ..., 25y} donde
ry =1y =y ycada vy = y; parai € {1,2,... k}. Luego, |M,,| < |M,|. Es decir,

t < k. En general, se sigue que |M,,,

< [M;,|y por tanto g(zy) < q(z).
O

Ejemplo 2.3.2. Sea (S, -) un semigrupo con la multiplicacion de matrices, tal que

Llamemos a los elemento de S de la siguiente manera
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00 1 0 01 00 0 0
0= , €11 = , €12 = , €21 = , €22 = , 1=
0 0 0 0 0 0 1 0 01
1 0
01

Note que Mfu ={0,e11,€21} ¥ M6522 = {0, e12,e22}. Luego, q(e11) = (3,3,1) yq(exn) =
(3,3,1). Ahora,

10 0 0 0 0
€11 " €22 = : = =0
0 0 1 0 0
Luego, M? . = My ={0}. Portanto q(ei; - es2) = (1). De esta forma, q(ei1 - e) <

Q(en)-

El siguiente teorema es una de las herramientas que nos permitira verificar qué
topologias provienen de una estructura de semigrupo, observando la base B de la

topologia a estudiar.

Teorema 2.3.3. (Richmond 2) Sea S un semigrupo finito con topologia T, y base
B que consiste de todas las vecindades minimales abiertas. Entonces todos los

conjuntos en B que son C-minimales tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Sean xi, s, ..., Tk, Y1,%,- ..,y €lementos en S con M,, = M,, =
coo =My, = {x, 20, i}y My, = My, = ... = M, = {y1,y2,...,y} tales que
M,, y M,, son C-minimales. Note que ¢(z1) = q(z2) = ... = q(zx) = (k, k, k, ... k),
asi mismo q(y1) = q(y2) = ... = q(y:) = (¢,t,¢,...,t). De la Proposicion 2.3.1 como
ry1 € M, se tiene que ¢t < k. Analogamente, obtenemos que y,x; € M,, y por
tanto k£ < t. Luego, t = k.

0

En consecuencia, si z € Sy la ultima coordenada diferente de cero de ¢(z) es j,
entonces para cada x € S, ¢q(x) contiene al menos j entradas iguales a j como las

entradas finales distintas de cero.
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Ejemplo 2.3.4. Sea S = {a,b,c} un espacio topoldgico tal que M, = {a,b} = M,
y M. = {c}, note que ambas son C-minimales, pero como |M,| = |M,| # |M,|

entonces dicha topologia no proviene de una estructura de semigrupo.

Figura 46. B°

aDJO

Ejemplo 2.3.5. De las topologias sobre un conjunto con tres puntos, por el teorema

anterior, concluimos que solo una (resaltada en rojo) no proviene de un semigrupo.

Figura 47. Topologias de tres puntos

@QQ @ @@
B ©.)
D D

2.3.1. De semigrupos a topologias  En el capitulo anterior presentamos algunos

procedimientos para la construccién de espacios topoldgicos agregando un punto a
otro espacio. A continuacién mostraremos algunos procedimientos similares para

generar topologias de Green.

Proposicion 2.3.6. Sea (S, x) un semigrupo finito con topologia T, y base B de
vecindades minimales abiertas. Param ¢ S, sea ST = S U {m}. Entonces hay una
estructura de semigrupo en S' tal que B" = B U {S'} es la base de vecindades

minimales de su topologia de Green.
Demostracion. Sean s,a € ST considere la siguiente operacion sobre S*
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sxa ,Sl s,a€Ss;
s-a=4 s .Sl a=m;
a , S s=m.

Note que m actua como identidad, independientemente de si S ya tenia una identi-

dad. Asi, es claro ver que - es asociativa.

Ahora, sea z € ST. Si z # m. Note que

MfT = ST =Sz u{m-x}.
= Sz U {z}.
= M5,

Si 2 = m, como m es la identidad de ST, entonces
M5 = Stm = S1,
Luego, B" = BU {ST}. Asi, ST proviene de una estructura de semigrupo.

Ejemplo 2.3.7. Sea S el semigrupo cuya base B° es dada en la Figura 48

Figura 48. B°

o

Seam ¢ S. El semigrupo ST = S U {m} esta dado por la Figura 49.
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Figura 49. B5'

Proposicion 2.3.8. Sea (S, x) un semigrupo finito con topologia T, y base B de
vecindades minimales abiertas. Param ¢ S, sea S* = S U {m}. Entonces hay una
estructura de semigrupo en S* tal que B* = {BU {m} : B € B} U{{m}} es la base

de vecindades minimales de su topologia de Green.

Demostracion. Anadiendo un elemento m a S que actua como un cero, indepen-
dientemente de si S ya tenia un cero, obtenemos el semigrupo S* = S U {m} con la
topologia deseada. En efecto, sean s, a € S* considere la siguiente operacién sobre
SV
sxa ,Sl s,a€S;
sca=4 m ,SI a=m;

m ,S81  s=m.

Note que m actua como cero. Asi, es claro ver que - es asociativa.

Ahora, sea x € S*. Si x # m. Note que

M5 =Stz U {a} = Sz U{m 2} U{z}.
=Sz U{m} U {x}.

= M5 U {m}.

Si z = m, como m es el cero de S*, entonces

M3 = Stm = {m}.
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Luego, B¥ = {BU {m} : B € B} U {{m}}. Asi, S* proviene de una estructura de

semigrupo.

Ejemplo 2.3.9. Sea S el semigrupo cuya base B° es dada en la Figura 50
Figura 50. B°

Seam ¢ S. El semigrupo S* = S U {m} esta dado por la Figura 51.
Figura 51. BS*

Cc

&

——

Los siguientes dos teoremas permiten definir semigrupos desde la unién de otros

dos semigrupos.

Teorema 2.3.10. Sean (Q1,1) y (Q2,-2) semigrupos finitos disjuntos con topologias
TL y T2 con bases B, y B, de vecindades minimales abiertas, respectivamente. Sea

Q* = Q1 U Qs. Entonces Q* es un semigrupo con la siguiente operacion binaria:

Ty ,si z,y € Q;

Ty ,Si T,y € Qo
x-y =

T , St € Q ey e Qo

Y 85t x €@ ey e Q.

\

La topologia correspondiente T} para Q* tiene base B* = B, U{BUQ; : B € By}.

Demostracion. Sean x,y, z € Q*. Para verificar si - es asociativa surgen los siguien-

tes 8 casos
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Caso1 z,y,z€ Q. Entonces (x-y) - z2=(zy)1z=01(y12)=x-(y-2).
Caso2 z,ycQ1yze€ @y Entonces (z-y)-z=(x-y)=z-(y- 2).

Caso3 1€ Q1 yy,z€ @y Entonces (z-y) - z=2-2=x=2-(y22)=x-(y-2).
Caso4 ye (), yx, 2z € Q. Andlogo al caso 3.

Caso 5 z,z € ;Y y € (Q>. Analogo al caso 2.

Caso 6 y,z € Q1 Yz € (Q>. Andlogo al caso 2.

Caso7 € Q1Y x,y € Q. Anadlogo al caso 3.

Caso 8 z,y,z € (),. Andlogo al caso 1.

Asi, - es asociativa y por tanto (Q*,-) es un semigrupo.
Veamos ahora que B* es la base de T;. Para ello veamos que {M%" : 2 € Q*} = B*.
(C) Sea x € Q*. Si z € ); entonces, como Q- - = = {x} se tiene que

MP" = (Q - z) U{z} = (Qi- o) U{a} = M2

Luego, M@ € B, y por tanto M%" € B*. Si z € Q, entonces,

MO =Q"-zU{z} = (Q - 2)U(Qy-7)U{z} = QUM

Entonces, MY € {BUQ, : B € By} y por ende M@ € B*. Por tanto, {M?" : z €

Q} C B

(2)Sea D € B*.SiD € B, entonces D € {M? :x € Q*}.SiD e {BUQ), : B € By},

entonces D = BUQ) para algin B € B,. Como B € B, sabemos que B = M2 para

algun z € Q,. Asi, D = M@ . Luego, D € {M%" :x € Q*}. Asi, B* C {M?" : x € Q*}.
[

Denotaremos por Q1 T Q- el semigrupo Q* construido en la proposicion anterior.
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Ejemplo 2.3.11. Sean @, y ), los semigrupos cuyas bases de vecindades minima-

les B! y B* respectivamente, son dadas en las Figuras 52 y 53.

Figura 52. B! Figura 53. B2

Entonces por el Teorema 2.3.10 se tiene que Q1 1T Q)2 €s un semigrupo tal que la
topologia de Green correspondiente tiene base B?'?> = By U{BUQ, : B € By}

representada en la Figura 54.

Figura 54. B@11Q2

Si consideramos () T Q1 igualmente esto es un semigrupo donde la topologia de
Green correspondiente tiene base B%'?1 = B, U{BUQ, : B € B,} representada en

la Figura 55.

Figura 55. B@:1@1

Mientras que Q; T Q2 siempre es un espacio topoldgico conexo, el siguiente teore-

ma da una construccién de un semigrupo cuya topologia de Green es disconexa.
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Teorema 2.3.12. Sean (Q1,1) y (Q2,-2) semigrupos finitos disjuntos con topologias
T. ¥ T% con bases B, y B, de vecindades minimas abiertas, respectivamente. Supon-
ga que existe una inmersion de semigrupos ¢ : ()1 — @) que preserva vecindades
minimales abiertas, es decir, o(M&') = Mf(’;) para todo s; € . Sea Q* = Q1 U Q.

Entonces Q* se convierte en un semigrupo cuando se le da la siguiente operacion

binaria:
.
Ty , St T,y € Qr;
T2y , St T,y € Qo;
Ty =
o(x) 2y S5t x €Q1 ey e Qy
oM (x20(y) ,si ze€@Qreye Q.

La topologia correspondiente T} para Q* tiene base B* = 3, U B,.

Demostracion. Sean x,y, z € Q*. Para verificar si - es asociativa surgen los siguien-

tes 8 casos
Caso1 z,y,z2€ Q. Entonces (z-y) - z=(z1y)1z2=21y12)=x-(y-2).

Caso2 x,y € Q. Yy z € Q5. Entonces

(- y) z=p@1y)22=0@) 20y) 22=0@) 2y 2)=2-(y-2).

Caso3 z€Q1yy,z € Qs Entonces (z-y)-z = p(x)2y-22 = p(x)2(y22) =2 (y-2).
Caso4 yc Q.Y 2 € (@, Analogo al caso 3.
Caso 5 z,z € @, yy € Q.. Andlogo al caso 2.
Caso 6 y,z € Q1 Yz € Q5. Andlogo al caso 2.
Caso7 € Q1Y x,y € Q. Andlogo al caso 3.

Caso 8 z,y,z € (). Andlogo al caso 1.
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Asi, - es asociativa y por tanto (Q*, -) es un semigrupo.
Veamos ahora, que B* es la base de T;. Para ello veamos que { M : 2 € Q*} = B*.

(C) Seaw € Q*. Siz € Q1. Note que, o (@1 2 (7)) = ¢ (MZ)) = MP, pues ¢

preserva vecindades minimales abiertas. Asi,

M = (Qi-2)U(Qa-2)Ufz} = (Qi12) Up (Qa o pla) U {a} = MP.
Luego, MY € B*. Six € Q,. Note que p(Q;) 2 = = Qs -» x. Entonces

M2 = (Q1 1)U (Q2-z) U{z} = (¢(Q1) 2 2) U (Q2 2 x) U {z} = M.

Entonces, MY" € B*. Por tanto, { M2 : z € Q*} C B*.

(D) Sea D € B*. Si D € B, entonces D € {M% : x € Q*}. Si D € B,, entonces
D e {M? :xeQ*}. Asi, B* C{M? : 2 € Q*}.

O
Denotaremos por Q1 U, ()2 al semigrupo Q* construido en la proposicion anterior a
partir de los semigrupos @ y (Q». Observe que mientras @; 1 @) se puede formar a

partir de cualquier semigrupo @, y @2, @1 U, Q- solo se puede definir si existe una

inmersién de semigrupo apropiada ¢ : Q1 — Qs.

Ejemplo 2.3.13. Sean @, y Q); los semigrupos cuyas bases de vecindades minima-

les B! y B? respectivamente, es dada en las Figuras 56 y 57.
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H 2
Figura 56. B! Figura 57. B

C

Note que es posible definir una inmersion de semigrupos ¢ : Q1 — Qo que pre-
serva vecindades minimales abiertas, cuyo diagrama sagital esta representado a

continuacion en la Figura 58.
Figura 58. Diagrama sagital de ¢

D@D

N_—

Entonces por el Teorema 2.3.12 se tiene que )1 U, Q2 s un semigrupo tal que la
topologia de Green correspondiente tiene base B%“+“2 = B, U B, representada en

la Figura 59.

Figura 59. B@1V»Q2

C

2.3.2. De topologias a semigrupos Al determinar que topologias surgen de se-
migrupos a través del cuasi-orden izquierdo de Green, la siguiente proposicion es
util para construir semigrupos que produzcan topologias deseadas a partir de es-

tructuras de semigrupos en subespacios abiertos apropiados.

Teorema 2.3.14. Sea X = X, U X, un espacio topoldgico finito con subespacios
abiertos X, y X, tales que X; N X, = {w}. Suponga que X, y X, surgen de las
estructuras de semigrupos (Q1,-1) y (Qa, -2) respectivamente. Entonces X surge de

una estructura de semigrupo Q = Q, U ), y ademds BX = BX1 U B*2,
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Demostracion. Note que {w} = X; N X, es abierto. Luego, M;X* = {w} = M2>. De

modo que, s; -1 w = s9 - w = w para todo s; € Q1, s2 € Qo.

Sea @ = Q, U @, y definamos una operacion binaria en (Q como sigue:

/

Ty St r,y € Q1;

Ty St T,y € Qa;
Ty =

waoy ,8 TE€QIeyE Qy;

way st rEQ2eYE Q).

\

Como w € @ N ), observe que esta operacién esta bien definida, es decir, para

s1 € 1, al considerar w € @)1, tenemos s; - w = s1 -3 w = w y al considerar w € Q,

tenemos sy - w = w 9 w = w.

Sean z,y, z € Q. Para verificar si - es asociativa surgen los siguientes 8 casos:

Caso1 z,y,z€ Q. Luego, (z-y) - z=(z1y)1z=a1(y12)=2-(y-2)

Caso2 z,y € Q1 yz€ Qe Luego, (x-y)-z=(z1y) 2=woz=(wow)gz=

weo(waoz)=z-(woz)=z-(y-2).

Caso3 zcQ,yy,z€ @y Luego, (z-y)-z2=(w2y) z=(w2y)2z=w2(y22)=

- (y2z)=x-(y-2).

Caso4 yc Q1 yz,z€ Qe luego, (z-y) - z2=(w1y)-z2=woz=(x2w)9z=

r-(waz)=a-(y-=2).

Caso 5 z,z €, yy € (. Andlogo al caso 4.
Caso6 y,z € ;Y r € Q2. Andlogo al caso 3.
Caso7 €,y x,y€ @y Andlogo al caso 2.
Caso 8 z,y,z € (Q,. Andlogo al caso 1.
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Asi, - es asociativa y por tanto (@, -) es un semigrupo.
Veamos ahora que la topologia de Green iT? de (@, ") es la del espacio topolégico
X. Para ello verifiguemos que

B = BX.

Note que como X = X, U X, donde X; N X, = {w}. Entonces B* = B*1 U BX2.
Luego, sea B € B’Z. Asi, B = M@ para algin = € Q. Debemos considerar tres

casos:

Caso 1 Siz = w. Entonces B = MY = M@ = M?2 = {w}. Por lo tanto, B € B¥.

Caso 2 Siz € Q;\{w}. Entonces M% = M?'. Luego B € B, = By,. Por lo tanto,
B € B¥.

Caso 3 Siz € Q,\{w}. Entonces M? = M&2. Luego B € Bg, = Bx,. Por lo tanto,
B € B¥.

Asi, B'2 C BX. Ahora, sea B € BX. Si B € BX'. Como @, corresponde a la es-
tructura de semigrupo asociada a X; entonces B = M&! para algun z € Q. Asi,
B € B2, Si B € BX2. Como ()2 es la estructura de semigrupo asociada a X,. En-
tonces B = M@ para algun = € Q,. Luego, B € B*Z. Por lo tanto, BX C B%.

[

Denotaremos por Q); ®,, Q2 al semigrupo @ construido en la proposicién anterior a

partir de los semigrupos @1 y Q-.

Ejemplo 2.3.15. Sean Q) y @, semigrupos tales que Q)1 N Q, = {a} cuyas bases de

vecindades minimales B* y B* respectivamente, es dada en las Figuras 60 y 61.
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Figura 60. B! Figura 61. B

e

b
d

(@) ©0

Entonces por el Teorema 2.3.10 se tiene que Q1 ®,, Q> €s un semigrupo tal que la
topologia de Green correspondiente tiene base B?©+%2 = B, U B, representada en

la Figura 62.
Figura 62. B@1©w(2

@o

Se conoce que en un conjunto de 5 puntos hay 139 topologias salvo homeomorfis-

mo, Gustavo N. Rubiano # (ver Tabla 1).

Tabla 1. Numero de topologias para un conjunto de n elementos

n | |T'(n)| | Clases de homeomorfismo
1 1 1

2 4 3

3| 29 9

4| 355 33

5| 6942 139

Bettina Richmond 2 clasifico y estudio todas las topologias de hasta 5 puntos. De

esta forma, usando el Teorema 2.3.3, logr6é encontrar que 32 de las topologias entre

4 Gustavo N. RUBIANO. “Sobre el nimero de Topologias en un conjunto finito.” En: Nueva Serie

0-
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los 3 y 5 puntos no provenian de una estructura de semigrupo y para las demas
topologias sefalé un semigrupo del que cada una provenia usando los Teoremas
2.3.10,2.3.12yla 2.3.14.

En la siguiente tabla, denotaremos por S; para i = 1,2,...,46, a una estructura de
semigrupo (en caso de que exista) que produce la topologia i. La tabla incluye so-
lo las topologias sobre un conjunto de a lo sumo 4 puntos, que como se deduce
en la Tabla 1 son 46 (salvo homeomorfismo). Las topologias ilustradas en rojo son
aquellas que no provienen de ninguna estructura de semigrupo y las flechas hacen

referencia a la inmersién de semigrupo .

© OO @ OOO

A

1 5 3 4 5
grupo ciclico zy=y Vz,y S1 1 51 grupo ciclico zy =y Vz,y S1 Uy S1
o) @ ’
7 8 9 10 11 12
No proviene de S2 1 51 511 52 Sz T 51 S1 1 Sa Sy T St
un Semigrupo
13 14 15 16 17 18
grupo ciclico ry =y v,y 51 Up Ss No proviene de 51 Uy Sg S5 T 51

un Semigrupo

% & 0° © Q.

19 20 21
S3 Uy 53 S1 Uy So No proviene de Prop. 6.1 S1 Uy S1o S1 Uy S11

&~

un semigrupo
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* @D 1.0
& -—)g _>E .
R m@
o
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J
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)
J

¢

@

Eo (b & &

26
S1 Uy Sa No proviene de No proviene de No proviene de S2. 1 52
un semigrupo un semigrupo un semigrupo
N 2 2 (%
o) 5 K« (
=~ = =~ =4
32 33 34 35 36
So 1 Sy S1 1 S5 S1 1T Se Prop. 6.1 So T S1
O
»’
38 39 40 42
S0 T S1 S3 1 Sa S11 T 51 S1 1 Sis Sq 1 S2

44 45 46
Sa T S4 Si13 T S1 grupo ciclico
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