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DESCRIPCION

La ecuacién de Schrodinger, tanto lineal como no lineal, es uno de los modelos de Ecuaciones Dife-
renciales Parciales de mayor relevancia en la Fisica Matematica, no solo por el andlisis matematico
que involucra su estudio y el niimero de problemas abiertos que atn persisten, sino que también,
por la cantidad de aplicaciones que posee.

El presente trabajo tiene como objetivo presentar algunas nociones histéricas de la Mecanica Cuédnti-
ca, que dieron origen a la ecuacién de Schrodinger lineal, comentando las ideas que llevaron a plantear
la cuantizacion de la energia y la luz descritas por Planck y Einstein respectivamente, siendo estas,
de gran importancia en el desarrollo de la ecuacién de Schrodinger (lineal). Asi mismo, se presenta
algunas ideas fisicas (desde el punto de vista de la dptica no lineal) que justifican el modelo de
Schrédinger no lineal.

Desde el punto de vista matematico, en primer lugar se analiza la existencia de solucién al problema
lineal, de la ecuacién de Schrodinger via Anélisis de Fourier.

Finalmente, se prueba un resultado de existencia y unicidad de la solucién en L?(R™), para el
caso subcritico, al problema no lineal, con no linealidad de la forma |u|*~tu, o > 1, basadas en el
Principio de las contracciones de Banach.
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DESCRIPTION

Schrédinger equation, both linear and nonlinear, is one of the most important models of Partial
Differential Equations in mathematical physics, not only for the mathematical analysis involved
in its study, and the number of open problems that still persist, but also, by the number of its
applications.

This work presents some historical notions of Quantum Mechanics, which gave the origin of the linear
Schrodinger equation. We present some ideas related to the quantization of the energy and the light,
described by Planck and Einstein respectively, which were, of great importance in the developing
of the Schrodinger equation (linear). Also, we present some physical ideas (in the framework of the
nonlinear optics) which justify the nonlinear Schrédinger model.

From a mathematical point of view, first we analyze the existence of solution to the linear Schrodinger
equation via Fourier analysis.

Finally, we present a result of local well-possedness for the nonlinear Schrodinger with initial data
in L?(R™), and considering a nonlinear term of kind |u|* u, @ > 1 subcritical, by using Banach
Fixed Point Theorem.
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Introduccion

La ecuacién de Schrodinger, tanto lineal como no lineal, es uno de los modelos de Ecuaciones Dife-
renciales Parciales de mayor relevancia en la Fisica Matematica, no solo por el analisis matemético
que involucra su estudio y el nimero de problemas abiertos que atin persisten, sino por la cantidad
de aplicaciones que posee. Sin embargo, nos atrevemos a decir que cuando se acude a la literatura,
se observa que, en su gran mayoria, el contenido relativo a la ecuacion de Schrodinger, o bien tiene
un enfoque mas fisico-aplicado de la ecuaciéon y menos matematico, o bien, un contenido cargado

de un analisis matematico abstracto que parece bien alejado de interpretaciones fisicas.

Este tipo de visiones de contenido fueron la motivacién inicial que nos llevé a plantear el presente
trabajo de disertacion. Se propone llevar a cabo un estudio de la ecuaciéon de Schrodinger, que aun-
que introductorio, permite crear un puente entre las principales ideas que desde la Fisica Cuéantica
llevaron al planteamiento del modelo de la ecuacién de Schrodinger lineal, y que llegan hasta lo que
seria un primer andlisis matematico formal del mismo, de manera tal que un lector, bien sea de
formacién fisica o matematica, y que esté en sus inicios en el estudio de la ecuacién de Schrodinger,
puede tener una primera radiografia de lo que es el modelo, los aspectos més relevantes detras de
su origen, el espectro de sus aplicaciones, y el tipo de herramientas matemaéticas necesarias para el

analisis de existencia de solucién.

Por supuesto, esta disertacién no pretende ser completa tanto en la descripcién de los origenes fisicos
que llevaron al modelo de la ecuacién de Schrodinger, ni tampoco en el estudio matematico; en efec-
to, esto seria una tarea muy dificil de plasmar en un trabajo como este, no solo por la cantidad de
teoria que involucra, sino por la dificultad de organizar los resultados existentes hasta el momento;
sin embargo, si pretende ser un material que fija las primeras ideas en pro de entender el modelo,
un modelo que hoy por hoy, para fortuna de muchos, mantiene en actividad investigativa un gran

nimero de fisicos y matematicos.
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El presente trabajo lo hemos organizado de la siguiente manera. En el primer capitulo presentamos
algunas nociones histéricas de la Mecanica Cuantica, fijando el origen de esta y comentando las ideas
que llevaron a plantear la cuantizacion de la energia y la luz descritas por Planck y Einstein respec-
tivamente, siendo estas, de gran importancia en el desarrollo de la ecuacién de Schrodinger (lineal).
Posteriormente, analizamos los planteamientos que llevaron a Schrédinger a formular su célebre
ecuacion diferencial, sentando asi las bases fisico mateméticas de la Mecanica Ondulatoria actual;
también describimos el origen del modelo fisico e interpretacién probabilistica que Bohr da a la ecua-
cién de onda ¥(xz,t), donde ¥(z,t) es la solucién de la ecuacién de Schrodinger. Terminamos este
capitulo, exponiendo la ecuacién de Schrédinger no lineal, su relacion con el campo de la 6ptica no

lineal, y la afinidad de esta en la creacién de nuevos conceptos matematicos como lo son los solitones.

En el segundo capitulo, presentamos algunas definiciones y resultados matematicos necesarios para
el desarrollo de los capitulos posteriores. Recordamos los espacios LP(R™) y algunas propiedades
relevantes; también revisamos los conceptos de la transformada de Fourier, junto con algunas de
sus propiedades mas destacadas, para posteriormente, mostrar la extensién de la transformada de
Fourier al espacio de energfa finita L?(R™). Seguidamente introducimos el espacio de Schwartz S,
y el espacio de la distribuciones temperadas S’ como el dual topolégico de S via transformada de
Fourier. Seguidamente, definimos los semigrupos de operadores de clase Cy y su respectivo genera-
dor infinitesimal; ademads introducimos el concepto de las soluciones blandas o mild solution, de un
problema de valor inicial abstracto. Finalizando el capitulo, recordamos el Teorema de Hille-Yosida,
esencial en resultados de caracterizacién de generadores infinitesimales de semigrupos y grupos de

clase Cy, como lo es el Teorema de Stone.

En el tercer capitulo, analizamos la existencia de solucién al problema lineal homogéneo de la ecua-
cién de Schrodinger. Lo anterior es importante en el anélisis de las propiedades principales del grupo
itA

it }?i_

de Schrodinger {e o caracterizado por el generador infinitesimal Ay = —A.

Finalmente, en el cuarto capitulo, exponemos algunas leyes de conservacion que cumplen las solucio-
nes del problema de Cauchy asociado a la ecuacién de Schrodinger no lineal, como la conservacién
de la energia y el momento lineal; también, probaremos un resultado de existencia y unicidad de la

solucién en L?(R™) al problema no lineal, basadas en el Principio de las contracciones de Banach.



Capitulo 1

Historia y origen del modelo

1.1. Algo de historia

Antes de empezar a navegar por las diferentes corrientes que nos llevaran a hacer un estudio formal
de la ecuacién de Schrodinger (lineal), queremos rescatar algunos detalles del origen de una nueva
teoria que surgia a principios del siglo XX, denominada Fisica Cudantica, teoria que suplié las limi-
taciones de la Fisica Clasica al tratar de explicar el mundo subatémico. Antes que todo, queremos
hacer énfasis en el caracter introductorio de este capitulo, para poder pasar al objetivo principal
de esta disertacién, que no es otro que una introduccién al estudio puramente matemaético de la

ecuacion de Schrodinger.

La ecuacion de Schrodinger es uno de los modelos de mayor relevancia en la Fisica Matematica, sien-
do de gran importancia en la Mecanica Cuantica, donde representa para las particulas microscépicas
un papel andlogo a la Segunda Ley de Newton en la Mecanica Clasica. En términos generales, la
Mecanica Cuéntica se ocupa del comportamiento de la materia y la radiacién en las escalas atomica
y subatémica, mas atn, describe y explica las propiedades de las moléculas, los 4tomos y sus com-
ponentes, como lo son los electrones, protones, neutrones y otras particulas més egnimdticas como
los quarks y los gluones. Las ideas de esta nueva teoria, de gran aplicacién en la tecnologia, han sido
suficientemente corroboradas experimentalmente. Sin embargo, no son ideas intuitivas ni faciles de
asimilar, ya que chocan abiertamente con la imagen del mundo que nos ofrece nuestra experiencia

y nuestro sentido comun.
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El estudio de la Mecanica Cuantica coloca en manifiesto la metodologia esencial de la FisicaEl, logran-
do importantes avances tecnolégicos con gran cantidad de aplicaciones practicas a la vida cotidiana,
como por ejemplo, el lasend, resonancia magnética nuclear, técnicas cuanticas de la comunicacion e
informacidn, etc., asi como el éxito formidable a la hora de dar respuestas validas desde el punto de
vista logico a problemas en donde los conceptos de la Teoria Cuéntica han tenido eco, en particular,
respuesta a aquellas “asperezas” de la Fisica Clésica de finales del siglo XIX [1'7,[30,[40], siendo es-
tas, las que desencadenaron dos fuertes teorias, la Teoria de la relatividad desarrollada por el fisico
Alemén Albert EINSTEIN (1879-1955), y la Teoria cudntica desarrollada por varios fisicos como el
Alemén Max PLANCK (1858-1947), el austriaco Erwin Rudolf Josef Alexander SCHRODINGER
(1887-1961), Einstein, entre otros. Entre las “asperezas”que no se acomodaban a la fisica intuitiva
existen dos de gran importancia en el desarrollo de la ecuacién de Schrodinger, la primera conocida

como radiacion de cuerpo negro, y la segunda, conocida como el efecto fotoeléctrico.

1.1.1. Radiacién de cuerpo negro: La constante de Planck

A finales del siglo XIX el desarrollo de la termodinamica asi como el electromagnetismo estaban
muy avanzados, explicando muy bien la mayoria de los fenémenos fisicos relacionados; sin embargo
existian algunos fenémenos que involucraban tanto a la termodindmica como el electromagnetismo,
como lo era la radiacion de un cuerpo negro, fendmenos que no lograban ser explicados de manera
general por las teorias desarrolladas hasta el momento. Un cuerpo negro es un objeto fisico idealiza-
do que absorbe toda la radiacién electromagnética en cualquier longitud de onda sin reflejar nada.
Dado que el objeto almacena toda la energia absorbida, emite una radiacién denominada radiacion
de cuerpo negro con una distribucién de frecuencias determinadas, las cuales siguen una curva ex-

perimental ya conocida por los fisicos de la época.

El problema yacfa al aplicar la teorfa cldsica; los fisicos britdnicos Lord RAYLEIGH (1842-1919) y
Sir James JEANS (1877-1946) encontraron una férmula conocida como la Ley de Rayleigh-Jeans,
que intentaba explicar el comportamiento del cuerpo negro. A groso modo, esta ley nos dice que
la forma de emitir el cuerpo negro la radiaciéon es proporcional al producto de la frecuencia de la
radiacién al cuadrado por la temperatura del cuerpo (v2T'). Pero este resultado es desastroso, puesto
que el resultado indica que para frecuencias altas (longitudes cortas) la emisién de energia se va a

infinito, lo cual va en contra de toda evidencia experimental y cotidiana. De ser esto cierto, cualquier

1La metodologia esencial de la Fisica es la relacién directa entre lo teérico y lo experimental de los fenémenos
fisicos estudiados.

2Un léser es un dispositivo que se basa en los principios de la Mecénica Cudntica para crear un haz de luz en la
que todos los fotones estdn en un estado coherente, por lo general con la misma frecuencia y fase.
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cuerpo negro emitiria una energfa infinita. Ademads, la curva obtenida teéricamente discrepaba de
la experimental cuando las ondas eran de longitud corta, conocida como la catéstrofe ultravioleta,
bautizada asi por el fisico austriaco Paul EHRENFEST (1880-1933) [16 p. 150]. Por otro lado, el
fisico aleman Wilhelm WIEN (1864-1928), se empené en encontrar un resultado mejor que valiera
para frecuencias altas (longitudes de onda bajas), y lo consigui6 en 1896, conocida como la aproxi-
macién de Wien, pero no del todo. Wien encontré que al bajar en frecuencias (subir en longitudes de
onda) otra vez se producia una catdstrofe y se encontraba de nuevo una emisién infinita de energfa,

la cual se llamé Catastrofe Infrarroja.

Para solucionarlo, PlanckH tuvo una idea genial, la cual fue la de interpolar entre las distribuciones
formuladas por Rayleigh-Jeans y Wien, en la que se vio obligado a introducir una constante h,
siendo la misma para todos los materiales y para todas las formas del cuerpo negro. Planck para
justificar esta constante planteé una idea revolucionaria, aunque alejada de la intuicion; si la ma-
teria estaba compuesta por particulas infinitamente pequenas, denominadas osciladores materiales,
estas no podian tener cualquier energia arbitraria, sino solo valores discretos entre los cuales no era

posible ningin otro valor.

Figura 1.1: Max Planck (1858-1947)

Max Planck
(1858-1947)

3Ver retrato de Planck en la Figura [T} Imagen tomada de sitio web oficial: Molecular Expressions”™ [22].
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La constante de accion de Planck h fue introducida por Planck a finales de 1900, en el articulo [25]
sobre la radiacién de cuerpo negrdi en la sociedad Fisica Alemana, como solucién al problema des-
crito y cuyo desarrollo se basé en los experimentos hechos por Otto LUMMER, (1860-1925) y Ernst
PRINGSHEIM (1859-1917), y también por Herrich RUBENS (1865-1922) y Ferdinand KURLBAUM
(1857-1927), los cuales habfan hecho mediciones muy precisas en un rango de frecuencias bajas que
hasta entonces no se habfan estudiado; calculando el valor de h (denominada Constante de Planck)
como 6,55 * 10727 erg s, un valor muy cercano al actua@7 obteniendo asi, un perfecto acuerdo con

las mediciones antes mencionadas.

No discutiremos aqui los argumentos de Planck, si embargo referimos al lector interesado a ver el
libro [16], Cap. 18]. Solo diremos que Planck llegé a la conclusién que la materia estd conformada por
particulas que oscilan, emitiendo energia en forma de radiacion electromagnética y que la cantidad
mas pequena de energia que puede transformarse en las de frecuencia v, estd dada por £ = hv,
introduciendo asi la Cuantizacién de la energia. La energia solo puede absorberse o emitirse en
cuantos. Es importante mencionar el articulo [I0] publicado por Einstein en 1906 titulado “Sobre
el movimiento de pequenas particulas suspendidas en liquidos estacionarios requerido por la teoria
cinética molecular del calor”, el cual explica de forma mas precisa la formula de Planck £ = hv y la
hipétesis sobre la cual se basa, al expresar que la energia de los osciladores de Planck pueden tomar
valores que son multiplos enteros del cuanto hv, y que en la absorciéon y emisiéon de radiacion, la

energia cambia en forma discontinua, es decir, como pequenos escalones dados por estados de energia.

La hipétesis de Planck se puede generalizar y enunciar como un postulado de la siguiente for-

ma: [16] p. 214]

4Ver por ejemplo [I6], Cap. 15-18].
5E] valor actual es de 6,6260755 = 1027 erg s.
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Postulado de Planck.

Cualquier ente fisico en un grado de libertad mecdnico, cuya coordenada generalizada realiza osci-

laciones armonicas simples, solo puede poseer valores discretos de energia dada por
E, =nhv,n=0,1,2,---,

donde v es la frecuencia de osciladores y h es la constante universal denomina Constante de

planck.

Si la energia del ente obedece el Postulado de Planck se dice que estd cuantizada; los niveles de
energia permitidos se llaman estados cudnticos y el niimero entero n se denomina numero cudntico.
Como observacion, el postulado de Planck resuelve un problema totalmente andlogo al de la radiacién

de cuerpo negro conocido como el problema de los colores especificos de los sélidos [16, Cap. 15].

1.1.2. Einstein y la explicacién del efecto fotoeléctrico: La luz esta cuan-

tizada

El proceso de la Fisica Cudntica viene marcado por grandes pasos, uno de ellos, el dado por el
mismo EinsteirH cuando en 1905 aplicaba las ideas de Planck para explicar el efecto fotoeléctrico,
inexplicable con la teoria establecida en aquella época. El efecto fotoeléctrico fue descubierto por el
fisico aleman Heinrich R. HERTZ (1857-1894) en 1887, cuando observé que una descarga eléctrica
entre dos nodos se produce con mayor facilidad si sobre uno de ellos incide luz ultravioleta. Seguido
a esta observacion, los fisicos Wilhelm HALLWACHS (1888), J. J. THOMSON (1899) y Philipp L.
A. LENARD (1890) demostraron que la luz ultravioleta facilita tal descarga, debido a que provoca
la emisién de electrones desde la superficie del cdtodo, determinando las caracteristicas de este

fenémeno.

En términos generales, el fendmeno consiste en la capacidad de la luz de producir una corriente
eléctrica cuando incide sobre un metal conductor, arrancandole electrones y haciéndolos mover. El
problema radicaba en que no siempre el haz de luz al colisionar con el metal era capaz de arrancarle

electrones, buscando asi una explicacién légica a la irregularidad presentada. Einstein influenciado

6Ver retrato de Einstein en la Figura [[2} Imagen tomada de sitio web oficial: Molecular Expressions” ™ 22,

Consultado 15 Enero 2015].
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Figura 1.2: Albert Einstein (1879-1955)

Albert Einstein
(1879-1955)

por los trabajos de Lenard y basado en la Hipdtesis cuantica de Planck, y en el supuesto de que la
luz, en ocasiones no se comporta como una onda, sino como un chorro de corpusculos (los fotones),
puso en duda la teorfa cldsica de la luz y propuso en uno de sus cinco (5) articulos revolucionarios
titulado “Sobre un punto de vista heuristico concerniente a la produccion y transformacion de la luz”
(ver [11]), que la energia luminosa estd cuantizada en paquetes concentrados a lo que hoy le llamamos
fotones. Segun Einstein, un haz de luz estd formado por un cierto nimero de fotones en movimiento.
Einstein explica en este articulo los fenémenos de radiacién del cuerpo negro, fluorescencia y la

producciéon de rayos catédicos con luz ultravioleta.

1.1.3. Schrodinger: Un genio que trae en su lampara la Fisica ondulatoria

El crecimiento de la Fisica Cuantica originé grandes avances tanto tedricos como préacticos en las
siguientes décadasH, participando en él, grandes genios como lo fue el fisico danés Niels Henrik
David BOHRH (1885-1962), quien desarrollé las bases para la Mecdnica Cudntica y el estudio del

atomo, definiendo lo que se conoce como niveles energéticos, siendo muy importante al dia de hoy

"Los avances han sido significativos desde la publicacién de los articulos [IO,ITL25] en la primera década del siglo
XX, hasta el dia de hoy, donde atin quedan muchos problemas abiertos por lo que no se puede afirmar que la Fisica
Cudntica sea una Teoria completa.

8Fisico danés, considerado como una de las figuras més deslumbrantes de la fisica contempordnea y, por sus
aportaciones tedricas y sus trabajos practicos, como uno de los padres de la bomba atémica, fue galardonado en 1922
con el Premio Nobel de Fisica, por su investigacién acerca de la estructura de los dtomos y la radiacién que emana
de ellos.
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en los avances tecnoldgicos biomédicos, quimicos, entre otros, dando asi, las herramientas para la
formulacion de gran parte de la teoria que sustenta varias ramas de la Quimica y la Medicina. Estas

investigaciones lo llevaron a ganar el premio Nobel de Fisica en 1922.

Otra de las ramas que surgié es conocida como la Mecdnica Matricial, desarrollada entre 1925 y 1926
por el fisico Werner HEISENBERG (1901-1976), que tenfa como objetivo establecer una base fisico-
matematica sélida, para la formulacién de la Mecanica Cudntica tedrica, fundada exclusivamente en
las relaciones entre magnitudes que son, en principio, observables [18], para poder asi predecir los
resultados de los experimentos. Aqui se introduce el Principio de incertidumbre (1927), el cual se
basa en los conceptos de Planck y Bohr de que todo esta cuantizado. La formulacién de Heisenberg
es, por lo tanto, una especie de afirmacién en lenguaje matematico de que “todo es particulas”, y la
consecuencia de esa cuantizacién de todo, es el principio de incertidumbre. Si bien es cierto que esta
teoria estaba bien sustentada, el principal dilema era su complejidad para ser entendida, tanto por
las suposiciones de las que partia como por la complejidad matematica y la dificultad de traducir

las matematicas desarrolladas a algo relacionado con el mundo real.

Figura 1.3: Erwin Schrédinger (1887-1961)

Erwin Schrédinger
(1887-1961)

Por este motivo, diferentes fisicos hicieron esfuerzos para tratar de obtener una formulacion ma-
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tematica mas intuitiva y menos abstracta de la Mecdnica Matricial. Es asi como SchrédingerH en
vista del inconveniente que tenia la teoria desarrollada por Heisenberg, publicé en 1926 una serie
de artl'culo que sentaron las bases de la moderna mecdnica cudntica ondulatoria, y en los cuales
transcribié en términos de ecuaciones en derivadas parciales su célebre ecuacion diferencial, que
relaciona la energia asociada a una particula microscépica con la funciéon de onda descrita por dicha
particula, denominada ecuacién de Schrédinger, la cual le llevo a recibir el premio Nobel de
Fisica en 1933. Dedujo este resultado tras adoptar la hipétesis de De Broglie, enunciada en 1924,
segun la cual la materia y las particulas microscopicas, éstas en especial, son de naturaleza dual y

se comportan a la vez como onda y como cuerpo.

Para sustentar lo anterior, nos permitimos exponer un parrafo traducido y adaptado del Articulo
escrito por J. J. O’Conner y E. F. Robertson, de la escuela de Matemaéticas y Estadistica de la
Universidad de St Andrews en Escocia, en el Sitio Web [23]: Schrédinger publicé su trabajo re-
volucionario en relacién con la mecdnica ondulatoria y la teoria general de la relatividad en una
serie de seis (6) documentos en 1926. La mecdnica ondulatoria, como propone Schrodinger en estos
documentos, fue la segunda formulacién de la teoria cudntica, la primera fue la Mecanica Matricial
debido a Heisenberg. La relacién entre las dos formulaciones de la mecanica ondulatoria y la mecani-
ca matricial fue entendida por Schrodinger inmediatamente como muestra esta cita, tomada de uno
de sus documentos: “Para cada funcion de las coordenadas de posicion -y momento- en la mecdnica
ondulatoria, ella puede estar relactonada con una matriz de tal manera que estas matrices, en todos
los casos cumplen las normas de cdlculo formales del Bohr y Heisenberg. .. La solucion del proble-
ma natural de contorno de esta ecuacion diferencial en la mecdnica ondulatoria es completamente

equivalente a la solucidn del problema algebraico de Heisenberg” [23].

Atendiendo a estas circunstancias, la ecuacién de Schrodinger arroja como resultado funciones de
onda ¥(z,t), relacionadas con la probabilidad de que se dé un determinado suceso fisico, en una
posicién del espacio y un tiempo especificos, como por ejemplo, la posicién especifica de un electrén
en su 6rbita alrededor del nicleo. Dada la relacién directa que existe entre la funcién de onda ¥(x,t)
y la localizacién de una particula en un espacio de posiciones, muchos textos relacionados con la
mecanica cuantica tienen un enfoque “ondulatorio”, se debe por tanto tener especial cuidado para

que el término funcién de onda no lleve al lector a imaginar que existe algin medio ondulatorio

9Ver retrato de Schrédinger en la Figura [[3 Imagen tomada de sitio web oficial: Molecular Expressions” ™ 22]

Consultado 16 Enero 2015].
10Geis articulos publicados primeramente en alemén, [32H37]. Después Schrédinger publicé en inglés el articulo [31]
como compilacién del trabajo presentado en los seis articulos.
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en el sentido mecanico, puesto que puede llevar a consideraciones erréneas. Sin embargo, para esta
disertacion se considera mantener el término “coloquial” funcién de onda, primero, para mantener la
literatura sobre la teoria ondulatoria de Schrédinger y segundo, ¥(z,t) se interpreté originalmente
como un campo fisico o campo de materia que por razones historicas se llamé funciéon de onda y fue

el precedente histérico del moderno concepto de funcién de onda.

1.2. Origen del modelo fisico

En el marco de la Fisica Cuéntica, a pesar de la existencia de un gran nimero de resultados
experimentales, son pocos los textos que dedican parte de su contenido al “origen”, deduccién e
interpretacién de la ecuacién de Schrodinger. Schrédinger se basé en los estudios y experimentos
realizados sobre el 4tomo de Hidrogeno y la hipdtesis de De Broglie, teniendo como propdsito mode-
lar el recorrido que hace el electrén sobre el nicleo de este [31]. Intentaremos plasmar las principales
ideas de Schrodinger, basdandonos en resultados de electromagnetismo, partiendo de la ecuacion de

onda y utilizando algunas de las ideas descritas en el origen de la Fisica Cuantica.

Iniciamos diciendo que el movimiento de una particula libre puede que ser descrito en forma general
por una funcién de onda \11(7, t), siendo 7 la posicién de la particula en el espacio, y t el tiempo,
la cual posee un sentido fisico probabilistico de tal forma que |¥|2dv representa la probabilidad de
encontrar a la particula en el elemento de volumen dv en el tiempo ¢ y la posicién 7 ademads de
esto, las funciones de onda cumplen con la condicién de normalizacién [ |¥|*dv = 1, condicién que

es compatible con la Teoria de la Probabilidad.

Supongamos que describimos la variacién de una onda electromagnética, que describe el movimiento
de una particula libre de masa m y momento lineal p, la cual se puede obtener de la ecuacién de
onda, , ,

donde F(z,t) representa el campo eléctrico o el campo magnético unidimensional y ¢ denota la

velocidad de la onda, la cual tiene como solucién las ondas plana dadas por

F(x,t) = Ae'wi=re), (1.2)

11En algunos textos también se les conoce como traveling waves u ondas viajeras.
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siendo A la amplitud de la onda, kK = 2{ el niimero de onda y w = 27v la frecuencia angular de la
onda, donde v es la frecuencia en ciclos por unidad de tiempo y A es la longitud de onda. Note que
si sustituimos en () la funcién (I2) encontramos que para que (L2 sea solucién de ([II]) se debe
cumplir que

(—k2 + f—j) F(x,t) =0, (1.3)

encontrando asi una relacién de dispersién dada por w? = ¢?«?2, propia de la ecuacién de Helmholtz.

Observe que derivando la expresién ([LZ), se obtiene que

2
—(?) 1; = (—ik)2AeWtrD) — _|2F (1) (1.4)
z
Y 0
3_}; = jwAeWt—r) — iwF(x,t). (1.5)

Dejando por un momento la ecuacién de onda plana F'(z,t), es posible trabajar con sus propiedades
de dispersién; asi, de (4] se observa que la segunda derivada espacial 9%/9z? puede ser expresada
en términos del coeficiente polinomial —x? y de (LLH) la derivada temporal 9/0t puede ser expresada

en términos del coeficiente polinomial 7w.

Por otro lado, se conoce que para una particula en movimiento, la suma de su energia cinética E,

y su energia potencial V' es igual a una energia total constante F, esto es,
E=E.+V.

Ahora, la energfa cinética puede ser expresada en términos del momento p y la masa m como [20] p.

20]

teniendo asi

Debido a que estamos trabajando con ondas que se mueven cerca a la velocidad de la luz ¢, desde
el punto de vista cuantico ya sabemos que segin Einstein, un haz de luz estd formado por un cierto
nimero de fotones en movimiento. Por otro lado, Louis-Victor de BROGLIE (1892-1987) en 1923
generalizé la dualidad onda-corpusculo a todas las particulas conocidas, denominada como onda de
de Broglie, llegandose a comprobar experimentalmente hasta 1927, cuando se observo la difraccién

de electrones. De Broglie asigna a cada particula libre con energia E y cantidad de movimiento
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lineal p una frecuencia v y una longitud de onda A asi:

E=hv (17)
p=%

Utilizando la “Constante de Dirac” o “Constante de planck normalizada” i = % y escribiendo la

frecuencia v en términos de la frecuencia angular w = 27v tenemos que £ = hw; ademas,

g2 _ o _p
A AR
de donde se concluye que
p=hk (1.8)
Yy
E = hw. (1.9)

Sustituyendo (L8) y (LI) en (L) se tiene que

h2k?
h =
v 2m

+V, (1.10)

siendo esta una nueva relaciéon de dispersion, la cual caracteriza las funciones de onda de De Broglie

U(z,t). Teniendo en cuenta las relaciones (L4) y (L), de (ILIT) se obtiene la ecuacién de onda

v h? 9%V
a2 __120

= g TV (1.11)

La ecuacién (LII) es denominada la ecuacién de Schrodinger (en una dimensién), donde W(x,t)
contiene la informacion del sistema mecénico cudntico y representa las probabilidades de la evolucién

temporal del sistema.

Como observacion final a esta seccién, tenemos la generalizacién de la ecuacién a R™, dada por:

2
iho; U (x,t) = —Zh—A\If(x,t) +V(x,t)¥(z,t), z € R", t €R, (1.12)
m

donde V(z,t) es la energia potencial relacionada con el medio donde se mueve la particula. La

notacién AV (z, t) representa el laplaciano en la variable espacial, de ¥, esto es, AU = %1‘? +-- gi‘g .
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1.3. Interpretaciéon probabilistica de la funcién de onda

Teniendo en cuenta que la funcién de onda ¥(x,t) descrita en (ILI2)) es de valor complejo, se crefa
que esta no se podia medir con un instrumento real (en laboratorio), ni atribuirle una existencia
fisica. Sin embargo, esta creencia fue refutada a principios del siglo XXI (2011), en el articulo [21],
titulado “La medicion directa de la funcion de onda Cudntica”, en el cual se muestra que la funcién
de onda se puede medir directamente mediante un experimento. En la actualidad, la funcién de onda
se determina a través de métodos tomogréaficos que estiman la funcién de onda con una coleccién
diversa de mediciones. El experimento consiste principalmente en “hacer mediciones secuenciales de
dos variables complementarias del sistema cuantico, cuyo resultado es que las componentes real e
imaginaria de la funcién de onda aparecen directamente en nuestro aparato de medicién” [21], asi,

la funcién de onda es obtenida en tiempo real.

Por otro lado, la funcién de onda posee una interpretacion en el sentido probablistico. Para darle este
sentido, debemos relacionar a ¥(x,t) con las variables dindmicas de la particula asociada a ¥(z,t),
relacionando la intensidad de ¥(z, t) en el punto (z,¢) con la densidad de probabilidad P(z,t) de en-
contrar a la particula en un entorno cercano del punto (z,t). Claramente, serfa absurdo igualar una
cantidad compleja como lo es ¥(x,t) con una magnitud real descrita por P(x,t). Sin embargo, Max

Born en 1926 propone la relacién correcta entre estas dos, la cual estd descrita como sigue: [16], p. 70]

Postulado de Born.

Si en el instante t se lleva a cabo una medida para ubicar la particula descrita por la funcion de

onda ¥ (x,t), entonces la probabilidad P(x,t)dx de que la particula se encuentre entre x y x + dx es

Uz, t)0(z, t)de | U(x,t)|?dx
Jgn V()0 (2, t)dx B Jon 19 (2, ) [2dz”

P(z,t)dx = (1.13)

donde V¥ (z,t) indica el complejo conjugado de W (w,t).

Debido a que el postulado de Born carece de sentido si la integral no es acotada, la funcién de
onda ¥(xz,t) debe ser cuadrado integrable para que sea una funcién de onda “aceptable”, asi, una
condicién necesaria es que ¥(x,t) debe tender a cero con suficiente rapidez cuando z — +o0. Esto

concuerda con la necesidad de poseer un espacio de energia finita para la solucién de la ecuacién
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de Schrédinger, como por el ejemplo el espacio L?(R™), de las funciones cuadrado integrable, en el

cual, la energia total E es descrita por

= (E2.’L'
E—/le()ld,

para cualquier sefial de energfa finita f € L?(X) [1I p. 368].

1.4. Otras motivaciones fisicas de la Ecuacion de Schrodinger

no lineal.

En la realidad, los fenémenos fisicos presentan en general un comportamiento no lineal, necesitando
asi, ciertas suposiciones matematicas y aproximaciones para intentar modelar su comportamiento.
Por lo general, al estudiar las ondas sonoras y de la luz, se analizan bajo el Principio de superpo-
sicion, principio que compagina adecuadamente con los fenémenos lineales; en contraste, cuando se
observan cuidadosamente sistemas de ondas causadas por la gravedad en la superficie del agua, el
Principio de superposicién no se puede aplicar para su descripcién, dando origen al estudio de on-
das no lineales. Estos sistemas, denominados conservativos o temporalmente reversibles, presentan
comportamientos extranos tales como oscilaciones, caos temporal o espacio temporal, entre otros,

los cuales son generados por perturbaciones en el sistema por la inyeccién o disipacién de energia.

A groso modo, cuando el sistema es descrito por un nimero pequeno de grados de libertad, su
comportamiento ha sido caracterizado de forma lineal; en cambio, en el caso cuando los sistemas
poseen un gran numero de grados de libertad, denominados Campos, los tipos de comportamiento
aln son una pregunta abierta en el drea de la Fisica no lineal. Es asi, cuando a mediados del siglo
XX, el estudio de fenémenos fisicos tomé otro camino hacia muchos de los fenémenos fisicos en los
que el Principio de superposicién no se satisface, cobrando gran importancia fenémenos como por
ejemplo, los haces de los laseres en dptica y las ondas en plasmas, los cuales exhiben fenémenos

ondulatorios no lineales.

La ecuacién de Schrodinger no lineal hoy por hoy esta presente en aplicaciones de fenémenos fisicos
de tipo no lineal aplicados en diferentes campos, tales como, Fisica de semiconductores [4], Fisica

del plasma [9], éptica no lineal [I9], condensacién de gases atrapados de Bose-Einstein [7], asi como
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en la Dindmica Biomolecular [8] o en la Mecanica Cuéntica [27], entre otros.

Una de las formas mas generales de la ecuacién de Schrodinger no lineal es dada por
iV, = =AU + V(x, ) + g(x, )| V>, z € R", 0 € RT, t € R, (1.14)

donde z representa la posicién del ente estudiado en el tiempo ¢, V' es un potencial y g es una funcién

-1
dada. Considerando V =0, g =X € Ry o = a

en ([I4) tenemos la ecuacién de Schrodinger
no lineal homogénea

10,V + AU + \|U|* 1 = 0, (1.15)

que estudiaremos en el Capitulo [ de esta disertacion.

Como se mencioné anteriormente, las aplicaciones de la ecuacién de Schrodinger no lineal estan
presentes en distintos campos de la Fisica; sin embargo, debido a la extensién y complejidad de
estos campos no se expondra cada uno de ellos ni su relacién con la ecuacién ([LI4). Sin embargo,
se presenta una pequena introduccién en el campo de la éptica no lineal, recomendando al lector

interesado en profundizar sobre este tema, é en los condensados de Bose-Einstein, consultar [3].

Como se expone en [3] p. 1], el estudio de (L.T4) ha servido como impulsor en la creacién y desarrollo
de nuevas ideas fisicas asi como en conceptos mateméaticos tales como solitones [42] o singularidades
en ecuaciones en derivadas parciales [39]. Fisicamente, un solitén es una onda solitaria que se pro-
paga en un medio no lineal sin deformarse, cuya amplitud, forma y velocidad se conservan después
de una colisién con otro solitén [38]. Este fendmeno fue descrito por el fisico escocés John Scott
RUSELL (1801-1882), el cual en 1834 observé durante varios kilémetros la propagacién de una ola
a lo largo de un canal de agua, la cual permanecié robusta frente a las pequenas perturbaciones
causadas por la corriente de agua [2§]. Cabe aclarar, que Rusell no utilizé el término solitén para

describir su observacié, sin embargo, si fue el primero en describirlo.

En el contexto de la 6ptica no lineal, antes de introducir el concepto de solitén matematicamente,
las ondas de luz producidas por un haz de laser, se pueden clasificar en dos tipos. Por un lado se en-
cuentran las ondas armonicas, las cuales pueden ser expresadas en términos de funciones periddicas
de tipo cosenoidal o senoidal. Por otra parte estdn los solitones, los cuales es su forma més comun,

se encuentran expresados en términos de las funciones secante hiperbdlica é tangente hiperbdlica,

12E] término “solitén” fue inventado hasta 1965 cuando Norman Zabusky y Martin Kruskal publicaron sus soluciones
numéricas de la ecuacién KdV (ecuacién Korteweg y de Vries) [41].
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dependiendo de si son brillantes, es decir, el solitéon presenta su maxima intensidad luminica en el

centro, u oscuros, cuando el solitén presenta su minima intensidad luminica en el centro [29].

Los solitones se clasifican en dos formas dependiendo de si el confinamiento de la luz ocurre en el
tiempo o en el espacio durante la propagacién de la onda, en temporales o espaciales respectivamen-
te [3 p. 5]. Los solitones temporales representan pulsos épticos que mantienen su perfil, mientras los
solitones espaciales representan haces guiados que permanecen confinados en las direcciones trans-
versales, que son ortogonales a la direccién de propagacién de dicho haz. Ambos tipos de solitones
aparecen a partir de un cambio en la no linealidad del indice de refracciéon de un material 6ptico
inducido por la intensidad luminica, un fenémeno conocido como efecto Kerr dptico en el campo de

la 6ptica no lineal [19].

Veamos el modelo que describe la propagacién de un rayo laser en un medio no lineal. Para esto, es
necesario precisar que la derivacién natural del modelo es basado en la ecuacién de Helmholtz no
lineal, la cual es dada por
2 _ 2 ANz 2
(Opz + Oyy + 0:2)F(z,y,2) + k°F(z,y,2) =0, con k* =ko [ 1 + 77—|F| (1.16)
0

donde F' es el campo eléctrico, kg es el ntimero de onda, 79 es el indice de refracciéon linear, y 79 es
el indice no linear o coeficiente Kerr. Separando las oscilaciones rapidas de las amplitudes variando
lentamente, consideramos el siguiente cambio de variables

F=—, §=, E= o, Y@ 5.0 = 2rokoy [ L F(x,y, 2)e” 208, (1.17)
"o

To To

donde v es la amplitud del campo eléctrico adimensional, ry es el ancho del haz de entrada, | = kord
es la longitud de la difraccién. Observemos que la variable fisica z juega el rol de “tiempo”. Abusando

de la notacidn, esto es, escribiendo ¢ = ¢ (z,y,t) en lugar de (%, g, f), obtenemos la ecuacion

gwtt+i¢t+ﬁ¢+ [ =0, (1.18)

donde § = 1/r3k3 > 0y A = Oy + Oyy. Debido a que el ancho del haz de entrada 7 es mucho

més largo que la longitud de onda A\ = 27 /kg, entonces tenemos que & = W’z\—iz < 1 es un valor
0

muy pequeno. Teniendo en cuenta lo anterior, podemos tomar é = 0, asi, la ecuacién del modelo de

propagaciéon de un rayo ladser en un medio con una no linealidad Kerr, es dado por la ecuacién de
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Schrodinger no lineal

i, + A + |92y = 0. (1.19)

Por dltimo, volviendo a la ecuacién (10, la dependencia en la intensidad del indice de refraccién
lleva a una modulacién temporal de la fase y también a una autofocalizacién (focusing (A > 0))
6 autodefocalizacion (defocusing (A < 0)) espacial, que son los dos mayores efectos no lineales res-
ponsables de la formacién de solitones 6pticos. Un solitén temporal se forma cuando la modulacién
temporal de la fase, neutraliza la dispersion natural de un pulso éptico. En contraste, es la autofoca-
lizacion del rayo 6ptico quien equilibra la dispersién producida por el indice de refraccién, llevando
a la formacién de solitones espaciales. En ambos casos, el pulso (solitén temporal) o el haz (solitén
espacial) se propagan a través del medio sin cambiar su perfil, asi se dice que el pulso est4 localizado

o el haz estd atrapado [3] p. 5].



Capitulo 2

Fundamentos de Analisis Armonico

Con el fin de darle a este trabajo un cardcter autocontenido, presentamos algunas definiciones
y resultados matematicos de caradcter general que utilizaremos en el desarrollo de los capitulos
posteriores. No profundizamos aqui en las demostraciones de los diferentes resultados, pero daremos

referencias a cada uno de ellos para que el lector interesado pueda consultarlo.

2.1. Espacios L?

En esta seccién haremos una breve revisién de los espacios LP tomando como base de definicién la
medida de Lebesgue. Para el lector interesado en recordar con detalle estos preliminares, recomen-

damos ver las referencias [2,[5,[12L15].

2.1.1. Medida de Lebesgue

La medida de Lebesgue proporciona una manera de describir el volumen de un subconjunto de R™
que es Lebesgue medible. Antes de dar la definicién de medida de Lebesgue, iniciaremos recordando

la definicién de o—4&lgebra de subconjuntos de R™.

Definicion 2.1.1. Una coleccion M de subconjuntos de R™ es llamada una o—dlgebra si

(1) Si A e M entonces R"\A € M;

(it) Si{Ar}p2, € M entonces U2 A, € M.

29
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Observe que si {4}, € M entonces N2, A, = R\ (U2, (R"\Ax)) € M; ademds, ) € M y
R™ € M, puesto que para cualquier A € M, ) = AN (R™"\A) y R" = AU (R™\A).

Teorema 2.1.2. (Existencia de la medida de Lebesgue y conjuntos medibles Lebesgue) [1Z, p. 646]
Existen una o—dlgebra M de R™ y una funcion

w: M — [0, 400]

con las siguientes propiedade

(i) Todo subconjunto abierto de R™, y por tanto todo subconjunto cerrado de R™, pertenece a M.
(i1) Si B es una bola en R™, entonces p(B) es igual al volumen n-dimensional de B.

(133) Si{Ar}2, C M ylos conjuntos {Ax}2, son disjuntos dos a dos, entonces

(U] =3t )
k=1 k=1

(iv) Si AC B, donde Be M y pu(B) =0, entonces A € M y u(A) =0.

Los conjuntos en M son llamados conjuntos Lebesgue medibles y pu(-) es llamada medida de Lebesgue.
En adelante, cuando nos referimos a los subconjuntos medibles de R™, se tendra por sentado que

son Lebesgue medibles, y la medida que consideraremos sobre R™ sera la medida de Lebesgue.

2.1.2. Funciones medibles

Definicién 2.1.3. Una funcion f : R®" — R se denomina funcidn medible (funcién Lebesgue
medible) si
YY) e M

para cada subconjunto medible Q2 C R.
Notemos en particular que si f es continua, entonces f es medible; ademas, la suma y el producto
de dos funciones medibles es medible.

Definicién 2.1.4. Sea 2 un abierto de R™. Una funcién f: Q — R medible es sumable (Lebesgue

sumable) si

/Q|f|dx<oo.

1La o—4lgebra M est4 formada por la familia de conjuntos abiertos de R™ (o equivalentemente por la familia de
conjuntos cerrados de R™) denominada o—&lgebra de Borel.
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2.1.3. Teoria basica de los espacios L”

En el restante de esta disertaciéon serda de uso frecuente las propiedades de los espacios LP. Nos

restringiremos a la Teor{a de espacios LP, definido sobre la Medida de Lebesgue pu(-).

Definicion 2.1.5. Seap € R con 1 < p < oo y ) abierto de R™. Se define el conjunto
LP(Q, M, u)={f: Q=R | fes Lebesque medible y/ [fIPdu < oo}
Q

Abreviaremos el conjunto LP(Q2, M, i) por LP(€)) o simplemente L? siempre y cuando esto no cause

confusién. El conjunto L” con 1 < p < oo, es un espacio vectorial normado con la norma ||.||,

1/p
171l = ( / Iflpdu) .

Ademds, LP es un espacio de Banach [B p. 93]. Por otro lado, si p = oo se define el espacio L>

definida por

como siendo
L>(Q) ={f:Q — R]| f es Lebesgue medible y ||f]oc < o0},

en donde ||f||oc = Inf S (infimo de S) con
S={a>0: |f(z)] < a,ct.pen Q},

donde la nomenclatura c.t.p € ) significa que la propiedad vale en todo 1 excepto en A C Q de
medida nula (11(A) = 0). El conjunto L, es un espacio vectorial con la norma || - ||co; ademés, L™

es un espacio de Banach [15] p. 176].

Definicién 2.1.6. (Exponente conjugado) Sea 1 < p < co. El nidmero real p' tal que % + % =1 se

denomina el exponente conjugado de p. Aqui, en el caso p = oo, entendemos % =0.

Proposicién 2.1.7. (Desigualdad de Holder) [3, p. 92] Sea 1 < p < co. Si f € LP(Q) y g € L' (Q),
entonces fg € L'(Q) y ademds ||fgllx < I f]lpllgly -

Proposicién 2.1.8. (Desigualdad de Minkowski) [13, p. 175] Sea 1 < p < 0. Si f,g € LP(Q)),
entonces f + g € LP(Q) y ademds ||f + gllp < [|fllp + llgllp-

2La funcién f + || f||p es en verdad una seminorma pues no cumple que ||f||, = 0 si y solo si f = 0. Para tornar al
espacio vectorial LP, un espacio normado, basta definir una clase de equivalencia sobre el conjunto LP donde, f = g si
y solo si f = g en casi todo punto, es decir, excepto en un conjunto de medida nula. En adelante cuando se hable de
[|f]|p nos estamos refiriendo al representante de la clase de equivalencia al cual pertenece f, obteniendo asi la norma
que hace a LP un espacio normado.
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Ejemplo 2.1.9. Sobre el espacio L*(2) se define el producto escalar

(u,v) =R - u(z)v(x)dy, u,v e L*(R"),

con lo cual el espacio L? es un espacio de Hilbert, es decir, un espacio vectorial equipado con un
producto escalar tal que es completo para la norma definida por el producto interior. Aqui la notacion

Ru denota la parte real de u : R™ — C.

Proposicién 2.1.10. [26, p. 28/(Desigualdad de Young) Sea 1 < p,q¢ < oo con
Si f € LP(R") y g € LY(R") entonces la convolucion f * g € L"(R") donde 1 =
ILf =+ gllr < 1 f1lnllgllq-

Teorema 2.1.11. [26], p. 27] (Teorema de Riesz-Thorin) Sea 1 < p,q < 0o con pg # p1, p1 # ¢1-
Sea T un operador lineal acotado de LP°(R™) en L% (R™) con norma My y de LP*(R™) en L% (R™)

con norma My . Entonces T es acotado de LP? (R™) en L% (R™) con norma My, tal que
1-6 776
My < ME=OMY,

con
1 1-6 6 1 1-6 6
- = +—, — = +—, 0€(0,1).
Do Po Pr Qo 9o q

2.2. Espacios de Sobolev

Aunque el uso de los espacios de Sobolev en esta disertacién serd bastante limitado, en aras de
la completitud en la exposicién y dejar bien establecida la notaciéon a ser usada, los recordamos

brevemente.

Sea © un abierto de R™. Denotamos por C*(Q) el espacio de todas las funciones sobre ) tales que
todas sus derivadas parciales de orden menor o igual que k son continuas. Ademads, se define el
conjunto C®(§2) = ﬁ Ck(Q), y C$°(R™) el espacio de funciones infinitamente diferenciables con
soporte compacto. Clz;llsideremos el espacio D(Q) de las funciones C§°(£2), equipado con la topologia

inducida por la familia de seminormas

gm () = sup > [D%(x)|, Ve € D(Q).
r laj=m

Aqui, K C Q es un compacto y « es un multiindice, esto es, una n-upla de enteros no negativos
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n
— — . 3 31 3 [e% a 01 02 o
o= (ar,az,...,a,) y |af = > a;. Si  es un multiindice denotamos 2@ por 2 = 27" 5 xfn

j=1
para ¢ = (x1,%2,...,%,). Ademds, denotamos Dy = 0/0xy y D = (D1,Ds,...,D,) de donde

tenemos que

aal aa2 60“1
DY = DYt D2 ... D% — )
1 2 n 817(111 81732 axgn
El conjunto de las distribuciones sobre 2, D'(f2), es el espacio dual (topolégico) de D(Q). Si T €

D'() y a es un multiindice, se define la distribucién

6(1 1 6(1 n

DT = Z
oz Oap”

por
(DT, p) = (=1)°W(T, D*¢), Y € D().
Si f € LP(R), entonces f define la distribucién Ty € D’ (Q) por

(Ty.0) = R ( [ f<x>mdu> e D).

Si Ty = Ty, entonces se verifica que f = g c.t.p. Una distribucién T € D'(f2) se dice que pertenece
a LP(Q) si existe f € LP(Q) tal que T = Ty. En este caso f es Unica.

Para cada k € N, 1 < p < oo, y 2 abierto de R"), el espacio de Sobolev W*?(Q) se define como

WHhP(Q) = {g € LP(Q) : D*g € LP(Q), para|a| < k}.

El espacio W*?(Q) es un espacio de Banach dotado con la norma

lgllwes = > [ID%gll,.

0<a|<k

Cuando p = 2, es usual denotar W*P(Q) dada por H*(Q) = HF.



34

2.3. Transformada de Fourier

En adelante usaremos las siguientes notaciones; x = (x1,22,...,2,) es un punto variable en el
espacio Euclidiano n—dimensional R™. Para cualesquier dos puntos @ = (21,%2,...,2y), Yy =
(y1,Y2,---,Yn) se define z -y = ixjyj vz =z .

Si f € C(R™), se dice que f se]zianula en oo si para todo € > 0 el conjunto {z : |f(z)| > €} es

compacto; definimos entonces el conjunto
Co(R™) ={f € C(R™): f se anula en co}.
Definicién 2.3.1. La transformada de Fourier F es definida como:

F: LYR") — L>®(R"),

feFhH="1

donde

f(f) = f(x)e 2™ Cdz, para & € R™.
RTL

Ejemplo 2.3.2. Sean =1y f(z) = X(a,5)(z) (la funcién caracteristica del intervalo (a,b)). Entonces

fio - [ o

eZTribﬁ _ e—27ria£
2mi€

— _e—ﬂ'i(b-i-a)ﬁ (

e—ﬂ'i(b—a)f _ eﬂ'i(b—a)f
2mi€ )

_efﬂ'i(bJra)f Sen(ﬂ(b — CL)&)

€ '

En particular, si (a,b) = (—1,1) tenemos

2o sen(2m§)
O

A continuacién recordamos algunas propiedades basicas de la transformada de Fourier en L'.

Teorema 2.3.3. [26, p. 1] Sea f € L*(R™), entonces

(i) La aplicacion F define una aplicacion lineal acotada con

1 Flleo < 111 (2.2)
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(ii) Para cada f € L'(R"), f € C(R™).

(iii) Para cada f € L*(R™), lim f({) =0 (Riemann-Lebesgue).

|| —o0

(iv) Sige L' y f*g es la convolucion de f y g, entonces

Fr9(€) = F(©)3(©). (2:3)
(iv) Sea g € L*(R™). Entonces
Fgw)dy = | F(y)a(y)dy. (2.4)
R Rn

Veamos ahora un ejemplo para ilustrar parte de las propiedades establecidas en el Teorema [2.3.3]

Ejemplo 2.3.4. 26, p. 3] Sean=1y

2—1x si x €[0,2)
glz)=q z—-2 si z e [-2,0) (2.5)
0 st x € (—o00,—2)U(2,00).

(i.e. g(w) = X[=1,1) * X[-1,11(7)). La identidad (2.3)) muestra que

_ sen?(2m€)

9(5) (7T§)2

Una propiedad fundamental de la transformada de Fourier es la relacién con la diferenciacién. Esta

es descrita en el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.5. [158, p. 241] Suponga f,g € L*(R™).

(1) Siz®f e LY(R") con |a| < k, entonces | € C¥(R") y D*f = m

(i) Si f € CE(R™), D*f € LY(R™) para |a| < k, y D*f € Co(R"), para |a| < k — 1, entonces
Def(€) = (2mi&)* f(£).-
Ahora centramos la atencién en la siguiente pregunta: Dada la transforma de Fourier f de una
funcién en L'(R™), ;podemos recuperar a f? Desafortunadamente la respuesta en general es negativa
(ver Ejemplo [Z3.2)). Sin embargo, si f € L'(R™) la respuesta es afirmativa, como lo muestra el

siguiente teorema.
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Teorema 2.3.6. [15, p. 243] (Transformada inversa de Fourier.) Sea fif e LY (R™). Entonces

(]?)v = ?\\/ = f c.t.p; donde fV denota la transformada inversa la cual es definida como:

~

£@)=Feo) = [ e fede

2.3.1. La transformada de Fourier en L?

En el estudio de la ecuacién de Schrodinger surge la necesidad de resolver el respectivo PVI en el
cual la condicién inicial pertenece al espacio de energfa finita L?(R"). En este sentido se refuerza la
necesidad de expandir la definicién de la transformada de Fourier. Para esto, recordemos primero
un resultado importante de densidad en espacios LP, el cual establece que, L'(R") N L?(R™) es un

subconjunto denso de L'(R™) y L*(R").

Teorema 2.3.7. (Plancherel). [26, p. 4] Sea f € L'(R™) N L%(R™). Entonces f € L*(R™)
1 £1l2 = [1£]l2- (2.6)

Como observacién, el Teorema 2.3.7 junto con la densidad de L' N L? en L2, implica que existe una

tnica extensién de la transformada de Fourier al espacio L2.

Lema 2.3.8. [15, p. 245] Si f,g € L*>(R"), entonces
(f9)" = fxg. (2.7)

De manera ansloga, podemos expandir el Teorema [2.3.6] al espacio L2, asi:

Teorema 2.3.9. [26, p. 8/ La inversa de la transformada de Fourier F~* puede se expresada como

(FFf)(z) = f(—x), para toda f € L*(R").

2.4. El espacio de Schwartz S

El espacio de Schwartz S, que consiste de todas las funciones de clase C*°(R™) las cuales, junto
con todas sus derivadas, decaen a cero en el infinito més rédpido que cualquier potencia de |z|. M4s

exactamente, dados cualquier entero no negativo NV y cualquier multiindice «, se define

Al ,e) = S;lﬂgb(l +[a)¥ 1D f(2)|
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S={feC®R"): [|fll(n,a) < o0,para todo N,a}.

Note que si f € S(R™) entonces |V f(z)] < C para algiin C > 0, luego |f(z)| < S5, = # 0,

= =l

asi f — 0 en +oo rdpidamente, mas que cualquier polinomio.
Observacién 2.4.1. S # 0. En efecto, tome fo(x) = xo‘e_‘””‘2, para cualquier multiindice o.

Proposicién 2.4.2. [13, p. 227] El espacio S es un espacio de Banach completo con la topologia

definida por la norma || - ||(n,a)-

Observacién 2.4.3. Se tiene que C° G S. En efecto, tome la funcion f(z) = e~ 17I’/2 € S(R™)

pero no estd en C°(R™).

Como consecuencia de la Proposiciéon [2.3.9 se tiene el siguiente resultado.
Proposicion 2.4.4. [13, p. 244] La transformada de Fourier F define un isomorfismo de S en S.

Definicién 2.4.5. El conjunto de las distribuciones temperadas S'(R™) estd definido como el dual

topoldgico de S(R™).

Definicién 2.4.6. Dada ¥ € 8'(R"), se define la transformada de Fourier de U como U € S' tal

que

o~

U(f) = ¥(f), para cualquier f € S(R™). (2.8)

La topologia en S'(R™) puede ser descrita de la siguiente forma. Sea {Uy} C S'(R™). Se dice que

U — 0 en S’ cuando k — oo, si para cualquier f € S(R™) se tiene que Ui(f) = 0 cuando k — co.

Como consecuencia de la Definicion 2.4.6] se tiene el siguiente teorema:
Teorema 2.4.7. [26, p. 11] La transformada F define un isomorfismo de S’ en S'.

Proposicién 2.4.8. [20, p. 12] Sea ¢ € S(R"™) y ¥ € S'(R™). Definido

U p(z) = U(p(z —>)).
FEntonces

U % € C°(R") NS (R")

s =05, (2.9)

donde Up € S'(R™) estd definido como VP (¢) = W(F) para cualquier ¢ € S(R™).
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Finalizamos esta seccién recordando la definicién de los espacios de Sobolev H*(R™) = H®, s € R.

Dado s € R consideramos la aplicaciéon

Aof = (L +[EP)2 )Y

la cual define un operador continuo sobre &’. Consecuentemente, se definen los espacios H?®, s € R,
como siendo

H*={feS :\fecL?.

El espacio H® define un espacio de Hilbert con el producto interno

(F.o)w =R [ (M) (g

y la norma

e = [[As f]2-

No es necesario para los objetivos de esta disertacién profundizar en las propiedades de los espacios
H*. Simplemente recordemos que si s = 0, H® = L?; H* C L? continuamente para s > 0; ademds

S es un subespacio denso de H”.

2.5. Semigrupos de operadores

La Teoria de Semigrupos es una herramienta importante en el tratamiento de las ecuaciones dife-
renciales parciales no estacionarias (tiempo-dependientes o evolutivas). Antes de introducirnos en
el concepto formal de lo que es un semigrupo, consideremos el siguiente problema de valor inicial

asociado a una E.D.O lineal
uy = ku, k<0, t>0,

u(0) = up.

(2.10)

k

Sabemos que la funcién u(t) = e**ug es la tinica solucién del problema de Cauchy (2.10). Si consi-

deramos X = R y u(t) = T(t)ug, con T(t) dado por e**, tenemos que T'(0) = 1, con lo cual T(0) es

la identidad sobre X, y ademas,
T(t)T(s)uo _ ekteksuO _ ek(t-‘rs)uO — T(t + S)Uo.

También, para cada up € X, la aplicacién t € [0,00) = T(t)ug = e*uy € X es continua.
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Pasamos ahora al contexto infinito dimensional y consideremos el siguiente problema de valor inicial

asociado a la ecuacién del calor

Ut = Uy, T € (a,b) CR, t >0,
wlart) = ulb 1), ¢ >0, (2.11)

u(z,0) = ug, z € (a,b).

Consideremos ahora X = L?((a,b)) y A : D(A) — X definido como Au = d,,u, para cadau € D(A),
con

D(A) = {u € H?*((a,b)) : u(a) =u(b) = 0}.

Con esta definicién, podemos reescribir el problema (2.I1)) como el siguiente problema de Cauchy

en X asociado a una E.D.O de primer orden sobre el espacio de Banach X,

uy = Au,

(2.12)
u(0) = uo.

Ay, con lo cual, una vez en-

Es natural pensar que la solucién de 2I2) es de la forma u(t) = e
tendido el sentido de e? en el caso en el que A es un operador definido sobre un espacio infinito
dimensional X, pasamos a verificar que la aplicacién T'(t) = eA? verifica que T(0) = T (T es el
operador identidad sobre X) y T(s +t) = T(s)T'(t) para cada s,t > 0, andlogo a lo que sucede

con la funcién exponencial. Pues bien, esta generalizacién es posible, y la teoria que la sustenta se

denomina Teoria de semigrupos.

Corroboraremos su aplicabilidad en el analisis de problemas de Cauchy no homogéneos, en particular,

en el estudio de existencia de solucién de la ecuacién de Schrodinger no lineal.

Definicién 2.5.1. Sea X un espacio de Banach. Una familia {T(t)}, t > 0, de operadores lineales
acotados de X en X se denomina semigrupo fuertemente continuo o semigrupo de clase Cy, si se

verifican las siguientes condiciones:
(i) Tt+s)=Tt)T(s), t,s >0.
(i1) T(0) =T.
(#4i) Para todo x € X, la aplicacion t € [0,00) — T'(t)x € X es continua.

Ejemplo 2.5.2. Sea A un operador lineal acotado en un espacio de Banach y sea T(t) : X — X el
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operador dado por
n

T = et = 3 A"

n!

n=0
Entonces la familia {T(t)}1>0 define un operador de clase Cy. Mds ain, es continuo en la topologia

de la norma, es decir,

lim ||T'(t) — Z| = 0.
t—0
Tales semigrupos se denominan semigrupos uniformemente continuos.

Definicién 2.5.3. Sea {T(t)}, t > 0, un semigrupo de clase Cy de operadores lineales acotados
sobre un espacio de Banach X. El generador infinitesimal del semigrupo es el operador A definido

por
Az = lim M7
h—0t h

y el dominio D(A) de A es dado por el conjunto de elementos x € X para los cuales el limite existe.

De la Definicién 253 no es claro que elementos distintos a 0 pertenecen a D(A). Sin embargo, el
conjunto D(A) es en efecto, grande; de hecho, el conjunto D(A) es denso en X. Antes de enunciar
dicho resultado, presentaremos la siguiente proposicién que retne algunas propiedades ttiles para

esta propuesta.

Proposicién 2.5.4. [2])] Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo {T(t)}1>0 de clase Cy.
Entonces
t+h

(1) Parazx € X, }lll'rn - T(s)xds =T (t)x.

—0 ¢

t
(i7) Para x € X y todo t > 0, / T(s)xds € D(A) y
0

A([T@ﬂ%)zT@x—m

(151) Para x € D(A), se tiene que T'(t)x € D(A). Ademds, la funcidn t € [0,00) — T(t)x € X es
diferenciable y

d
ET(t),T = AT (t)x = T(t)Ax.

(iv) Para x € D(A), T(t)x —T(s)x = / T(1)Azdr = / AT (T)zdr.

Teorema 2.5.5. [2]]] Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo de clase Cy. Entonces

D(A) es denso en X y A es cerrado.
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h
Demostracion. Para todo x € X, definamos xp, = E/ T(s)xds. Por el item (i) de la Proposicién
0
254 tenemos que

h

, 1
%11% ) T(s)xds =T(0)x =z,

h
asi ¢, — x cuando h — 0. Por el item (4¢) de la Proposicién 2.5.4] / T(s)zds € D(A), con lo cual
0
D(A) es denso en X.
Ahora asuma que z,, € D(A), z, — xy Az, — y. Entonces por el item (iv) de la Proposicién 257

encontramos que

h
T(h)xy — xp = / T(s)Ax,ds.
0

Tomando el limite cuando n — co, obtenemos

h
T(h)r—z = /0 T(s)yds.

Dividiendo por h y tomando el limite h — 0T, concluimos que

Ax = y.
o
2.6. Soluciones blandas
Sea {T'(t)}+>0 un semigrupo de clase Cy de operadores en X y A el generador infinitesimal.
Consideremos el problema de valor inicial abstracto dado por
u'(t) = Au(t) + f(t), (2.13)

u(0) = up.

Asumamos que ug € D(A) y f € C([0,T]; X). Diremos que u es una solucién (clasica) de (ZI3)) si
u e CLH[0,T]; X)UC([0,T]; D(A)) y verifica la ecuacién ([2.I3) puntualmente.

Teorema 2.6.1. [2] p. 106] Sea u una solucion cldsica de [2I3). Entonces u es dada por la

formula

u(t) = T(t)uo + /0 T(t—s)f(s)ds. (2.14)

Demostracion. Sea g(s) = T(t — s)u(s). Entonces, usando el item (iii) de la Proposicién 254
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obtenemos
% — _AT(t — s)u(s) + T(t — ) (1)
= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)(Au(s) + f(s))
=T(t—s)f(s).
Asi, .
o(6) = 9(0) = ult) = T(t)uo = [ T(t=)1(s)a.
lo cual completa la demostracién. o

Observemos que la integral (Z.14) tiene sentido bajo condiciones més débiles sobre f. Por ejemplo,
(2I4) representa una funcién continua en t si asumimos que ugp € X y f € L'([0,T]; X). Aqui,
L'([0,7]); X) denota el espacio de Banach de (clases de) funciones medibles f : [0,7] — X tales

T
que / [|f]lxdt < co. Esto motiva la siguiente definicién.
0

Definicién 2.6.2. Asuma ug € X y f € L*([0,T]; X). La funcién u(t) dada por 2I4) es llamada
una solucion blandEH de 213).

De la Definicion 2.6.2] surge inmediatamente la pregunta de cudndo una solucién blanda es una

solucién clésica.

Teorema 2.6.3. [2], p. 111] Asuma ug € D(A) y f € C([0,T]; X) tal que f € L'([0,T]; D(A)).
Entonces la solucion blanda dada por 214) es una solucion clasica de (2.13).

2.7. Teorema de Hille-Yosida

Hemos visto que todo semigrupo de clase Cy tiene un generador infinitesimal, y ademas, por lo
visto en la Seccién 2.6] sabemos cdmo usar el semigrupo para resolver un problema de valor inicial.
Desde el punto de vista de la Teoria de las E.D.Ps, un aspecto relevante es saber cuales operadores
diferenciales son generadores infinitesimales de un semigrupo de clase Cy. Una respuesta a este in-

terrogante es dado por el teorema de Hille-Yosida.

Recordemos que si A es un operador lineal de X, no necesariamente acotado, el conjunto resolvente

de A, p(A), es el conjunto de todos los nimeros complejos A para los cuales \Z — A es invertible,

3El término solucién blanda proviene del inglés, como traduccién de mild solution.
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i.e., (\Z — A)~! es un operador lineal acotado en X. La familia de operadores lineales acotados

R(A:A)= (AT —A)~' X€ p(A) es lamado el resolvente de A.

Teorema 2.7.1. (Hille-Yosida) [2], p. 8] Sea A un operador en un espacio de Banach X. A es

generador infinitesimal de un semigrupo {T'(t)} de clase Cy si y solo si

(i) D(A) es denso y A es cerrado

(it) El conjunto resolvente p(A) de A contiene RT y ademds para todo A > 0

IR(A = A)]| < (2.15)

>| =

En la préctica, la verificacién de la hipotesis del Teorema de Hille-Yosida no es tarea facil. Sin
embargo este teorema es esencial en resultados de caracterizacion de generadores infinitesimales de
semigrupos (y grupos) como lo es el Teorema de Stone que serd presentado en la Seccién 2.8 Es

por ello que hemos decidido dedicar la Seccién 27 a recordar el Teorema de Hille-Yosida.

2.8. Grupos

Definicién 2.8.1. Sea X un espacio de Banach. Una familia {T(t)}$2_ ., de operadores lineales
acotados de X en X se denomina un grupo Cy de operadores acotados, o simplemente un grupo Cy,

si satisface las siguientes propiedades:

(i7) T(t+s)=T(@)T(s) para t,s € R,
(i4) }gr(l) T(t)x =z para toda v € X.

Definicién 2.8.2. El generador infinitesimal A de un grupo {T(t)}s2_ ., es definido por

Az = lim L(t}x -
t—0 t

(2.16)

siempre que el limite exista; el dominio de A, D(A), es el conjunto de todos los elementos x € X

para los cuales el limite [2.16]) existe.

Sea {T'(t)}$2 _ . un grupo Cy. De la Definicién 2.8.2 se tiene que para t > 0, {T'(¢)}:2, es un semi-
grupo de clase Cy cuyo generador infinitesimal es A. Mds aun, para t > 0, {S(¢)}52, = {T(—1)}2,

es también un semigrupo de clase Cy con generador infinitesimal dado por —A. Asisi {T'(t)}52_ es
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un grupo Cy en X, Ay —A ambos son generadores infinitesimales de semigrupos Cy denotados por
{T+(t)}20 v {T-()}52, respectivamente. Reciprocamente, Si A y —A son generadores infinitesima-
les de semigrupos {T(t)}32, v {T-(t)}32, de clase Cjy, entonces es posible mostrar que (ver [24])

A es el generador infinitesimal de un grupo {T'(¢)}2_ . de clase Cy, obtenido por

. [T 0} para t>0,
{TO}E - = (2.17)

{T_(t)}2, para t<O0.
Recordemos que dado un espacio de Banach X con su respectivo dual topoldgico X*, denotemos
por (z*,z) la evaluacién de z* € X* con x € X. Sea A un operador lineal con dominio denso D(A)

en X. El adjunto A* de A es un operador lineal de D(X*) C X* en X* definido como sigue: D(A*)

es el conjunto de todos los elementos z* € X™* para los cuales existe una y* € X* tal que

(¥, Ax) = (y*, x) para toda x € D(A) (2.18)

y six* € D(A*) entonces y* = A*x* donde y* es un elemento de A* satisfaciendo la igualdad (2.18)).

Sea A: D(A) C X — X un operador lineal, X un espacio de Hilbert, y D(A) = X. El operador A
se denomina simétrico si (Ax,y) = (y, Az), VYa,y € D(A). En este caso D(A) C D(A*). Si ademés
D(A) = D(A*) se dice que A es autoadjunto. Ademés se dice que A : X — X es unitario si A* = A~L.

Finalizamos esta seccién con el Teorema de Stone el cual caracteriza la generacién de grupos de

clase Cj en términos de la propiedad de ser autoadjunto.

Teorema 2.8.3. (Teorema de Stone) [2/], p. /1] A es el generador infinitesimal de un grupo Cy de

operadores unitarios en un espacio de Hilbert H si y solamente si iA es autoadjunto.

El Teorema 2.8.3] nos permitird mostrar que la familia de operadores definido a través de las solucio-

nes de la ecuacion lineal de Schrodinger, forman un grupo de clase C, como se vera en el Capitulo 3.



Capitulo 3

Ecuacion de Schrodinger lineal

El objetivo de este capitulo es estudiar las propiedades mas importantes de la ecuacién de Schrodin-
ger lineal. En particular, analizamos la existencia de solucién, y las propiedades de grupo de
Schrédinger, lo cual serd fundamental para el estudio del problema no lineal, como veremos en

el Capitulo 4.

3.1. Solucién de la ecuacion de Schrodinger lineal

Ahora analizamos el problema de Cauchy asociado a la ecuaciéon de Schrédinger lineal

Owu=1Au, t € R, x € R,
u(z,0) = uo(x),

(3.1)

donde ug € S es una funcién que representa la condicién inicial. Aplicando la transformada de
Fourier en (B con respecto a la variable espacial x € R™, y teniendo en cuenta que d,u = 9y,

tenemos

da(E, ) = iAu(E,t), t €R, € € R,
(€, 0) = ug(€).

(3.2)
Teniendo en cuenta el item (i7) de la Proposicién 2235 se tiene que

Au(e,t) = 2m)2 - (&2 + &2+ ..+ 6D 1)
= —4n?|€2a(E, t).
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Asi, de (8:2) obtenemos
6ta(§7 t) = _47T2i|€|2a(€7 t)u

(3.3)
(&, 0) = uo(§).

Como podemos ver, (33]) es una E.D.O lineal de la forma %y + ky = 0, la cual tiene como tnica

solucién

U, 1) = e G 6. (3.4)

Si aplicamos la transformada inversa de Fourier en (84 y usamos el Lema 2:3.8 obtenemos
(a(&, 1) = (7™ " 05 (6)) ¥,

es decir,

u(z,t) = (e~ 4 MY sy (). (3.5)

Basta ahora hallar (e~%7 #l¢1*)V para obtener una representacién mas explicita de (3.1)). Para ello

usamos los siguientes lemas:

Lema 3.1.1. Sia € C\{0} tal que R(a) > 0, entonces

el _ (Z)Q o~/ (3.6)
a

Demostracion. En primer lugar podemos ver que

/Re—fdx = 7. (3.7)

En efecto,

Ahora consideremos la funcién g(z) = e=/*I°, @ € C\{0}, con R(a) > 0. Por definicién de transfor-
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mada de Fourier
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Denotemos por I(§) = / e_“””2_2””'5dx, x € R. Notemos que
R

N2
2mizé + ax? = (\/E:C + ”—\}g) + =€

a

Entonces,

1(¢) :/e’(ﬁ“”&/ﬁf*”zﬁz/adx
R

=e ™A / ei(ﬁﬂmg/\/&)zdaj.
R

Haciendo un cambio de variable, definamos y = y/ax. Entonces,

=€ a

—(y+mie/va)® 4 3.8
e Y. .
N (38)

1(§) =

Por otro lado, dado que la funcién h(z) = e~* es entera sobre C, entonces / e dy = 0, donde C
c
es cualquier camino cerrado contenido en C.

. 2
Como vemos, en (3.8) necesitamos calcular / e~ (v+mie/va) dy. Consideremos el diagrama presen-

R
tado en la Figura 311

Analicemos / h(z)dz y / h(z)dz cuando R — co. Observemos que podemos parametrizar £o por
4 V4
p(t) = R+tw, con0<t<1yR>0.Asi,

—R+i€)2 0y i€ /2 R+i€/2

62 FR 64

R 4] R

Figura 3.1: Camino cerrado para apoyar la solucién de la integral.
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1
/efzzdz:/ e~ (RFtw)®
25 0

Entonces

/ 2’z
Lo

/|€ R+2Rtw+wt w|dt

7”5 Rz/ | —(2Rtw+w?t) |dt

1
— 242 . .7 .
Como / le (2Rbw+wt )|dt es acotada al ser la integral de una funcién continua sobre un compacto,

2
y e — 0 cuando R — 00, entonces
e “ dz — 0 cuando R — o0.
Lo
De manera andloga afirmamos que

/ =% dz — 0 cuando R — oco.
Ly

En efecto, observemos que podemos parametrizar 4 por p(t) = —R+ (1 —t)w, con 0 <t < 1y

R > 0. Asi,
2 1 2
/ e ” dz:/ e~ (FRAA=10)" gt
f4 0

Entonces

1
S/ e~ (R*—2R(—t)wrte (1=0) | gy
0

_ 2
/ezdz
£y

< T [
Ja

Como / |e_(_2Rt“+“’2(1_t)2)|dt es acotada al ser la integral de una funcién continua sobre un

2
compacto, vy e~® — 0 cuando R — oo, entonces
e * dz — 0 cuando R — o0.
Ly

Como

e (oo o)

C £y L2 L3 Ly

/ efzzdz:—/ e dy = (/ —|—/ —|—/)ez2d2'—/ e dz.
—{3 £3 £y 12 Ly £y

entonces
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Tomando la parametrizacion de ¢; : p(y) = y y la parametrizacién de ¢35 : p(y) =y + ”—\/Zg obtenemos

R
/ e dy = / e_y2dy — / e_y2dy, cuando R — oo.
A -R R

Asi, de (B1) concluimos,
/ o iE/Va) _ / eV dy = /7. (3.9)
R

R

Juntando (39) y (B) tenemos

e ~(y+mig/va)®
1) = v LS dy
—n2¢2/a
R

va
— [,
a

En consecuencia,

con lo cual se completa la demostracién de (B.6)).

‘ 2

——s . . artual cllel/at
Lema 3.1.2. ¢~ %7 121" = lfm =47 (+)l2]” op S/(R™). Ademds e=*™ =" (¢) =

=50 (dmit)n/2
Demostracion. Dado que R(e +it) = € > 0, del Lema [B11] tenemos que

o€ /Aetit)  ilel?/ae
— .
(4 (e +at))n/2  (4mit)n/?

T (et a2
e—4m (e+it)|x|* —

Por otro lado, para cada ¢ € S se tiene que

(e 4 EHORE gy = (e—An(cHvlel’ 5

—4nZit|z|?
@)

— (e
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-
_ <e—4772it|13|2 ,

),
con lo cual se concluye la demostracién. O

Ahora volvamos a la expresién (B5). En vista del Teorema 2:3:9] vemos que
s (m) _ —dntitle]?

por tanto

2.2 —An2it|z|?

(em*m i) (&, 1) = (7M™ M)V (g, ). (3.10)
Del LemaBI2y BI0) concluimos que

cilél?/at

—4n?it|x|? _
(6 )v(§7t) - (47Tlt)n/2 .

(3.11)

Llevando (BI1)) a (BH) obtenemos la forma explicita de la solucién u(z,t) al problema de Cauchy
(1), 1a cual es dada por

s up(x) = ePug(x). (3.12)

3.2. Grupo de Schrodinger

Dada la ecuacién lineal de Schrodinger dyu = iAu, definamos el operador
Ag =iA : D(Ap) C L*(R") — L*(R"), siendo D(Ag) = H?(R").
Entonces se tiene el siguiente resultado preliminar.

Lema 3.2.1. El operador iAo es autoadjunto en L?(R™).

Demostracion. Denotando por (u,v) = fRn u - vdx, donde U representa la parte imaginaria de v,

tenemos que

(tApu,v) = (—Au,v)g = — Au - vdx = —/ u - Avdz = (—u, Av) = (u,iAgv), Yu,v € D(A);
Rn n

y por tanto, iAg = —A es simétrico, esto es, D(iAg) = L?, D(iAg) C D((iAo)*) y (iAou,v) = (u,iAgv).

Por lo tanto, para mostrar que iAg es autoadjunto resta ver que D(idg) = D((iAp)*). En primer
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lugar, para A € C con §()\) # 0,y f € L? tenemos que existe solucién al problema (\Z —iAg)u = f.
Para ello basta aplicar la transformada de Fourier, usando la Proposicion 2.3.5y el Teorema 2.3.9
Maés atin, la solucién u € D(iAg) = H*(R") es dada por

A(é-)e%'rix{

= [ & e
w@) = | Nt e

Sea entonces h € D((iAp)*). Dado que ((iAg)* — AZ)h € L?, entonces existe g € D(iAg) tal que
(140 — AXD)h = ((i4p)* — AT)h.
Por tanto, como D(iAg) C D((iAg)*) entonces
((140)" = AZ)(g — h) = 0.
Consecuentemente, como Rango((iAg) + AZ) = L? entonces
Nu((iAo)* — AT) = (Rango((iAo) + AT))* = {0},
y asi h = g € D(iAp). Por tanto, D((iAg)*) C D(iAo). O

Por el Teorema de Stone (Teorema [2.8.3)) tenemos el siguiente corolario:

Proposicién 3.2.2. Aj es el generador infinitesimal de un grupo {T(t)}2_ . de operadores uni-

tarios en L*(R™).

Este grupo de operadores unitarios denominado grupo de Schrédinger describe la solucién u(z, )
del problema lineal de (B.I)). En efecto, observamos que dada ug € L?, la funcién u(t) = T (t)ug es

la tinica solucién del problema

u € C(R,L*(R™)) N CY(R, (D(A))*)
iOu+ Au=0, en (D(A))*, Vt €R,
u(0) = up.

Adicionalmente, por lo visto en la Seccién Bl {T'(¢)}$2_ ., puede ser expresado explicitamente en

variables de Fourier, es decir T'(t)ug = e™*®ug donde

" Gilél2/4t
e ug = u(z,t) = ity *xuo(x), ug € S. (3.13)
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Observemos que de ([B.I3) se tiene que |F(e*®ug)(€)| = |uo(€)| para todo t € Ry & € R™. En
particular, para cada s € Ry t € R, |[e"*®ug||gs = ||uo||zs. Como S(R™) es denso en H*(R") para
todo s € R, se deduce que {e®*}°_ _ puede ser extendido a un grupo de isometrias en H*(R™)
para cada s € R. El generador de {e**2}22___ + H*(R™) es el operador A, definido por Agu = iAu,

para u € D(Ag) = H*T2(R").

Veamos algunas propiedades de la familia de operadores {e?**}%° .

Proposicién 3.2.3. (i) Para todo t € R, e® : L2(R") — L%(R") es una isometria, es decir
12 fll2 = |Ifll2, Vf € L2R").

(i7) Beisd = gilit)A cop (eitB)=1 = =ith,
(idi) "2 =1T.
(iv) Fijando f € L*(R™), la funcion Ty : R — L?(R") definida por T';(t) = e'*2 f es continua.

Demostracion. Por el Teorema de Plancherel (Teorema [Z37) y la igualdad (34]) se sigue que
i 7N —4x2it|€)? 7 n
12 fll2 = [l fllo = [le™*™ M Fllo = [| Fll2 = || fl2- (3.14)

Lo anterior concluye el item (i) de la Proposicién. Los items (ii), (it3) y (iv) son claros de la

Definicién [2.5.11 O

Ahora enunciemos algunas propiedades de decaimiento en el infinito del grupo {e®*2}22 _ sobre

o0

los espacios LP(R™).

Lema 3.2.4. Sit #0, % +L =1yp €[1,2], entonces

P

[ fllp < (daelt)) /2P =1 £

Demostracion. Por la desigualdad de Young (Proposicién [ZT10) tenemos

cilel?/at

W * flloo
eile? /4t

< =
< gl Il

it A
1€ flloo = |

< (nlth =1 flls (3.15)
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Asi, "2 es un operador lineal acotado de L*(R™) en L>(R™) con norma
Mo = sup{|[e"® flloc : f # 0,[[fll1 <1} = (4mft]) ™"/, (3.16)

Por otro lado, usando la Proposicién B.2.3] tenemos que |[e*2 f||a = || f|]2. Asi, €2 es un operador

lineal acotado de L?(R™) en L?(R™) con norma

My = sup{|[e"2fll2: f #0,|fll2 < 1} =1. (3.17)

Consecuentemente, usando el Teorema de interpolacién de Riesz-Thorin (Teorema 2T.TT]) tenemos

que €2 es un operador acotado de LP' (R™) en LP(R™) con norma

M < MEOMY = ((4nft]) /29,

con
1 1-6 6 1 1-6 6
—=—+ -, —-=——+—-,0€(0,1
ST T3, o Ty 00D
Asi,
1 2 1 1
—=5, 1-0=1--=——--.
p p p
Luego,
1€ Fllp < ((Arft)) ™) O fl = (dafe]) /2P =12 g,
de donde se concluye la prueba. O

Las estimativas dadas en el Lema [3.2.4] aunque fundamentales, no son suficientes para resolver la
ecuacion de Schrodinger no lineal. Recurrimos entonces estimativas espacio-temporales conocidas

como estimativas tipo Strichartz (Ver [6L26]).
Definicién 3.2.5. Un par (q,p) se dice que es admisible si

2n
n—2

I
|3
I

y2<p<

SRS

Enelcason=1,2<p<oo,yn=2,2<p< 0.

Teorema 3.2.6. (Estimativas tipo Strichartz) [6, p. 33/

a) Paratodo f € L?*(R™), la aplicacion t — e f pertenece a la clase LY(R™; LP(R"))NC(R, L?(R"™)),
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para toda pareja admisible (q,p). Ademds existe una constante ¢ > 0 tal que
0 1/q
([ e sigar) < clfle, v e 22, (3.15)
b) Sea I un intervalo de R, J =1, yto € J. Si (o, p) una pareja admisible y f € L7 (I, L” (R™)),

entonces para cada (q,p) pareja admisible, la aplicacion t — ftz ei(t_S)Af(s)ds pertenece a la

clase LI(I; LP(R™)) N C(J, L?(R™)). Ademds, existe una constante ¢ > 0 tal que

</ :dt> oy ([urony dt)w , (3.19)

para toda f € L (I, L (R™)).

/ ei(tfs)Af(s)ds




Capitulo 4

La ecuacion de Schrodinger no

lineal

El grupo de Schrodinger cobra importancia en este capitulo, en el que estudiaremos los resultados de
buena colocacién de la ecuacién de Schrodinger no lineal definida en (II5) con la no-linealidad dada
por el término —\|u|*~1u, que corresponde a uno de los modelos fisicos no lineales de mayor re-

levancia desde el punto de vista matemético y de las aplicaciones, como se mencioné en el Capitulo[I]

Consideremos el PVI
i = —Au — Nu|*"tu, teR, xR,

u(z,0) = uo(x),

(4.1)

donde A y « son constantes reales con o > 1y ug(z) es el dato inicial. Aplicando el Teorema 2.6.1]

encontramos que la formulacién integral del problema (1)) es dada por la ecuacién
u(t) = ePug + z')\/ e =8 |y | L) (s)ds, (4.2)
0

denominada solucidn blanda (o Mild Solution) del PVI ([&I]).

95
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4.1. Teoria local en L2

Las soluciones del problema (1)) poseen al menos dos leyes de conservacién

lu(, D)2 = [[uoll2, (4.3)
y \ \
2 o 2 N
IVau(®)|l3 = == u®IIEE =1 Vauollf — —=lluollZ}1, (4.4)

las cuales corresponden a la conservacion de la energia y el momento lineal respectivamente. En
#4) el primer término del lado derecho corresponde a la energfa cinética mientras que el segundo,
corresponde a la energia potencial. El dato inicial se asume que pertenece al espacio de energia

H(R™), lo que implica que ||V upl|l2 < oo.

Proposicién 4.1.1. Sea u(z,t) una solucién del PVI [@I) con dato inicial ug. Entonces para t € R

se tiene que

a5 )2 = [luoll2- (4.5)

Demostracion. Con el proposito de simplificar los cédlculos, tomemos el caso unidimensional, esto

es, n = 1. Sea u(-,t) una solucién al PVI ([@I]). Entonces u(-,t) satisface la ecuacién
g + Uge + Au|*Tu = 0. (4.6)

Dado que u(-,t) es una funcién compleja notemos por u = v + iw; luego uy = vy + W y Uzy =

Vge + 1Wzs. Notemos que
@ = (ivg — wy) (v — tw) = (—vwy + woy) + (v + wpw). (4.7)

Entonces el conjugado de ([@7) es dado por

@ = (—vwy + woy) — i(vv + wew). (4.8)

Por tanto, restando (4.8) de (1) obtenemos

T — ugt = (—vwy +woy) + (00 + ww) — (—vwy + woy) + (VY + ww) = (200 + 2wpw). (4.9)
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De manera anéloga,

UgrT = (Vg + 1Was ) (V — W) = (Vg + WaaW) + 1 (WezV — Vgpw) (4.10)

Upz T = (Vgz¥ + WaaW) — 1(WeapV — Vgpw). (4.11)
Luego, restando ([@I2) de [@II]) tenemos

UpaU— Uz U = (Vgzp 0+ WeaW) + (Wt — VppW) — (Vg 0+ Waa0) 8 (Waa¥ — Vpa) = 1(2W500 — 204,w).
(4.12)

Por otro lado, dado que wu = |u|? y u = |u|?, concluimos que
Nl tum — Nu|o—tum = 0. (4.13)

De los cdlculos anteriores podemos concluir que si multiplicamos (6] por u, y le restamos el

conjugado de este resultado, utilizando ([@9), @I2) y (@I3) tenemos que

(200 + 2wiw) + (2w v — 205,w) = 0, (4.14)
o equivalentemente
|u|? + i (uTly — uyT)s = 0. (4.15)
En efecto, observe que
d
juff = 20 +w?)

= (2uv + 2ww),

y
Uy — UzpU = (U +1w) (Vg — twy) — (Vz + 1wy ) (v — fw)
= VU — 1WWy; + LWV, + WWs — VU + 10 W — 10W, — WaW
= 20wV, — 210W,,
y

(T — uz), = (20w, — 210wy, ),
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= 20Wy Vg + 20WV5y — 20WeVy — 20V Wyy

= 2wy — 20Wyy),
asi,
(g — UpW)y = i2(2wvm — 20Wgy) = 2WeaV — 20w,

Integrando la igualdad (AIH) entre —co < = < oo y considerando que uty; — u,u — 0 cuando

|x| = oo, tenemos
d oo

7 lul?de = —i(uTlz — u,a) |52 =0, (4.16)

/ lu|?dz = C,

donde C es constante. Como u(z,0) = ug(x) (la condicién inicial del PVI), se concluye que

es decir,

||u('7t)||§:/ ul*dz = ||uoll3, (4.17)

lo cual finaliza la prueba. O

Proposicién 4.1.2. Sea u(z,t) una solucion del PVI (&1)) con dato inicial ug. Entonces parat € R

se tiene que

2 N 2 N
peneilieD)] at1 = IIVuoll3 — [Juol 551 (4.18)

Vaul|3 — -
IVulf} =

Demostracion. Con el proposito de simplificar los célculos, tomemos el caso unidimensional, esto

es, n = 1. Sea u(-,t) una solucién al PVI ([@1]). Entonces u(-,t) satisface la ecuacién
iUy + Uge + AMul*Tu = 0. (4.19)

Dado que u(-,t) es una funcién compleja notemos por v = v + iw; luego uy = vy + Wy y Uge =

Vg + 1Wyy. Multiplicando la ecuacién (AI9) por —uz, obtenemos que
— iy = —ilug|?; (4.20)
por otro lado

—Utlgy = (_Ut + iwt)(vmm + “U;E;E)



= _(Utvww + wtwLIJLIJ) + i(wtvmm - Utw$$)7

(=) (A~ ) = = Au|*~ rgu

= —Au|* (v + wew) + i(vaw — wew))].

Tomando dos veces la parte real de (£20), (21)) y (£22]) tenemos que

— 20Uy — 2WiWas = 2M\ul® " (v + wew).

Notemos que, al integrar por partes la ecuacién (£23) en la variable espacial, obtenemos

d
/ (204U — 2WiW4y ) dx = / — (V2 +w?)dx

_4 (02 + w?)dx
R

di
d 2
O
dt/R|u| &

2 d

Por otro lado, teniendo en cuenta que |u|* 14 |y = 7 g lul T, tenemos que

d
/ (2\u]* (vrv + wew)) dr = A / [l 2 (0% + w?)da
R R dt

2 d
= )\/ — |u|*dx
rQ+1dt

_ 2 £/|u|a+1dx.

Asi, de (£24) y ([@25]) obtenemos que

2
i/ Pz — 2 / jufo+idz = 2 / (lusl? — 22 oo +)dz = 0,

a—l—la a+1

es decir,

2 2\
/ g Pl — 2 / o dr = / (lusl? = 22 juo+)dz = K,
R Oé+1 R R o+ 1

59

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

donde K es constante. Como u(x,0) = ug(z) y (uo)z(x,0) = (ug)(x) (las condiciones iniciales del
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PVI), se concluye que

2\ a+1

a——|—1||u0| a+1»

2\ N 2A |
s I = gt Ol = [ (el = 2l e = [l -

lo cual finaliza la prueba. O

Presentaremos ahora un resultado de buena colocacion local, considerando el dato inicial ug € L2.

Observemos que si u(z,t) es una solucién de (A1), la funcién us(z,t) = 5%u(5x,52t), 0 >0,
también es solucién. Asf, considerando o = 1+ 4/n observamos que el espacio L?(R") es invariante
bajo la relacion de escala

u(z,t) — 5%u(5$, 6%t) = us(z,t),

esto es,

llug(@, )]z = |05 Tu(dz, 6%t)|] = 6518~ |[u(z, 6%t)||2 = ||u(x, §2t)||2.

Analizaremos entonces la buena colocaciéon del problema de Cauchy asociado a la ecuacién de
Schrodinger (@) en el caso ug € L2(R™) y a € (1,14 4/n). El valor « = 1+ 4/n se denomina

exponente critico de ([@.I). Este resultado es esencialmente tomado de [26].

Teorema 4.1.3. (Teorfa Local en L?) Si 1 < o < 1+ 4/n entonces para toda ug € L*(R™) exziste

In([luoll2, 1, A, @) > 0 y una dnica solucion u de la ecuacion integral (L2) en el intervalo de tiempo

[—1Io, Ip] con
u € C([~Io, Ip] : L*(R™)) N L" ([~ 1o, Io] : L“TH(R™))
_ A(a+1)
donde r = n(a=T) "

Demostracion. La demostracion es basada en el principio de las contracciones de Banach, el cual
establece que si (X, d) un espacio de Banach, y ¢ : X — X una contraccién, entonces ¢ tiene un

unico punto fijo, es decir, existe un dnico p € X talque 9 (p) = p.

Para cualesquier constantes positivas I y d definamos el espacio D(I,d) como sigue

D(I,d) ={ueC([-1,1]: L*(R"))NL"([-1,1] : L*T"(R™)) :
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I 1/r
s = s, [+ ( / I||u<t>||;;+1dt> <d

conl<a<l+4d/nyr= i((ztll)) El espacio normado D(I,d) con norma definida por ||| - |||; es

un espacio de Banach.
Sobre el espacio D(I,d) definamos la aplicacién ¢ : D(I,d) — D(I,d), tal que para v € D(I,d),
¥ (u) es dada por: .

Y(u)(t) = ePug + i /0 e =B (|| y) (s)ds. (4.28)

Afirmamos que para valores apropiados de d e I > 0 la aplicacién ¥ define una contraccién sobre

D(1,d). Por la Desigualdad de Minkowski (Proposicién 2.1.8))

/r I ‘ 1/r
</ ¥ ()]s +1dt> (/ ||6”AUO+Z'>\/ e (Ju|* ) (s)ds] |7, +1dt>
0 0
I , 1/r I t 1/r
< </ ||e”A’uO||;+1dt> + |)\| (/ ||/ el(t_S)A(|u|a_1u)(8)d8||g+ldt> '
0 0 0

2

Ahora, por hipétesis tenemos que 1 < o < 1+ 4/n y tomando la restriccién £ = & — ~47 tenemos

[e3

que el par (r,« + 1) es una pareja admisible. Asi, aplicando respectivamente las estimativas tipo
Strichartz descritas en (3I8) (tomando f = ug, (¢,p) = (r,a+ 1)) y GI9) (tomando f = |u|*~tu,
(0,p) = (¢,p) = (r,a + 1)) a cada una de las integrales de la parte derecha de la desigualdad

inmediatamente anterior, tenemos que

I I !
( / ||w<u>||;+1dt> < clfuollz + || ( / |||u|a-1u||za+1>/adt>
I / 1/7"
< clfuollz + || / [N
1/’
< cljuollz + | (/ ut)] |27 d ) , (4.29)

1/r

donde ¢ = c¢(a,n) es una constante que depende solamente de « y n. Observemos que, de la
iccién 2 = — ™ impli — Yatl) 3 ; /
restriccién £ = 7 — 5 implica que r = CER Ademss, se tiene que ar’ <r.

Aplicando la Desigualdad de Holder (Proposicién 2XT.7) en (£29) obtenemos

</ [OIN )W = </011dt>9 (AIIIU(t)IIZ+1df>a/T
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I a/r
=1 (/0 ||u(t)||2+1df> : (4.30)

donde 6 =1 — @ > 0. Entonces, si tomamos u € D(I,d) tenemos

I 1/r
( / ||u<t>||;+1dt> < iy < d.

Por lo tanto, de (£30) obtenemos

I 1/r'
( / [|u(®)] zildt> < 1% (4.31)
0

Reemplazando (£.31]) en ([@.29) vemos que

I 1/r
( / ||¢<u>||g+1dt> < lfuola + e (432)
0

Ahora calculemos la norma sup ||1p(u)]|]2. Por el item b) del Teorema (con (o,p) = (r,a+ 1),
[0,1]

(¢,p) = (00,2) y f = |u|*"u) tenemos que

t t 1/’
I [ s u sl < e ([ 1Pl yade) (13

Por la Desigualdad de Minkowski, el item (z) de la Proposicién B:2:3 ademéds de las Desigualdades
E3T y 133 vemos que

t
l()ll2 = [le™Aug + i / e mDA (|u] o) (s)ds] |

t
< [le"Puollz + |A| II/0 IR (Jul* ) (s)ds| |2

I 1/r!
< |luoll2 + c|A| (/0 I |u|a||fa+1)/adt>

I 1/r!
< c|luoll2 + c|A| (/0 [lu(®)] 3:—1dt>

< cl|uol|a + [N T?d™. (4.34)
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Entonces de (£.32) y (#34) concluimos
1w @)lllr < 2¢lluoll2 + 2¢|AITd™.
Si fijamos d = 4¢||ug||2 y tomando Iy > 0 tal que
A%\ IG [Juol |5~ < 1, (4.35)
obtenemos que

I1e@)llz < 2¢lfuol2 + 2¢|A[ 1%
< 2(clfuolf2 + 4%c[AI 17 |uol15)
< 2¢lfuo||2(1 + 4% A7 c*[Juol|371)

S 4C||UQ||2 =d.

Por tanto, la aplicacién ¢ : D(I,d) — D(I,d). Veamos ahora que v es una contraccién.

Sean u,v € D(I,d). Entonces

(Y (v) = () () = i/\/o IR (Jo] Mo — Jul* ) (s)ds.

Por ([30) y usando la Desigualdad | [v|* v — |u|* " u| < ko [v — u| (Jo[*! + Ju|*~!), para alguna

constante k, > 0, obtenemos
I 1/r' I 1/r'
(/0 | o[>~ o — IUIa_1U||Za+1)/adt> < ka </0 (lolleZs + Nulla3)" Mo —UIIZ+1(t)dt>
1 (a=1)/r I (a=1)/r
<k’ 3 ([ loll e [ el e
0 0
I 1/r
x ( JRIECE u<t>||’;+1dt>

I 1/r
< 2k I%d°7! (/O l[v(t) —u(t)||g+1dt> : (4.36)

|o¢71

Aplicando la estimativa tipo Strichartz descrita en (3I9) (tomando f = |v|* 1o — |u|*tu, (o, p) =
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(q,p) = (r,a+ 1)), y la Desigualdad [A36] vemos que

I 1/r I ¢ 1/r
( / ||w<v>—w<u>||;+1dt> Y ( / I / el“—smuvw-lv—|u|a-1u><s>ds||g+ldt>
0 0 0

I 1/r!
< Al 1 o1~ e = Jul® ul [ 41y jadt
0

I 1/r
< 2cka AT ( [ ot - u<t>||;;+1dt>
0
I 1/r
— e\ (/ ||v(t)_u(t)||g+1dt> . (4.37)
0

Por el item b) del Teorema B.2.6] (con (o, p) = (r,a + 1), (¢,p) = (00,2) y f = [v|* v — |u|* )

tenemos que

t I 1/r!
II/0 IR (o] Mo — [ul* ) (s)ds[2 < ¢ (/O | fo[*~ o — IUI“_1UI|fa+1>/adt> - (4.38)
Asi, utilizando las Desigualdades y [4.38 vemos que
t N
sup [[¢(v) — ¥(u)[|2 = || II/ IR (o] o — Jul*u) (s)ds] |2
[0,1] 0
I , 1/r'
<N (Il = gl
I 1/r
< 2cko|A[I7d* ! (/ [|v(t) — U(t)lllﬂdt)
0
I 1/r
= 2¢|\|1%a>? (/ v (t) —u(t)||;+1dt> . (4.39)
0
Por lo tanto, de (£37) y (@.39) tenemos

I 1/r
11¢(v) = (u)llr < 4elA|1%d> (/O [lv(t) — U(t)||2+1dt>
< Ade|APd M [o(t) — u(t)]|z- (4.40)
Ahora, del valor fijado de d, donde d < 4¢||ugl|2 ¥ la Desigualdad tenemos

4e|MI%d*= < 4% NI |Juo| |51 < 1. (4.41)
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Finalmente de (@40) y (@41)), concluimos que ¢ es contraccién. Por el Teorema de Punto fijo de

Banach, tenemos que existe una unica solucién u € D(I,d) de la ecuacién integral [@2)).

O

Teorema 4.1.4. Siu(t) es solucion de la ecuacion integral [@2) en el intervalo [—Io, Ip], entonces

para todo I < Iy eziste una vecindad B de ug en L?(R™) tal que la aplicacion

®: B— CO(-1I,1]: L*R™) N L"([-1,1] : L“TY(R™)),
ug > u(t)

es Lipschitz.

Demostracion. Sean u, v soluciones correspondientes de ([@2]) con dato inicial ug, vy respectiva-

mente, entonces
v(t) — u(t) = e (vo — ug) + M/ =8 (|p|* Ly — |u|*tu)(s)ds. (4.42)
0

Aplicando en ([£42) la Desigualdad de Minkowski (Proposicién 2-I.8), y aplicando respectivamente
las estimativas tipo Strichartz descritas en (B18) (tomando f = vg —uo, (¢,p) = (r,a+1)) y 319)

(tomando f = |[v|*tv — |u|*"u, (0, p) = (¢,p) = (r,a + 1)), tenemos que

I 1r I ¢
(/ ||v(t)—u(t)||;+1dt> = (/ ||€im(vo—uo)+i)\/ ei(t_s)A(|v|o‘_1v—|u|°‘_1u)(s)ds||g+1dt>
0 0 0

I 1/r
< ( / €2 (ug —uo>||g+1dt>
0

I ‘ 1/r
Y ( / I / =93 (|2 |u|a1u><s>ds||g+ldt>

I 1/r
< cllvo — uoll2 + ¢[A| (/0 Il fvl*~ o — |u|a_lu||€a+l)/adt> :
(4.43)

Teniendo en cuenta ([@30) en [EZ3) vemos que

1/r

I 1r 1
( JNLCE u<t>||’;+1dt> < ellvo — uolla + 26k 10" ( o - u<t>||’;+1dt>
0 0

1/r
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I 1/r
= c|jvg — ugl|2 + 2¢|A\[I?d>? (/ [lv(t) — u(t)||;+1dt> .
0

Asi, si I es suficientemente pequenio (ver ([A33])), entonces

I 1/r
</0 ||v(t)—u(t)||2+1dt> < Dvo — uoll2,

con ¥ = W. Anélogamente podemos probar que

sup o) = u(®)]]2 < I[[vo = uoll2-
0,1

Con lo cual concluimos la prueba. O



Conclusiones

¢ Se realizé una resena histérica sobre los aspectos més relevantes que llevaron a la formulacion
de la ecuacién de Schrodinger lineal, asi como también, se presentd algunas ideas fisicas (6ptica

no lineal) que justifican el modelo de Schrédinger no lineal.

o Mediante técnicas del Anélisis de Fourier se analizé la existencia de solucién del problema de

valor inicial asociado a la ecuacién de Schrédinger lineal con dato inicial en L2

¢ Se probé un resultado de buena colocacién local, para el problema de valor inicial asociado a
la ecuacién de Schrédinger no lineal, en el caso subcritico, con dato inicial en L2, utilizdndose

el Principio de contracciones de Banach y estimativas tipo Strichartz.
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