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RESUMEN

TITULO: ALGUNOS RESULTADOS DEL ANALISIS SOBRE EL CAMPO DE LOS
NUMEROS P-ADICOS!

AUTOR: YESID SUAREZ GARCIA ?
PALABRAS CLAVE: NUMEROS P-ADICOS, ANALISIS P-ADICO.
DESCRIPCION:

El campo de los nimeros p-adicos se puede obtener del campo de los nimeros raciona-
les a partir de un proceso de completacién con respecto a una métrica inducida por la
norma p-adica, similar en muchos aspectos al valor absoluto usual, por tanto, a manera
de introduccién se presenta la completacion de QQ respecto a esta métrica, ademas de
ciertas curiosidades topologicas del campo de los nimeros p-adicos.

El manejo y la utilizaciéon de los nimeros p-adicos presenta una mayor dificultad que
el uso de los numeros reales, no obstante es posible el desarrollo de un analisis p-adico
con tratamiento de conceptos clasicos tales como sucesiones y series, series de poten-
cias, continuidad, diferenciabilidad, funciones trascendentales, etc. Los resultados de
este andalisis p-adico son mas sencillos en algunos casos que el andlisis sobre el campo
de los niimeros reales. Por tanto, en el segundo capitulo se intoduciran los conceptos de
sucesiones y series en (Q,, con el objetivo de presentar la version p-adica de las funciones
exponencial y logaritmica.

En el tercer capitulo se abordaran las nociones de continuidad y diferenciabilidad de
funciones p-adicas haciendo hincapié en las similitudes y diferencias que tienen con
sus contrapartes reales, , por ejemplo, un resultado importante en el analisis real es el
teorema del valor medio pero este no es cierto para funciones p-adicas.

! Tesis.
2Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas Director: Edilberto Reyes G.
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ABSTRACT

TITLE: SOME RESULTS OF ANALYSIS ON THE FIELD OF P-ADIC NUMBERS. ?
AUTHOR: YESID SUAREZ GARCIA*

KEYWORDS: P-ADIC NUMBERS, P-ADIC ANALYSIS.

DESCRIPTION:

The field of p-adic numbers can be obtained from the field of rational numbers from
a process of completion with respect to a metric induced by the p-adic norm, similar
in many respects to the usual absolute value, by way of introduction we present the
completeness of Q with respect to this metric, also, certain topological curiosities in the
field of p-adic numbers are included.

The management and use of p-adic numbers presents a greater difficulty than the use
of real numbers, however, it is possible to develop a p-adic analysis with treatment
of classical concepts such as sequences and series, power series, continuity, diferentia-
bility, transcendental functions, etc. The results of this p-adic analysis are simpler in
some cases than the real-field analysis. Therefore, in the second chapter the concepts
of sequences and series in QQ, will be introduced, with the aim of presenting the p-adic
version of the exponential and logarithmic functions.

The third chapter will address the notions of continuity and differentiability of p-adic
functions by emphasizing the similarities and differences they have with their real coun-
terparts, for example, an important result in the real analysis is the mean value theorem
but this does not Is true for p-adic functions.

3Bachelor Thesis
4Facultad de Ciencias. Escuela de Mateméticas Director: Edilberto Reyes G



INTRODUCCION

Los ntimeros p-adicos fueron definidos por Kurt Hensel a finales del siglo diecinueve,
aparentemente a partir de una analogia con el cuerpo de funciones racionales. Una de
las grandes motivaciones para estudiar dicho sistema numérico es su particular topo-
logia, en donde por ejemplo, las bolas son conjuntos abiertos y cerrados, y, cualquier
punto en ella puede ser su centro.

Al igual que se obtienen los niimeros reales de los racionales, el campo de los niimeros
p-adicos se obtiene completando el campo de los nimeros racionales con respecto a una
determinada métrica, la métrica p-adica.

En este trabajo se estudian algunos conceptos del anélisis en el campo de los niimeros
p-adicos, y se comparan con los resultados conocidos del analisis sobre los nimeros
reales, por ejemplo, una serie converge, si y solo si, su término n-ésimo converge a cero,
lo que no sucede en el caso de un serie real.

Finalmente, aparte del interés sobre el andlisis p-adico, el campo de los nimeros p-
adicos son de particular interes e importancia en otras ramas de la matematica, tales
como la teoria algebraica de nimeros y la geometria algebraica. Ademas de tener un
papel central en algunas ramas de la fisica gracias a la propiedad no arquimediana de
la métrica p-adica ( ver [4]).



Capitulo 1

LOS NUMEROS P-ADICOS

En este capitulo se presentan las definiciones y teoremas basicos sobre el conjunto de
los niimeros p-adicos que se necesitan para desarrollar el tema central del trabajo. Las
demostracciones de dichos resultados se pueden encontrar en su mayoria en [3] y [9)].

1.1. CAMPO DE LOS NUMEROS P-ADICOS

Definicién 1.1.1. Sea R un anillo con unidad. Una funcion
N:R—R"U{0}
se dice que es una norma sobre R, si para todo x,y € R se tiene que:
s N(z)=0 siy solo siz=0.
= N(zy) = N(z)N(y).
= N(z+y) < N(x) + N(y).
Si ademds se tiene que
N(x +y) <mdx{N(x), N(y)},
decimos que N es una norma no arquimediana.

Si p un ndmero primo fijo y a es un entero no nulo, por el teorema fundamental de la
aritmética existe un unico n € NU {0} tal que a = p™r donde (p,r) =1y p no divide
a r, lo que permite definir la siguiente funcion:

Definicion 1.1.2. Sea p un nimero primo fijo y v, : Q = ZU{oco} la funcion definida
por
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» () =mdx{n € Z:p"lx}, six € Z\ {0}.
n v,(2) = vp(a) —vy(b), six=a/be Q.
n 1,(0) =00

La funcion v, : Q — Z U {oo} es conocida como la valuacion p-adica de un nimero ra-
cional y note que esta bien definida, pues si a/b = a'/b" entonces ab’ = a'b, y claramente
vp(a) + vp(b) = vy(a’) + v,(b) de donde se obtiene v,(a/b) = v,(a’/b').

Proposiciéon 1.1.1. Sean z,y € Q, entonces
(a) vy(z) =00 & =0,
(b) vp(zy) = vp(2) + vp(y),
(c) vp(x +y) > min{v,(x),v,(y)}, y si v,(z) # v,(y) se da la igualdad.
(Ver [3], Proposicion 2.4 pag 16).
Definiciéon 1.1.3. Si p es un numero primo fijo, se define en Q la norma p-ddica por

2], = p~ @) s x40,
P 0 st x=0.

Se tiene el siguiente teorema:
Teorema 1.1.1. La funcion | |,: Q — RT U {0} satisface:

= |z], =0 siy solo siz =0,

= |zyl, = |z, 1yl,,

= |z +yl, <mdx {|x]p : |y|p}, y si|yl, # ||, se da la igualdad,
es decir, | |p es una norma no arquimedeana sobre Q.

(Ver [10], Proposicion 24. pag 25).

Nota. La desigualdad del tercer item en el Teorema 1.1.1 se conoce como la desigualdad
triangular fuerte.

Dado que todo espacio normado es un espacio métrico, se tiene la siguiente definicion:
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Definicién 1.1.4. Sea R un anillo con unidad y N una norma en R, la distancia entre
x,y € R con respecto a N es

dy(z,y) = N(z —y) € RT.

Se tiene que:

» dy(z,y) =0siysolosiz=y,

= dy(z,y) = dn(y, ),

» dy(z+y) <dn(x,2) +dy(z,y) con z € R.
Si N no es arquimediana

dy(z +y) <max{dy(z,z),dy(2,y)} para todo x,y € R,

si dy(z,2) # dn(z,y) se da la igualdad.

Por lo anterior, si p es primo y | |, es la norma p-ddica sobre Q, d(z,y) = |z — y|, de-
fine una métrica sobre Q. Ademas, note que la imagen de la funcion | |p es el conjunto

{p":neZ}Uu{0}.
Ahora se puede definir sobre (Q,d| |p) las nociones clasicas del andlisis como conver-
gencia de series, limites, etc.

Definicion 1.1.5. Sea {a,} una sucesion en Q y b € Q. Se dice que {a,} converge a
b con respecto a | |, si

Ve>0 IMeN tal que si n>M=la, —b[, <e.

Definicién 1.1.6. Una sucesion {a,} en Q se llama sucesion de Cauchy con respecto
al |, siVe>03M €N tal que sin,m > M = |a, — anl, <e.

Como en el analisis clasico, por ser Q normado se cumple que:

Teorema 1.1.2. Una {a,} una sucesion en Q, si el lim,_, a, existe entonces la su-
cesion es de Cauchy.

(Ver [3], Teorema 2.11. pag 17).

Definicién 1.1.7. Una sucesion {a,} en Q se dice nula con respecto a | |, si converge
a cero, es decir, dado €, AM € N tal que si n > M,

|anl, <e.
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El campo de los nimeros racionales Q no es completo respecto a | |p, ya que toda
sucesion de Cauchy no converge en QQ, para ver esto se requiere construir una sucesion
de Cauchy en Q que no tenga limite en Q. Supéngase un primo p # 2 y escoja un a € Z
tal que

= ¢ no es cuadrado en Q;

= p no divide a a;

2 v

= ¢ es un residuo cuadréatico moédulo p, es decir, la congruencia z* = a (mod p) tiene

solucion.

Ahora se puede construir una sucesion de Cauchy de la siguiente manera. Elija un x

que sea solucion de z3 2 a (mod p), luego tome x; de tal forma que 1 = o (mod p) y

2?2 = q (mod p?); en general, se tiene que x, = x,_ 1 (mod p") y 22 = a (mod p™*1).

El siguiente paso es verificar que es una sucesion de Cauchy. Como | |, es una norma
no arquimediana, y por la construccion se tiene,

|Tps1 — Talp = A", <p Y = 0,

por tanto, {x,} es una sucesion de Cauchy. Por otra parte,
|23 — al, = |Bp" |, <p~"TV =0

lo que implica que {z2>} — a, pero a no es un cuadrado, por tanto no puede haber
ningin limite, lo que muestra que Q no es completo respecto a la norma p-adica. Asi
con el proposito de construir su completado, se consideran los siguientes conjuntos:

= C(Q,] |,) el conjunto de las sucesiones de Cauchy en Q con respecto a | |,.

= Null(Q,] |,) el conjunto de las sucesiones de Cauchy nulas en Q con respecto a
‘ ’p'

Nota. De ahora en adelante se notard C(Q, | |,) por C y el conjunto Null(Q, | |,) por
N.

Note que N C C, y ademéas se puede dotar de estructura de anillo a C usando las
definiciones usuales para la suma y el producto de sucesiones. Los elementos 0c = {0}
y 1lec = {1} son los elementos neutros para la suma y el producto de C.

Note que si {z,,} es una sucesion que pertenece a C y no esta en N, entonces el elemento
unidad 1¢ esta en el ideal generado por {z,}, por tanto se tiene el siguiente lema:
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Lema 1.1.1. N es un ideal mazimal de C.
(Ver [10], Lema 35. pag 34).

Definiciéon 1.1.8. Se define el campo de los niumeros p-ddicos como el cociente del
anillo C por el ideal mazimal N'; asi

Q, =C/N.

Los elementos de Q, son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy en Q con res-
pecto a la extension de la norma p-ddica | | .

Note que dos sucesiones constantes distintas nunca se diferencian por un elemento de A
(su diferencia es simplemente otra sucesion constante). Por lo tanto, se tiene la inclusion

Q—Q,

mediante el envio de = € Q a las clases de equivalencia de la sucesion constante {z}.

Extendemos la norma p-adica en Q a @, de la siguiente manera:

Lema 1.1.2. Sea {z,} € C, {z,} ¢ N. La sucesion de nimeros reales |z,|, es even-
tualmente estacionaria, es decir, existe un N tal que |:z:n|p = |xm|p para todo m,n > N.

(Ver [10], Lema 37. pag 35).

Esto significa que la definicion que se dard a continuacion tiene sentido,

Definicion 1.1.9. Si A es un elemento de Q,, y {x,} es cualquier sucesion represen-
tando X, se define

El limite anterior no depende de la eleccion de la sucesion de Cauchy {z,} en Q,.

Dado que cualquier bola abierta alrededor de un elemento A € Q, contiene un elemento
de Q, y, que cualquier sucesiéon de Cauchy converge en Q,, se tienen los siguientes
resultados:

Proposicién 1.1.2. Q es un subconjunto denso de Q,.

(Ver [10], Proposicion 40. pag 36).

Proposicién 1.1.3. Q, es completo con respecto a la norma | |,.

(Ver [10], Proposicion 41. pag 37).
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1.2. ALGUNAS PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE
CAMPO DE LOS NUMEROS P-ADICOS

Definicién 1.2.1. El disco unitario alrededor de 0 € Q, es el conjunto de enteros
p-ddicos

Zp:{ae@p:]a|p§1}.
Observacion 1.2.1. Sea x € Q). Entonces |z|, <p siy solo si |z], <1.

A continuacioén se presentard un teorema que hard més simple la comprension de Q,.

Teorema 1.2.1. Cada clase de equivalencia a € Q,, con |al, < 1 tiene eractamente
un representante de la forma {a,} para el cual:

» 0<a, <p" para cadan =1,2,...

" a, = a,p1 mod p" para cadan = 1,2 ....

(Ver [1], Teorema 1.2.2. pag 5).

Sia € Qpy lal, > 1, entonces -

p
y por el Teorema 1.2.1, existe un representante {b,} con las condiciones del Teorema

= ap'@ tiene norma p-adica menor o igual a 1,

para ap® ¥, asi, a tiene como representante a {a,} donde a, = b,p~"(*). Escribiendo
todos los b, en la sucesion representante de ap®® en base p, la segunda condicion, se
traduce como, si

by =co+ c1p+ cap® + .. + Curp"
donde los ¢; son niumeros en {0,1,...,p — 1}, entonces
b1 = Co+ 1P+ oo+ Cuoap™ '+ cap”,

donde los digitos ¢y hasta c¢,,_; son los mismos que para b,. De lo anterior, se sigue que

a
m—| =coF+eip+ ...t ep” + .,
P

por tanto, se obtiene una forma de escribir cualquier a € Q,, llamada la ezpansion
p-ddica de a

a=cop "+ eap "+ L F e e+ Gl + Cog2D”

donde n = v,(a)

15



Nota: La unicidad en el Teorema 1.2.1 es algo que no se tiene en el caso de los ntime-
ros reales, dado que existen varias representaciones decimales para un mismo niimero.
Por ejemplo: 1,000... = 0,999..., pero si dos expansiones p-adicas convergen al mismo
nimero en Q,, entonces ellas son iguales, es decir, todos sus digitos son los mismos.

Observacion 1.2.2. Se define el conjunto de unidades de Z, como
Zy ={z € Qy: x|, =1},

ya que si v € Ly y v~ € Z, entonces |z], <1y |m|;1 <1, y, por lo tanto |z|, = 1.

Proposicién 1.2.1. Sean a,x € Qp, si |x — al, < |al, entonces |z|, = |al,.

Demostracion. Por la desigualdad triangular,

p

2l, = le — a+al, < maz |z — al, ., lal, ) = |al,

Por otro lado
lal, = la —z + x|, < mazx (|m —al,, |x|p>

Si |z —al, > |z[, implicaria que |a|, < [z —a,, una contradiccién. Por lo tanto
|z —al, <z, v asi|a], <|z], por lo tanto |a|, = [z|,. O

Las siguientes proposiciones son consecuencia directa de la propiedad no arquimediana
de | |

Proposicién 1.2.2. Las bolas en Q, son abiertas y cerradas.

(Ver [10], Proposicion 58. pag 53).

Proposicion 1.2.3. Si b € B(a,r), entonces B(b,r) = B(a,r); en otras palabras, todo
punto de la bola es un centro.

(Ver [10], Proposicion 59. pag 54).

Proposicion 1.2.4. Cualesquiera dos bolas abiertas son disjuntas o estan contenidas
una en la otra.

(Ver |10], Proposicion 60. pag 54).

El campo R es localmente compacto, es decir, cada punto esta contenido en un entorno
compacto y también lo es @, como se vera a continuacion.
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Teorema 1.2.2. Z, es compacto, y Q, es localmente compacto.

Demostracion. Dado que Z, es una vecindad del cero, si se prueba que es compacto
se sigue que Q, es localmente compacto. Ya que Z, es completo, porque es un conjun-
to cerrado de un campo completo, entonces solo falta probar que es totalmente acotado.

Note que
a+p"Z,={a+p'x:vel,}={yeZ,: ly—al, <p "} =B(a,p™")

son bolas en la topologia p-adica y que a puede ser 0,1,...,p" !, por lo tanto Z, es
cubierto por p" bolas de radio p™, por lo tanto Z, es compacto.

]

Cualquier intervalo en R es conexo, es decir, no se puede descomponer en una uniotn
disjunta de dos conjuntos no vacios los cuales son abiertos y cerrados. El siguiente
teorema muestra lo que sucede en el caso p-adico.

Teorema 1.2.3. Q, es totalmente disconezo.
Demostracion. Para cada a € Q, y cada n € N el conjunto
Un(a) ={z € Qp: [z —al, <p™}

es una vecindad abierta y cerrada de a.

Sea A C Q,, y supoéngase que a € A de modo que A # {a}, entonces existe un n € N
tal que U,(a) N A # A, por lo tanto se puede ver A de la siguiente manera:

A= (ANUn(a)) [ J(ANQy \ Un(a))

donde U, (a) y su complemento son abiertos, lo que implica que A es disconexo y por
lo tanto @Q, es totalmente disconexo.
m
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Capitulo 2

ANALISIS P-ADICO BASICO

En este capitulo se abordaran los conceptos clasicos del andlisis en Q,, tales como la
convergencia de series y sucesiones, ademas, al igual que en el campo de los niimeros
reales, existen funciones que se pueden representar por series de potencia, por tanto,
se presentara la version p-adica de algunas funciones elementales definidas a partir de
series de potencia. Las demostracciones de los resultados que presentaremos, fueron
obtenidas de los diferentes textos que se mencionan en la bibliografia, principalmente
en [6] y [7].

2.1. SUCESIONES Y SERIES

Teorema 2.1.1. Una sucesion {x,} en Q, es de Cauchy, y por lo tanto convergente,
sty solo si satisface

i [z,41 — 2, = 0. (2.1)
n— o0

Demostracion. =) Si {z,} es de Cauchy, entonces dado ¢ > 0 existe un ny € N tal que
|Tp — |, < € para todo n,m > ng, en particular, si se escoge m = n+1 se obtiene (2.1).

<) Suponga que (2.1) es cierto, es decir, que para cualquier € > 0 existe un entero
positivo N tal que si n > N entonces

|Tp 1 — xn\p <e.
Por la propiedad no arquimediana, para cualquier n > m > N se tiene

|mm - xn| = ‘xm —Tm—1+ Tm—1 — T2 + ... — xn|p

p
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Teorema 2.1.2. Una serie )~ a, con a, en Q, es convergente si y solo si el
lim,,_, a, = 0, en tal caso

oo

Zan < max [a,|,. (2.2)
n

n=0 )

Demostracion. La serie Y~ a, es convergente si y solo si la sucesion de sumas par-
ciales S, = >, a; converge. Como a,, = S,11 — S, se sigue del Teorema 2.1.1 que a,
tiende a cero si y solo si la serie converge.

Suponga que Y~ a, converge y veamos la desigualdad (2.2). Si Y > - a, = 0 no hay
nada que demostrar. Si no, como a,, — 0 existe un entero N tal que

00 N
D | =D an
n=1 p n=1 p

mda;{]an]p 1<n< N} :mﬁix\an\p.

Por la desigualdad triangular fuerte
N
Z an| = maz |a,l,
n=1 P "
por tanto se tiene (2.2). O

Esta proposicion es falsa en R. El ejemplo mas familiar es la serie armonica » -, 1 a
=un
cual diverge, mientras % — 0.

Esto significa que es mas facil trabajar la convergencia de series en el contexto p-adico
que sobre R. Esto tiene el efecto de hacer la teoria de series en Q, generalmente més
simple que en la teoria clasica.

Ejemplo 2.1.1. Si se considera la sucesion a, = np", se tiene lo siguiente
Sm = Z npn’
n=1
Sn+l —Sp = (n + 1>pn+1>

19



luego se obtiene
1

pn+1 ?

[(n+Dp" | = In+ 1, [p"F ) <

que claramente tiende a cero cuando n — oo. Por el Teorema 2.1.1, S,, es convergente.

Esta serie diverge en R dado que lim,,_,o, np™ # 0.

Se estudiard en detalle un teorema acerca de series dobles y reordenamiento de térmi-
nos. Considere una sucesion doble b;; de ntimeros p-adicos y la serie obtenida ya sea
sumando primero en ¢ y luego en j, o reciprocamente. Para que esto tenga sentido es
necesario que b;; tienda a cero cuando se fija uno de los indices.

Se puede decir que
lim b;; = 0 wniformemente en j,
1— 00

si dado cualquier € > 0 existe un entero positivo N que no depende de j tal que si
¢ > N entonces |bij|p < €. En otras palabras, para cada j la sucesion b;; tiende a cero
cuando ¢ — 00.

Lema 2.1.1. Sea b;; € Q,, y suponga que
(i) para cada i, im;_,o. b;; = 0,
(i1) lm;_ oo b;; = 0 uniformemente en j,

entonces dado cualquier € > 0 existe un entero N = N(e) tal que si max (i,5) > N
entonces ||, <e.

Demostracion. Dado € > 0, por (ii) existe un entero positivo Ny = Ny(¢) que no
depende de j, tal que |b;;|, <& sii > Np. La condicién (z) es més débil, dice que para
cada ¢ existe un Ni(i) tal que si j > Ni(i) entonces |b;;|, < e. Ahora se define

N = N(e) = méaa {No, N1(0), Ny (1), ..., N;(No — 1)} .

Si el max (i,5) > N, como i > Ny entonces [b;;|, < £ independientemente de j, por
tanto, solo se debe considerar cuando @ < Ny y 7 > N, en tal caso ¢ debe ser igual a
uno de los 0,1, ...., Ng — 1 y 7 sera el mas grande que el N; correspondiente, obteniendo
|bij|,, < € de nuevo.

m

Observacion 2.1.1. El hecho de que bj; — 0 uniformemente en j, nos permite res-
tringir a solo un numero finito de casos, para los cuales se usa la otra condicion.
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Ahora se puede probar el siguiente teorema de series dobles.

Teorema 2.1.3. Sea b;; € Q, y suponga que
i) Para cada i, lim;_, b;; = 0,
i) lim;_ o bij = 0 uniformemente en j,
entonces ambas series,
(o @] o o oo
>(m) v 3 ()
i=0 \j=0 j=0 \i=0
convergen y sus sumas son iguales.

Demostracion. Por el Lema 2.1.1, dado ¢ > 0, existe un entero positivo N tal que si
mazx(i,j) > N entonces |b;;|, < e. En particular, b;; tiende a cero para cada i cuando
J — 00y viceversa, lo que significa que las sumas internas ,

D b v D b
5=0 i=0
convergen (la primera para todo i y la segunda para todo j). Ademads, para i > N se

> by
§=0

Similarmente para j > N se tiene,

sigue del Teorema 2.1.2,

< max [b;l, <e.
J

p

>_bi
=0

<e.
p
Luego, se deduce que,
o o
lim E bij =0 y lim E bij =0,
i—00 j—o0
j=0 =0
de modo que ambas series convergen.

Queda por comprobar que las sumas son iguales. Para esto, se continuara utilizando los
N y ¢ elegidos anteriormente, asi que |bij|p <ecuandoi> N o j> N.
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Note que

% ()2 (5)

=0

(20 £ (5)

j=N+1 i=N+1 \j=0

p p

Ahora, si j > N +1, se tiene que [b;;|, < ¢ para cada i, por la desigualdad triangular

fuerte se sigue que )Z;’;NH b;j| < € para cada i, aplicando de nuevo la desigualdad,
p

<eE.

(5

j=N+1

p

Similarmente, se obtiene la estimacion para el otro sumando:

i (i bw‘)

i=N+1 \j=0

<e&.

p

Si se aplica una vez mas la desigualdad se concluye que

=0

<E.

p

Si se invierten j e 7, se encontrard de manera similar que

(5 £

j=0 7=0 1=0

<Ee.

p
Dado que se pueden invertir el orden de los sumandos en la serie finita, se tiene

(5] 2 ()

§=0 j=0

7

entonces se concluye que

<E.

5 (5) 5 (%)

§=0 j=0 \i=0

p

Como ¢ es arbitrario, se sigue que las dos series deben ser iguales. O
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2.2. SERIES DE POTENCIA

En el analisis real, las series de potencia son una manera apropiada de representar fun-
ciones tales como la exponencial, el logaritmo y algunas funciones racioanles. En las
siguientes secciones enunciaremos algunos resultados encontrados en su mayoria en |6]
y |7], donde se exploraran las principales ideas sobre las series de potencia en Q,, con
el objetivo final, de presentar la version p-adica del logaritmo y la exponencial.

Considere la serie de potencias
oo
flz) = Z apx",
n=0
con z € Q,. Entonces esta serie converge si y solo si |an:(:"]p — 0. Igualmente como
ocurre en R, el conjunto donde la serie converge es una bola, que es llamada la region
de convergencia.

Como en el caso arquimediano, se define el radio de convergencia por

p = ! : (2.3)

limsup {/an|,

Observacion 2.2.1. FEl simbolo lim sup representa el limite superior de una sucesion
{z,}, el cual se define como el "mayor" de los limites de las subsucesiones convergentes
de {z,}. Claramente, si la sucesion {x,} es convergente, entonces limsup a,, = lima,,.

Proposicion 2.2.1. Suponga que 0 < p < oo. Entonces la serie Y~ a,z" converge
si |z], < p y diverge si |z], > p.
Demostracion. Dado que la regiéon de convergencia es
x € »lim |a,2”| = 0}
{ Qp n—>oo| " ’p
entonces, si |z, < p se tiene que |a,2"|, = |an|,|z[; — 0 cuando n — oo, por lo

tanto la serie converge. Ahora, si |z], > p, se puede ver que |a,|,|7|} no puede tender

a cero cuando n tiene a infinito, en efecto, la definicion de p implica que para un
, . . =], \ "™

nimero infinito de n’s, |a,|, esta cerca de F%, y como |z|, > p, entonces (T” es

arbitrariamente grande cuando n crece, por lo tanto la serie no converge.

s . o0 n .
En contraste con el caso clasico, la serie ) a,2™ converge o diverge para todo z € Q,,
tal que |z, = p.
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Proposicion 2.2.2. Sea f(z) = > 7 ja,x™ y p el radio de convergencia donde 0 <
p < oco. Se verifica

i) Si p =0, entonces f(z) converge solamente cuando x = 0,
ii) Si p =00, entonces f(x) converge para cada x € Q,,
ii) §i0 < p < oo ylimy, o lan|, p" =0, entonces f(z) converge si y solo si |z|, < p,

) S10 < p < ooy lal,p" no tiende a cero cuando n tiende a infinito, entonces
f(x) converge siy solo si ||, < p.

Demostracion.
i) Si p =0, la region de convergencia se reduce a un solo punto, en este caso = = 0.

ii) Si p = oo, entonces la region de convergencia es Q,, asi f(z) converge para todo
x € Q.

iii) =) Suponga que |z|, > p, entonces por la Proposicion 2.2.1 f(z) no converge, lo
que genera una contradiccion, asi [z|, < p.
<) Suponga que [z|, < p,

e Si [z], < p, por la Proposicién 2.2.1 f(x) converge.

e Si |z[, = p, entonces |a,2"|, = |an|, |z[; = |a,|,p" y por la hipotesis se
concluye que |a,z"|, — 0 cuando n — oo.

iv) =) Se razona por absurdo, suponga que |z|, > p.

e Si[z], > p, por la Proposicién 2.2.1 f(z) no converge.

e Si |z], = p, entonces |a,2"|, = |an|, |z[} = |a.|,p" y por la hipotesis se
concluye que |a,z"|, no converge a 0 cuando n — oo.

Por lo tanto [z|, < p.

<) Suponga que |z|, < p, entonces por por la Proposicion 2.2.1 f(x) converge.
]

Dadas dos series de potencia f(x) y g(x), se puede considerar su suma y producto.
Como

)= a" v gla) =3 b

n=0
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entonces se define

(F+9)@) = 3 (an+by)a",
(fg)(x) = Z ( akbn_k> z".

Esto permite obtener la siguiente proposicién de manera similar a R, por tanto se omite
su demostraccion.

Proposicion 2.2.3. Sean f(x) y g(z) series de potencia, y suponga que v € Q. Si
f(z) y g(z) convergen, entonces:

i) (f +9)(x) converge y es igual a f(x)+ g(x).
ii) (fg)(x) converge y es igual a f(x)g(x).

Luego de haber definido la suma y multiplicaciéon de series, se puede considerar su
composicion. Suponga que se tienen dos series de potencia

f@) =Y ana” y gle) = b

n=0

y que by = 0, es decir g(0) = 0. Si se realiza la composicion de series, se obtiene
h(z) = ap + a1g(x) + azg(x)?® + ... + ang(x)™ + ...,

que se puede reorganizar en una serie de potencias. Como g(x) no tiene término inde-
pendiente, g(z)? empieza con el término de grado 2, g(x)® empieza con el término de
grado 3, y asi sucesivamente. Entonces, cuando se trata de obtener los coeficientes de
h(z) = f(g(x)) = > c,z™, cada uno de ellos solamente requieren una cantidad finita
de trabajo.

= El coeficiente cero es justamente ¢y = ag.

» El primer coeficiente solo requiere de los dos primeros términos ag + a;g(z), por
lo tanto cl = albl.

= El segundo coeficiente requiere de los tres primeros términos
ap + a19(z) + azg(x)* = ag + a1 (b + by + ...) + ap(B32* + ...),
y asi ¢y = ayby + asb?.
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= Para el tercer término,
ap + a19(z) + a29(f’5)2 + a39(37)3
= ag + &1(b13§’ -+ bQIIZ’z -+ bgl’S -+ ) + ag(b%lQ -+ 2b1b21‘3...) + ag(bi’x?’ + ),
asi que c3 = aibz + 2asb1by + azb3.

= Del mismo modo, se puede encontrar ¢, para cada n.

Ya que de la composicion de series de potencias resulta otra serie, surge la pregunta
acerca de su convergencia, la cual puede presentar incovenientes. El problema es que al
evaluar un nimero z en la serie de potencias h(x) puede dar una respuesta diferente a
la que se obtiene evaluando primero x en g(z) y después evaluar el resultado en f(x).
El incoveniente se puede presentar cuando se considera la cantidad de reordenamientos
que suceden en la composicion de las series. Por lo tanto, para evitar estos incovenientes
se presenta el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. Sean f(x) = > a,a™ yg(x) = > b,a™ series de potencia con g(0) = 0,
tal que

i) g(x) converge;

ii) f(g(z)) converge (esto significa que evaluando el nimero al cual converge g(z) en
f(z) da una serie convergente);

ii) para cada n, se tiene |b,x"|, < [g(x)|, (en otras palabras, ningin término de la
serie que converge a g(x) es mas grande que su suma);

y sea h = (f og) su composicion formal, entonces h(z) converge y f(g(x)) = h(x).
Demostracion. Sea -
g(l.)m = Z dm,nxn7

donde d,,,, = 0 si n < m, y, para cualquier n > m,

dm,n - Z b“bwbzm

i1+i2+...Fim=n

(Esta formula toma todos los productos de las m-uplas de los b;‘s cuyos indices suman
n). Esto permite escribir h(z) de la siguiente manera:

h(z) = ag + Z cpx”,
n=1
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donde

—_

m=
Ahora se verificara su convergencia. Ya que g(x) converge, se puede usar la Proposicion
2.2.3 para concluir que la serie g(x)™ converge. Ademaés, la afirmacion (iii) para g(x)
se cumple para las series g(x)™, es decir, para cada n, se tiene

||, < |g(2)™],-

» si

n < m se tiene que |dm,nx”|p = (0 y por tanto no hay nada que probar. Por otro lado,

Para ver esto note que |g(2)™], = [g(z)[;", v al tomar el término general |d,, ,z"|

si n > m, la desigualdad triangular fuerte implica que,

n / S I 2 Y B g
[ |p§max}bux ‘p b, |p |b xm|p,

i'm
donde de nuevo se toma el maximo sobre todas la m-uplas (i1, 4o, ..., 4y, ) tal que

Por la hipotesis en g(z) se tiene que |b;,z" ‘p
todas estas desigualdades se obtiene |d,, 2"

l9(x)|, para cada i;, si se multiplican

<
< [g(x)™],, que es la desigualdad que se

P
queria demostrar.

Ahora se tiene que g(x) y las potencias de g(x) convergen, y que tanto la serie para g(x)
y g(z)™ satisfacen la condicion (7ii) de que ningin término es mayor que la suma final.
Ademas de las afirmaciones (7) y (i7) se tiene que f(g(z)) converge, esto es, a,,(g(z))™

tiende a cero cuando m — oo.

Se tiene que

flg(@) =as+ > amg(x)™ =ag+ Y _ am (Z dm,nx”> (2.4)

=agy + f: i o - (2.5)

m=1n=m

y por otro lado,

= ay + Z Z Ue (2.6)



Estas series se obtienen una de la otra invirtiendo el orden de los sumandos, por tanto,
resta probar que ambas series tienen la misma suma. Para obtener esto, se aplicara el
Teorema 2.1.3.

Veamos que el término general a,,d,, ,2" tiende a cero uniformemente. Como g(z)™ es
més grande que cualquier término de la serie, se puede acotar de siguiente manera

|amdm,nxn|p < |a‘mg($)m|p'

Note que el lado derecho no depende de n, por lo tanto, dado € > 0, como a,,g(z)™ — 0,
existe un entero positivo N tal que

|amdm7nx”|p <e
si m > N, por tanto,

lim a,,d,,,z" =0 uniformemente en n.
m—o0 ’

Por otra parte, para cada m la serie,

glx)™ = Z A

converge, después de multiplicar por a,,, se sigue que para cada m,

s n
lim a,,d,, 2" =0,
n—oo

asi al aplicar el Teorema 2.1.3, tanto (2.5) y (2.6) convergen y sus sumas son iguales. [

La afirmacion (iii) en g(z) es esencial, se discutird un ejemplo importante de esto, que
involucran el logaritmo y la exponencial, més adelante en este capitulo.

2.3. FUNCIONES DEFINIDAS POR SERIES DE PO-
TENCIA

De igual manera que el caso clasico, las series de potencias, vistas como funciones, tienen
un buen comportamiento, en el sentido de que son funciones continuas y derivables. Mas
aun, su funcion derivada es, otra vez, una serie de potencias.

Lema 2.3.1. Sea f(z) =Y a,x™ una serie de potencias con coeficientes en Q,, y sea
D C Q, su region de convergencia, es decir, el conjunto de los x para los cuales f(x)
converge. La funcion

f:D—=Q,

definida por x — f(x) es continua en D.
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Demostracion. Sea x € D. Si |x —y|, < § donde § < |z|,, entonces por la Proposicion
1.2.1 se tiene que |z|, = |y|,. Luego,

(@) = f(y)lp =] Zan(xn —y")|p < mazfan(z" —y")l,
= mazx|a,(xr —y) Zx” )

< maz (|anlple — ylplz" "y )]p)
= max (|an|p’x - y’p‘xniwp) )

va que |z|, = |y|,, entonces

0
|f(x) = f(y)], < max (|an|p|x - y|p|$|§+1) < Tzl

| |p |an|P|x|Z’

como |ay|y|z[; — 0 cuando n — ooy & € D, se obtiene |f(x)— f(y)], < & para cualquier
e > 0. [

Como en el caso clasico, se puede cambiar el centro de la expansion de la serie, es decir, se
puede reescribir la serie de potencias en (z—«) para algin « en la region de convergencia.
En el caso clasico la serie resultante puede tener una regiéon de convergencia diferente
a la serie original, pero esto no sucede en el contexto p-adico.

Proposicion 2.3.1. [6] Sea f(x) = ) a,x™ una serie de potencias con coeficientes en
Q, y sea o € D, donde D es la region de convergencia de f. Para cada m > 0 defina

b= (Z) ™™, (2.7)

9(x) =) bz —a)™ (2.8)

Entonces
i) (2.7) converge para todo m, asi by, estd bien definida para cualquier m;

ii) las series de potencia f(x) y g(x) tienen la misma region de convergencia, es decir
f(A) converge si y solo si g(\) converge;

iii) para cualquier \ en la regidn de convergencia, se tiene g(\) = f(A).
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Demostracion. Veamos la afirmacion (i), como o € Dy (:l) € 7 se obtiene

n -
an, ot
m

que da la convergencia por el Teorema 2.1.2.

< ‘ana”_m|p = |an0z"0f
P

m‘p = lal,™ - |a,a”|, = 0,

Para mostrar (ii) y (¢ii), se toma cualquier A € D, y se calcula

F) =D an(A—a+a)"=> ay(a+(A—a))"
= Z a, Z (ZL) a" "N —a)"

m<n

-y ¥ (Z) 4™\ — )™,

n m<n

que se asemeja a g(A) excepto que necesita ser reordenado. Sea

8, = (M)aam (A —a)™ si m<n
o 0 st m > n.

Veamos que la sucesion (3, satisface las condiciones en el Teorema 2.1.3. Note que

< |anan_m()\ - a)m|

p

)

|Bnm|p - ’ (n)anan—m<)\ - a)m

m

p

de modo que el problema es limitar esta tltima expresion. Dado que la region de con-
vergencia es una bola (cerrada o abierta) de radio p, y, que A\ y a estan en D, entonces
existe un radio p; tal que

= La bola cerrada de radio p; estd contenida en la region de convergencia, y
= AL, < pryal, < pr

Lo anterior se tiene sin importar que D sea una bola abierta o cerrada, en efecto, si D
es una bola cerrada se puede tomar p; = p, y si es la bola abierta, se toma p; como el
mas grande de los valores absolutos de a y A, asi que p; < p, entonces se tiene

= af, " <y

m
= [\ —al <maz {|/\|p , |a|p} < pi* por la propiedad no arquimediana.
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Al retomar los términos que se quieren estimar, se obtiene
Buml, < |ana™ ™ (X = a)™| ) < lanl, o1 " = lanl, 1,

que es independiente de m y tiende a cero cuando n — oo. Esto significa que dado
cualquier £ > 0 existe un N para el cual |5,,,| < & si n > N. Esto muestra que [,
tiende a cero uniformemente en m.

Para la otra condicion, note que si m > n entonces 3, = 0, por lo tanto para cada n se
tiene B, — 0 cuando m — oo, por consiguiente, las condiciones en el Teorema refyes
se satisfacen, y se puede invertir el orden de los sumandos, por lo tanto, si se cambia el
orden de los sumandos en la expresion para f(A) se obtiene la expresion para g(\), es
decir,

=23 (a0 = 5 o = 303

n m<n

Asi al aplicar el Teorema 2.1.3 se concluye que g(\) converge y es igual a f(\). Esto
muestra que g converge cuando f lo hace, y en este caso sus valores son iguales. Final-
mente, note que si se cambian los roles de g y f en el argumento se obtiene el mismo

resultado, es decir, esto muestra que la regién de convergencia es la misma.
m

Ejemplo 2.3.1. Sea f(x) una serie de potencias que converge para ||, < p. Suponga
que lal, = 1 y |bl, < p, entonces la funcion g(x) = f(axr + b) dada por una serie
potencias converge para |x|, < p.

Como en la teoria clasica, las funciones que pueden expresarse como series de potencias
son llamadas funciones analiticas. Funciones de este tipo, en general, tienen propiedades
buenas, esto también es cierto en Q,,.

Definicion 2.3.1. Una sucesion {x,,} que converge a el limite L es estacionaria si
eriste un n € N tal que x,, = L para todo m > n.

Proposicion 2.3.2. Sean f(z) y g(z) series de potencia, y suponga que eziste una
sucesion no estacionaria {z,,} en Q, que converge a cero tal que f(z,,) = g(xn,) para
cada m, entonces f(x) = g(x) (es decir, f(x) y g(x) tienen los mismos coeficientes).

Demostracion. Si se reemplaza la sucesion {z,,} por una subsucesion si es necesario, se
puede asumir que x,, # 0 para todo m. Si se considera la diferencia

h(z) = f(z) — g(x) = Zan:v”,
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entonces se tiene h(z,,) = 0 para cada m. Se quiere mostrar que a, = 0 para cada n.
Suponga que no, entonces sea r el menor indice para el cual a, # 0, asi que

r+2 _

h(z) = a,z" + Clr+1$T—H + 0% =2"(a, + app1T + ar+2x2 +...) =2 "hi(x),

donde hq(0) = a, # 0. Como h; es una funcion definida por una serie de potencias, es
continua, asi hy(x,,) — a, cuando m — oo; en particular, hi(x,,) es diferente de cero
para un m suficientemente grande. Se sigue que h(x,,) = x} hy(z,,) es diferente de cero
para un m suficientemente grande, lo cual es una contradiccion. O]

Definicién 2.3.2. Dada una serie de potencias f(x) = > a,x™ se define su derivada
formal como f'(z) = na,z™ .

Proposicion 2.3.3. Sea f(x) = > a,x™ una serie de potencias con radio de conver-
gencia diferente de cero, y sea f'(z) su derivada formal. Sea x € Q,. Si f(x) converge,
entonces f'(x) también lo hace y se tiene,

fa) — i LE D) = 1)

h—0 h

Demostracion. Note que efectivamente existen elementos h — 0 para los cuales f(z+h)
converge. Para ver esto, sea p el radio de convergencia, y como la regiéon donde converge
es una bola centrada en el origen (cerrada o abierta), entonces cuando = = 0 se pueden
escoger los h tales que |h], < p, y si x # 0 funcionan los h tales |h], < |z|,, ya que si
|hl, < |z[, entonces |z + h|, < |z[,, por lo tanto, el limite que aparece en la proposicién
tiene sentido.

Suponga que f(x) converge, entonces por el Teorema 2.1.2 a,z™ — 0 cuando n — 0.
Si z =0 es claro que f’(x) converge. Si z # 0, note que
1
-1 _ _~ n
‘ = |anz"|, — 0,

‘nanx”’l‘p < ‘anx" 7
P

p

y otra vez se obtiene que f’(z) converge.

Dado que f(x) converge en la bola centrada en el origen y de radio p. Esta bola puede
ser cerrada o abierta, en el primer caso se establece p; = p y en el segundo caso se
escoge p; de tal manera que ]x\p < p1 < p. Como solo nos interesa cuando h esta cerca
de cero, se puede asumir, si z # 0, que |h|, < |z[, < p1, y si, z = 0, que [h[, < pi.
Ahora,

flzx+h)= Zanx—i—h ZanZ( > x"mhR™,
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luego, restando f(x) y dividiendo esto por h, se obtiene

UCARDE Zzan< >mhm

n=1 m=1

Como [z|, < p1 y [k, < pr1, se tiene

n _ _
a, an mhm 1
m

y como p; < p se tiene que |a,|, py — 0. Esto muestra que la serie converge unifor-

S ‘an‘pp?_]-?
V4

memente en h, es decir, converge independientemente de h. Ahora, al tomar el limite
término a término y establecer h = 0 se obtiene

[o.¢]
= g na,z"
n=1

]

Corolario 2.3.1. Sean f(x
para |al, < p. i f(z) =
certalquef() g(x)

COnVerqgencia.

) y g(x) series de potencia tal que ambas series converjan
g'(x) para todo ||, < p, entonces existe una constante
+ c. En particular, f( ) y g(x) tienen la misma region de

Demostracion. Sean f(x) =Y " a,z"y g(x) =Y 2 bya™, y sean f'(z) y ¢'(z) sus
derivadas formales. Como f'(x) = ¢’(x) entonces a, = b, para todo n > 1, por lo tanto
ag = by + ¢, esto implica que f(z) = g(z) + c. O

El siguiente teorema es un resultado fundamental acerca de los ceros de las funciones
definidas por series de potencia.

Teorema 2.3.1. [6] [Strassman/. Sea

o0

fz) = Zanx” = ag + a1 + asz? + ...,
n=0

una serie de potencias diferente de cero (es decir, una serie donde no todos sus coefi-
cientes son cero) con coeficientes en Q,. Supdngase que lim,_,o a, = 0, asi que f(z)
converge para todo x € Z,. Sea N un entero definido por

. |aN\p = mazx |an|p
= |a,|, < lan|, paran > N,

33



entonces la funcion f : Z, — Q, tiene a lo mas N ceros.

Observacion 2.3.1. La existencia del N se sigue del hecho que los coeficientes a,
tienden a cero, por tanto existe el mayor valor p-ddico, y N es el indice del mayor
coeficiente para el cual el mdximo es alcanzado.

Demostracion. Se usaré induccion sobre N U {0}.

Paso base Si N = 0, entonces |ao|, > |a,|, para todo n > 1, y lo que se quiere probar
en este caso es que no existen ceros, es decir, f(x) # 0 para todo x € Z,,. Para ver esto,
suponga que f(x) = 0, entonces

0= f(x) =ag+ ax + ayx® + ...,
y como = € Z, se sigue que

_ 2 7 ,

pero esto contradice la suposicion que |ag|, > |a,|, para todo n > 1. Asi que f(z) # 0
para todo x € Z,.

Paso inductivo Para este paso, se usa una idea del algebra de polinomios: un cero
implica una factorizaciéon. Suponga que

|aN|p = mgz:c |0Ln\p Y |an|p < \aN\p para n > N

y que f(a) =0 para algin « € Z,, escoja cualquier x € Z,, entonces se tiene

) = £2) = @) = Y ana” — ") = (e — ) 3 i1
= (z—a) Z Z anxl o1

Por la Proposicion 2.1.3, se puede reordenar como una serie de potencias en x, definiendo
k =n —j — 1, se obtiene,

flz)=(z— ) ijxj = (x — a)g(x),

donde g(x) es una serie de potencias con coeficientes,

o0

E k
bj = Aj414+£00 .

k=0
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Como a,, = 0 cuando n — 00 y o € Z, se tiene que b; converge para cada j, y asi se
obtiene,

1bjl, < mdalajiiiel, < lanl,

para cada j.

Note que

[e.9]

k
E AN4+EC

k=0

|bN—1| = = aN+aN+1Oz+CLN+QOZ2+... = ’CLN|
P p P

p

entonces, si j > N,

b3l, < mazlajiril, < mdz lajl, < laxl, = byl

Esto muestra que el nimero en la hipotesis cuando se aplica a g(z) es N — 1. Por la
hipotesis de induccién, g(z) tiene a lo mas N — 1 ceros en Z,, lo que implica que f(x)
tiene a lo mas N ceros.

m

El Teorema de Strassman es uno de los teoremas mas importantes sobre los ceros de
funciones en Q,, definidas por series de potencia. A continuacién se presentaran algunas
consecuencias:

Corolario 2.3.2. Sea f(x) = > a,z"™ una serie de potencias diferente de cero que
converge en Z,, y Sean o, ...,y raices de f(x) en Z,, entonces eriste una serie de
potencias g(x) que converge pero no tiene ceros en Z,, tal que,

fl@)=(z—a1) - (z — an)g(@).
Demostracion. Como en la demostracion del Teorema 2.3.1, se puede escribir,
f(z) = (z — on)gi(2),

donde g¢;(x) converge en Z, y tiene a lo mas m — 1 ceros. Si se continua este proceso,
al factorizar todos los m ceros de f se obtiene,

flx)=(z—ai) - (z — am)gm(),

donde g,,,(x) converge y no tiene ceros en Z,, por lo tanto si se toma g(z) = gn,(x) se
concluye la prueba. O

Corolario 2.3.3. Sea f(x) = > a,z" una serie de potencias diferente de cero que

converge en p"'Z,, para algin m € Z, entonces f(x) tiene un ndmero finito de ceros en
m
P L.
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Demostracion. Defina g(z) = f(p™x) = > app™™ 2", como f(x) converge en p™Z,, g(z)
converge para x € Z,, y al aplicar el Teorema de Strassman a g(x) se obtiene que tiene
un nimero finito de ceros en p™Z,. O

. _ 00 n.n . . . .
Ejemplo 2.3.2. Sea f(z) =)~ p"a"™, se encontrard su region de convergencia y se
estimard el numero de ceros. El radio de convergencia p se calcula usando la formula
(2.2) con |an|, = [p"|, =p7", asi,

1

P=1 ——
fmsup,,_, V/p

Si ||, = p, se tiene, R o
p"z”|, = p"|,|z|, =p7"p" =1

no tiende a cero. Por tanto, la serie converge para

{lal, <p} = {lel, <1} =17,

La sucesion [p"|, = p~" es decreciente, como p° =1 entonces |p0|p tiene norma mazimal.
Una aplicacion directa del Teorema de Strassman da N = 0, es decir, la serie de
potencias f(x) no tiene ceros en la region de convergencia.

Corolario 2.3.4. Considere dos series p-ddicas,

Fa) =S aa y gla) =S b,

n>0 n>0

que convergen en p™Z,. Si existen infinitos nimeros a € p™Z, tal que f(a) = g(a),
entonces a, = b, para todo n > 0.

Demostracion. Sea h(x) = f(z) — g(x), como existen infinitos nimeros a € p™Z, tal
que f(a) = g(«) entonces h tiene infinitos ceros. Dado que h(z) converge en p™Z,, por
el Corolario 2.3.3, h(z) representa una serie de potencias donde todos sus coeficientes
son cero, por tanto todos los coeficientes de f(z) y g(z) son iguales, es decir, a,, = b,
para todo n > 0.

[

Corolario 2.3.5. Suponga que la serie f(z) = Y - oan,a" converge en p™Z,. Si la
funcion definida por f(x) es periddica, es decir, existe una constante T € p"Z, tal que
flx+ 1) = f(x) para todo x € p"Z,, entonces f es constante.
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Demostracion. Defina h(z) = f(z)— f(0), como f(x) es periddica entonces f(x+nt) =
fle+14+...4+7) = f(x+7), por tanto h(x+n7) = f(z+n7)— f(0) =0, asi f(z)— f(0)
tiene ceros en 7n para todo n € Z. Como 7 € p™Z,, que es un ideal, implica que
nt € p"Z,, por tanto, la funcion f(x) — f(0) tiene una cantidad infinita de ceros en
p"Zy,, lo que implica que f(z) — f(0) = 0, es decir, f es constante. O

Esto ofrece una diferencia notable con el caso clasico, dado que las funciones seno y
coseno son periodicas, la diferencia radica en que, en el caso clasico los multiplos del
periodo no estan en el mismo intervalo acotado, mientras que en caso p-adico la pro-
piedad no arquimediana garantiza esto.

2.4. ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

El objetivo de esta seccion es utilizar las series de potencia para definir funciones clasi-
cas como la exponencial y la logaritmica de manera analoga a como se hace en el campo
de los ntimeros reales. En contraste con el caso arquimediano, es el logaritmo el que
tiene las mejores propiedades de convergencia.

Se comenzara con la serie de potencias usual para el logaritmo:

o (_1)n+1 2 23
f(z) =log(1+ x) Z = - + 3 + ..,

n=1

Ya que los coeficientes de esta serie de potencias son nimeros racionales, tiene senti-
do pensar en esta serie, como una serie de potencias en Q,. El primer paso hacia la
comprension de esto, es calcular su radio de convergencia. Antes de llegar al célculo
del limite, note que en el caso clasico, todos los enteros en el denominador ayudan a la
convergencia, ya que tienden a hacer los términos de la serie mas pequenos, mientras
que en el caso p-adico sucede lo contrario. Lo que mantiene la convergencia en el caso
de esta serie, es que en general n no siempre es divisible por p.

El siguiente lema determinard la region de convergencia del logaritmo p-adico:

Lema 2.4.1. La serie
0 " 1‘2 1’3
= —)y"H = -
fa) =3 (-t e Ty

n=1

converge para |z|, < 1y diverge si |z], > 1.
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. —1)ntt :
Demostracion. Para calcular p, sea f(z) => ", ( 2L x™, asi que

1

n

|an|p = :pvp(n)‘

’ﬂ

p p
De esto, se obtiene

Up(n)
/lan|, =p~» — 1 cuando n — oo,

por tanto, p = 1. Esto no decide si la convergencia sucede en la bola abierta o cerrada
de radio 1. Entonces cuando |z|, = 1, se tiene que

ana"], = lan], = [1/n], = p® 0,

por tanto la serie converge en la bola abierta de radio 1.

]

La conclusion es que f(x) define una funcion en la bola abierta B(0,1) de radio 1y
centro 0. Por lo tanto se define el logaritmo de la manera obvia, asi que f(z) = log(1+4x).

Definicién 2.4.1. Sea B = B(1,1) = {x €ELy: |x— 1|p < 1} = 1+ pZ,, se define el
logaritmo p-ddico de x € B como

. n+1 ('1' B 1)71
log,(z) =log(1+ (z — 1)) = > (—1)"H—=.

n
n=1

El logaritmo p-édico satisface la propiedad fundamental de los logaritmos, mas preci-
samente se tiene:

Proposicién 2.4.1. Suponga que a,b € 1 + pZ,, entonces

log,(ab) = log,(a) + log,(b).

Demostracion. Sea

e n+1
f(z) =log,(1+x) Z
n=1
entonces por la Proposicion 2.3.3, se tiene
filo) = 3 (-1 =
— 1+

Ahora fijando y € pZ,, se define
g(x) =log, (1 +)(1+y)) = f(y+ (1 +y)z),
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por el ejemplo 2.3.1 esta serie de potencias converge para ]x\p < 1. Ahora se usa la regla
de la cadena para calcular la derivada de g:
(1+y) 1

gx)=0+y)f'ly+ 1 +yz) = Tyr(igr 1+x = f'(x).

Ya que f(x) y g(x) son definidas por series de potencia que convergen para |z|, < 1,
se sigue del corolario 2.3.1 que g(z) = f(z) + c¢. En x = 0 se tiene que g(0) = f(y) =
f(0)+¢, y como f(0) = 0 se concluye que f(y) = c. Por lo tanto se ha demostrado que
g(x) = f(x) + f(y), asi se obtiene log,((1 +x)(1 +y)) = log,(1 +x) +log,(1 +y). O

Luego de haber definido el logaritmo, se intentaré definir la funciéon exponencial.

En el caso clasico, la serie

2 1'3

S T
= — =1 — —
exp(z) ;n! +x+2+6+

converge para todo x € R por que los coeficientes # tiende a cero con respecto al valor
absoluto real. En el contexto p-adico esto no suede por que n! tiende a cero, asi que #
tiende a ser tan grande como n crece. Esto significa que no se puede esperar tener un
radio convergencia tan grande. Por lo tanto se determinara el radio de convergencia,

para ello se presentara el siguiente lema.

Lema 2.4.2. Sea p un primo, entonces

vy(n!) :fj FJ <

oo LV p—1

donde |-| es la funcidn parte entera. En particular,
Inl], > p I

Demostracion. La féormula,
| n
R
i—o LV

es bien conocida en la teoria de nimeros. La desigualdad se sigue, porque |x| < x, asi

que,
| n f: n n
vp(nl) = Z \‘_J < —= = )
o L A A
por la formula usual para series geométricas. O
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Observacion 2.4.1. Sea n un entero positivo y sea n = ag + a1p + asp® + ... + app® su
expansion en base p. Sea s = ag + a1 + ... + ai la suma de los digitos en la expansion,

entonces n— s
vp(nl) = PR
Lema 2.4.3. Sea
L 2 a3
= — =1 — —
g(x) ;n! +x+2!+3!+ ,

entonces g(z) converge siy solo si |z|, < pfﬁ.

Demostracion. Por el lema 2.4.2, se tiene

aul, = |=| = pr < pit
nl],
Note que,
1 1
p s vp(nl)
p n

1 . . . 1
por lo que se obtiene p~r-T < p, lo que implica que la serie converge para |x]p <p p1.

1 . .
Por otro lado, sea |x|p =p 71 yn=p" una potencia de p. En este caso, se tiene

pr—1
p—1"

() = v (p™) =1+ p+ .. " =

entonces, ya que v,(x) = zﬁ’

. " . zP" o opr-1 1
P\ n! P pm! p—1 p—-1 p—-1

esto no depende de m, por lo tanto 2™ /n! no puede tender a cero, y la serie no converge.

Como la region de convergencia es una bola, esto prueba el lema. O

Ahora se puede definir la exponencial p-ddica.
Definicién 2.4.2. Sea D = B(O,pfp%l) = {x €Zy: |zl, <pfp%1}. La exponencial
p-ddica es la funcion exp, : D — Q, definida por

e} n

exp,(r) = Z %

n=0

Al igual que en el caso del logaritmo, la propiedad formal de la exponencial es preser-
vada.
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Proposicién 2.4.2. Six,y € D, se tiene que v +y € D y

exp,(z + y) = exp,(z) + exp,(y).
Demostracion. Esto esencialmente es un manejo de las series de potencia:
= (z+y)" N PN A
expy(@ty) =D e =D i ()

n

]

En el caso real las funciones logaritmo y exponencial son inversas, es decir, se tiene la
relacion
exp(log(1+z)) =1+ x.

A continuacién se establecera el resultado analogo en el caso p-adico.

Teorema 2.4.1. Si [z, < p_z%l entonces

|expp(:c) - 1}p <1,
asi que Im(exp,) € Dom(log,) v,

log, (exp, (7)) = z.

1 :
Por otro lado, si |x|, < p~»1 se tiene

1

‘logp(l + a:)’p <p Pt

asi que Im(log,) € Dom(exp,) v,

exp,(log,(1+ 1)) =1+ x.
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Demostracion. Note en primer lugar, que las dos identidades son ciertas cuando x = 0,
asi que se puede asumir x # 0.

Para calcular log,(exp,(z)), note primero que se esta evaluando exp,(r) — 1 en la serie
logp(l + x), de manera que esta es la cantidad que se necesita estimar. Partimos de,

— ‘ |Tl vp(n!

wfy - pr ™ < ) pieT,

=1 . ., .
que se obtiene del Lema 2.4.2. Dado que |m|p < pr-1, entonces la estimacion anterior es
menor que 1, y se sigue,

o0 n

X
>

n=1

n

< 1.
n!

p

lexp(z) — 1|, = < maz

p

Para verificar la igualdad se tiene que comprobar las condiciones del Teorema 2.2.1.
Suponga que n > 2, entonces por la observacion 2.4.1 y el hecho de que v,(x) > p%l se
obtiene,

n—1 n-—s s—1

>0,

i (L) = = D) =y > g B2

n!

donde s es la suma de los digitos en la expansion de n en base p (asi que s > 1). Se

sigue que,
xn—l
= <
nt o,

y entonces,
xn
— <|z|, -
| <l

p

Esto implica que |exp(z) — 1|, = |z[, > }%Hp para todo n > 2 de modo que la con-

dicion (ii7) en el Teorema 2.2.1 se satisface. (Note que esto demuestra también que
1

lexp(z) — 1], < p~#=', una desigualdad més fuerte que la afirmada en el Teorema).

Aplicando el Teorema 2.2.1 se puede concluir que si \x]p < p_P+1 entonces,

log, (exp, (7)) = z.

Ahora se considerara la composicion en el orden opuesto. Esta vez se esta evaluando
log, (1 + x) en expp(x), por lo que esta es la cantidad que se necesita estimar. Suponga
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1 . . . :
que |z[, <p ?T, o en términos de valuacién, que v,(x) > ﬁ. Sin > 1, se obtiene

i () — ) = (0= Do) — o

>Zzivp(n)(n1) (ﬁ_%>

Si se puede mostrar que la ultima expresion no es negativa, se sigue que la condiciéon
(7i1) del Teorema 2.2.1 se satisface. Sea n = p™n’ con n’ no divisible por p y donde
m = v,(n), entonces

v(n)  m c_m 1 m < 1

n—1 pop/—1 " pm—1 p—1pm 4. +p+1 - p—1

Y

por lo tanto, para n > 1 se tiene,

Uy (wa") —vy(x) >0,

n

y se sigue que,

A partir del Teorema 2.1.2, se obtiene,

1

log, (1 + )|, = lal, <577,

lo que demuestra que el logp(l + ) esta en el dominio de la exponencial y que la
condicion (7i7) en el Teorema 2.2.1 se satisface. Esto implica que

exp,(log,(1+ 7)) =1+
O
. . . . _1
Las hipotesis del teorema son necesarias, porque si |x|p < 1 pero |a:|p > p 71 puede

ser que el log(1l + z) no pertenezca al dominio de la exponencial. Por otro lado, si
|z|, < 1 pero |z], > p 77, y ademds se tiene que,

[log, (1 + )|, <p 77,

se puede dar que,
exp,(log,(1+ 7)) # 1+ .
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Esto es debido al hecho, de que la condicion (i) en el Teorema 2.2.1 realmente importa,
para ver esto concretamente, considere lo que sucede cuando se toma p =2y z = —2:
en este caso, 1 +x =1—2 = —1, asi que,

log,y (1 + ) = logy(—1) = 0.

En efecto, note que |—1 —1|, = % < 1 asi que —1 esta en el dominio del logaritmo y
como log,(1) = 0, se tiene,

0 = logy(1) = logy((—1)(=1)) = logy(—1) +logy(—1) = 2log, (1),

lo que implica que log,(—1) = 0. Entonces cuando se evalua log,(—1) en la serie para
la exponencial se obtiene

exp,(logy(—1)) = expy(0) =1 # —1.

En otras palabras, la exponencial y el logaritmo p-adico son inversas s6lo dentro de los
dominios restringidos especificados en la Teorema 2.4.1.
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Capitulo 3
CONTINUIDAD Y DIFERENCIABILIDAD

En este capitulo se presentan las ideas bésicas sobre las funciones continuas y diferen-
ciables en el campo de los nimeros p-adicos, las cuales no varian mucho respecto al caso
real ya que después de todo, sol6 depende de la estructura métrica. LLas demostracciones
de los resultados que presentaremos, fueron obtenidas de los diferentes textos que se
mencionan en la bibliografia, principalmente en [9].

Se consideraran las funciones f : Z, — Q, definidas en Z,, el conjunto de los enteros
p-adicos. Incluso de manera mas general, se consideraran funciones, f : £ — Q, defini-
das en algtin subconjunto de Z,,.

Aqui son de particular importancia las funciones, f : N — Q,, donde N es el conjunto
de los enteros no negativos, tales funciones también pueden ser consideradas como su-
cesiones infinitas, {f(0), f(1), f(2), ...} de nameros p-adicos. Las funciones f : Z, — Q,
pueden ser consideradas andlogas a las funciones f : [a,b] — R en el andlisis real.

3.1. FUNCIONES CONTINUAS Y UNIFORMEMEN-
TE CONTINUAS

Sea E un subconjunto de Z, y zo € E un punto de acumulacién de E. Ahora enume-
raremos algunas propiedades de las funciones continuas sobre E.

Definicién 3.1.1. Sea E C Z,, y 9 € E. Una funcion f es continua en x si para cada
entero positivo s exite un sequndo entero positivo t = t(s;xo) independientemente de x
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tal que ,
F@) ~ fan)l, <p~" si s € By lo—aol, <p" . (3.1)

Teorema 3.1.1. Sea f : E — Q,, f es continua en xy € E si y solo si lim,,_, f(z,) =
f(zo) para cada sucesion {z,} de E, que satisface,

nll_)rIolo Ty = Zo. (3.2)

Demostracion. Sea f continua en xy y {z,} una sucesion en E con limite zy. Enton-
ces, cuando n es suficientemente grande, |z, — x0|p < p~' y por lo tanto, por (3.1),

) — Flao)l, < p.
Aqui s puede ser arbitariamente grande, lo que muestra que la sucesion {f(x,)} tiene
limite f(xo).

En segundo lugar, sea f discontinua en x(, entonces existe un entero positivo s y una
sucesion infinita {x,} de puntos de E tal que,

lim z,, = xq,
n—oo

mientras que al mismo tiempo,

|f(zn) = f(zo)l, > D",
por lo tanto la propiedad (3.2) no es cierta. ]

Teorema 3.1.2. Sea E C Z,,.

i) Silas funciones f : E — Q, y g : E — Q, son continuas en vy € E, entonces
también lo son f+g, f—g y fg. Si ademds g(zo) # 0 entonces f/g es continua
en .

ii) Si las funciones f: E — Q, y g: E — Q, son continuas en E, entonces también
loson f+g.f—gy [y

Demostracion. Sean f: E — Q,y g: E — Q, funciones continuas en z, € E, enton-
ces, por (3.2)

lim f(x,) = f(xo) vy lm g(z,)=g(ze) st lim z, = z. (3.3)
n—00 n—00

n—oo

Por las propiedades de los limites se sigue

lim (f(x,) - g(xn)) = f(xo) - g(xo) si  lim z, =z

n—oo n—o0
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donde - puede representar +, — o *.

Por la definicion de continuidad en F, la segunda condiciéon es inmediata de la primera.
m

Ejemplo 3.1.1. las funciones f(z) = ¢ donde ¢ es una costante p-ddica y f(x) = x
son continuas en cada subconjunto E, como es claro de (3.2). Al aplicar esta propiedad
iterativamente, se deduce de manera general que cada polinomio,

P(z) = ao+ a1z + ... + a,a”
con a; en Q, es continua en cada conjunto E.

Ejemplo 3.1.2. Sea f: N — Q, dada por la formula

1

)
r —cC

fx) =

donde ¢ € Z,,. Sic ¢ N, entonces el denominador no se anula, y por el Teorema 3.1.2, f

es continua en N. Sin embargo, f no es limitada en N. En efecto, ya que ¢ es un entero
p-ddico podemos encontrar elementos en N para los cuales |x — c]p es arbitrariamente

pequeno, y por lo tanto, |f(x)| es arbitrariamente grande. Si ¢ € N entonces f no es

P
continua en el punto c.

El siguiente ejemplo no tiene anélogo en el andlisis real.

Ejemplo 3.1.3. Sea {a,} una sucesion nula de enteros p-ddicos tal que a, # 0 para
todo n. Asociamos a esta sucesion dos funciones fi : Z, = Q, y fo : Z, = Q, definida
por,

a; St reN
fl(x)_{o si x€Z,\N,

a; St reN
fz(x)_{1 si @ € Z\N.

Tanto f1 y fo son discontinuas en todos los puntos de N. En efecto, sea x € N entonces
el lim, ,oo(x 4+ p*) =z, ¥y

lim fi(z+p") = lim aypn =0,
n—oo n—oo

porque x +p" € N y {ay1pn} es una subsucesion de una sucesion nula, sin embargo,
fi(z) = a, # 0, y similarmente para f.
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Se vera que fi es continua en todos los puntos x € Z,\N. En efecto, como x € Z,\N,
entonces fi(x) = 0, y sea cualquier sucesion {x,} con limite x, si x, € N entonces
{az,} es subsusecion de {a,} y por lo tanto a,, — 0, asi fi(z,) — fi(z). Ahora si
z, & N se tiene que fi(x,) =0, lo que concluye que fi(x,) — fi(z).

La funcion fy es discontinua en todos los puntos de Z,. En efecto, sea {x,} con limite
x, donde x € Z,. Si x,, € N entonces f(x,) — 0 y si x, € Z,\N entonces f(z,) — 1.

Asi se obtiene que fi es continua en todos los puntos de Z, que no estin en N y fo
discotinua en todos los puntos de Zi,.

Definicién 3.1.2. Sea E C Z, y 9 € E. Una funcion f es uniformemente continua
en E si para cada entero positivo s existe un sequndo entero positivo t = t(s) indepen-
dientemente de x y xo tal que,

F@) = Fal, <p~* si e, me By fo—a, <p . (3.4)
Dado que Z, es compacto, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3. Cada funcion f : Z, — Q, continua en Z, es uniformemente continua
y acotada en Z,.

Teorema 3.1.4. Sea E un subconjunto de Z, y E su clausura. Sea f : E — Q, una
funcion uniformemente continua en E. Entonces eriste una tnica funcion F : E — Qp
uniformemente continua y acotada en E tal que F(x) = f(z) six € E.

Demostracion. Sea x € E, entonces existe una sucesion {z,} C E tal que,
T, — T cuando n — 00 (3.5)

(Solamente el caso cuando x ¢ E es interesante) Como f es uniformemente continua en
E, para cualquier entero positivo s existe otro entero positivo ¢t = t(s) independiente de
'y mp tal que satisface (3.4). Por (3.5) existe un entero N = N(t) tal que |z, — x|, < p™*
cuando n > N. Por lo tanto para n,m > N se tiene

T — |, = (T — @) + (v — 2,)], < mdx {\xm — x|, |z, — :c|p} <p

y como f es uniformente continua,

|f(@m) = f(zn)], <p~°.
Esto significa que {f(z,)} es una sucesion p-adica de Cauchy. Sea,

L= lim f(x,), (3.6)

n—oo
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este limite no depende de la sucesion x, — . En efecto, sea z/ otra sucesion tal que
x!, — x, entonces {x,, — x] } sera una sucesion nula, por lo tanto existe N’ = N'(t) € Z*
tal que,

<p't si n>N.

Por (3.4),
[f(n) = (@), <p™ si n=N,

lo que implica que {f(x,) — f(x])} es una sucesion nula. Esto demuestra que,

L= lm f(z.)

n—oo

asi el limite (3.6) no depende de x,, — z, por lo tanto la funcion F : E — Q, dada por,

F(z) = lim f(z,)

n—00

donde z € Ey 2 = lim,,_.o0 @, Si 2, € E para todo n, esta bien definida. Es claro de la
definicion que F(x) = f(x) cuando x € E.
Ahora veamos que la funcién F es uniformente continua en E. Sean x, z dos puntos
en E que satisfacen,

|z — 2ol <p7.

Se escogen y, Yo en E de modo que,

ly =z, <p™" ¥y |yo—wol, <p~

fw) = F@),<p™ v [f(yo) = Flxo)l, <p~*.
Resulta que,
v —wol, =y —2) + (z — z0) + (w0 — w0)|, <P,
de donde, por (3,4),
1f(y) = f(wo)l, <p°,

por lo tanto,

|F'(z) = F(xo)l, = [(F(z) = f(y)) + (f(y) = f (%)) + (f(%0) = F(z0))], <p°

Por lo tanto F' es uniformemente continua en F.

Finalmente F es acotado en E. Suponga que no, entonces existe una sucesion infinita
{x,} de E tal que,
lim [F(z,)], = oo. (3.7)

n—oo
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Como E y E son subconjuntos del conjunto compacto Z,, entonces existe una subsu-
cesion {x,, } de {x,} tal que el limite
o = lim z,,
n—oo
existe. Dado que lo términos de z,, estan en E y E es un conjunto cerrado, se tiene
que o € E. Ahora F' es uniformemente continua en E y por lo tanto continua en .

Se sigue que,
lim |F(z,,)|

n—00 p

= F(ZE0)7

lo que contradice (3.7).

Para probar la unicidad de F, supongase F* con las mismas propiedades. Entonces
F — F* es uniformemente continua en E e identicamente 0 en E. Como E es denso en
E, por la continuidad de F' — F* implica que es identicamente 0 en E. Esto concluye
la prueba. O

Teorema 3.1.5. Sea f: E — Q, y f*: E — Q, uniformemente continuas en E, un

subconjunto de Z,, entonces también f + g, f — g y fg son uniformemente continuas
en E.

Demostracion. Sea E un subconjunto de Z,, y sean f : E = Q, vy f*: E = Q, dos
funciones que son uniformemente continuas en FE, entonces para cada entero positivo
s existen otros dos enteros positivos t = t(s) y t* = t*(s) independientes de x y z, tal
que,

|f(x) = flzo)l, <p™ s wao€E y |o—xl, <p™ (3-8)

y;
|f5(x) = f(xo)l, <p™° si mao€E y |r—axol, <p " (3.9)

Denote por T' = T'(s) = max{t,t*}, ademas T es independiente de x y zg, luego (3.8)
y (3.9) se pueden combinar para,

|f(x) = f(zo)l, <p™° y |7 (@) = f*(z0)], <p~° (3.10)
si T,m9 € B y |v— o[, < p T

Por el Teorema 3.1.4 la hipotesis implica que f y f* son acotadas en E, por lo tanto,
también en F que es subconjunto de E, entonces existe un mayor entero positivo u tal
que,

f@)], <p" vy [f ()], <p" si x€E, (3.11)
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Ahora para z, 29 € By o — x|, < pT, por (3.10)

|(f(z) = () = (f(zo) £ f*(x0))l, = [(f () — f(w0)) = (f*(z) — f*(z0))l, < p~",
Por (3.10) y (3.11)
[f (@) () = f@o) f*(wo)l, = [ () (f* () = f*(w0)) + (f(x) = f(wo)) [ (xo)], < p~"™
Lo que concluye la prueba. 0

Ejemplo 3.1.4. Las dos funciones f(x) = ¢ donde ¢ es una constante p-ddica y f(x) =
x claramente son uniformemente continuas en cualquier subconjunto E de Z,. Por lo
tanto cada polinomio,

P(z) =ap+ a1z + ... + apa”,

con a; € Q, es uniformemente continua en E.

3.2. FUNCIONES LOCALMENTE CONSTANTE Y
FUNCIONES PASO

Sea E un subconjunto de Z, y f: E — Q, una funcién en .

Definicién 3.2.1. Una funcion f : Z, — Q, es llamada localmente constante si para
cada x € Z, existe una vecindad U, > x tal que f es constante en U,.

De forma equivalente se puede decir que f : £ — Q, es llamada localmente constante
en F si existe un entero positivo s = s(xy) tal que

f(@) = f(zo) si z€E y |v—ml, <p~°.

Ejemplo 3.2.1. Como el espacio Z, es totalmente disconezo, la funcion caracteristica
para cualquier bola U € Z,

1 si z€ U
éhU(x):{O st x¢ U,

es continua. Es claro porque la bola U y Z,/U son abiertas.
Proposiciéon 3.2.1. Las funciones localmente constantes son continuas

Demostracion. Sea f : E — Q, una funciéon localmente constante, si * € E existe un
t € Z* tal que si |z — zo| < p~" entonces f(x) = f(xo), por lo tanto, para cualquier
s € 7T, se tiene que |f(z) — f(xo)| < p~*, es decir, f es continua en F. O
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Proposiciéon 3.2.2. Sea f : Z, — Q, una funcion localmente constante. Entonces Z,

se puede escribir como la union,
k

Z, = JU.,
i=1
de un nimero finito de bolas disjuntas tal que la funcion f es constante en cada una de
estas bolas. En particular el conjunto {f(z) : x € Z,} de valores asumidos por f en Z,
tiene solamente un numero finito de elementos distintos.

Demostracion. De la definicién de una funcién localmente constante, se tiene que para
cada x € Z,, existe una bola U, donde f es constante. Note que {U, : = € Z,} forma
una cubierta de Z,. Como Z, es compacto entonces existen i, Zo, ..., ky € Z, tal que

k
Z, = JU.,.
=1

Como dos bolas en Q, son disjuntas o una esta contenida en la otra, si se eliminan las
bolas que estan contenidas en las otras bolas, se obtiene una cubierta finita de Z, por
bolas disjuntas. O]

Corolario 3.2.1. Cualquier funcion localmente constante en Z, es uniformemente con-
tinua.

Demostracion. Sea f una funcion localmente constante. Por la Proposicion 3.2.2 se
tiene que Z, = Ule U,,, donde f es constante en cada U,,. Sea p~™ el radio de U,,
para cada i = 1,...,k y defina m = max {m;}. Suponga que |z —y[, < p~™. Dado que
xr € Z, entonces x € U,, para algin i € {1,...,k}, y como cada punto de la bola es
centro, se puede suponer x = x;. Entonces |z; — y|p < p ™ < p ™ lo que implica que
fly) = f(x;) y como f(x) = f(x;) entonces f(x) = f(y). Asi concluye la prueba.  [J

Definicién 3.2.2. Sea E un subconjunto de Z, no necesariamente compacto. Una fun-
cion [+ E — Q, es llamada una funcion paso en E si existe un entero positivo t
independiente de x y xq tal que,

f(x) = f(zo) si maxo€E vy |:17—x0|p§p_t.

El entero t mas pequeno que cumple esta propiedad es llamado el orden de f.

Observaciéon 3.2.1. Es claro de la definicion que una funcion paso en E es uniforme-
mente continua y ademds localmente constante en E. Por otra parte, si E es compacto
y [ es localmente constante en E, entonces [ es una funcion paso.

52



Para cada entero positivo ¢ se construye una particién explicita de E de la siguiente
manera:

Sea N; ={0,1,2,...,p" — 1}. Para cada = € Z, se escribe su expansion canonica,

r=xo+xp+..+xpt+

y sea
Ny, =x0+z1p+ ... + 2p_1p' ! (3.12)

entonces N, € N, y
|z — Na|, <p~". (3.13)

Para cada N € N,, se expresa,
E(N) = ENU(N,t), donde U(N,t) = {x €Z,: e —N|, <p< p*tﬂ}

Se ha visto que cualquier x € Z, pertenece a algun U (N, t), y para cualquier N, M € N,
se tiene |N — M|p > p~t, de esto resulta que las bolas U(N, t) son disjuntas, por lo tanto,

E=|]J EW), (3.14)

es una particion de E. Con lo anterior se tienen herramientas para probar el siguiente
teorema.

Teorema 3.2.1. Cualquier funcion paso en N o Z, es periodica.

Demostracion. Sea B =No Z,,y f : E — Q, una funcién paso de orden t. Considere la
particion (3.14). Si z,y € E(N) por la desigualdad triangular fuerte se tiene |z — y[, =

|(a:—N)—|—(N—y)|p < mdw{|x—N|p,|y—N|p} < p7 !, por lo tanto f(x) = f(y).
Note que si z € E(N), entonces x + p* € E(N). En efecto, si x € E(N) entonces
z € ENU(N,t), por lo tanto [z — N[, < p~t. Como

|z +p' = N| Smdm{|x—N|p,

41} = i {le - M1, 50} =
se concluye que x + p* € E(N). Por lo tanto,
flx+p") = f(z) para z € E,

es decir, f es periodica. O
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En el analisis real las funciones continuas en intervalos cerrados pueden ser aproxima-
dos uniformemente y arbitrariamente por funciones paso. Un resultado similar es valido
para funciones p-adicas.

Teorema 3.2.2. [9] Sea E C Z,. Una funcion f: E — Q, es uniformemente continua
en E si y solo si para cada entero positivo s existe otro entero positivo t = t(s) y una
funcion paso S : E — Q, a lo sumo de orden t tal que,

|f(x) = S(x)|, <p~® para cualquier x € E. (3.15)
Demostracion. Asuma que f y S satisfacen la condicion (3.15). Si zg € E'y,
|z — o] <p,

se tiene que,

entonces

[f(@) = fzo)l, = [(f(x) = S(20)) + (S(x0) — f(x0))l, <p~°

por lo tanto f es uniformemente continua.

Reciprocamente asuma que f es uniformemente continua en F,y denote por sy t = t(s)
dos enteros positivos tal que,

(@)~ fa)l, <p~* si v w€E y |o—wl, <p. (3.16)
Sea N, como en (3.12) y defina una funcién por,
S(x) = f(N,) si x€E.

Entonces S es una funcion paso a lo sumo de orden ¢. Por (3.13) y (3.16),
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3.3. DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES P-ADICAS

La derivada es un poco maés interesantes, aunque solo sea porque resultara que no fun-
ciona tan bien como en el caso clasico. Sin duda tiene mucho sentido definir la derivada
de una funcion f: Q, — @Q, de la forma habitual:

Definicién 3.3.1. Sea U C Q, un conjunto abierto y f : U — Q, una funcion. Se dice
que f es diferenciable en a € U, si el lim,_., fe)=fla) f'(a) existe.

r—a

Definicién 3.3.2. Si f/(x) existe para cada a € U se dice que [ es diferenciable en U,
y se escribe f': U — Q, para la funcion x — f'(z).

Notese que la definicion de la derivada tiene sentido porque @, es un campo normado.
La derivada posee las siguientes propiedades estandar:

» Las reglas para derivada como la suma, producto, cociente y composicion (regla
de la cadena) se transfieren de manera natural.

» Las funciones diferenciables son continuas.
» Las funciones racionales (cocientes de dos polinomios) son diferenciables.

Unos de los resultados mas importantes del anélisis real es el teorema del valor medio,
el cual es pieza clave en la teoria elemental de funciones diferenciables, si se trata de
ver la version p-adica del teorema, se encuentra la inmediata dificultad de decidir como
seria, después de todo el clésico teorema dice que para cada a # b en el dominio de una
funcion diferenciable, existe un nimero ¢ entre a y b tal que f(b) — f(a) = f'(¢)(b— a).

El problema radica en el “entre”, ya que no parece significar nada en el contexto p-adico,
dado que @, no es un cuerpo ordenado. Pero esta dificultad inicial es facilmente resuel-
ta. En R se puede redefinir “entre” diciendo que ¢ esta entre a y b si ¢ = at + b(1 — 1)
para 0 <t < 1.

Asi que el intento basico de la version p-adica del teorema del valor medio seria:

Si la funciéon f(z) es diferenciable en @, entonces para cualesquiera dos nimeros a y b
en Q,, existe un elemento € € Q, de la forma e = at +b(1 —¢) para algtin t con [t], <1,
para los que se tiene que

f(b) = fla) = f'(€)(b—a).

Pero esto no es cierto y se vera en la siguiente proposicion.
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Proposicion 3.3.1. El teorema del valor medio p-ddico indicado es falso.

Demostracion. Sea f(x) = a2 —x, a = 0y b = 1 entonces f'(z) = pzP' — 1y
f(a) = f(b) = 0, por el teorema del valor medio debe existir un ¢ € Q, de la forma
e=at+b(1—1t)=(1—1)con [t], <1 tal que f(1)— f(0) = f'(¢)(1 — 0), por tanto,

flle)=pPt —1=0.

Como ¢ = 1 —ty |t|, < 1 entonces ¢ € Z,. Pero ps"~! — 1 es una unidad en Z,, en
efecto, como v, (peP~1) # v,(—1) entonces,

Up(pgp_l - 1) = min {’Up(pgp_l)a Up(_]')} = 07
lo que implica,
Pt =1 =1,

y por tanto es unidad, esto contradice que peP~! —1 = 0, asi el teorema del valor medio
p-adico es falso. O

Ejemplo 3.3.1. Sea E' C Z, un subconjunto sin puntos aislados, y sea f una funcion
localmente constante en E, entonces para cada a € E existe un € > 0 tal que st x € F,
satisface |a — x|, <e. Asi

f(x) — f(a)

=0 a—x| <E¢g,
P y | M
por lo tanto [ es diferenciable en E y f'(a) =0 para todo a € E

Ejemplo 3.3.2. Eziste una funcion inyectiva f : Z, — Z, (y por lo tanto no locamente
constante) cuya derivada es cero. En efecto, sea x =Y a,p" € Z, y establezcamos

f([E) = Zanp%l'
n=0
Ahora, si
=Y ap", y=> bp' €7y,
n=0 n=0
satisface que |x — y\p = p~J para algin 7 =0,1,2, ..., entonces

apg = bo,a1 = bl, ey @1 = bj,l,aj # bj.
Por lo tanto |f(x) — f(y)|, = p~. Asi se tiene,

(@) = fW)l, = le —yl; para todo @,y € Z,.
Se llega a la conclusion que f es inyectiva v,
‘M = |z —yl, =0 cuando y — x.
-y |,
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Este ejemplo nos conduce la definicién de ua funcion lipschitz.

Definicién 3.3.3. Sea E C Z, y o > 0. Una funcion f : Z, — Q, satisface la condicion
Lipschitz de orden « si existe una constante M > 0, llamada constante de Lipschitz,
tal que para todo x,y € E se tiene

|f(x) = fy)l, < M|z —yl.

La funcion del ejemplo 3.3.2 es Lipschitz de orden 2. Note que en el analisis real si una
funcion satisface la condicion de Lipschitz de orden mayor que 1, entonces f' = 0, asi
que f es necesariamente constante.

Otra anomalia de funciones p-adicas resulta cuando consideramos la invertibilidad local.
En el anlisis real, para estas funciones, si f’(xq) # 0, entonces f es localmente invertible
en una vecindad de xy. Para funciones p-adicas tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.3. Eziste una funcion diferenciable f : Z, — Q, tal que f'(x) =1 para
todo x € Zy, para la cual f(p™) = f(p™—p®") para todo n € N, asi que f no es inyectiva
en una vecindad de 0.

Para cada n € N, sea B, = {:z: €Zp: |z —p", < p_Q”}. Six € B, entonces,

) -n
|z —p"|, <p™" <p™" =1p"|,,

y por la Proposicion 1.2.1 se tiene que |zzc|1l7 = |p"|p =p~ ", por lo que los discos B; son
disjuntos dos a dos.

Defina,
x—p™ si neNzcB,,
x stz € Zy\U, Bn.

Ya que p™ € B, se tiene f(p") = p™ — p*". Por otra parte p" — p*" no estdn en B, para
todo m € N, esto se puede verificar por contradiccion. Por lo tanto f(p"—p*") = p"—p*",
es decir f no es inyectiva en una vecindad de 0.

Para probar que f' = 1. Considere la funcion g(x) =z — f(x),

{pQ” st neNxe B,

9@ =0 s z € Z,\U, Bn.
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Como g(x) es localmente constante en Z,\0, se tiene ¢' = 0 en Z,\0. Solamente falta
comprobar que ¢'(0) = 0. Sea x € Z,, v # 0, entonces

_ Mp: " sineNaxzelD,

‘9(93) —9(0)
p 0 st x ¢ By, YneN.

T

Por lo tanto ¢'(0) = lim,_o %2 = 0. Entonces f'(z) = 1 para todo x € Z,.

xT
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