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TITULO: UNA CARACTERIZACIÓN DE LOS SUBESPACIOS COMPACTOS DE R2
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PALABRAS CLAVES: Topoloǵıa, compacidad, Base para una topoloǵıa, Pre-orden,
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DESCRIPCIÓN

En el presente trabajo de monograf́ıa, se hace un análisis detallado del art́ıculo:

Caracterización de los subespacios compactos de R2 con algunas topoloǵıas distintas de

la usual ; Ávila, J. A.

La monograf́ıa comprende tres caṕıtulos: el caṕıtulo uno (Preliminares) tiene como objetivo

principal, proporcionar al lector un resumen de las definiciones y propiedades fundamentales

de los números reales y la topoloǵıa general, que son básicos en el desarrollo del trabajo.

El caṕıtulo dos (Algunas topoloǵıas sobre R2 y caracterización de sus subespacios compactos) se

ha dividido en siete secciones; en cada una de ellas se describe una topoloǵıa sobre R2, distinta

de la usual; y se presenta una caracterización de la compacidad en R2 con cada una de estas

topoloǵıas.

En el capitulo tres (S-Topoloǵıas, pre-órdenes y compacidad), se observa lo estudiado en el

capitulo dos, desde un punto de vista más general, para analizar la compacidad en términos de

S-Topoloǵıas y Pre-órdenes. Este caṕıtulo se ha dividido en cuatro secciones: en la primera

sección se dá la definición de lo que es una S-Topoloǵıa y se presentan algunas propiedades im-

portantes de este tipo de topoloǵıas. En la segunda sección se muestra cuáles de las topoloǵıas

vistas en el caṕıtulo dos, son S-topoloǵıa y cuales no. En la sección tres se presenta la definición

de pre-orden sobre un conjunto X y se establece una interesante relación entre las S-Topoloǵıas

y los pre-órdenes sobre un conjunto X. En la cuarta sección se presenta una caracterización de

los compactos en las S-Topoloǵıas, en términos topológicos y también en términos algebraicos.

Finalmente se presenta una tabla que resume varios de los resultados importantes del trabajo.

*Monograf́ıa
**Facultad de Ciencias. Escuela de matemáticas. Directora: Sonia Marleni Sabogal Pedraza.
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KEY WORDS: Topology, compacity, base for a topology, pre-order, s-topologies..

DESCRIPTION

In the present monograph work, it is realized a detailed analysis of the article: characterization

of the R2 compact subspaces with some topologies different from the usual ; Ávila, J. A.

The monograph includes three chapters: the first chapter (preliminaries) has as main objective

to give to the reader an abstract of the definitions and fundamental properties of the real

numbers and general topology, which are basic in the development of the work. The second

chapter (some topologies of R2 and characterization of its compact subspaces) has been divided

in seven sections: each one of them describes a topology of R2, different from the usual; and it

is presented a characterization of the compacity in R2 with each one of these topologies.

In the third chapter (S-topologies, pre-orders and compacity), it is observed what was studied in

the second chapter from a mote general point of view to analyze the compacity in S-topologies

and pre-orders terms. This chapter has been divided in four sections: the first section gives

a definition of what a S-topology is and some important properties of this kind of topologies

are presented. The second section shows which topologies seen before in the chapter two are

S-topologies and which ones are not. The third section presents the definition of Pre-order on

a X group and establishes an interesting relation between S-topologies and Pre-orders on a X

group. The fourth section presents a characterization of the compacts in the S-topologies, in

topological terms and also in algebraic terms.

Finally it is presented a table that summarizes several of the important results of the work.
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INTRODUCCIÓN

El estudio de la compacidad es fundamental en las áreas de análisis y topoloǵıa. El

conocimiento de este tema nos proporciona bases indispensables para profundizar otros

temas matemáticos.

En el presente trabajo de monograf́ıa, se hace un análisis detallado del art́ıculo:

Caracterización de los subespacios compactos de R2 con algunas topoloǵıas distintas de

la usual ; Ávila, J. A. [1].

La monograf́ıa comprende tres caṕıtulos: el caṕıtulo uno (Preliminares) tiene como

objetivo principal, proporcionar al lector un resumen de las definiciones y propiedades

fundamentales de los números reales y la topoloǵıa general, que son básicos en el desarrollo

del trabajo.

El caṕıtulo dos (Algunas Topoloǵıas sobre R2 y Caracterización de sus Subespacios

Compactos) se ha dividido en siete secciones; en cada una de ellas se describe una

topoloǵıa sobre R2, distinta de la usual; y se presenta una caracterización de la com-

pacidad en R2 con cada una de estas topoloǵıas, haciendo las demostraciones omiti-

das en las afirmaciones que se encuentran en [1]. De cada una de estas caracteriza-

ciones, se muestran varios ejemplos de subespacios compactos y no compactos de R2

haciendo énfasis en la no equivalencia entre compacto - cerrado y acotado; por ejem-

plo en la sección 2.1 se establece que con cierta topoloǵıa de R2, todo compacto es

no cerrado (Proposición 2.1.1), este resultado surgió durante el proceso de estudio del

art́ıculo, al analizar diversos ejemplos. Análogamente se obtiene la demostración de la

Proposición 2.4.2.

En el capitulo tres (S-Topoloǵıas, Pre-Órdenes y Compacidad), se observa lo estudiado

en el capitulo dos, desde un punto de vista más general, para analizar la compacidad
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en términos de S-topoloǵıas y Pre-órdenes. Este caṕıtulo se ha dividido en cuatro

secciones: en la primera sección se dá la definición de lo que es una S-topoloǵıa y se

presentan algunas propiedades importantes de este tipo de topoloǵıas. En la segunda

sección se muestra cuáles de las topoloǵıas vistas en le caṕıtulo dos, son S-topoloǵıa y

cuales nó. En la sección tres se presenta la definición de Pre-orden sobre un conjunto X

y se establece una interesante relación entre las S-topoloǵıas sobre X y los Pre-órdenes

sobre X (Proposiciones 3.3.1 y 3.3.2) pues esta relación permite obtener una estructura

algebraica (un pre-orden) a partir de una estructura topológica (una S-topoloǵıa ) y

rećıprocamente. En esta sección se muestra además la relación de pre-orden que genera

cada una de las S-topoloǵıa vistas en la sección 3.2, esto se hace usando la relación

entre Pre-ordenes y topoloǵıas, la cual permite obtener cada Pre-orden de una manera

más clara y detallada a como se hizo en [1].

En la cuarta sección se presenta una caracterización de los compactos en las S-topoloǵıas,

en términos topológicos (Teorema 3.4.1) y también en términos algebraicos

(Teorema 3.4.2). Finalmente se presenta una tabla que resume varios de los

resultados importantes del trabajo.



CAṔıTULO 1
PRELIMINARES

Este caṕıtulo se dividirá en dos secciones: en la primera sección se presentarán aspectos

importantes sobre el campo de los números reales y en la segunda sección se presentarán

algunos conceptos, definiciones y teoremas de la topoloǵıa general, que se van a necesitar

en el desarrollo de los demás caṕıtulos. Las definiciones presentadas, aśı como los teo-

remas y su respectivas demostraciones pueden encontrarse en textos clásicos de análisis

o topoloǵıa como por ejemplo Apóstol, Munkres o Willars entre otros.

1.1. RRR como campo ordenado y completo

En esta sección se estudiarán algunos aspectos básicos de los números reales, relacionados

especialmente con los axiomas de campo, axiomas de orden y la propiedad de completez.

Empecemos recordando que una operación binaria sobre un conjunto X, es una fun-

ción de X ×X en X. También admitiremos la existencia de un conjunto no vaćıo que

se denotará por R (el conjunto de los números reales ) en el cual se han definido dos

operaciones binarias: la suma y el producto, denotados por los śımbolos +, • respec-

tivamente; estas operaciones cumplen las siguientes propiedades, llamadas axiomas de

campo,

(AC1) para todo par de números x, y ∈ R:

x + y = y + x.

x•y = y•x.

(AC2) Existen en R dos elementos diferentes: 0, 1 ∈ R, tales que para todo x ∈ R:
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x + 0 = x = 0 + x

x•1 = x = 1•x.

(AC3) Para todo número real x, existe un número real y = −x en R tal que:

x + y = 0 = y + x.

Si x es un número real diferente de 0, existe un elemento y = x−1 en R, tal que:

x•y = 1 = y•x.

(AC4) Para todo x, y, z en R:

(x + y) + z = x + (y + z)

(x•y)•z = x•(y•z).

(AC5) para todo x, y, z en R:

x•(y + z) = x•y + x•z.

Ahora asumimos que existe un subconjunto de R llamado el conjunto de los números

reales positivos, este conjunto se denotara por: R+, el cual satisface los siguientes

axiomas, denominados axiomas de orden:

(AO1) Dado un número real, se da exactamente una de las siguientes situaciones:

i) x = 0;

ii) x es un número real positivo;

iii) −x es un número real positivo.

(AO2) Si x, y son números reales positivos, entonces:

x + y es un número positivo

x•y es un número positivo.
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Cualquier conjunto con dos operaciones binarias que satisfagan (AC1) a (AC5) que

contenga un subconjunto que satisfaga (AO1) y (AO2), se dirá un campo

ordenado.

De los axiomas de orden, se tiene inmediatamente, que si x es distinto de cero, entonces

x2 ∈ R+.

En efecto: como x es distinto cero, x ∈ R+
⊻ −x ∈ R+. Como

x2 = x•x = (−x)•(−x); por el axioma (AO2), x2 ∈ R+. Si x es un número real tal

que (−x) pertenece a R+, se dirá que x es un número negativo.

1.1. Definición: Dados dos números reales x, y, se dirá que x es menor que y (x < y),

si y − x pertenece a R+. Se dirá que que x es mayor que y (x > y), si y − x es un

número negativo.

No es dif́ıcil demostrar que la relación ≤ definida en R por:

x ≤ y si y solo si (x = y) ∨ (x < y)

es una relación de orden en R, es decir es una relación reflexiva, antisimétrica y tran-

sitiva.

Obsérvese que si x ∈ R+, entonces −x es un número negativo y por consiguiente x > 0.

Si x > 0, −x es un número negativo, lo cual quiere decir que x = −(−x) pertenece a R+,

luego podemos decir que el conjunto de los números reales positivos, es igual al conjunto

de los números reales mayores que cero y que el conjunto de los números reales negativos

es igual al conjunto de los números reales menores que cero.

1.2. Conjunto acotado superiormente: Sea A ⊆ R, A se dice acotado

superiormente, si existe un número real M , tal que para todo x en A, x ≤M

1.3. Conjunto acotado inferiormente: Sea A ⊆ R, A se dice acotado

inferiormente, si existe un número real T , tal que para todo x en A, T ≤ x

Cuando A es un conjunto acotado superiormente, existe un número real M tal que para

todo x ∈ A, x ≤ M ; M es llamado una cota superior de A. Si el conjunto A

es acotado inferiormente, existe al menos un número real T tal que, T ≤ x para todo

x ∈ A, T es llamado una cota inferior de A. Además si el conjunto A es acotado

tanto superiormente como inferiormente, decimos que A es un conjunto acotado.

1.4. Definición: Sea A ⊂ R, un conjunto acotado.
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1. El número real α se denomina extremo superior del conjunto A si cumple las

siguientes propiedades:

i) α es una cota superior del conjunto A.

ii) Si u es un número real menor que α, entonces u no es cota superior del conjunto

A.

2. El número real β, se llama extremo inferior del conjunto A, si satisface las siguientes

propiedades:

i) β es una cota inferior del conjunto A.

ii) Si t es un número real mayor que β, entonces t no es cota inferior del conjunto

A.

Nota 1.1. Si A ⊂ R, A 6= ∅ y si el conjunto A tiene extremo superior, éste es

único. Igualmente si tiene extremo inferior. Los extremos superior e inferior de un

conjunto, son llamados también supremo e ı́nfimo del conjunto y se denotan por: sup

e ı́nf respectivamente.

1.5. Axioma del extremo superior: Todo subconjunto no vacio de R, acotado supe-

riormente tiene extremo superior.

Cualquier conjunto con una relación de orden que satisface el axioma anterior, se dice

completo. Se sabe que R es el único (salvo isomorfismos) campo ordenado

y completo.

1.2. Conceptos básicos de topoloǵıa general

1.6. Espacio topológico: sea X un conjunto y τ una familia de subconjuntos de X

(es decir τ ⊆ P (X)). Se dice que τ es una topoloǵıa en X, si se cumplen los siguientes

axiomas:

(ET1) ∅, X ∈ τ .

(ET2) Si A,B ∈ τ entonces A ∩B ∈ τ .

(ET3) Si {Ai}i∈I es una familia de elementos de τ , entonces
⋃

i∈I Ai ∈ τ .
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En tal caso el par (X,τ ) se llama espacio topológico y los elementos de τ se llaman

abiertos.

Nota 1.2. (ET2) significa que la intersección finita de abiertos es un abierto.

1.7. Interior de un conjunto: (X,τ ) espacio topológico, A ⊆ X, x ∈ A. Diremos que

x es un punto interior de A si y solo si existe O ∈ τ , tal que x ∈ O ⊆ A.

El conjunto de los puntos interiores de A se llama el interior de A y se nota
◦

A o

int(A).

1.8. Una caracterización de los conjuntos abiertos: (X,τ ) espacio topológico,

A ⊆ X. Entonces A es abierto si y solo si A =
◦

A.

1.9. Conjuntos cerrados: (X,τ ) espacio topológico A ⊆ X. Diremos que A es cerrado

si y solo si X − A ∈ τ , es decir, si X − A es abierto.

La familia de todos los conjuntos cerrados de un espacio topológico (X,τ ) la llamaremos

cerradura de X y la notaremos por: τ .

Los conjuntos cerrados poseen las siguientes propiedades, “duales” de las propiedades

de los abiertos: toda intersección de conjuntos cerrados, es un conjunto cerrado y toda

reunión finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

1.10. Topoloǵıa usual de R (τ u): sea X = R, se tiene que:

τ u = {
⋃

α(aα, bα) | aα, bα ∈ R} es una topoloǵıa sobre R, llamada la topoloǵıa usual.

1.11. Topoloǵıa discreta: X conjunto y τ = P (X), τ es una topoloǵıa sobre X

llamada topoloǵıa discreta.

1.12. Topoloǵıa indiscreta: X conjunto y τ =
{

∅, X
}

, τ es una topoloǵıa sobre X

llamada topoloǵıa indiscreta.

1.13. Base para alguna topoloǵıa: X conjunto y B ⊆ P (X) se dice que B es base

para alguna topoloǵıa sobre X, si se cumplen las siguientes condiciones:

i)
⋃

B = X

ii) Si B1 y B2 ∈B y x ∈ B1 ∩B2, entonces existe B3 ∈B tal que x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2.

En tal caso, la familia

〈B〉 = {G ⊆ X | (∀x ∈ G)(∃Bx ∈B)(x ∈ Bx ⊆ G)}
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es una topoloǵıa sobre X, llamada la topoloǵıa generada por B.

Si (a, b) ∈ R2 y r ∈ R+, la bola o disco abierto con centro (a, b) y radio r, es el

conjunto:

B
(

(a, b); r
)

:=
{

(x, y) ∈ R2|(x− a)2 + (y − b)2 < r2
}

.

En el siguiente ejemplo se usa 1.13 y la noción de bola para definir la llamada topoloǵıa

usual del plano.

Ejemplo 1.1. En R2 la familia de discos abiertos en el plano o bolas:

F =
{

B
(

(a, b); r
)

| a, b, r ∈ R, r ≥ 0
}

⋃

{

∅
}

.

es base para una topoloǵıa y en este caso la topoloǵıa generada 〈F〉 es precisamente la

topoloǵıa usual de R2 la cual notaremos como: τ u.

1.14. Base para una topoloǵıa: Sea (X,τ ) espacio topológico y B una familia de

abiertos (es decir B ⊆ τ ). Se dice que B es una base para τ , si todo elemento de τ
es unión de elementos de B, equivalentemente si para cualquier O ∈ τ y x ∈ O, existe

Bx ∈B tal que: x ∈ Bx ⊆ O.

1.15. Topoloǵıa producto: Sean (X,τ ), (Y,µ) espacios topológicos. La topoloǵıa

producto sobre X × Y es la topoloǵıa que tiene como base la colección B de todos los

conjuntos de la forma U × V , donde U es un conjunto abierto de X y V es un conjunto

abierto de Y .

1.16. Topoloǵıa de Subespacio: (X,τ ) espacio topológico, Y ⊆ X, la familia:

τ Y =: {O ∩ Y | O ∈ τ }

es una topoloǵıa sobre Y llamada la topoloǵıa de subespacio, el par (Y,τ Y ) se llama

subespacio topológico de (X,τ ).

1.17. Definición: Supongamos que τ y τ ′

son dos topoloǵıas sobre un conjunto dado

X. Si τ ⊆ τ ′

, diremos que τ ′

es más fina que τ . Si τ ⊂ τ ′

, entonces τ ′

es

estrictamente más fina que τ . Diremos que τ es comparable con τ ′

si τ ⊆ τ ′

o

τ ′

⊆ τ .



1.2. Conceptos básicos de topoloǵıa general 7

1.18. Recubrimiento: Sea (X,τ )un espacio topológico. Una colección A de subcon-

juntos del espacio X se dice que es un recubrimiento de X o que A recubre a X,

si la unión de los elementos de A coincide con X. Se dice que A es recubrimiento

abierto de X si es un recubrimiento de X formado por conjuntos abiertos de X.

1.19. Recubrimiento por abiertos básicos: sea (X,τ ) un espacio topológico y B

una base para τ . Una colección A de elementos de B es un recubrimiento por

abiertos básicos de X, si la unión de los elementos de A coincide con X.

1.20. Espacio compacto: Un espacio topológico X se dice que es compacto si de

cada recubrimiento abierto A de X podemos extraer una subcolección finita que también

recubre a X

Ejemplo 1.2. R con la topoloǵıa usual no es compacto, en efecto, si consideramos

Vn = (−n, n), n ∈ N, entonces la colección
{

Vn

}

n∈N
es un recubrimiento de R que

no puede reducirse a un subrecubrimiento finito.

Ejemplo 1.3. En (R,τ u) todo intervalo cerrado y acotado es compacto; es decir

A = [a, b] es compacto. Para ver una demostración de este hecho se puede consultar [5]

o también [7]. Es conocido que en (R2,τ u) los subespacios compactos son exactamente

aquellos que son cerrados y acotados.

Ejemplo 1.4. R2 con la topoloǵıa usual, no es compacto, en efecto si consideramos
{

(−n, n) × (−n, n)|n ∈ N
}

es un recubrimiento abierto de R2, que no puede reducirse

a uno finito.

La propiedad de ser compacto, no se hereda, es decir, si A es compacto y B ⊂ A entonces

no se puede afirmar que B sea compacto.

Ejemplo 1.5. En (R2,τ u), sean A = [0, 1], B = (0, 1) es claro que, B ⊂ A, A es

compacto puesto que es cerrado y acotado, pero B no lo es, (pues
{

(0, 1− 1
n
)
}

n∈N
es

un recubrimiento abierto de B que no se puede reducir a un subrecubrimiento finito).

En el caso que el subespacio sea cerrado, tenemos la siguiente afirmación.

Afirmación 1.2.1. Todo subespacio cerrado de un compacto , es también compacto
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La demostración de la anterior afirmación es puede ver en [7].

Un subconjunto de R2 se dice acotado si existe una bola que lo contiene. Análoga-

mente a como ocurre en (R,τ u), se tiene la siguiente caracterización de los subespacios

compactos de (R2,τ u):

Afirmación 1.2.2. Sean (R2,τ u) y S ⊆ R2. Entonces S es compactos si y solo si S

es cerrado y acotado.

Proposición 1.2.1. (X,τ ) espacio topológico, A ⊆ Y ⊆ X. A es compacto si y solo

si A es compacto en (Y,τ Y ).

Demostración.

⇒] Sea A ⊆ X compacto en (X,τ ) y sea B un recubrimiento por abiertos de τ Y es

decir A ⊆
⋃

B ∈ B
B; para cada B ∈B existe OB ∈ τ tal que B = OB

⋂

Y , entonces

A ⊆
⋃

B ∈ B

OB

⋂

Y =
(

⋃

B ∈ B

OB

)

⋂

Y ⊆
⋃

B ∈ B

OB

como A es compacto en (X,τ ), entonces A ⊆
⋃n

i=1 OBi
para algún i ∈ N entonces

A ⊆
⋃n

i=1(OBi

⋂

Y ) =
⋃n

i=1 Bi luego A es compacto en (Y,τ Y ).

⇐] A ⊆
⋃

α∈∆ Oα, Oα ∈ τ ∀α ∈ ∆, luego se tiene que A ⊆
⋃

α∈∆(Oα ∩ Y )

(porque A ⊆ Y ); Oα∩Y ∈ τ Y ∀α ∈ ∆. Como A es compacto en (Y,τ Y ) entonces

existen Oα1 , Oα2 , . . . , Oαn
tales que A ⊆

⋃n

i=1(Oαi

⋂

Y ) =⇒ A ⊆
⋃n

i=1 Oαi
�



CAṔıTULO 2
ALGUNAS TOPOLOGÍAS SOBRE R2R2R2

Y CARACTERIZACIÓN DE SUS

SUBESPACIOS COMPACTOS

En el desarrollo de este caṕıtulo se analizará la sección dos del art́ıculo [1], presentando

algunas demostraciones alĺı omitidas, como por ejemplo la suficiencia de las condiciones

que se plantean en las afirmaciones 1, 2 y 4 del art́ıculo o la demostración de la afir-

mación 3 que es dejada como ejercicio para el lector. Además a manera de ilustración,

presentaremos algunos ejemplos de subconjuntos compactos de R2 con cada una de las

topoloǵıas consideradas, y las compararemos dos a dos es decir estableceremos cuando

cada una de estas topoloǵıas es más fina que otra.

2.1. Topoloǵıa de colas a derecha en el plano.

Consideremos el espacio topológico (R2,τ × τ ), donde τ es la topoloǵıa generada en

R por la base B = {[a,∞) | a ∈ R} y τ × τ es la correspondiente topoloǵıa producto

sobre R2. En primer lugar vamos a mostrar que B es en efecto base para una topoloǵıa

sobre R es decir verifiquemos que se cumple:

i) R =
⋃

B ∈ B
B.

ii) Si B1, B2 ∈B y x ∈ B1

⋂

B2, entonces existe B3 ∈B tal que x ∈ B3 ⊂ B1

⋂

B2.
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Sea x ∈ R, entonces existe un Bx ∈ B, tal que Bx = [x,∞), claramente x ∈ Bx

lo que implica, x ∈
⋃

B ∈ B
B, como x es arbitrario entonces R ⊂

⋃

B ∈ B
B.

La otra contenencia
⋃

B ∈ B
B ⊂ R es inmediata dado que R es el conjunto “universal”.

Para la parte ii) veamos que B3 es la intersección de B1 = [a1,∞) y B2 = [a2,∞).

Sea x ∈ B1

⋂

B2 entonces x ∈ B1 y x ∈ B2 es decir x ∈ [a1,∞) y x ∈ [a2,∞), luego

a1 ≤ x ∧ a2 ≤ x; si hacemos a3 = máx{a1, a2} entonces a3 ≤ x ∀x ∈ B1

⋂

B2, luego

tenemos que: x ∈ [a3,∞) = B3 ⊆ B1

⋂

B2; por lo tanto B es base para una topoloǵıa

sobre R. Enseguida mostraremos que análogamente B
∗

= {[a,∞)× [b,∞) | a, b ∈ R}

es base para una topoloǵıa de R2, entonces veamos que se cumple:

i) R2 =
⋃

B ∈ B
∗ B.

Sea (x, y) ∈ R2, entonces existe B0 ∈ B
∗
, donde B0 = [x,∞) × [y,∞) tal que

(x, y) ∈ B0 ⇒ (x, y) ∈
⋃

B ∈ B
∗ B. La contenencia rećıproca es inmediata dado que

R2 es el conjunto universal.

ii) Si B1, B2 ∈B
∗

y (x, y) ∈ B1 ∩B2, veamos que existe B3 ∈B
∗

tal que:

(x, y) ∈ B3 ⊂ B1

⋂

B2.

Como B1 ∈ B
∗

y B2 ∈ B
∗

tenemos que B1 = [a1,∞) × [b1,∞) y

B2 = [a2,∞) × [b2,∞) para algunos a1, b1, a2, b2 ∈ R. Dado que (x, y) ∈ B1

⋂

B2

entonces x ∈ [a1,∞)
⋂

[a2,∞), e y ∈ [b1,∞)
⋂

[b2,∞). Sean a3 = máx{a1, a2} y

b3 = máx{b1, b2} y sea B3 = [a3,∞) × [b3,∞), como a1 ≤ x y a2 ≤ x entonces

x ∈ [a3,∞), además b1 ≤ y, b2 ≤ y entonces y ∈ [b3,∞), luego (x, y) ∈ [a3,∞)× [b3,∞);

es decir (x, y) ∈ B3. Ahora veamos que B3 ⊆ B1

⋂

B2. Si (u, v) ∈ B3 significa que

(u, v) ∈ [a3,∞)× [b3,∞) ⇒ a3 ≤ u y b3 ≤ v pero como a3 = máx{a1, a2} entonces

a1 ≤ a3 ≤ u ⇒ a1 ≤ u⇒ u ∈ [a1,∞)

a2 ≤ a3 ≤ u ⇒ a2 ≤ u⇒ u ∈ [a2,∞)

luego u ∈ [a1,∞)
⋂

[a2,∞) y como b3 = máx{b1, b2} entonces

b1 ≤ b3 ≤ v ⇒ b1 ≤ v ⇒ v ∈ [b1,∞)

b2 ≤ b3 ≤ v ⇒ b2 ≤ v ⇒ v ∈ [b2,∞)

y aśı v ∈ [b1,∞)
⋂

[b2,∞) por lo tanto (u, v) ∈ B1

⋂

B2 y tenemos (u, v) ∈ B3 ⊆ B1

⋂

B2;

obsérvese que en este caso se tiene que B3 = B1

⋂

B2 (ver Figura 2.1.1).
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Figura 2.1.1: Intersección de dos abiertos básicos en τ cd

a1 a2

b1

b2

(a3 = a2 ∧ b3 = b2)

b2

b1

a1 a2
(a3 = a2 ∧ b3 = b1)

Luego B
∗

es base para una topoloǵıa en R2. En lo que resta de este trabajo a esta

topoloǵıa la llamaremos topoloǵıa de colas a derecha en el plano y la notaremos

τ cd. Consideremos entonces el espacio topológico (R2,τ cd). La siguiente proposición

establece una condición necesaria y suficiente para que un subespacio de (R2,τ cd) sea

compacto.

Proposición 2.1.1. A ⊆ R2 es compacto si y solo si existen puntos (a1, b1), . . . , (an, bn)

en A, tales que, para todo (a, b) ∈ A, existe un punto (ai, bi), 1 ≤ i ≤ n, tal que

ai ≤ a y bi ≤ b.

Demostración.

⇒ Los abiertos básicos de τ cd, son de la forma [x, +∞)×[y, +∞), x, y ∈ R. Entonces

la familia
{

[a, +∞)× [b, +∞)
}

(a,b)∈A

es un recubrimiento por abiertos básicos de A, es decir,

A ⊆
⋃

(a,b)∈A

[a, +∞)× [b, +∞).

Como A es compacto, este recubrimiento abierto se reduce a un subrecubrimiento finito,

es decir,

A ⊆
n

⋃

i=1

[ai, +∞)× [bi, +∞) con (ai, bi) ∈ A, para todo i.

Entonces se tiene que para todo (a, b) ∈ A, (a, b) ∈ [ai0 , +∞)× [bi0 ,∞), para algún i0,

1 ≤ i0 ≤ n. Aśı, ai0 ≤ a y bi0 ≤ b.
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⇐ Consideremos un recubrimiento por abiertos básicos de A, es decir;

A ⊆
⋃

α∈∆

[aα,∞)× [bα,∞) aα, bα ∈ R,

entonces tenemos que existen α1, α2, . . . , αn ∈ ∆ tales que:

(a1, b1) ∈ [aα1 ,∞)× [bα1 ,∞)

(a2, b2) ∈ [aα2 ,∞)× [bα2 ,∞)
...

(an, bn) ∈ [aαn
,∞)× [bαn

,∞)

afirmamos que: A ⊆
⋃n

j=1[aαj
,∞)× [bαj

,∞). En efecto :

Sea (a, b) ∈ A, por hipótesis existe un punto (ai, bi) tal que ai ≤ a y bi ≤ b, 1 ≤ i ≤ n,

entonces (a, b) ∈ [ai,∞)× [bi,∞)
?

⊆ [aαi
,∞)× [bαi

,∞) ⊆
⋃n

j=1[aαj
,∞)× [bαj

,∞).

Sea (x, y) ∈ [ai,∞)× [bi,∞) =⇒ ai ≤ x ∧ bi ≤ y. Como

(ai, bi) ∈ [aαi
,∞)× [bαi

,∞) =⇒ aαi
≤ ai ≤ x ∧ bαi

≤ bi ≤ y

⇒ (x, y) ∈ [aαi
,∞)× [bαi

,∞). �

De la proposición anterior se podŕıa decir de manera intuitiva e informal que en este

espacio los subconjuntos compactos, son exactamente aquellos, que se pueden “encajar”

en una unión finita de “colas a derecha” de R2, cuyos “vértices” pertenecen al subcon-

junto, es decir un conjunto S ⊆ R2 será compacto si y solo si esta contenido en una

región como la de la figura 2.1.2 donde P1, P2, . . . , Pn son puntos de S.

P1

P2

Pn

Figura 2.1.2: Unión finita de “colas a derecha” de R2

Ahora veamos gráficamente algunos ejemplos de conjuntos compactos de R2, con la

topoloǵıa producto definida, que hemos llamado topoloǵıa de colas a derecha sobre

R2.
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Compacto

Abierto

No cerrado

Ejemplo 2.1.1

Figura 2.1.3: Ejemplos de conjuntos compactos y no compactos de (R2,τ cd)

Compacto

No abierto

No cerrado

Ejemplo 2.1.2

Compacto

Abierto

No cerrado

Ejemplo 2.1.3

Compacto

No abierto

No cerrado

Ejemplo 2.1.4
No compacto

No abierto

No cerrado

Ejemplo 2.1.5

Ejemplo 2.1.6

No compacto

No abierto

No cerrado

Obsérvese que el Ejemplo 2.1.2 es un subconjunto compacto de R2, no cerrado en es-

ta topoloǵıa; mientras que en la topoloǵıa usual de R2 es compacto y cerrado, nótese

también que el Ejemplo 2.1.3 es un conjunto compacto, no cerrado en esta topoloǵıa;

mientras que en la topoloǵıa usual de R2 no es compacto pero si es un conjunto cerrado,

además es no acotado. El Ejemplo 2.1.5 es un subconjunto de R2, no compacto con la

topoloǵıa de colas a derecha sobre R2 pues si hacemos S igual al conjunto del Ejemplo

2.1.5, entonces tenemos que {[a,∞) × [b,∞) | (a, b) ∈ S}, es un recubrimiento abierto

de S que no puede reducirse a un subrecubrimiento finito; en cambio es claro que S con

la topoloǵıa usual de R2, es un conjunto compacto.

Analizando un poco los ejemplos anteriores, se obtiene la siguiente proposición que es-

tablece una diferencia interesante entre lo que ocurre en esta topoloǵıa de colas a derecha,

y lo que ocurre en la topoloǵıa usual del plano, en la cual “ser compacto” implica “ser

cerrado”.

Afirmación 2.1.1. Sea (R2,τ cd), A ⊆ R2 compacto, entonces A es no cerrado.

Demostración.

Existen (a1, b1), . . . , (an, bn) en A tales que: A ⊆
⋃n

i=1[ai,∞)×[bi,∞). Si A es cerrado,

entonces R2 − A es abierto. Sea ak = mı́n{a1, a2, . . . , an} y (x, bk) ∈ R2 con x < ak

entonces, (x, bk) /∈ A. (Si (x, bk) ∈ A =⇒ (x, bk) ∈ [ai0 ,∞)× [bi0 ,∞) para algún

i0 =⇒ ai0 ≤ x < ak ≤ ai0 →←) por lo tanto (x, bk) ∈ R2 − A y como este es abierto,
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existe [a,∞)× [b,∞) abierto básico tal que (x, bk) ∈ [a,∞)× [b,∞) ⊆ R2−A, entonces

existe (ak, bk) : a ≤ x < ak ∧ b ≤ bk luego se tiene que:

(ak, bk) ∈ [a,∞)× [b,∞) ⊆ R2 − A de modo que (ak, bk) /∈ A.→← �

Nótese que el rećıproco de la Afirmación 2.1.1 no se cumple, para lo cual basta observar

la figura del Ejemplo 2.1.5.

2.2. Topoloǵıa de las rectas verticales

Ahora consideremos el espacio topológico (R2,τ rv), donde τ rv es la topoloǵıa generada

por la base B= {{x}×R | x ∈ R}. τ rv se conoce como la topoloǵıa de las rectas

verticales. Veamos que en efecto B es base para una topoloǵıa sobre R2, es decir que

B verifica las siguientes condiciones:

i) R2 =
⋃

B ∈ B
B; donde B es una recta vertical en el plano para cada B ∈B.

ii) Si B1, B2 ∈B, (x, y) ∈ B1

⋂

B2, entonces existe B3 ∈B tal que

(x, y) ∈ B3 ⊂ B1

⋂

B2.

Para la parte i) veamos que R2 ⊂
⋃

B ∈ B
B entonces, sea (x0, y0) ∈ R2 y consideremos

B0 = {x0} × R, tenemos que B0 ∈ B y además (x0, y0) ∈ B0 luego (x0, y0) ∈
⋃

B ∈ B
B

entonces, R2 ⊆
⋃

B ∈ B
B. La contenencia

⋃

B ∈ B
B ⊆ R2 es inmediata dado que R2 es

el conjunto universal. Para la parte ii) por hipótesis tenemos que B1

⋂

B2 6= ∅ lo cual

significa que B1 = B2 puesto que si la intersección de dos rectas verticales no es vacia,

entonces las rectas son iguales y basta tomar B3 = B1 = B2 = B1

⋂

B2. De i) y ii) se

tiene que B es base para una topoloǵıa sobre R2, que llamaremos la topoloǵıa de las

rectas verticales sobre R2.

Nota 2.2.1. Obsérvese que la topoloǵıa de las rectas verticales, es la misma topoloǵıa

producto de la topoloǵıa discreta con la topoloǵıa indiscreta.

Proposición 2.2.1. A ⊆ R2 es compacto en la topoloǵıa de las rectas verticales, si y

solo si existen puntos (a1, b1), . . . , (an, bn) en A tales que, A ⊆
⋃n

i=1

{

ai

}

× R.

Demostración.

⇒ La familia F =
{

{x} × R| x ∈ R
}

, es un recubrimiento por abiertos básicos
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de A, entonces A ⊆
⋃

F. Como A es compacto, este recubrimiento se reduce a un

subrecubrimiento finito, es decir, existen (a1, b1), . . . , (an, bn) ∈ A tales que A ⊆
⋃n

i=1{ai} × R.

⇐ Sea
{

{aα} × R
}

α∈∆
un recubrimiento por abiertos básicos de A, es decir

A ⊆
⋃

α∈∆{aα} × R; entonces tenemos que, existen α1, α2, . . . , αn ∈ ∆ tales que:

(a1, b1) ∈ {aα1} × R

(a2, b2) ∈ {aα2} × R

...

(an, bn) ∈ {aαn
} × R































lo que implica que aj = aαj
∀j = 1, . . . , n.

Afirmamos que A ⊆
⋃n

i=1{aαi
} × R: sea (a, b) ∈ A, por hipótesis existe i ∈ {1, . . . , n}

tal que (a, b) ∈ {ai} × R = {aαi
} × R. �

De esta manera un subconjunto de R2 será compacto en (R2,τ rv) si y solo si está

contenido en la unión de un número finito de rectas verticales. Veamos unos ejemplos

de subconjuntos compactos de R2 con la topoloǵıa de rectas verticales.

Compacto

Abierto

Cerrado

Ejemplo 2.2.1

Compacto

No abierto

No cerrado

Ejemplo 2.2.2
•

•

•
•

•
•

Compacto

No abierto

No cerrado

Ejemplo 2.2.3

•
•

•
•

•
•
•
•
••
•
•

...

...

Compacto

No abierto

No cerrado

Ejemplo 2.2.4

Figura 2.2.1: Ejemplos de conjuntos compactos de (R2,τ rv).

Los ejemplos que se ven en la Figura 2.2.1 son subconjuntos compactos de R2 con la

topoloǵıa de las rectas verticales. El ejemplo 2.2.1 representa una recta vertical en R2,

obsérvese que con la topoloǵıa de las rectas verticales es un conjunto

aberrado (es decir abierto y cerrado), mientras que con la topoloǵıa usual de R2 no es un

conjunto abierto ni compacto. El ejemplo 2.2.4 representa una sucesión de puntos de R2

con su punto limite ( o sin él) que esté sobre una vertical. A continuación mostraremos

algunos ejemplos de conjuntos no compactos en R2 con la topoloǵıa de las

rectas verticales.
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Figura 2.2.2: Ejemplos de conjuntos no compactos de (R2,τ rv)

No compacto

No abierto

No cerrado

Ejemplo 2.2.5

No compacto

No abierto

No cerrado

Ejemplo 2.2.6

No compacto

No abierto

No cerrado

Ejemplo 2.2.7

No compacto

Abierto

Cerrado

Ejemplo 2.2.8

Nótese que los ejemplos 2.2.6 y 2.2.7 son conjuntos cerrados y compactos en R2 con

la topoloǵıa usual; mientras que con la topoloǵıa de las rectas verticales no lo son.

Podemos comparar las topoloǵıas τ cd o topoloǵıa de colas a derecha sobre R2 y la

topoloǵıa de las rectas verticales τ rv; es decir veamos cual de las dos es más fina, esto

lo vemos mejor de manera gráfica.

•

τ cd * τ rv

Figura 2.2.3

•

Figura 2.2.4

τ rv * τ cd

En la Figura 2.2.3 tomamos un abierto básico de τ cd y un punto en el abierto; vemos

que no es posible construir un abierto de τ rv que contenga al punto y esté totalmente

contenido en el abierto de τ cd. Lo mismo sucede en la Figura 2.2.4 dada una recta

vertical y un punto en ella, no es posible construir un abierto de la topoloǵıa τ cd que

contenga al punto y esté totalmente contenido en la recta; luego estas dos topoloǵıas

no son comparables. De manera parecida se puede concluir que ni τ cd ni τ rv son

comparables con la topoloǵıa usual del plano.
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2.3. Topoloǵıa de regiones angulares con pendiente fija

Fijemos un número real m > 0 y consideremos la colección Bm = {Tb,c | b, c ∈ R}, donde

Tb,c = {(x, y) ∈ R2 | mx + b ≤ y, −mx + c ≤ y}.

Sea τ la topoloǵıa generada por Bm. Como en los dos casos anteriores primero

mostraremos que en efecto Bm es base para una topoloǵıa sobre R2, entonces veamos

que Bm cumple:

i) R2 =
⋃

b,c∈R
Tb,c

ii) Si Tb1,c1 , Tb2,c2 ∈Bm y (x, y) ∈ Tb1,c1

⋂

Tb2,c2 entonces existe Tb3,c3 tal que

(x, y) ∈ Tb3,c3 ⊆ Tb1,c1

⋂

Tb2,c2

Para verificar i) basta ver que:

R2 ⊆
⋃

b,c∈R

Tb,c.

Sea (a, b) ∈ R2; existen b0 = b − ma y c0 = b + ma tales que (a, b) ∈ Tb0,c0 .

En efecto: b = b0 + ma =⇒ b ≥ ma + b0, y, b = c0 −ma =⇒ b ≥ −ma + c0, es decir

(a, b) ∈ Tb0,c0 por lo tanto (a, b) ∈
⋃

b,c∈R
Tb,c.

Verifiquemos ii); sean Tb1,c1 , Tb2,c2 que pertenecen a Bm, y (x, y) ∈ Tb1,c1

⋂

Tb2,c2

entonces veamos que existe Tb3,c3 ∈Bm, tal que, (x, y) ∈ Tb3,c3 ⊆ Tb1,c1

⋂

Tb2,c2 . Como

(x, y) ∈ Tb1,c1

⋂

Tb2,c2 entonces (x, y) ∈ Tb1,c1 ∧ (x, y) ∈ Tb2,c2 es decir se tiene:

mx + b1 ≤ y, ∧, mx + b2 ≤ y

−mx + c1 ≤ y, ∧, −mx + c2 ≤ y

sean b3, c3 números reales tales que b3 = máx{b1, b2} y c3 = máx{c1, c2}. Puesto que

(b3 = b1 ∨ b3 = b2) ∧ (c3 = c1 ∨ c3 = c2) entonces, de las desigualdades anteriores

podemos concluir que mx + b3 ≤ y, ∧ −mx + c3 ≤ y es decir (x, y) ∈ Tb1,c1

⋂

Tb2,c2 .

Ahora veamos que Tb3,c3 ⊆ Tb1,c1

⋂

Tb2,c2 . Sea (x, y) ∈ Tb3,c3 significa que,

mx + b3 ≤ y ∧ −mx + c3 ≤ y. Como b3 = máx{b1, b2}, entonces:

mx + b1 ≤ mx + b3 ≤ y ⇒ mx + b1 ≤ y

mx + b2 ≤ mx + b3 ≤ y ⇒ mx + b2 ≤ y

y como c3 = máx{c1, c2}, entonces:

−mx + c1 ≤ −mx + c3 ≤ y ⇒ −mx + c1 ≤ y

−mx + c2 ≤ −mx + c3 ≤ y ⇒ −mx + c2 ≤ y
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luego (x, y) ∈ Tb1,c1 y (x, y) ∈ Tb2,c2 ⇒ (x, y) ∈ Tb1,c1

⋂

Tb2,c2 .

De este modo Bm es base para una topoloǵıa sobre R2 que llamaremos topoloǵıa de

regiones angulares con pendiente fija y la notaremos aśı τ ra.

Un abierto básico Tb,c de esta topoloǵıa, representa una zona angular “hacia arriba”, con

vértice en el punto de intersección de las rectas, y = mx + b ∧ y = −mx + c. A

continuación presentamos gráficamente un abierto básico de esta topoloǵıa.

Figura 2.3.1 Abierto básico de τ ra

→ y = mx + by = −mx + c←

Proposición 2.3.1. A ⊆ R2 es compacto en τ ra si y solo si existen (a1, b1), . . . , (an, bn)

en A, tales que, para todo (p, q) ∈ A, existe un (ai0 , bi0), 1 ≤ i0 ≤ n, tal que

m|p− ai0 |+ bi0 ≤ q.

Demostración.

⇒] Puesto que para cada (a, b) ∈ R2 se tiene (a, b) ∈ Tb−ma, b+ma, entonces sea
{

Tb−ma, b+ma

}

(a,b)∈A
recubrimiento por abiertos básicos de A, es decir;

A ⊆
⋃

(a,b)∈A

Tb−ma, b+ma

Como A es compacto existen (a1, b1), . . . , (an, bn) ∈ A tales que,

A ⊆
n

⋃

i=1

Tbi−mai, bi+mai
.

Sea (p, q) ∈ A ⇒ (p, q) ∈
⋃n

i=1 Tbi−mai, bi+mai
luego existe (ai0 , bi0), para algún

i0 ∈ {1, . . . , n} tal que (p, q) ∈ Tbi0
−mai0

, bi0
+mai0

⇔ mp + bi0 −mai0 ≤ q, ∧, −mp + bi0 + mai0 ≤ q

⇔ m(p− ai0) ≤ q − bi0 , ∧, m(ai0 − p) ≤ q − bi0

⇔ m(p− ai0) ≤ q − bi0 , ∧, −(q − bi0) ≤ m(p− ai0)

⇔ −(q − bi0) ≤ m(p− ai0) ≤ q − bi0

⇔ |m(p− ai0)| ≤ q − bi0 ⇔ m|p− ai0 |+ bi0 ≤ q.
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⇐] Veamos que si se cumple: ∃(a1, b1), . . . , (an, bn) en A, tales que, ∀(p, q) ∈ A existe un

(ai0 , bi0), 1 ≤ i0 ≤ n: m|p− ai0 |+ bi0 ≤ q, entonces A es compacto.

Sea
{

Tbα,cα

}

α∈∆
un recubrimiento por abiertos básicos de A. Tomemos un punto

(p, q) ∈ A; por hipótesis (p, q) ∈ Tbi−mai, bi+mai
para algún i = 1, . . . , n. Para

(ai, bi) ∈ A ⊆
⋃

α∈∆ Tbα, cα
se tiene (ai, bi) ∈ Tbαi

, cαi
para algún αi, ¿(p, q) ∈ Tbαi

, cαi
?

Tenemos:

mp + bi −mai ≤ q, ∧, −mp + bi + mai ≤ q

y

mai + bαi
≤ bi, ∧, −mai + cαi

≤ bi

Ahora sumando estas desigualdades tenemos que:

mp + bαi
≤ q, ∧, −mp + cαi

≤ q

por lo tanto A ⊆
⋃n

i=1 Tbαi
, cαi

y A es compacto. �

Obsérvese que la región angular Tb−ma, b+ma tiene como vértice el punto (a, b), y que

(x, y) ∈ Tb−ma, b+ma si y solo si m|x − a| + b ≤ y. De nuevo, y como ocurrió con los

casos de la topoloǵıa de las rectas verticales, el criterio establecido en la proposición

anterior, permite identificar los subconjuntos compactos de (R2,τ ra), como aquellos

conjuntos que se pueden “encajar” en una unión finita de regiones angulares como la

de la figura 2.3.2 cuyos vértices pertenecen al conjunto. Veamos algunos ejemplos de

subconjuntos compactos de R2 con esta topoloǵıa.

Ejemplo 2.3.1.

Figura 2.3.2: Ejemplo de un conjunto compacto de (R2,τ ra)

•

•

•

•
••

•
•
• ( 1

k
, 1

k
)

(1, 1)

(0,−1)

A =
{

( 1
n
, 1

n
)
}

n∈N

⋃

{

(0,−1)
}

, es compacto, pues la región angular con vértice en (0,−1),

es decir T−1,−1, solo deja “por fuera” un numero finito de puntos de A,
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digamos ( 1
k
, 1

k
), ( 1

k−1
, 1

k−1
), . . . , (1

2
, 1

2
), (1, 1), de modo que los puntos (0,−1), ( 1

k
, 1

k
), . . . , (1, 1)

satisfacen las condiciones de la proposición anterior.

Ejemplo 2.3.2.

Todo segmento de recta vertical es un ejemplo, de subconjunto compacto de R2 con la

topoloǵıa de regiones angulares pues basta tomar el extremo inferior del segmento y ese

solo punto satisface las condiciones la proposición 2.3.1. Análogamente toda semirecta

vertical “hacia arriba”, es un compacto en la topoloǵıa de regiones angulares.

Figura 2.3.3: Ejemplos de conjuntos compactos de (R2,τ ra)

Ejemplo 2.3.3.

Figura 2.3.4: Ejemplo de un conjunto compacto de (R2,τ ra)

•

A B

C

m←→
BC

m ≤ m←→
BC

Sea S subconjunto de R2 formado por el segmento de recta horizontal AB y el punto

C, que se encuentra sobre la mediatriz del segmento AB, como se ve en la Figura 2.3.4.

Entonces S es compacto si m es menor o igual a la pendiente de la recta que une a C

con B es decir si m ≤ m←→
CB

.

Ahora veamos un ejemplo de un subconjunto de R2 no compacto con la topoloǵıa de

regiones angulares.

Ejemplo 2.3.4.
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Figura 2.3.5: Ejemplo de un conjunto no compacto de (R2,τ ra)

A B

CD

•

(x, y)

S

Sea S igual al rectángulo de la Figura 2.3.5, entonces S ⊂ R2, S no es compacto. En

efecto si consideramos un recubrimiento por abiertos básicos tal que todo (x, y) que

se encuentra sobre el segmento AB, es el vértice de un abierto básico, entonces este

recubrimiento no se puede reducir a un subrecubrimiento finito.

Comparando las topoloǵıas τ ra y τ rv tenemos que: si tomamos un abierto básico de la

topoloǵıa de regiones angulares y un punto, en este abierto básico no, es posible construir

un abierto básico de la topoloǵıa de las rectas verticales, tal que contenga el punto y

esté totalmente contenido en la región angular; esto se puede observar en la Figura 2.3.6

por lo tanto τ ra * τ rv ; de manera parecida si tomamos una región angular y un punto

en ésta, no es posible construir un abierto básico de la topoloǵıa de colas a derecha en

R2 que contenga al punto y esté contenido en la región angular, de modo que τ ra * τ cd

esto se observa en la Figura 2.3.7. Mediante razonamientos análogos se puede concluir

que τ u, τ cd, τ rv, y τ ra no son comparables entre si.

•

Figura 2.3.6

τ ra * τ rv

•

Figura 2.3.7

τ ra * τ cd

Para finalizar esta sección, consideremos una variante de la topoloǵıa anterior, tomando

ahora la pendiente m variable es decir los abiertos básicos de τ ∗ra son de la forma:

Tm
b,c = {(x, y) ∈ R2 | mx + b ≤ y, −mx + c ≤ y}

donde b, c,m ∈ R, m > 0. Entonces se tiene que τ ra ⊆ τ ∗ra, es decir τ ∗ra es más fina

que τ ra y por lo tanto todo subespacio compacto en (R2,τ ∗ra) es compacto en (R2,τ ra)

pero no lo contrario. El siguiente ejemplo ilustra esta situación.

Ejemplo 2.3.5.



2.4. Topoloǵıa de cuadrados centrados en el origen 22

α

m

Figura 2.3.8

S αα

Sea S subconjunto de R2, formado por el triángulo sombreado que se ve en la Figura

2.3.8, entonces S es compacto si y solo si la pendiente α de los segmentos laterales que

forman el triángulo S, es mayor o igual a la pendiente m, que define la base Bm para la

topoloǵıa τ ra; mientras que en (R2,τ ∗ra) S no es compacto para toda pendiente α; pues

si consideramos un recubrimiento por abiertos básicos de τ ∗ra, para un m mayor que α,

tal que cada (x, y) que se encuentra sobre los segmentos que forman el triángulo S, es

vértice de un abierto básico del recubrimiento, entonces es claro que este recubrimiento

no se puede reducir a uno finito; luego S no es compacto en (R2,τ ∗ra), la Figura 2.3.9

muestra un bosquejo de lo que sucede en este caso.

Figura 2.3.9: Ejemplo de un conjunto no compacto en (R2,τ ∗ra)

α

S

m

2.4. Topoloǵıa de cuadrados centrados en el origen

Ahora consideremos el espacio topológico (R2,τ ), donde τ es la topoloǵıa generada por

la base B =
{

(−a, a) × (−a, a) | a ∈ R+
}

. Veamos que B en efecto una base para

una topoloǵıa de R2, es decir probemos que B cumple:

i) R2 =
⋃

a∈R+(−a, a)× (−a, a);

ii) si A = (−a, a) × (−a, a), B = (−b, b) × (−b, b) y (x, y) ∈ A ∩ B, entonces existe

c ∈ R+ tal que (x, y) ∈ (−c, c)× (−c, c) ⊆ A ∩B.
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Para probar la parte i) tomemos un punto (x, y) y ǫ > 0 entonces, si hacemos

a0 = máx{|x|, |y|} + ǫ, podemos construir (−a0, a0) × (−a0, a0) tal que

(x, y)
?
∈ (−a0, a0)× (−a0, a0). En efecto:

|x| < a0 ⇔ −a0 < x < a0 ⇔ x ∈ (−a0, a0)

|y| < a0 ⇔ −a0 < y < a0 ⇔ y ∈ (−a0, a0)

entonces (x, y) ∈ (−a0, a0)× (−a0, a0) ⊆
⋃

a∈R+(−a, a)× (−a, a)

La contenencia
⋃

a∈R+(−a, a) × (−a, a) ⊆ R2 es inmediata dado que R2 es el conjunto

universal. Ahora probemos la parte ii):

como (x, y) ∈ (−a, a)× (−a, a) ∧ (x, y) ∈ (−b, b)× (−b, b) entonces tenemos:

−a < x < a ∧ −b < x < b ∧ −a < y < a ∧ −b < y < b

Sea c = mı́n{a, b} entonces −c < x < c y − c < y < c lo que significa que

(x, y) ∈ (−c, c)× (−c, c). Veamos que (−c, c)× (−c, c) = A ∩B.

Sea (p, q) ∈ (−c, c)× (−c, c) entonces:

−a ≤ −c < p < c ≤ a ∧ −a ≤ −c < q < c ≤ a

−b ≤ −c < p < c ≤ b ∧ −b ≤ −c < q < c ≤ b

entonces (p, q) ∈ (−a, a) × (−a, a) y (p, q) ∈ (−b, b) × (−b, b) ⇒ (p, q) ∈ A ∩ B.

La otra contenencia se prueba análogamente a como se hizo para el punto (x, y); por lo

tanto B es base para una topoloǵıa de R2. A esta topoloǵıa la llamaremos, topoloǵıa

de cuadrados centrados en el origen y la notaremos por: τ cco. Los abiertos

básicos de τ cco los podemos ver gráficamente aśı:

Figura 2.4.1: Abierto básico de (R2,τ cco)

a−a

a

−a
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Una caracterización de los compactos en (R2,τ cco) es la que sigue:

Proposición 2.4.1. A ⊆ R2 es compacto en la topoloǵıa de cuadrados centrados en el

origen, si y solo si existe P = (a, b) ∈ A, tal que, para todo (x, y) ∈ A, se tiene que,

i) |x| ≤ |a| y |y| ≤ |a| o ii) |x| ≤ |b| y |y| ≤ |b|.

Demostración.

⇒ Para α ≥ 0, α ∈ R, ǫ > 0, sea Vα,ǫ = (−α − ǫ, α + ǫ) × (−α − ǫ, α + ǫ). Para

todo (x, y) ∈ A, sea m(x, y) = máx
{

|x|, |y|
}

. Entonces la familia
{

Vm(x,y),ǫ

}

es un

recubrimiento por abiertos básicos de A. Como A es compacto, este recubrimiento se

reduce a un subrecubrimiento finito, es decir,

A ⊆ Vm(x1,y1),ǫ ∪ . . . ∪ Vm(xn,yn),ǫ.

Como los Vm(x,y),ǫ están encajados, existe alguno que contiene a todos, es decir,

A ⊆ Vm(xr,yr),ǫ para algún r, 1 ≤ r ≤ n.

Entonces tomando (a, b) = (xr, yr), se tiene que para todo (x, y) ∈ A, (x, y) ∈ Vm(x,y),ǫ,

es decir (x, y) ∈ (−m(x, y)− ǫ,m(x, y) + ǫ)× (−m(x, y)− ǫ,m(x, y) + ǫ).

Como m(a, b) = |a| ó |b| y ǫ es arbitrario, se concluye que |x| ≤ |a| y |y| ≤ |a|

ó |x| ≤ |b| y |y| ≤ |b|.

⇒ Sea
{

(−aα, aα) × (−aα, aα) | aα ∈ R
}

α∈∆
un recubrimiento de A por abiertos

básicos, es decir:

A ⊆
⋃

α∈∆

(−aα, aα)× (−aα, aα).

Como P = (a, b) ∈ A entonces (a, b) ∈ (−aα0 , aα0) × (−aα0 , aα0) para algún α0 ∈ ∆ y

tenemos que:

−aα0 < a < aα0 y − aα0 < b < aα0

⇒ −aα0 < −a y − aα0 < −b.

Veamos que A ⊆ (−aα0 , aα0) × (−aα0 , aα0). Sea (x, y) ∈ A, por hipótesis se tiene

i) ∨ ii).

Si i) entonces |x| ≤ a ∧ |y| ≤ a y por las desigualdades anteriores, se tiene:

−aα0 < −a ≤ x ≤ a < aα0 y − aα0 < −a ≤ y ≤ a < aα0
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luego − aα0 < x < aα0 y − aα0 < y < aα0 de modo que

(x, y) ∈ (−aα0 , aα0)× (−aα0 , aα0).

Si ii) entonces |x| ≤ b ∧ |y| ≤ b y por las desigualdades anteriores, se tiene:

−aα0 < −b ≤ x ≤ b < aα0 y − aα0 < −b ≤ y ≤ b < aα0

luego − aα0 < x < aα0 y − aα0 < y < aα0 de modo que

(x, y) ∈ (−aα0 , aα0)× (−aα0 , aα0).

De esta manera el recubrimiento abierto inicial, se puede reducir a un subrecubrimiento

finito (con solo un abierto!) y A es compacto. La otra implicación está demostrada en

el art́ıculo [1]. �

Una caracterización geométrica de la afirmación anterior puede darse aśı:

Afirmación 2.4.1. A ⊆ R2 es compacto en la topoloǵıa de cuadrados centrados en el

origen, si y solo si M =
{

‖(a, b)‖ | (a, b) ∈ A
}

tiene máximo, donde

‖(a, b)‖ = máx{|a|, |b|}.

Demostración.

⇒ Por contradicción. Supóngase que A es compacto y M no tiene máximo. Hay

dos posibilidades para M , si M no es acotado entonces A no es compacto. →←

Si M es acotado entonces sup M /∈M . Ahora para r ∈ R, sea:

Vr = (−|r|, |r|)× (−|r|, |r|),

se tiene que
{

Vr| r < sup M
}

es un recubrimiento abierto de A, por tanto se reduce

a subrecubrimiento finito, es decir, A ⊆ Vr1 ∪ . . . ∪ Vrn
y como estos abiertos están

encajados se tiene que para algún t ∈ {r1, . . . , rn}, A ⊆ Vt, t < sup M . Entonces para

todo (a, b) ∈ A, se tiene que (a, b) ∈ Vt, es decir, ‖ (a, b) ‖< t < sup M . →←

⇐] Sea T = máx M , entonces para todo (x, y) ∈ A se tiene que |x| ≤ T ∧ |y| ≤ T .

Existe (a, b) ∈ A tal que T = ‖(a, b)‖ entonces para todo (x, y) ∈ A se cumple que

‖(x, y)‖ ≤ T = ‖(a, b)‖ ⇐⇒ máx{|x|, |y|} ≤ T . Pero T = máx{|a|, |b|} y tenemos dos

casos:

i) Si T = |a| =⇒ máx{|x|, |y|} ≤ |a| =⇒ |x| ≤ |a| ∧ |y| ≤ |a|



2.4. Topoloǵıa de cuadrados centrados en el origen 26

ii) Si T = |b| =⇒ máx{|x|, |y|} ≤ |b| =⇒ |x| ≤ |b| ∧ |y| ≤ |b|

entonces P = (a, b) cumple la condición de la Proposición 2.4.1, luego A es compacto. �

De esta manera un subconjunto A ⊆ R2 es compacto en (R2,τ cco), si y solo si es posible

encontrar un punto P = (a, b) ∈ A, tal que A queda contenido en el cuadrado cerrado

de centro en el origen y lado 2‖(a, b)‖. A continuación presentamos algunos ejemplos

de subespacios compactos en esta topoloǵıa.

Ejemplo 2.4.1.

Figura 2.4.2: Ejemplo de un conjunto compacto en (R2,τ cco)

P1 = (7, 5)

P2 = (5, 7)

•

•

• •P3 = (3, 5)

P4 = (5, 3)

S

Sea S el subconjunto de R2 formado por una región circular, como la de la figura

2.4.2, disco cerrado de centro en P = (5, 5) y radio 2, es un conjunto compacto

en la topoloǵıa de cuadrados centrados en el origen, pues basta tomar el punto P1

(o también serviŕıa P2) el cual cumple las condiciones de la Afirmación 2.4.1. Además

S es un conjunto no abierto y no cerrado, mientras que S con la topoloǵıa usual de R2

es un conjunto cerrado.

Ejemplo 2.4.2.

Si en el ejemplo anterior se tomara el disco “abierto”, es decir sin los puntos de la

circunferencia, entonces S seŕıa no compacto. Por ejemplo si S =
{

(x, y) ∈ R2|x2+y2 < 1
}

,

entonces
{

(−1 + 1
n
, 1− 1

n
)× (−1 + 1

n
, 1− 1

n
)
}

n∈N
es un recubrimiento abierto de S que

no se puede reducir a un subrecubrimiento finito ver Figura 2.4.3.
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Figura 2.4.3: Ejemplo de un conjunto no compacto en (R2,τ cco)

(1, 0)(−1, 0) S

S ⊆
⋃

n∈N
(−1 + 1

n
, 1− 1

n
)× (−1 + 1

n
, 1− 1

n
) = (−1, 1)× (−1, 1)

Ejemplo 2.4.3.

Sea S el cuadrado sombreado que se ve en la figura 2.4.4, entonces S es un conjunto

compacto en (R2,τ cco) , pues cualquier punto (x, y) que este sobre el segmento de recta

DC cumple las condiciones de la Afirmación 2.4.1.

Figura 2.4.4: Ejemplo de un conjunto compacto en (R2,τ cco)

S l

B = (b, c)A = (a, c)

C = (b, d)D = (a, d)

a b

c

d
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Ejemplo 2.4.4.

Figura 2.4.5: Ejemplo de un conjunto no compacto en (R2,τ cco)

S

Sea S el subconjunto de R2 como se ve en la Figura 2.4.5, S no es compacto pues

no se puede determinar un punto P ∈ S que satisfaga las condiciones de la Afirmación

2.4.1, es decir no existe el máximo del conjunto M =
{

‖(a, b)‖ | (a, b) ∈ S
}

, tal que el

cuadrado “cerrado” con centro en el origen y lado 2‖P‖ contenga a S, además S es un

conjunto no cerrado en la topoloǵıa τ cco de R2.

Al igual que en la topoloǵıa de colas a derecha en el plano, en este caso “ser compacto”

implica “ser no cerrado”

Proposición 2.4.2. En (R2,τ cco), A ⊆ R2, A compacto entonces A es no cerrado.

Demostración.

Por hipótesis existe P = (a, b) ∈ A tal que ∀(x, y) ∈ A se tiene que

|x| ≤ |a| ∧ |y| ≤ |a| o |x| ≤ |b| ∧ |y| ≤ |b|

entonces podemos considerar los dos casos:

i) Si |a| = máx
{

máx
{

|x|, |y|
}

|(x, y) ∈ A
}

=⇒ (x, y) ∈
[

−|a|, |a|
]

×
[

−|a|, |a|
]

ii) Si |b| = máx
{

máx
{

|x|, |y|
}

|(x, y) ∈ A
}

=⇒ (x, y) ∈
[

−|b|, |b|
]

×
[

−|b|, |b|
]

Supongamos que A es cerrado y que tenemos el primer caso; entonces R2 − A

es abierto. Sea (a, y) ∈ R2 − A tal que |a| < |y|. Existe t ∈ R+, tal que,
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(a, y) ∈ (−t, t)× (−t, t) ⊆ R2 − A luego tenemos que |a| < t ∧ |b| ≤ |a| < t

=⇒ (a, b) ∈ (−t, t)× (−t, t) ⊆ R2 − A =⇒ (a, b) /∈ A→←,

luego A no es cerrado. Análogamente si se considera el segundo caso. �

La anterior proposición nos muestra que en esta topoloǵıa ningún subespacio cerrado es

compacto. El rećıproco no se tiene y el Ejemplo 2.4.4 nos ilustra esta situación.

Ahora se comparan las topoloǵıas τ cd, τ rv, τ ra con la topoloǵıa τ cco nuevamente

esto se hará de forma gráfica para mayor entendimiento la Figura 2.4.6 muestra que estas

topoloǵıas no son comparables dos a dos.

Figura 2.4.6: Comparando las topoloǵıas τ cd, τ rv τ ra, con τ cco

•

τ cd * τ cco

•

τ rv * τ cco

•

τ ra * τ cco

Obsérvese que la topoloǵıa usual de R2 es estrictamente más fina, que la topoloǵıa de

cuadrados centrados en el origen de R2, es decir τ cco ⊂ τ u, esto significa que dado un

abierto O en la topoloǵıa en τ cco y un punto x ∈ O, siempre es posible encontrar un

abierto U en τ u tal que x ∈ U ⊂ O, veamos esto gráficamente.

Figura 2.4.7: τ u es estrictamente más fina que τ cco

•

τ cco ⊂ τ u

x

U

O

•
x

UO

τ u * τ cco
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2.5. Topoloǵıa de complementos finitos

Ahora consideremos el espacio topológico (R2,τ ) donde

τ =
{

A ⊆ R2 | Ac es finito
}

∪
{

∅
}

.

τ se conoce como la topoloǵıa de los complementos finitos y en lo que resta de

este trabajo la notaremos por: τ cof . Con esta topoloǵıa todo subconjunto A de R2 es

compacto; esta caracterización no exige la existencia de un subconjunto finito de puntos

de A que cumpla alguna condición especial sobre los demás puntos de A; es más esta

caracterización no exige nada, basta ser subconjunto del espacio para ser compacto.

Proposición 2.5.1. En (R2,τ cof ) todo S ⊆ R2 es compacto.

Demostración.

Si A = ∅, A es compacto. Si A 6= ∅, sea
{

Gi

}

i∈I
un recubrimiento abierto de A, entonces

para x ∈ A, existe un i0 ∈ I, tal que, x ∈ Gi0 .

Ahora Gc
i0

= {y1, . . . , yn}, por lo tanto, si alguno de los yi ∈ A, entonces, existe Gij , tal

que y ∈ Gij , y se tendŕıa entonces A ⊆
⋃n

j=0 Gij . �

R2 es un ejemplo de conjunto compacto con la topoloǵıa de complementos finitos; mien-

tras que con la topoloǵıa usual de R2 no lo es y tampoco lo es con ninguna de las de las

topoloǵıas vistas en las secciones anteriores. En esta topoloǵıa podemos afirmar que si

A ( R2 es un conjunto compacto cerrado entonces es finito.

Es intuitivamente claro que un conjunto finito debe ser compacto (en cualquier topoloǵıa).

Veamos:

Proposición 2.5.2. (X,τ ) espacio topológico. Entonces todo subespacio finito de X

es compacto.

Demostración.

Sea A ⊆ X, A = {x1, x2, . . . , xn}; si A ⊆
⋃

α∈∆ Oα, donde Oα ∈ τ , entonces para

cada xi ∈ A existe Oαi
, para algún αi ∈ ∆, tal que xi ∈ Oαi

, entonces A ⊆
⋃n

i=1 Oαi

por lo tanto A es compacto. �

Es claro que el rećıproco de la proposición anterior no se cumple; sin embargo, existen

espacios topológicos donde “ser compacto” es equivalente a “ser finito”, estos espacios
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reciben el nombre de anti-compactos (ver [3]). La proposición que sigue muestra un

ejemplo de esta situación.

Proposición 2.5.3. Sea (X,τ discreta) espacio discreto, entonces A ⊆ X es compacto si

y solo si A es finito.

Demostración.

⇒] Sea A ⊆ X, A 6= ∅ compacto. Sea
{

{x}
}

x∈X
recubrimiento abierto de A es decir

A ⊆
⋃

x∈X{x}. Como A es compacto existen x1, x2, . . . , xn tales que A ⊆
⋃n

i=1{xi}

entonces A es finito.

⇐] Se tiene por la proposición 2.5.2. �

Al comparar τ cof con las otras topoloǵıas vistas (τ u, τ cd, τ rv, τ ra, y τ cco) se concluye

que τ cof es estrictamente menos fina que τ u (τ cof ⊂ τ u) mientras que con cada una

de las otras es no comparable, las siguientes gráficas ilustran mejor esta situación.

Figura 2.5.1: Comparando τ cof con las demás topoloǵıas.

x

τ cof ⊂ τ u

x

τ cd * τ cof

x

τ rv * τ cof

x

τ ra * τ cof

x

τ cco * τ cof

2.6. Topoloǵıa del punto incluido

Consideremos el espacio topológico (R2,τ p), donde τ P =
{

A ⊆ R2 | p ∈ A
}

∪
{

∅
}

,

τ P se conoce como topoloǵıa del punto incluido. Con esta topoloǵıa R2 es

anti-compacto, es decir:

Proposición 2.6.1. En (R2,τ P ) un conjunto A es compacto si y solo si A es finito.

Demostración.

⇒] Por contradicción. Supóngase que A es compacto e infinito. La familia {p, q}q∈A

es un recubrimiento abierto de A y por tanto se reduce a un subrecubrimiento finito, es
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decir, A ⊆
⋃n

i=1{p, qi} y ésto quiere decir que A es finito. →←.

La otra implicación se tiene como un caso particular de la proposición 2.5.2. �

La topoloǵıa del punto incluido no es comparable con ninguna de las topoloǵıas de las

secciones anteriores, esto lo podemos ver en la Figura 2.6.1.

Figura 2.6.1: Comaprando τ P con las demás topoloǵıas

x
• •

P

τ u * τ P

x
• •

P

τ cd * τ P

•x•
P

τ rv * τ P

•x

τ ra * τ P

P
•

2.7. Topoloǵıa del punto excluido

Sea el espacio topológico (R2,τ P ), donde τ P =
{

A ⊆ R2 | P /∈ A
}

∪
{

R2
}

. τ P se

conoce como topoloǵıa del punto excluido.

La siguiente caracterización de los conjuntos compactos en (R2,τ P ) involucra la existen-

cia de un subconjunto finito de puntos del conjunto, pero esta vez sin ninguna condición

especial sobre los demás puntos del conjunto.

Proposición 2.7.1. En (R2,τ P ) un conjunto A ⊆ R2 es compacto si y solo si P ∈ A o

A es finito.

Demostración.

⇒] Por contradicción. Supóngase que A es compacto p /∈ A y A es infinito. Como

p /∈ A, entonces A ⊆ R2 − {p} y la topoloǵıa en este subesoacio es la discreta, por lo

tanto, A es finito. →←.

⇐] Si A es finito, entonces A es compacto por la Proposición 2.5.2. Si P ∈ A, veamos

que A es compacto. Sea {Oα}α∆
recubrimiento abierto de A entonces A ⊆

⋃

α Oα

luego P ∈ Oα0 para algún α0; pero el único abierto en el cual está P es R2, por tanto

Oα0 = R2 y claramente A ⊆ R2 = Oα0 . �
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Puesto que los cerrados en (R2,τ P ) son exactamente ∅ y todos los conjuntos que con-

tienen a P , entonces todo cerrado será compacto; sin embargo cualquier conjunto finito

que no contenga a P será compacto pero no cerrado, es decir se tiene el siguiente:

Corolario 2.7.1. En (R2,τ P ):

i) R2 es compacto.

ii) Todo cerrado es compacto pero no rećıprocamente.

Para concluir esta sección, solo nos resta comparar la topoloǵıa del punto excluido con

las demás topoloǵıas vistas en las secciones anteriores, nuevamente lo vamos a mostrar

de manera gráfica como sigue.

Figura 2.7.1: Comparando τ P con las demás topoloǵıas

•

τ cd * τ p

x

•P

•

τ rv * τ p

x
•P

•

τ ra * τ p

x
•P

•

τ cco * τ p

x

•P

Algunas gráficas muestran que las topoloǵıas τ u, τ cd, τ rv, τ ra, τ cco, τ cof , y τ P

no son comparables con la topoloǵıa del punto excluido; para comparar las topoloǵıas

τ P , τ P vamos a considerara dos casos, el primero, cuando el punto P coincide en las

dos topoloǵıas y segundo cuando el punto P es distinto, la siguiente figura muestra las

dos situaciones, y se ve que τ P y τ P no son comparables.

Figura 2.7.2: τ P y τ P no son comparables

•P

τ P * τ P

•p1
•p2

τ P * τ P



CAṔıTULO 3
S-TOPOLOGÍAS, PRE-ÓRDENES Y

COMPACIDAD

En el caṕıtulo anterior, la caracterización de los subespacios compactos de los casos

vistos en las Secciones: 2.1, 2.2 y 2.3, implicó la existencia de un conjunto finito de

puntos del subespacio, que cumpĺıan una condición especial respecto a los demás puntos

del conjunto. Ahora se analizará este hecho desde un punto de vista más general; se

verá que las topoloǵıas τ cd, τ rv, y τ ra del caṕıtulo anterior son ejemplos de cierta

clase de topoloǵıas, llamadas S-topoloǵıas (topoloǵıas saturadas). Se establecerá en-

tonces una caracterización de los subespacios compactos de R2 con las S-topoloǵıas,

Teorema 3.4.1.

3.1. S-topoloǵıas

Se sabe que en general la intersección arbitraria de abiertos no necesariamente es un

conjunto abierto, por ejemplo en el espacio (R2,τ u) la intersección de la familia de

bolas:

F =
{

B
(

(0, 0);
1

n

)

| n ∈ N
}

.

⋂

F =
{

(0, 0)
}

que no es un abierto en (R2,τ u).
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Figura 3.1.1: La intersección de abiertos puede no ser un abierto

11

2

1

3

Sin embargo, existen espacios donde si se cumple que la intersección de abiertos es un

abierto como por ejemplo el espacio (R2,τ cd) visto en la sección 2.1. A continuación

daremos la definición de lo que es una S-topoloǵıa.

Definición 3.1.1. Una topoloǵıa τ sobre un conjunto X se dice S-topoloǵıa, si la

intersección arbitraria de abiertos es un abierto.

Estas topoloǵıas también se conocen como topoloǵıas de Alexandrov, topoloǵıas

principales, topoloǵıas MA o topoloǵıas saturadas (la “S” hace referencia a

“saturated” que significa en español “saturado”). Las siguientes proposiciones son

concecuencias de la definición de S-topoloǵıa.

Recordemos que si τ es una topoloǵıa entonces τ denota la familia de los cerrados de

τ . El siguiente lema es una propiedad que se da en toda S-topoloǵıa.

Lema 3.1.1. (X,τ ) una S-topoloǵıa, ∀x ∈ X, existe el “menor abierto” que contiene

a x (e.d. existe MX ∈ τ , tal que , x ∈MX y si O es abierto y x ∈ O ⇒ MX ⊆ O).

Demostración.

Basta definir:

MX :=
⋂

{

O ∈ τ | x ∈ O
}

. �

Proposición 3.1.1. Sea (X,τ ) espacio topológico, τ es topoloǵıa si y solo si τ es

S-topoloǵıa.
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Demostración.

⇒] Sea
{

Oα

}

α∈∆
una familia de elementos de τ , luego para cada α ∈ ∆ se tiene que

Oc
α ∈ τ y por tanto:

⋃

α∈∆

Oc
α ∈ τ entonces

(

⋃

α∈∆

Oc
α

)c

=
⋂

α∈∆

Oα ∈ τ

luego τ es S-topoloǵıa.

⇐] Veamos que τ cumple los axiomas de un espacio topológico:

(ET1) Se sabe que, ∅ y X son conjuntos abiertos y cerrados en todo espacio topológico

por lo tanto ∅, X ∈ τ .

(ET2) Sean F1, F2 ∈ τ , entonces veamos que la intersección F1

⋂

F2 ∈ τ .

Como F c
1 ∈ τ y F c

2 ∈ τ , se tiene que F c
1

⋃

F c
2 = (F1

⋂

F2)
c ∈ τ luego,

(

(F1

⋂

F2)
c
)c

= F1

⋂

F2 ∈ τ .

(ET3) Sea
{

Fα

}

α∈∆
una familia de elementos de τ , para cada α se tiene que, F c

α ∈ τ y

como τ es S-topoloǵıa entonces:

⋂

α∈∆

F c
α ∈ τ y como

(

⋂

α∈∆

F c
α

)

=
(

⋃

α∈∆

Fα

)c
∈ τ ⇒

(

(
⋃

α∈∆

Fα)c
)c

=
⋃

α∈∆

Fα ∈ τ .

Aśı la unión arbitraria de cerrados es cerrada, por lo tanto τ es topoloǵıa. �

La anterior proposición nos dice que las S-topoloǵıas de un conjunto X son

exactamente aquellas topoloǵıas para las cuales la familia de cerrados es también una

topoloǵıa de X. La siguiente proposición nos dice cuando la familia de cerrados es una

S-topoloǵıa.

Proposición 3.1.2. (X,τ ) espacio topológico, τ es S-topoloǵıa si y solo si τ es

topoloǵıa.

Demostración.

⇒] Esta implicación es inmediata y se tiene, por la definición de S-topoloǵıa; es decir

ya se está asumiendo que τ es topoloǵıa.

⇐] Sea
{

Fα

}

α∈∆
una familia de elementos de τ , como τ es topoloǵıa entonces

⋃

α∈∆ Fα ∈ τ y paro todo α ∈ ∆ F c
α ∈ τ luego se tiene que:

⋃

α∈∆

F c
α =

(

⋂

α∈∆

Fα

)c

∈ τ ⇒
(

(

⋂

α∈∆

Fα

)c
)c

=
⋂

α∈∆

Fα ∈ τ
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aśı la intersección arbitraria de elementos de τ es nuevamente un elemento de τ , por lo

tanto τ es S-topoloǵıa. �

En resumen:

Corolario 3.1.1. (X,τ ) espacio topológico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) τ es S-topoloǵıa;

(ii) τ es S-topoloǵıa;

(iii) τ es topoloǵıa.

Proposición 3.1.3. (X,τ ) espacio topológico y B una base para τ . Si la intersección

de abiertos básicos es nuevamente un abierto, entonces la intersección de abiertos es

abierto.

Demostración.

Sea
{

Oi

}

i∈I
una familia de abiertos, entonces Oi =

(
⋃

α Ai
α

)

para cada i, donde Ai
α es

abierto básico, tenemos:

⋂

i∈I

Oi =
⋂

i∈I

(

⋃

α

Ai
α

)

=
⋃

α

(

⋂

i∈I

Ai
α

)

en efecto:

x ∈
⋂

i∈I

(

⋃

α

Ai
α

)

⇐⇒ x ∈
⋃

i∈I

Ai
α ∀i ∈ I

⇐⇒ x ∈ Ai
α0

para algún α0, ∀i ∈ I

⇐⇒ x ∈
⋂

i∈I

Ai
α0

para algún α0

⇐⇒ x ∈
⋃

α

(

⋂

i∈I

Ai
α

)

.

Por hipótesis, para cada α se tiene que
⋂

i∈I Ai
α ∈ τ , por tanto

⋂

i∈I Oi es unión de

abiertos. �

3.2. Ejemplos de S-topoloǵıas

Ahora estamos en condiciones de probar que las topoloǵıas de las Secciones 2.1, 2.2

y 2.3 son S-topoloǵıas sobre R2, para lo cual probaremos que la intersección de
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abiertos básicos es nuevamente un abierto básico y esto será suficiente en virtud de la

Proposición 3.1.3.

Afirmación 3.2.1. La topoloǵıa τ cd de colas a derecha en R2 es una S-topoloǵıa.

Demostración.

Sea
{

Aα

}

α∈∆
una familia de abiertos básicos; veamos que

⋂

α∈∆ Aα ∈ τ cd, donde

Aα := [aα,∞) × [bα,∞), aα, bα ∈ R. Consideremos los conjuntos H y T tales que,

H = {aα}α∈∆ y T = {bα}α∈∆ entonces:

i) Si
⋂

α∈∆ Aα 6= ∅ existe (x0, y0) ∈ Aα ∀α ∈ ∆, luego aα ≤ x0 y bα ≤ y0 ∀α ∈ ∆.

Como H 6= ∅ y T 6= ∅ y acotados superiormente, existen supH y sup T tales que:

⋂

α∈∆

Aα = [sup H,∞)× [sup T,∞).

En efecto sea (x, y) ∈
⋂

α∈∆ Aα ⇒ (x, y) ∈ [aα,∞) × [bα,∞), ∀α ∈ ∆

⇒ aα ≤ x ∧ bα ≤ y ∀α ∈ ∆, luego x es cota superior de H e y

es cota superior de T , entonces sup H ≤ x ∧ sup T ≤ y de modo que

(x, y) ∈ [sup H,∞)× [sup T,∞).

Rećıprocamente sea (x, y) ∈ [sup H,∞) × [sup T,∞) ⇒ aα ≤ sup H ≤ x y

bα ≤ sup T ≤ y ∀α ∈ ∆ ⇒ (x, y) ∈ Aα ∀α ⇒ (x, y) ∈
⋂

α∈∆ Aα.

ii) Si
⋂

α∈∆ Aα = ∅ es inmediato por que ∅ ∈ τ cd. �

Consideremos ahora el espacio topológico (R2,τ rv) donde τ rv es la topoloǵıa de las rectas

verticales, generada por la base B= {{x}×R | x ∈ R}.

Afirmación 3.2.2. τ rv es S-topoloǵıa sobre R2.

Demostración.

Sea
{

Aα

}

α∈R
una familia de abiertos básicos, entonces veamos que

⋂

α∈∆ Aα ∈ τ rv

donde: Aα = {aα} × R, aα ∈ R.

i) Si
⋂

α∈∆ Aα 6= ∅, existe (x0, y0) ∈ Aα, ∀α ∈ ∆⇒
⋂

α∈∆ Aα = {x0} × R ∈ τ rv.

ii) Si
⋂

α∈∆ Aα = ∅ ya está! �
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Sea (R2,τ ra) espacio topológico, donde τ ra es la topoloǵıa de regiones angulares definida

en el caṕıtulo anterior. Veamos que τ ra es una S-topoloǵıa para R2.

Afirmación 3.2.3. τ ra es S-topoloǵıa sobre R2.

Demostración.

Sea
{

Tbα,cα

}

α∈∆
una familia de abiertos básicos. Consideremos los conjuntos H,S

donde, H = {bα}α∈∆ y S = {cα}α∈∆.

Si
⋂

Tbα,cα
6= ∅, entonces existe (x0, y0) ∈ Tbα,cα

∀α ∈ ∆.

Tenemos mx0 + bα ≤ y0 ,∧, −mx0 + cα ≤ y0 de lo cual bα ≤ y0 − mx0 y

cα ≤ y0 + mx0, ∀α ∈ ∆, luego H y S están acotados superiormente entonces

existen sup H y sup S. Ahora afirmamos que:

⋂

α∈∆

Tbα,cα
= Tsup H,sup S.

En efecto, sea (x, y) ∈
⋂

α∈∆ Tbα,cα
entonces mx + bα ≤ y ,∧, −mx + cα ≤ y

para todo α, luego bα ≤ y −mx ,∧, cα ≤ y + mx y se tiene que:

i) y −mx es una cota superior de H, entonces mx + sup H ≤ y.

ii) y + mx es una cota superior de S, entonces −mx + sup S ≤ y

de i), ii) tenemos que (x, y) ∈ Tsup H,sup T

Rećıprocamente si (x, y) ∈ Tsup H,sup T tenemos que,

mx + sup H ≤ y ,∧, −mx + sup S ≤ y;

además como ∀α, bα ≤ sup H ,∧, cα ≤ sup S entonces es claro que,

mx + bα ≤ y ,∧, −mx + cα ≤ y ∀α ∈ ∆;

luego (x, y) ∈ Tbα,cα
para todo α de modo que (x, y) ∈

⋂

α∈∆ Tbα,cα
. Por lo tanto

τ ra es una S-topoloǵıa para R2. �

En R2 las topoloǵıas τ cd, τ rv, y τ ra son ejemplos de S-topoloǵıas mientras

que la τ cco (topoloǵıa de cuadrados centrados en el origen), no es S-topoloǵıa, pues si

consideramos la familia de abiertos básicos An = (− 1
n
, 1

n
)× (− 1

n
, 1

n
), tenemos :

⋂

n∈N

An =
{

(0, 0)
}

que no es un abierto en (R2,τ cco).
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La topoloǵıa usual de R2 tampoco es S-topoloǵıa por ejemplo si hacemos la intersección

de la familia de bolas, con centro en el origen y radio 1
n

tenemos que:

⋂

n∈N

B
(

(0, 0);
1

n

)

=
{

(0, 0)
}

el cual no es un abierto en (R2,τ u).

La topoloǵıa τ cof de complementos finitos no es S-topoloǵıa, para cada n ∈ N,

se tiene que R2 −
{

(n, n)
}

∈ τ cof , pero
⋂

n∈N

(

R2 −
{

(n, n)
})

= R2 − N× N /∈ τ cof .

Otros ejemplos de S-topoloǵıas son las topoloǵıas τ P y τ P vistas en las Secciones

2.6 y 2.7 respectivamente. Veamos que en efecto τ P y τ P son S-topoloǵıas.

Para τ P consideremos, p ∈ R2 y
{

Aα

}

α∈∆
una familia de elementos de τ P veamos que

⋂

α∈∆ Aα ∈ τ P . Como para cada α se tiene que p ∈ Aα entonces p ∈
⋂

α∈∆ Aα aśı,
⋂

α∈∆ Aα ∈ τ P , luego τ P es S-topoloǵıa. Análogamente si consideramos
{

Aα

}

α∈∆

una familia de elementos de τ P , entonces veamos que la intersección de esta familia es

nuevamente un elemento de τ P . Para cada α se tiene que p /∈ Aα (se puede asumir

que Aα 6= R2 ∀α) entonces p /∈
⋂

α∈∆ Aα luego
⋂

α∈∆ Aα ∈ τ P por lo tanto τ P es una

S-topoloǵıa.

3.3. S-topoloǵıas y Pre-órdenes

Ahora se presentará otra forma de generar las topoloǵıas vistas en las secciones: 2.1,

2.2, 2.3, 2.6 y 2.7 del presente trabajo. En primer lugar se verá que si se tiene un

conjunto X no vaćıo y una relación de pre-orden sobre X entonces esta relación genera

una topoloǵıa de X, más exactamente una S-topoloǵıa sobre X.

Definición 3.3.1. Sea X un conjunto no vaćıo, ℜ una relación en X, decimos que el

par (X,ℜ) es un pre-orden si ℜ es reflexiva y transitiva.

Proposición 3.3.1. Si (X,ℜ) es un pre-orden entonces B =
{

ℜ(x)|x ∈ X
}

es base

para una topoloǵıa τ ℜ de X. Además τ ℜ es una S-topoloǵıa.

Demostración.

Veamos que si (X,ℜ) es un pre-orden, entonces B = {ℜ(x)| x ∈ X} es base para una

topoloǵıa de X, donde ℜ(x) = {y ∈ X| xℜy}. Entonces veamos que B cumple que:
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i) X =
⋃

x∈X ℜ(x).

ii) Si B1, B2 ∈B, x ∈ B1

⋂

B2 entonces existe B3 ∈B, tal que x ∈ B3 ⊂ B1

⋂

B2.

Verifiquemos i). Sea y ∈ X como ℜ es reflexiva entonces y ∈ ℜ(y), luego y ∈
⋃

x∈X ℜ(x). La otra contenencia es inmediata, dado que X es el conjunto universal.

Para verificar que B cumple la condición ii) vamos a mostrar la siguiente igualdad

equivalente

ℜ(x)
⋂

ℜ(y) =
⋃

z∈ℜ(x)
⋂

ℜ(y)

ℜ(z)

⊆ Sea z ∈ ℜ(x)
⋂

ℜ(y), como ℜ es reflexiva, zℜz ⇒ z ∈ ℜ(z), luego

z ∈
⋃

z∈ℜ(x)
⋂

ℜ(y)

ℜ(z)

⊇

Sea w ∈
⋃

z∈ℜ(x)
⋂

ℜ(y)

ℜ(z),

entonces w ∈ ℜ(z) para algún z ∈ ℜ(x)
⋂

ℜ(y) y tenemos que:

1) zℜw ,∧, xℜz, como ℜ es transitiva entonces xℜw ⇒ w ∈ ℜ(x);

2) zℜw ,∧, yℜz, como ℜ es transitiva entonces yℜw ⇒ w ∈ ℜ(y);

de 1) y 2) se tiene que w ∈ ℜ(x)
⋂

ℜ(y) por lo tanto B es base para una topoloǵıa de

X. Esta topoloǵıa la notaremos, como τ ℜ; y el par (X,τ ℜ) es un espacio topológico

donde ∀O ∈ τ ℜ, O =
⋃

αℜ(xα).

Ahora se mostrará que τ ℜ es S-topoloǵıa.

Sea
{

ℜ(xα)
}

α∈∆
una familia de abiertos básicos; veamos que:

⋂

α∈∆

ℜ(xα) ∈ τℜ.

Sea y ∈
⋂

α∈∆ ℜ(xα) ⇒ y ∈ ℜ(xα) ∀α y afirmamos que:

y ∈ ℜ(y) ⊂
⋂

α∈∆

ℜ(xα)

en efecto sea z ∈ ℜ(y) → yℜz, como y ∈ ℜ(xα) ∀α ∈ ∆ → xαℜy ∀α ∧

yℜz ⇒ xαℜz ∀α entonces z ∈ ℜ(xα) ∀α ⇒ z ∈
⋂

α∈∆ ℜ(xα). Por lo tanto τℜ
es S-topoloǵıa. �
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De esta manera vemos que existe una estrecha relación entre el conjunto de las

S-topoloǵıas de un conjunto X y el conjunto de todos los pre-órdenes sobre X. A con-

tinuación se presentará una proposición que permite determinar completamente

esta relación. Ahora supongamos que se tiene una S-topoloǵıa en X. Se definirá una

relación ℜ en X, de tal manera que, la relación determina el pre-orden que genera la

S-topoloǵıa.

Definimos la relación ℜ por:

∀x, y ∈ X, xℜy ⇐⇒ MY ⊆MX

donde ∀z ∈ X, MZ denota el menor abierto que contiene a z; ℜ es un pre-orden.

En efecto si x ∈ X, comoMX ⊆MX ⇐⇒ xℜy y ℜ es reflexiva.

Si xℜy ∧ yℜz: MY ⊆MX ∧ MZ ⊆MY =⇒ MZ ⊆MX =⇒ xℜz luego

ℜ es transitiva.

Proposición 3.3.2. Si τ es una S-topoloǵıa de X, entonces existe un pre-orden ℜ en

X tal que τ = τ ℜ.

Demostración.

Para la prueba de esta Proposición veamos que:

τ ℜ = 〈
{

ℜ(x)| x ∈ X
}

〉 = τ

i) Sea ℜ(x) abierto básico de τ ℜ y sea y ∈ ℜ(x). (⊢ ∃O ∈ τ : y ∈ O ⊆ ℜ(x)).

Como y ∈ ℜ(x) ⇔ xℜy ⇔ MY ⊆ MX veamos que, y ∈ MY

?

⊆ ℜ(x).

Sea z ∈ MY , como MY es un abierto que contiene a z ⇒ MZ ⊆ MY y

MY ⊆MX ⇒ MZ ⊆MX ⇒ xℜz y por tanto z ∈ ℜ(x).

ii) Sean G ∈ τ y x ∈ G. (⊢ ∃ℜ(y) : x ∈ ℜ(y) ⊆ G). Veamos que, x ∈ ℜ(x) ⊆ G.

Sea z ∈ ℜ(x) ⇔ xℜz ⇔ MZ ⊆ MX . Como x ∈ G y G es abierto entonces,

MX ⊆ G, luegoMZ ⊆ G y como z ∈MZ ⇒ z ∈ G, aśı ℜ(x) ⊆ G. �

En este orden de ideas, si X es un conjunto provisto de una S-topoloǵıa, entonces es

posible encontrar la relación de pre-orden que la genera y viceversa es decir, si se tiene un

pre-orden (X,ℜ), donde ℜ es la relación de pre-orden en X, entonces
〈{

ℜ(x)| x ∈ X
}〉

genera la S-topoloǵıa τ ℜ sobre X, obteniéndose ahora claramente una relación entre

S-topoloǵıas y pre-órdenes, relación que se esquemática en el siguiente diagrama:
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Figura 3.1.1

S-topoloǵıas de X ⇐⇒ Pre-ordenes de X

(X,τ ) −→ ℜτ : xℜy ⇐⇒MY ⊆MX

τ ℜ =
〈{

ℜ(x)| x ∈ X
}〉

←− (X,ℜ)

Obsérvese que en el diagrama de la Figura 3.1.1 se establece una interesante relación

entre estructuras de tipo topológico ( las S-topoloǵıas ) y estructuras de tipo algebraico

(los Pre-órdenes). En la Sección 3.2 se probo que las topoloǵıas τ cd, τ rv, τ cco, τ P y τ P

son S-topoloǵıas; ahora veremos las relaciones de pre-orden sobre R2 asociadas a cada

ua de estas topoloǵıas.

Pre-orden asociado a τ cd:

Dado P = (a, b) ∈ R2 no es dif́ıcil probar que el menor abierto en (R2,τ cd) que contiene

a P esMP = [a,∞)× [b,∞). De esta manera si X = (a1, b1) e Y = (a2, b2) se tendrá:

MX = [a1,∞)× [b1,∞), MY = [a2,∞)× [b2,∞) entonces:

MY ⊆MX ⇐⇒ [a2,∞)× [b2,∞) ⊆ [a1,∞)× [b1,∞) ⇐⇒ (a1 ≤ a2 ∧ b1 ≤ b2).

Considerando el orden usual de R, entonces para (a1, b1), (a2, b2) ∈ R2 se define la

relación ≤1 por:

(a1, b1) ≤1 (a2, b2) ⇔ a1 ≤ a2 y b1 ≤ b2.

≤1 es una relación de orden sobre R2 y como tal es pre-orden. Luego la topoloǵıa

asociada a ≤1 es la topoloǵıa generada por los conjuntos:

ℜ(X) =
{

Y ∈ R2|X ≤1 Y
}

=
{

(x, y) ∈ R2|a1 ≤ x ∧ b1 ≤ y
}

= [a1,∞)× [b1,∞)

y esta topoloǵıa coincide con la topoloǵıa de colas a derecha en el plano; es decir τ cd

es generada por el pre-orden ≤1.
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Pre-orden asociado a τ rv:

Dado P = (a, b) ∈ R2, el menor abierto que contiene a P en (R2,τ rv) esMP = {P}×R.

De esta manera si X = (a1, b1), Y = (a2, b2) entonces

MY ⊆MX ⇐⇒ {a2} × R ⊆ {a1} × R ⇐⇒ a2 = a1

luego la relación ℜ en R2 definida por:

∀(a1, b1), (a2, b2) ∈ R2 : (a1, b1)ℜ(a2, b2) ⇔ a1 = a2.

ℜ es una relación de pre-orden en R2; y la topoloǵıa generada por los conjuntos

ℜ(X) =
{

Y ∈ R2|XℜY
}

=
{

(x, y) ∈ R2|x = a1

}

= {a1} × R

corresponde precisamente a la topoloǵıa de rectas verticales τ rv.

Pre-orden asociado a τ ra:

Dado P = (a, b) ∈ R2, el menor abierto que contiene a P en (R2,τ ra) es la región angular

con vértice en (a, b), es decir MP = Tb−ma, b+ma. De esta manera, si X = (a1, b1) e

Y = (a2, b2) entonces:

MY ⊆MX ⇐⇒ Tb2−ma2, b2+ma2 ⊆ Tb1−ma1, b1+ma1 .

Para simplificar la notación escribiremos Tb−ma, b+ma = T(a,b). Se obtiene la relación ℜ

en R2 aśı:

(a1, b1)ℜ(a2, b2) ⇐⇒ T(a1,b1) ⊆ T(a2,b2)

que define una relación de orden en R2, y la topoloǵıa correspondiente es la de regiones

angulares definida en la Sección 2.3 del presente trabajo.

Pre-orden asociado a τ P

Para encontrar el pre-orden correspondiente a la topoloǵıa del punto incluido τ P ,

nuevamente se considera: X,Y ∈ R2: XℜY ⇐⇒ MY ⊆ MX . El menor abier-

to que contiene a Y en (R2,τ P ) es:

MY =







{P}, si Y = P ;

{P, Y }, si Y 6= P .
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Luego podemos considerar tres casos:

∀X,Y ∈ R2 : MY ⊆MX −→ XℜY.

Si X = P ∧ Y 6= P entonces {P, Y } * {P} −→ ¬(XℜY ).

Si X 6= P ∧ Y = P entonces {P} ⊆ {X,P} −→ XℜY.

Si X 6= P ∧ Y 6= P ∧ X 6= Y entonces {Y, P} * {X,P} −→ ¬(XℜY ).

En resumen se tiene:

XℜY ⇐⇒ (X = Y ) ∨ (X 6= P ∧ Y = P )

⇐⇒ (X = Y ) ∨ (Y = P ).

Si X = (a1, b1), Y = (a2, b2) ∈ R2 se tiene entonces:

XℜY ⇐⇒ (a1, b1)ℜ(a2, b2)⇐⇒ (a1, b1) = (a2, b2) ∨ (a2, b2) = (p1, p2) = P.

Los abiertos básicos de la topoloǵıa τ ℜ son de la forma:

ℜ(X) =
{

Y ∈ R2| XℜY
}

=
{

Y ∈ R2|Y = X ∨ Y = P
}

=
{

X,P
}

.

Y se puede verificar que la familia
{

{X,P}|X ∈ R2
}

es en efecto una base para la

topoloǵıa τ P .

Pre-orden asociado a τ p

Recordemos que la topoloǵıa del punto excluido está dada por:

{

A ⊆ R2| P ∈ A
}

⋃

{

R2
}

.

De modo que dado un punto Z ∈ R2 el menor abierto que contiene a Z en (R2,τ p) es:

MZ =







{Z} si Z 6= P

R2 si Z = P .

Y se pueden distinguir tres casos: ∀X,Y ∈ R2.

Si X = Y ⇒ MX =MY ⇒ XℜY ;

si X = P ∧ Y 6= P ⇒ MX = R2 ∧ MY = {Y } ⇒ MY ⊆MX ⇒ XℜY ;
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si X 6= P ∧ Y = P ⇒ MX = {X} ∧ MY = R2 MY *MX ⇒ ¬(XℜY ).

En resumen:

XℜY ⇐⇒ (X = Y ) ∨ (X = P ∧ Y 6= P ) ⇐⇒ (X = Y ) ∨ (X = P ).

Si X = (a1, b1), Y = (a2, b2) se tiene:

XℜY ⇐⇒ (a1, b1) = (a2, b2) ∨ (a1, b1) = (p1, p2) = P.

Los abiertos básicos de τ ℜ son de la forma:

ℜ =







{X} si X 6= P

R2 si X = P .

Se puede verificar que la familia
{

{X}|X 6= P
}

⋃
{

R2
}

es en efecto base para la topoloǵıa

del punto excluido τ P .

3.4. Compacidad en S-topoloǵıas

En esta sección se presentan dos caracterizaciones de la compacidad en una S-topoloǵıa:

una en términos topológicos (densidad) y otra en términos algebraicos (pre-órdenes).

Antes de presentar los dos teoremas finales, se dará la siguiente definición.

Definición 3.4.1. Sean (X,τ ) un espacio topológico y A ⊆ X. A se llama denso en

X si y sólo si A = X. Es decir si ∀O ∈ τ , O 6= ∅, O
⋂

A 6= ∅.

Sea TOP (X) la familia de todas las topoloǵıa en un conjunto X.

Teorema 3.4.1. (X,τ ) un espacio provisto de una S-topoloǵıa. X es compacto si

y sólo si existe un subconjunto finito de X, el cual es denso con respecto a τ , donde

τ =
{

A ⊆ X|Ac ∈ τ
}

∈ TOP (X).

Demostración.

⇒] Supongamos X compacto y sea ℜ la relación de pre-orden que genera a τ
(Proposición 3.3.2 y su demostración). Como X ⊆

⋃

x∈X ℜ(x),
{

ℜ(x)
}

x∈X
es un

recubrimiento abierto de X, luego existe
{

x1, . . . , xn

}

⊆ X tal que X ⊆
⋃n

i=1ℜ(xi).
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Veamos que
{

x1, . . . , xn

}

τ = X. Sea x ∈ X y sea F ∈ τ tal que x ∈ F .

Veamos que F
⋂

{

x1, . . . , xn

}

6= ∅. Como F c ∈ τ entonces:

F c =
⋃

α

ℜ(yα) ⇒ F =
(

⋃

α

ℜ(yα)
)c

=
⋂

α

ℜ(yα)c.

Supongamos que, ∀i = 1, . . . , n xi /∈ F =
⋂

α

ℜ(yα)c

⇒ ∀i = 1, . . . , n xi /∈ ℜ(yαi
)c para algún αi

⇒ ∀i = 1, . . . , n xi ∈ ℜ(yαi
) para algún αi

⇒ ∀i = 1, . . . , n yαi
ℜxi para algún αi. (1)

Por otra parte como X ⊆
⋃n

i=1ℜ(xi) ⇒ x ∈ ℜ(xj) para algún j = 1, . . . , n

⇒ xjℜx para algún j = 1, . . . , n. (2)

Además, como x ∈ F ⇒ x ∈
⋂

αℜ(yα)c ⇒ x ∈ ℜ(yα)c, ∀α ⇒ x /∈ R(yα) ∀α

⇒ ¬(yαℜx) ∀α. (3)

Si tomamos i = j en (1) entonces yαj
ℜxj (4). Como ℜ es transitiva,

de (2) y (4) se tiene que, yαj
ℜx y esto contradice (3).

⇐] Por hipótesis tenemos que existe
{

x1, . . . , xn

}

⊆ X tal que:
{

x1, . . . , xn

}

τ = X.

Veamos que (X,τ ) es compacto. Sea
{

ℜ(yα)
}

α∈∆
un recubrimiento de X por abiertos

básicos, entonces:

X ⊆
⋃

α∈∆

ℜ(yα).

Para cada i = 1, . . . , n existe αi tal que, xi ∈ ℜ(yαi
) ⇒ yαi

ℜxi. (1).

Afirmamos que X ⊆
⋃n

i=1ℜ(yαi
). En efecto sea x ∈ X y supongamos que

x /∈
⋃n

i=1ℜ(yαi
) ⇒ x /∈ ℜ(yαi

) ∀i = 1, . . . , n luego x ∈ ℜ(yαi
)c ∀i = 1, . . . , n

entonces ℜ(yα1)
c
⋂

. . .
⋂

ℜ(yαn
)c ∈ τ y es no vaćıo. Como

{

x1, . . . , xn

}

es denso en τ
entonces, existe xj ∈ ℜ(yα1)

c
⋂

. . .
⋂

ℜ(yαn
)c para algún j ∈ {1, . . . , n} y por lo tanto

xj /∈ ℜ(yαj
) ⇔ ¬(yαj

ℜxj)

y esto contradice (1), luego X es compacto. �

Finalmente se presenta una caracterización de la compacidad en términos de pre-órdenes.
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Teorema 3.4.2. Sea X un conjunto no vaćıo con una relación de pre-orden ℜ, τ ℜ
la topoloǵıa generada por la base B =

{

ℜ(a)|a ∈ X
}

, donde ℜ(a) =
{

x ∈ X|aℜx
}

.

A ⊆ X es compacto si y sólo si existen p1, . . . , pn ∈ A, tales que, para todo x ∈ A, existe

pi, 1 ≤ i ≤ n, tal que, piℜx.

Demostración.

⇒] Sea
{

ℜ(p)|p ∈ A
}

un recubrimiento por abiertos básicos de A, es decir,

A ⊆
⋃

p∈Aℜ(p). Como A es compacto, este recubrimiento se reduce a un subrecubrimiento

finito, por lo tanto, A ⊆
⋃n

i=1ℜ(pi), con pi ∈ A, para todo i = 1, . . . , n. Entonces se

tiene que para todo x ∈ A, x ∈ ℜ(pi), para algún 1 ≤ i ≤ n. Aśı piℜx.

⇐] Sea
{

ℜ(yα)
}

α∈∆
un recubrimiento por abiertos básicos de A. Para cada

i ∈ {1, . . . , n} existe yαi
tal que pi ∈ ℜ(yαi

), es decir yαi
ℜpi (1). Afirmamos que

A ⊆
n

⋃

i=1

ℜ(yαi
).

En efecto, sea x ∈ A. Por hipótesis existe j ∈ {1, . . . , n} tal que pjℜx (2).

De (1) y (2) y por la transitividad de ℜ se concluye que yαj
ℜx, es decir x ∈ ℜ(yαi

) de

modo que x ∈
⋃n

i=1ℜ(yαi
). �
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TABLA DE RESUMEN

Topoloǵıa ¿ Es S-topoloǵıa ? Pre-Orden que la genera Compacidad: S ⊆ R2 es

compacto si y solo si:

τ u NO ——– S es cerrado y acotado.

τ cd SI ∀X, Y ∈ R2, XℜY ⇔ a1 ≤ a2 ∧ b1 ≤ b2 S está contenido en una

unión finita de colas a

la derecha, cuyos vértices

pertenecen a S.

τ rv SI ∀X, Y ∈ R2, XℜY ⇔ a1 = a2 S está contenido en una

unión finita de rectas

verticales.

τ ra SI ∀X, Y ∈ R2 XℜY ⇔ TX ⊆ TY S está contenido en una

unión finita de regiones

angulares, cuyos vértices

pertenecen a S.

τ cco NO ——– M =
{

‖(a, b)‖|(a, b) ∈ S
}

tiene máximo donde

‖(a, b)‖ = máx
{

|a|, |b|
}

.

τ cof NO ——– S ⊆ R2 todo subconjunto

de R2 es compacto.

τ P SI ∀X, Y ∈ R2, XℜY ⇔ (X = Y ) ∨ (Y = P ) S es finito.

τ P SI ∀X, Y ∈ R2, XℜY ⇔ (X = Y ) ∨ (Y = P ) P ∈ S o S es finito.
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[7] RUBIANO, G.N. Topoloǵıa General. Segunda Edición. Universidad Nacional de

Colombia. Bogotá. 2002.
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