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DESCRIPCION

En el presente trabajo de monografia, se hace un andlisis detallado del articulo:
Caracterizacion de los subespacios compactos de R? con algunas topologias distintas de
la usual; Avila, J. A

La monografia comprende tres capitulos: el capitulo uno (Preliminares) tiene como objetivo
principal, proporcionar al lector un resumen de las definiciones y propiedades fundamentales

de los ntiimeros reales y la topologia general, que son béasicos en el desarrollo del trabajo.

El capitulo dos (Algunas topologias sobre R? y caracterizacion de sus subespacios compactos) se
ha dividido en siete secciones; en cada una de ellas se describe una topologia sobre R?, distinta
de la usual; y se presenta una caracterizacién de la compacidad en R? con cada una de estas

topologias.

En el capitulo tres (S-Topologias, pre-drdenes y compacidad), se observa lo estudiado en el
capitulo dos, desde un punto de vista més general, para analizar la compacidad en términos de
S-Topologias y Pre-6rdenes. Este capitulo se ha dividido en cuatro secciones: en la primera
seccion se dé la definicién de lo que es una S-Topologia y se presentan algunas propiedades im-
portantes de este tipo de topologias. En la segunda seccion se muestra cuales de las topologias
vistas en el capitulo dos, son S-topologia y cuales no. En la seccién tres se presenta la definicién
de pre-orden sobre un conjunto X y se establece una interesante relacion entre las S-Topologias
y los pre-érdenes sobre un conjunto X. En la cuarta seccion se presenta una caracterizacion de
los compactos en las S-Topologias, en términos topoldgicos y también en términos algebraicos.

Finalmente se presenta una tabla que resume varios de los resultados importantes del trabajo.
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DESCRIPTION

In the present monograph work, it is realized a detailed analysis of the article: characterization
of the R? compact subspaces with some topologies different from the usual; Avila, J. Al

The monograph includes three chapters: the first chapter (preliminaries) has as main objective
to give to the reader an abstract of the definitions and fundamental properties of the real
numbers and general topology, which are basic in the development of the work. The second
chapter (some topologies of R? and characterization of its compact subspaces) has been divided
in seven sections: each one of them describes a topology of R?, different from the usual; and it

is presented a characterization of the compacity in R? with each one of these topologies.

In the third chapter (S-topologies, pre-orders and compacity), it is observed what was studied in
the second chapter from a mote general point of view to analyze the compacity in S-topologies
and pre-orders terms. This chapter has been divided in four sections: the first section gives
a definition of what a S-topology is and some important properties of this kind of topologies
are presented. The second section shows which topologies seen before in the chapter two are
S-topologies and which ones are not. The third section presents the definition of Pre-order on
a X group and establishes an interesting relation between S-topologies and Pre-orders on a X
group. The fourth section presents a characterization of the compacts in the S-topologies, in

topological terms and also in algebraic terms.

Finally it is presented a table that summarizes several of the important results of the work.
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INTRODUCCION

El estudio de la compacidad es fundamental en las areas de analisis y topologia. FEl
conocimiento de este tema nos proporciona bases indispensables para profundizar otros
temas matematicos.

En el presente trabajo de monografia, se hace un andlisis detallado del articulo:
Caracterizacion de los subespacios compactos de R? con algunas topologias distintas de
la, usual; Avila, J. A. [1].

La monografia comprende tres capitulos: el capitulo uno (Preliminares) tiene como
objetivo principal, proporcionar al lector un resumen de las definiciones y propiedades
fundamentales de los niimeros reales y la topologia general, que son bésicos en el desarrollo
del trabajo.

El capitulo dos (Algunas Topologias sobre R? y Caracterizacion de sus Subespacios
Compactos) se ha dividido en siete secciones; en cada una de ellas se describe una
topologia sobre R?, distinta de la usual; y se presenta una caracterizacién de la com-
pacidad en R? con cada una de estas topologfas, haciendo las demostraciones omiti-
das en las afirmaciones que se encuentran en [1]. De cada una de estas caracteriza-
ciones, se muestran varios ejemplos de subespacios compactos y no compactos de R?
haciendo énfasis en la no equivalencia entre compacto - cerrado y acotado; por ejem-
plo en la seccién 2.1 se establece que con cierta topologia de R?, todo compacto es
no cerrado (Proposicién 2.1.1), este resultado surgié durante el proceso de estudio del
articulo, al analizar diversos ejemplos. Andalogamente se obtiene la demostracién de la
Proposicién 2.4.2.

En el capitulo tres (S-Topologias, Pre- Ordenes y Compacidad), se observa lo estudiado

en el capitulo dos, desde un punto de vista mas general, para analizar la compacidad
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en términos de S-topologias y Pre-érdenes. Este capitulo se ha dividido en cuatro
secciones: en la primera seccién se d4 la definicién de lo que es una S-topologia y se
presentan algunas propiedades importantes de este tipo de topologias. En la segunda
seccién se muestra cudles de las topologias vistas en le capitulo dos, son S-topologia y
cuales n6. En la seccién tres se presenta la definicién de Pre-orden sobre un conjunto X
y se establece una interesante relacién entre las S-topologias sobre X y los Pre-érdenes
sobre X (Proposiciones 3.3.1 y 3.3.2) pues esta relacién permite obtener una estructura
algebraica (un pre-orden) a partir de una estructura topolégica (una S-topologia ) y
reciprocamente. En esta seccion se muestra ademas la relacion de pre-orden que genera
cada una de las S-topologia vistas en la seccién 3.2, esto se hace usando la relacién
entre Pre-ordenes y topologias, la cual permite obtener cada Pre-orden de una manera
mas clara y detallada a como se hizo en [1].

En la cuarta seccién se presenta una caracterizacién de los compactos en las S-topologias,
en términos topoldgicos (Teorema 3.4.1) y también en términos algebraicos
(Teorema 3.4.2). Finalmente se presenta una tabla que resume varios de los

resultados importantes del trabajo.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este capitulo se dividira en dos secciones: en la primera seccion se presentaran aspectos
importantes sobre el campo de los niimeros reales y en la segunda seccioén se presentaran
algunos conceptos, definiciones y teoremas de la topologia general, que se van a necesitar
en el desarrollo de los demaés capitulos. Las definiciones presentadas, asi como los teo-
remas y su respectivas demostraciones pueden encontrarse en textos clasicos de analisis

o topologia como por ejemplo Apdstol, Munkres o Willars entre otros.

1.1. R como campo ordenado y completo

En esta seccion se estudiardan algunos aspectos basicos de los nimeros reales, relacionados
especialmente con los axiomas de campo, axiomas de orden y la propiedad de completez.
Empecemos recordando que una operacién binaria sobre un conjunto X, es una fun-
cion de X x X en X. También admitiremos la existencia de un conjunto no vacio que
se denotard por R (el conjunto de los ntimeros reales ) en el cual se han definido dos
operaciones binarias: la suma y el producto, denotados por los simbolos +, « respec-
tivamente; estas operaciones cumplen las siguientes propiedades, llamadas axiomas de

campo,

(ACY) para todo par de nimeros =,y € R:

r+y=y-+2x.

Tel) = Yol.

(AC,) Existen en R dos elementos diferentes: 0,1 € R, tales que para todo z € R:
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t+0=2=0+4+zx

Tl = = lex.
(AC3) Para todo nimero real z, existe un nimero real y = —x en R tal que:
r+y=0=y+x.
Si z es un ntimero real diferente de 0, existe un elemento y = 7! en R, tal que:
Ty = 1 = yex.
(ACy) Para todo z,y, z en R:

(T +y)+z=a+(y+2)
(Tey) oz = To(ye2).

(AC5) para todo z,y,z en R:
To(y + 2) = Toy + Tez.

Ahora asumimos que existe un subconjunto de R llamado el conjunto de los niimeros
reales positivos, este conjunto se denotara por: RT, el cual satisface los siguientes

axiomas, denominados axiomas de orden:
(AO;) Dado un nimero real, se da exactamente una de las siguientes situaciones:

i) = 0;
ii) z es un nimero real positivo;

iii) —x es un numero real positivo.

(AO,) Si x,y son numeros reales positivos, entonces:

x+y es un nimero positivo

ZTey  €s un numero positivo.
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Cualquier conjunto con dos operaciones binarias que satisfagan (AC)) a (AC5) que
contenga un subconjunto que satisfaga (AO;) y (AO;), se dird& un campo
ordenado.

De los axiomas de orden, se tiene inmediatamente, que si x es distinto de cero, entonces
r? € RT.

En efecto: como z es distinto cero, z € Rt ¥ —z € RT. Como
2? = xexr = (—x)s(—1x); por el axioma (AO,), > € RT. Si z es un nimero real tal

que (—x) pertenece a Rt se dird que x es un niimero negativo.

1.1. Definicién: Dados dos niimeros reales x, y, se dird que = es menor que y (x < y),
si y — x pertenece a RT.  Se dird que que z es mayor que y (x > y), si y —x es un

nimero negativo.

No es dificil demostrar que la relacion < definida en R por:
r<y siysolosi (zx=y) V (x<y)

es una relacion de orden en R, es decir es una relacion reflexiva, antisimétrica y tran-
sitiva.

Obsérvese que si x € R, entonces —z es un nimero negativo y por consiguiente x > 0.
Siz > 0, —x es un nimero negativo, lo cual quiere decir que © = —(—x) pertenece a RT,
luego podemos decir que el conjunto de los ntimeros reales positivos, es igual al conjunto
de los nimeros reales mayores que cero y que el conjunto de los niimeros reales negativos

es igual al conjunto de los niimeros reales menores que cero.

1.2. Conjunto acotado superiormente: Sea A C R, A se dice acotado

superiormente, si existe un nimero real M, tal que para todo x en A, © < M

1.3. Conjunto acotado inferiormente: Sea A C R, A se dice acotado

inferiormente, si existe un nimero real 7', tal que para todo x en A, T <z

Cuando A es un conjunto acotado superiormente, existe un nimero real M tal que para
todo x € A, * < M; M es llamado una cota superior de A. Si el conjunto A
es acotado inferiormente, existe al menos un nimero real T" tal que, T' < x para todo
x € A, T es llamado una cota inferior de A. Ademas si el conjunto A es acotado

tanto superiormente como inferiormente, decimos que A es un conjunto acotado.

1.4. Definicién: Sea A C R, un conjunto acotado.
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1. El nimero real a se denomina extremo superior del conjunto A si cumple las

siguientes propiedades:

i) « es una cota superior del conjunto A.

ii) Siw es un nimero real menor que «, entonces u no es cota superior del conjunto

A.

2. El numero real 3, se llama extremo inferior del conjunto A, si satisface las siguientes

propiedades:

i) [ es una cota inferior del conjunto A.

ii) Sit es un nimero real mayor que 3, entonces ¢ no es cota inferior del conjunto

A.

Nota 1.1. Si A C R, A # (0 y siel conjunto A tiene extremo superior, éste es
unico. Igualmente si tiene extremo inferior. Los extremos superior e inferior de un
conjunto, son llamados también supremo e infimo del conjunto y se denotan por: sup

e inf respectivamente.

1.5. Axioma del extremo superior: Todo subconjunto no vacio de R, acotado supe-

riormente tiene extremo superior.

Cualquier conjunto con una relacion de orden que satisface el axioma anterior, se dice
completo. Se sabe que R es el tnico (salvo isomorfismos) campo ordenado

y completo.

1.2. Conceptos basicos de topologia general

1.6. Espacio topoldgico: sea X un conjunto y 7 una familia de subconjuntos de X
(es decir T C P(X)). Se dice que T es una topologia en X, si se cumplen los siguientes

axiomas:
(ETy) 0,X €T.
(ET,) Si A,B €T entonces ANB e T.

(ET3) Si {A;}icr es una familia de elementos de 7, entonces | J,.; 4 € T.
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En tal caso el par (X, T) se llama espacio topoldgico y los elementos de T se llaman

abiertos.
Nota 1.2. (ET,) significa que la interseccién finita de abiertos es un abierto.

1.7. Interior de un conjunto: (X, 7T) espacio topoldgico, A C X, x € A. Diremos que
x es un punto interior de A si y solo si existe O € T, tal que z € O C A.

El conjunto de los puntos interiores de A se llama el interior de A y se nota ;1 0
int(A).

1.8. Una caracterizaciéon de los conjuntos abiertos: (X, 7) espacio topolégico,
A C X. Entonces A es abierto si y solo si A :/01.

1.9. Conjuntos cerrados: (X, T) espacio topolégico A C X. Diremos que A es cerrado

siysolosi X — A€ T, es decir, si X — A es abierto.

La familia de todos los conjuntos cerrados de un espacio topoldgico (X, T') la llamaremos
cerradura de X y la notaremos por: 7.

Los conjuntos cerrados poseen las siguientes propiedades, “duales” de las propiedades
de los abiertos: toda interseccién de conjuntos cerrados, es un conjunto cerrado y toda

reunién finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

1.10. Topologia usual de R (7,): sea X = R, se tiene que:
Tu= { U, (@asba) | @a,ba € R} es una topologia sobre R, llamada la topologia usual.

1.11. Topologia discreta: X conjunto y 7 = P(X), T es una topologia sobre X

llamada topologia discreta.

1.12. Topologia indiscreta: X conjunto y 7 = {@,X}, T es una topologia sobre X

llamada topologia indiscreta.

1.13. Base para alguna topologia: X conjunto y B C P(X) se dice que B es base

para alguna topologia sobre X, si se cumplen las siguientes condiciones:
i) UB=X

i) Si By By € B y 2 € B, N By, entonces existe By € B tal que x € By C By N Bo.

En tal caso, la familia

(B) = {G C X | (Vo € G)(3B, € B)(w € B, CG)}
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es una topologia sobre X, llamada la topologia generada por B.

Si (a,b) € R* y r € RT, la bola o disco abierto con centro (a,b) y radio 7, es el

conjunto:

B((a,b);r) == {(z,y) € R?|(z — a)* + (y — b)* < r*}.

En el siguiente ejemplo se usa 1.13 y la nocién de bola para definir la llamada topologia

usual del plano.

Ejemplo 1.1. En R? la familia de discos abiertos en el plano o bolas:

5= {B((a,b);r) |a,b,r eR, r> O}U{Q)}

es base para una topologia y en este caso la topologia generada ({§) es precisamente la

topologia usual de R? la cual notaremos como: T .

1.14. Base para una topologia: Sea (X,7T) espacio topolégico y B una familia de
abiertos (es decir 28 C T). Se dice que B es una base para T, si todo elemento de T
es unién de elementos de B, equivalentemente si para cualquier O € T vy x € O, existe
B, € B tal que: z € B, C O.

1.15. Topologia producto: Sean (X, 7), (Y, [t) espacios topolégicos. La topologia
producto sobre X x Y es la topologia que tiene como base la coleccién B de todos los
conjuntos de la forma U x V', donde U es un conjunto abierto de X y V' es un conjunto
abierto de Y.

1.16. Topologia de Subespacio: (X, T) espacio topoldgico, Y C X, la familia:
Ty:Z{OﬂY|OET}

es una topologia sobre Y llamada la topologia de subespacio, el par (Y, Ty) se llama

subespacio topologico de (X, T).

1.17. Definicién: Supongamos que 7 y T  son dos topologfas sobre un conjunto dado
X. Si T C T, diremos que T’ es mas fina que 7. Si T C T, entonces T es
estrictamente m4as fina que 7. Diremos que T es comparable con 7' si T C T o
T CT.
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1.18. Recubrimiento: Sea (X, T)un espacio topolégico. Una coleccién A de subcon-
juntos del espacio X se dice que es un recubrimiento de X o que A recubre a X,
si la unién de los elementos de A coincide con X. Se dice que A es recubrimiento

abierto de X si es un recubrimiento de X formado por conjuntos abiertos de X.

1.19. Recubrimiento por abiertos basicos: sea (X, 7) un espacio topolégico y B
una base para 7. Una coleccién A de elementos de B es un recubrimiento por

abiertos basicos de X, si la unién de los elementos de A coincide con X.

1.20. Espacio compacto: Un espacio topologico X se dice que es compacto si de
cada recubrimiento abierto A de X podemos extraer una subcoleccién finita que también

recubre a X

Ejemplo 1.2. R con la topologia usual no es compacto, en efecto, si consideramos
V., = (—n,n), n €N, entonces la coleccién {Vn}neN es un recubrimiento de R que

no puede reducirse a un subrecubrimiento finito.

Ejemplo 1.3. En (R,7,) todo intervalo cerrado y acotado es compacto; es decir
A = [a,b] es compacto. Para ver una demostracion de este hecho se puede consultar [5]
o también [7]. Es conocido que en (R?, T,) los subespacios compactos son exactamente

aquellos que son cerrados y acotados.

Ejemplo 1.4. R? con la topologia usual, no es compacto, en efecto si consideramos
{(=n,n) x (—n,n)|n € N} es un recubrimiento abierto de R?, que no puede reducirse

a uno finito.

La propiedad de ser compacto, no se hereda, es decir, si A es compactoy B C A entonces

no se puede afirmar que B sea compacto.

Ejemplo 1.5. En (R? T,), sean A = [0,1], B = (0,1) es claro que, B C A, A es
compacto puesto que es cerrado y acotado, pero B no lo es,  (pues {(0,1— %)}neN es

un recubrimiento abierto de B que no se puede reducir a un subrecubrimiento finito).
En el caso que el subespacio sea cerrado, tenemos la siguiente afirmacién.

Afirmacion 1.2.1. Todo subespacio cerrado de un compacto , es también compacto
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La demostracién de la anterior afirmacién es puede ver en [7].
Un subconjunto de R? se dice acotado si existe una bola que lo contiene. Anéloga-
mente a como ocurre en (R, 7,), se tiene la siguiente caracterizaciéon de los subespacios

compactos de (R? T,):

Afirmacién 1.2.2. Sean (R?,T,) y S CR%  Entonces S es compactos si y solo si S

es cerrado y acotado.

Proposicién 1.2.1. (X, T) espacio topolégico, ACY C X. A es compacto siy solo

si A es compacto en (Y, Ty).

Demostracion.
=] Sea A C X compacto en (X,T) y sea B un recubrimiento por abiertos de Ty es
decir A C | B; para cada B € B existe O € T tal que B = Op(\Y, entonces

AcC UoBﬂY:(U OB>ﬂYg L 05

Be®B Be® BeB

Be®B

como A es compacto en (X, T), entonces A C |J;_, Op, para algin i € N entonces
ACU,(05,NY)=UL, Bi luego A es compacto en (Y, Ty).

<] A C U,en Oa, O, €T Va € A, luego se tiene que A C J,cn(Oa NY)
(porque ACY); O,NY €Ty Va € A, Como A es compacto en (Y, Ty) entonces
existen Ouy, Opy, -+, O, tales que A C (0, NY) = ACU.L,0,, |
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CAPITULO 2

ALGUNAS TOPOLOGIAS SOBRE R?
Y CARACTERIZACION DE SUS
SUBESPACIOS COMPACTOS

En el desarrollo de este capitulo se analizara la seccién dos del articulo [1], presentando
algunas demostraciones alli omitidas, como por ejemplo la suficiencia de las condiciones
que se plantean en las afirmaciones 1, 2 y 4 del articulo o la demostracion de la afir-
macién 3 que es dejada como ejercicio para el lector. Ademds a manera de ilustracion,
presentaremos algunos ejemplos de subconjuntos compactos de R? con cada una de las
topologias consideradas, y las compararemos dos a dos es decir estableceremos cuando

cada una de estas topologias es mas fina que otra.

2.1. Topologia de colas a derecha en el plano.

Consideremos el espacio topoldgico (R*, T x T), donde T es la topologfa generada en
R por la base B = {[a,) | a € R} y T x T es la correspondiente topologia producto
sobre R%.  En primer lugar vamos a mostrar que B es en efecto base para una topologia

sobre R es decir verifiquemos que se cumple:

i) R=,., B

ii) Si By, By €8 y x € B;() B, entonces existe B € *B tal que x € B3 C B[ Bo.
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Sea x € R, entonces existe un B, € B, tal que B, = [r,00), claramente z € B,

B, como x es arbitrario entonces R C J,, _,, B.

B C R es inmediata dado que R es el conjunto “universal”.

lo que implica, = € |

Be®
La otra contenencia | J, _
Para la parte ii) veamos que Bs es la interseccién de By = [a;,00) y By = [ag, 00).
Sea x € Bi[)Bs entonces x € By y © € By es decir z € [a1,00) y z € [az,00), luego
a; <x A as < x;si hacemos a3 = méax{a,as} entonces ag < x Vr € B[ B, luego
tenemos que: x € [az,00) = By C By Ba; por lo tanto B es base para una topologia
sobre R. Enseguida mostraremos que analogamente 8" = {[a, 00) x [b,00) | a,b € R}

es base para una topologia de R?, entonces veamos que se cumple:

i) R”Z={J,_.. B

Sea (z,7) € R? entonces existe By € B", donde By = [r,00) x [y,00) tal que
(z,y) € By = (v,y) € U,_u-B- La contenencia reciproca es inmediata dado que

R? es el conjunto universal.

ii) Si By, By € B" y (,y) € By N By, veamos que existe By € B~ tal que:
(x,y) € Bs C BlﬂBQ.

Como B, € B" y B, € B tenemos que By, = [a;,00) x [b1,00) ¥
By = [ag,00) X [be,00) para algunos aj, by, as,bo € R, Dado que (z,y) € Bi[)Bs
entonces x € [ay,00)()[az,0), e y € [by,00)[[b2,00). Sean az = méax{aj,as} y
b3 = méax{b;, by} y sea By = [az,00) X [b3,00), como a3 < =y ay < x entonces
x € [az, 00), ademds b; <y, by < y entonces y € [bs, 00), luego (z,y) € [ag, 00) X [bs, 00);
es decir (x,y) € Bs. Ahora veamos que By C By () Bs. Si (u,v) € Bjs significa que

(u,v) € [az,00) X [bg,00) = az < uy by < v pero como az = méx{aj,as} entonces

ap<az<u = a<u=ué€a,x)

as<az<u = ay<u=ué€ [ay0)
luego u € [ay, 00) [[az, 00) y como by = méx{by, by} entonces

b1 <bs<w = 61§U:>”U€[b1,00)

b2§b3SU = bngiUE[bQ,OO)

yasiv € [by,00)[[b2, 00) por lo tanto (u,v) € By (] By y tenemos (u,v) € By C By () Bo;

obsérvese que en este caso se tiene que Bs = By () By (ver Figura 2.1.1).
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Figura 2.1.1: Interseccién de dos abiertos bésicos en T .4

r L r L
T 13 T 3

a1 a2 3] a2
(a3 = a2 AN by = bz) ((13 = a2 N bz = bl)

Luego B" es base para una topologia en R2. En lo que resta de este trabajo a esta
topologia la llamaremos topologia de colas a derecha en el plano y la notaremos
T .q. Consideremos entonces el espacio topolégico (R?,T.4). La siguiente proposicion
establece una condicién necesaria y suficiente para que un subespacio de (R? T .4) sea

compacto.

Proposicién 2.1.1. A C R? es compacto si y solo si existen puntos (a1, by),. .., (ay,by)
en A, tales que, para todo (a,b) € A, existe un punto (a;,b;), 1 < i < n, tal que
a; <ayb <b.

Demostracion.
= Los abiertos basicos de T .4, son de la forma [z, +00) X [y, +00), z,y € R.  Entonces

la familia
{la, +00) x [b,+00)} , )yeu
es un recubrimiento por abiertos basicos de A, es decir,
AC U [a, +00) X [b, +00).
(a,b)eA

Como A es compacto, este recubrimiento abierto se reduce a un subrecubrimiento finito,

es decir,

U a;, +00) X [b;, +00) con (a;b;) € A, para todo i.

Entonces se tiene que para todo (a,b) € A, (a,b) € [a;,, +00) X [b;,,00), para algun i,
1<ip<n. Asi,a, <ayb, <b.
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<  Consideremos un recubrimiento por abiertos bésicos de A, es decir;

AC | Jlaa,00) X [ba;0)  aa,ba €R,

a€EA

entonces tenemos que existen aq, o, ..., q, € A tales que:

<a17b1> S [aa17oo> X [bawoo)

<a2vb2) € [GQQ,OO) X [ba2,00>

(an,b,) € [aamoo) X [bawoo)

afirmamos que: A C (J/_,[aq,,00) X [ba;,00).  En efecto :

Sea (a,b) € A, por hipétesis existe un punto (a;,b;) tal que a; <ayb; <b,1<i<mn,
entonces (a,b) € [a;,00) X [b;, 00) é (@, 00) X [ba,,00) € Ui [@a;,00) X [ba;, 00).

Sea (x,y) € [a;,00) X [b;, 00) = a; <z A b <y. Como

(a;, b;) € [aa,,00) X [ba,,00) — Uo; < a; < N by, <b; <y

= (2,y) € [aq,, 00) X [by,;, 00). |

De la proposicion anterior se podria decir de manera intuitiva e informal que en este
espacio los subconjuntos compactos, son exactamente aquellos, que se pueden “encajar”
en una unién finita de “colas a derecha” de R?, cuyos “vértices” pertenecen al subcon-
junto, es decir un conjunto S C R? serd compacto si y solo si esta contenido en una

region como la de la figura 2.1.2 donde Py, P, ..., P, son puntos de S.

Figura 2.1.2: Unién finita de “colas a derecha” de R?

N
Py
Py

b,

Ahora veamos graficamente algunos ejemplos de conjuntos compactos de R2, con la
topologia producto definida, que hemos llamado topologia de colas a derecha sobre
R2.
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Figura 2.1.3: Ejemplos de conjuntos compactos y no compactos de (R?, T .q)

Ejemplo 2.1.1 Ejemplo 2.1.2 Ejemplo 2.1.3
x Compacto Compacto Compacto
Eg : N N
Ablerto \\\ No abierto \ Abierto
No cerrado

No cerrado No cerrado

A\

Ejemplo 2.1.6

Ejemplo 2.1.5 w

Ej lo 2.1.4
Jemplo No compacto No compacto

Compacto
No abierto No abierto No abierto
————  No cerrado No cerrado §§§ No cerrado

Obsérvese que el Ejemplo 2.1.2 es un subconjunto compacto de R?, no cerrado en es-

ta topologia; mientras que en la topologfa usual de R? es compacto y cerrado, nétese
también que el Ejemplo 2.1.3 es un conjunto compacto, no cerrado en esta topologia;
mientras que en la topologia usual de R? no es compacto pero si es un conjunto cerrado,
ademds es no acotado.  El Ejemplo 2.1.5 es un subconjunto de R?, no compacto con la
topologia de colas a derecha sobre R? pues si hacemos S igual al conjunto del Ejemplo
2.1.5, entonces tenemos que {[a,00) x [b,00) | (a,b) € S}, es un recubrimiento abierto
de S que no puede reducirse a un subrecubrimiento finito; en cambio es claro que S con
la topologia usual de R?, es un conjunto compacto.

Analizando un poco los ejemplos anteriores, se obtiene la siguiente proposicién que es-
tablece una diferencia interesante entre lo que ocurre en esta topologia de colas a derecha,
y lo que ocurre en la topologia usual del plano, en la cual “ser compacto” implica “ser

cerrado”.
Afirmacién 2.1.1. Sea (R*T.4), A C R? compacto, entonces A es no cerrado.

Demostracion.

Existen (a1, 1), ..., (an,b,) en Atales que: A C |J;_,[a;, 00) x[b;,00). Si A es cerrado,
entonces R? — A es abierto. Sea a, = min{ai, as,...,a,} v (x,br) € R? con x < ay
entonces, (z,b) ¢ A. (Si (z,by) € A = (z,b;) € [ai,,0) X [b;,,00) para algin

io = a;, < & < a, < a;, —+«) por lo tanto (z,b;,) € R* — A y como este es abierto,
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existe [a, 00) x [b, 00) abierto bésico tal que (z,b;,) € [a,00) x [b,00) C R? — A, entonces

existe (ag,by): a<z<ap A b<bgluego se tiene que:
(ag,by) € [a,00) x [b,00) CR* — A de modo que (ax,by) ¢ A. —— |

Noétese que el reciproco de la Afirmacion 2.1.1 no se cumple, para lo cual basta observar

la figura del Ejemplo 2.1.5.

2.2. Topologia de las rectas verticales

Ahora consideremos el espacio topolégico (R?,T,,), donde T, es la topologia generada
por la base B= {{z}xR |z € R}. T,, se conoce como la topologia de las rectas
verticales. Veamos que en efecto *B es base para una topologia sobre R2, es decir que

B verifica las siguientes condiciones:
i) R? ={J, ., B; donde B es una recta vertical en el plano para cada B € ‘B.

ii) Si By, B, €8, (7,y) € B;[) Ba, entonces existe Bs € B tal que
(z,y) € By C Bi[) Ba.

Para la parte i) veamos que R? C | B entonces, sea (zg,y9) € R? y consideremos

Be®
By = {79} x R, tenemos que By € B y ademds (zq,y0) € By luego (zo, o) € Usen B
entonces, R* C (J, ., B- La contenencia | J, ., B € R? es inmediata dado que R? es
el conjunto universal. Para la parte ii) por hip6tesis tenemos que By () By # 0 1o cual
significa que By = By puesto que si la interseccion de dos rectas verticales no es vacia,
entonces las rectas son iguales y basta tomar B; = By = By = By (| Ba.  Dei) y ii) se
tiene que B es base para una topologia sobre R?, que llamaremos la topologia de las

rectas verticales sobre R2.
Nota 2.2.1. Obsérvese que la topologia de las rectas verticales, es la misma topologia

producto de la topologia discreta con la topologia indiscreta.

Proposicién 2.2.1. A C R? es compacto en la topologia de las rectas verticales, si y

solo si existen puntos (a1, br), ..., (an,b,) en A tales que, A C |J;_ {a;} x R.

Demostracion.

= La familia § = {{m} x Rl z € ]R}, es un recubrimiento por abiertos bésicos
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de A, entonces A C |J§. Como A es compacto, este recubrimiento se reduce a un

subrecubrimiento finito, es decir, existen (a1, b1), . .., (an, b,) € Atalesque A C [JI_ {a;} x R.

< Sea {{aa} X ]R} un recubrimiento por abiertos basicos de A, es decir
a€cA

A C Uyeaiaa} x R; entonces tenemos que, existen oy, ag, ..., o, € A tales que:

(CLl,bl) S {aal} X R\
(&Q,bg) c {CLQZ} x R

lo que implica que a; = ao;, Vj=1,...,n.

(an,by) € {aa, } xR

Afirmamos que A C |J;_{aq,} x R:  sea (a,b) € A, por hipétesis existe i € {1,...,n}
tal que (a,b) € {a;} x R ={a,,} xR. [ |

De esta manera un subconjunto de R? serd compacto en (R?*7,,) si y solo si estd
contenido en la unién de un ntmero finito de rectas verticales. Veamos unos ejemplos

de subconjuntos compactos de R? con la topologia de rectas verticales.

Figura 2.2.1: Ejemplos de conjuntos compactos de (R? T,,).

Ejemplo 2.2.1 Ejemplo 2.2.2 Ejemplo 2.2.3 . Ejemplo 2.2.4
Compacto Compacto . ., Compacto g Compacto
Abierto No abierto *, No abierto ®  No abierto
Cerrado No cerrado No cerrado ¢ No cerrado

Los ejemplos que se ven en la Figura 2.2.1 son subconjuntos compactos de R? con la
topologia de las rectas verticales.  El ejemplo 2.2.1 representa una recta vertical en R?,
obsérvese que con la topologia de las rectas verticales es un conjunto
aberrado (es decir abierto y cerrado), mientras que con la topologia usual de R? no es un
conjunto abierto ni compacto. El ejemplo 2.2.4 representa una sucesiéon de puntos de R?
con su punto limite ( o sin él) que esté sobre una vertical. A continuacién mostraremos
algunos ejemplos de conjuntos no compactos en R? con la topologia de las

rectas verticales.
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Figura 2.2.2: Ejemplos de conjuntos no compactos de (R?, T ,.,)

Ejemplo 2.2.5 Ejemplo 2.2.6

No compacto

_— \
No compacto \\§ No abierto
No abierto No cerrado

No cerrado

7

Ejemplo 2.2.7 Ejemplo 2.2.8

No compacto No compacto
No abierto Abierto
No cerrado Cerrado

Noétese que los ejemplos 2.2.6 y 2.2.7 son conjuntos cerrados y compactos en R? con
la topologia usual; mientras que con la topologia de las rectas verticales no lo son.
Podemos comparar las topologias 7.4 o topologia de colas a derecha sobre R? y la
topologia de las rectas verticales T,,; es decir veamos cual de las dos es mas fina, esto

lo vemos mejor de manera grafica.

Figura 2.2.3 Figura 2.2.4
®
®
Tcd ,@ 7-1‘11 T'rv ,¢_ Tcd

En la Figura 2.2.3 tomamos un abierto basico de 7.4 y un punto en el abierto; vemos
que no es posible construir un abierto de T,, que contenga al punto y esté totalmente
contenido en el abierto de T.4. Lo mismo sucede en la Figura 2.2.4 dada una recta
vertical y un punto en ella, no es posible construir un abierto de la topologia T .4 que
contenga al punto y esté totalmente contenido en la recta; luego estas dos topologias
no son comparables. De manera parecida se puede concluir que ni 7. ni 7,, son

comparables con la topologia usual del plano.
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2.3. Topologia de regiones angulares con pendiente fija

Fijemos un ntimero real m > 0 y consideremos la coleccién B, = {T;. | b,c € R}, donde
Tre ={(z,y) eR* |mz+b<y, —mz+c<y}.

Sea T la topologia generada por *B,,. Como en los dos casos anteriores primero
mostraremos que en efecto B,, es base para una topologia sobre R?, entonces veamos

que *B,, cumple:
i) RQ = Ub,CER Tb’c

i) SiThyers Thper € B v (2,Y) € Tyyy () Tope, entonces existe Ty, ., tal que
('1'7 y) € Tb3,63 - Tbl,q ﬂ sz,Cz

Para verificar i) basta ver que:
R*C | J T

b,ceR
Sea (a,b) € R?* existen by = b —ma y cg = b+ ma tales que (a,b) € Tpyep-
En efecto: b = by +ma = b > ma+by, y, b=cy—ma= b>—ma-+ cy, es decir
(a,b) € Thy e, por lo tanto (a,b) € Uy .cp The-
Verifiquemos ii); sean Ty, c,, Thye, que pertenecen a B, v (2,9) € Ther () Thoco
entonces veamos que existe Ty, ., € B, tal que, (z,9) € Thyes € Thyer (1 Tbpcs. Como

(2,y) € Thy ey () Tby.e, €nttonces (,y) € Tp, ey AN (2,y) € Tp,e, €s decir se tiene:
mx + by <y, A, mx + by <y
—mz +c <y, N, —mx +co <y
sean bz, c3 numeros reales tales que by = max{by,bo} y ¢3 = méax{cy,co}. Puesto que
(bs =by V by=0by) A (c3=c1 V c3=cy) entonces, de las desigualdades anteriores
podemos concluir que mz +b3 <y, A —mz+cz <y esdecir (z,y) € T c; [ Thyco-
Ahora veamos que  Tpy cs € Thy ey (1 Thpeo- Sea  (z,y) € Ty, ., significa que,
mr+b3<y A —mx+c3<y. Como by=max{by,bs}, entonces:
mx+by <mx+b3 <y = mx + b <y
mx + by < mx+bs <y = mx + by <y
y como ¢z = max{cy, ¢}, entonces:
—mxr+c < —mxr+c3 <y = —mx+c <y

—mx +co < —mx+c3 <y = —mx +cy <y
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luego (2,y) €Thyee v (2,Y) € Topee = (2,9) € Ty e N Ty

De este modo B, es base para una topologia sobre R? que llamaremos topologia de
regiones angulares con pendiente fija y la notaremos asi T ,,.

Un abierto bésico T, . de esta topologia, representa una zona angular “hacia arriba”, con
vértice en el punto de intersecciéon de las rectas, y = mx +b AN y=-—-mz+c A

continuacion presentamos graficamente un abierto basico de esta topologia.

Figura 2.3.1 Abierto bésico de T,

Y = —MI + C —y=mz+b

Proposicién 2.3.1. A C R? es compacto en T, si y solo si existen (ay,by),. .., (an, by)
en A, tales que, para todo (p,q) € A, existe un (a;,b;,), 1 < ig < n, tal que
mlp — a;,| + by, < q.

Demostracion.
=] Puesto que para cada (a,b) € R? se tiene (a,b) € Ty ma, brma, €Ntonces sea

{T b—ma, b+ma} recubrimiento por abiertos basicos de A, es decir;
(a,b)eA

A g U bema, b+ma

(a,b)eA

Como A es compacto existen (ay,by), ..., (a,,b,) € A tales que,

n
A g U Tbi—mai, b;+ma; -

i=1
Sea (p7 Q) € A = (p7 Q> S U?:1 Tbi—mai, bi+ma; luego existe (aiou bio)7 para algﬁn
ip € {17 s )n} tal que (pu Q) € Tbio—maio, big+mai,

mp + by, —ma;, < q, —mp + b, +ma;, < q
m<p - aio) S q— bim

A,

A, m(aio - p) <q- bio
m<p_aio) S q_bim /\7

<

—(q = biy) < m(p — aj,)
_(q_bio) STn(p_aio) q_b

0

(O R

‘m(p_aioﬂ < q_big = m|p_(lz’0| +bi0 <gq.
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<] Veamos que si se cumple: J(aq, b1), ..., (a,,b,) en A, tales que, V(p,q) € A existe un

(@ig, biy), 1 < 1o < m:ml|p—a;| + by, < gq, entonces A es compacto.

Sea {Tb
aEA

(p,q) € A; por hipétesis (p,q) € Tp—ma;, bi+ma; Para algin i = 1,...,n. Para

un recubrimiento por abiertos basicos de A. Tomemos un punto

o Ca

(ai, bi) € A C Ugen Tha, co s tiene (a;, b;) € Ty, ¢, paraalgin a;, L q) € Th,, ca,”

Tenemos:

mp+b,—ma; <q, AN, —mp+b+ma; <q

ma; +bo, < by, A, —ma; + co, S b

Ahora sumando estas desigualdades tenemos que:
mp + bai S q, /\7 _mp+ Cai S q
por lo tanto A C | Ji_; Tp, . c,, v A es compacto. [

Obsérvese que la region angular Ty e pima tiene como vértice el punto (a,b), y que
(2,9) € Th—ma, btma S1 y solo si m|z —a] +b < y. De nuevo, y como ocurrié con los
casos de la topologia de las rectas verticales, el criterio establecido en la proposicién
anterior, permite identificar los subconjuntos compactos de (R? T,,), como aquellos
conjuntos que se pueden “encajar” en una unién finita de regiones angulares como la
de la figura 2.3.2 cuyos vértices pertenecen al conjunto. Veamos algunos ejemplos de

subconjuntos compactos de R? con esta topologia.
Ejemplo 2.3.1.

Figura 2.3.2: Ejemplo de un conjunto compacto de (R?, 7 ,,)

A= {(l 1) }HEN U{ (0, —1)}, es compacto, pues la regién angular con vértice en (0, —1),

n’n

es decir T_;_;, solo deja “por fuera” un numero finito de puntos de A,
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digamos (%, %), (k—il, ﬁ), ce (%, %), (1,1), de modo que los puntos (0, —1), (%, %), (1)

satisfacen las condiciones de la proposicion anterior.

Ejemplo 2.3.2.

Todo segmento de recta vertical es un ejemplo, de subconjunto compacto de R? con la
topologia de regiones angulares pues basta tomar el extremo inferior del segmento y ese
solo punto satisface las condiciones la proposicién 2.3.1. Analogamente toda semirecta

vertical “hacia arriba”, es un compacto en la topologia de regiones angulares.

Figura 2.3.3: Ejemplos de conjuntos compactos de (R?, T ,,)

Ejemplo 2.3.3.
Figura 2.3.4: Ejemplo de un conjunto compacto de (R?, 7 ,,)

Sea S subconjunto de R? formado por el segmento de recta horizontal AB y el punto
C, que se encuentra sobre la mediatriz del segmento AB, como se ve en la Figura 2.3.4.
Entonces S es compacto si m es menor o igual a la pendiente de la recta que une a C

con B es decir si m < M-
Ahora veamos un ejemplo de un subconjunto de R? no compacto con la topologia de
regiones angulares.

Ejemplo 2.3.4.
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Figura 2.3.5: Ejemplo de un conjunto no compacto de (R? 7 ,,)

A @y B

Sea S igual al rectdngulo de la Figura 2.3.5, entonces S C R?, S no es compacto. En
efecto si consideramos un recubrimiento por abiertos bésicos tal que todo (z,y) que
se encuentra sobre el segmento AB, es el vértice de un abierto bésico, entonces este

recubrimiento no se puede reducir a un subrecubrimiento finito.

Comparando las topologias T, y T, tenemos que: si tomamos un abierto bésico de la
topologia de regiones angulares y un punto, en este abierto basico no, es posible construir
un abierto basico de la topologia de las rectas verticales, tal que contenga el punto y
esté totalmente contenido en la regién angular; esto se puede observar en la Figura 2.3.6
por lo tanto T, SZ T ; de manera parecida si tomamos una regién angular y un punto
en ésta, no es posible construir un abierto béasico de la topologia de colas a derecha en
R? que contenga al punto y esté contenido en la regiéon angular, de modo que T, € T cq
esto se observa en la Figura 2.3.7. Mediante razonamientos analogos se puede concluir
que Ty, Ted, Tros ¥ Tre 1O son comparables entre si.

Figura 2.3.6 Figura 2.3.7

Tra ,CZ Tro Tra ,CZ Tcd

Para finalizar esta seccién, consideremos una variante de la topologia anterior, tomando

ahora la pendiente m variable es decir los abiertos basicos de T, son de la forma:

Tlﬁ:{(m,y)eRﬂmx—kbgy, —mx + ¢ < y}

*
ra’

donde b,c,m € R, m > 0. Entonces se tiene que 7,, C T ,, es decir T, es mas fina
que T, y por lo tanto todo subespacio compacto en (R?, 7*,) es compacto en (R? T ,,)

pero no lo contrario. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 2.3.5.
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Figura 2.3.8

ANEEE
~L
~N

Sea S subconjunto de R?, formado por el tridngulo sombreado que se ve en la Figura
2.3.8, entonces S es compacto si y solo si la pendiente < de los segmentos laterales que
forman el tridngulo S, es mayor o igual a la pendiente 1, que define la base B, para la
topologia T ,4; mientras que en (R? 7%*,) S no es compacto para toda pendiente a; pues
si consideramos un recubrimiento por abiertos basicos de T7},, para un m mayor que o,
tal que cada (z,y) que se encuentra sobre los segmentos que forman el tridngulo S, es
vértice de un abierto basico del recubrimiento, entonces es claro que este recubrimiento
no se puede reducir a uno finito; luego S no es compacto en (R?, 7% ), la Figura 2.3.9
muestra un bosquejo de lo que sucede en este caso.
Figura 2.3.9: Ejemplo de un conjunto no compacto en (R?* 7% )
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2.4. Topologia de cuadrados centrados en el origen

Ahora consideremos el espacio topoldgico (R?, T), donde T es la topologia generada por
la base B = {(—a, a) X (—a,a) | a € ]R*}. Veamos que ‘B en efecto una base para

una topologia de R?, es decir probemos que B cumple:

i) R* = Uert (—a,a) x (—a, a);

ii) si A = (—a,a) X (—a,a), B = (=b,b) x (=b,b) y (z,y) € AN B, entonces existe
c € R* tal que (z,y) € (—¢,¢) X (—¢,¢) C AN B.
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Para probar la parte i) tomemos un punto (z,y) y € > 0 entonces, si hacemos

ao max{|z|,|y|} + €, podemos construir (—ag,a9) X (—ag,ap) tal que

?
(z,y) € (—ap,ap) X (—ag,ap). En efecto:

x| <ay & —ag<z<ay <z € (—apa)
ly <ap & —ag<y<ay < yé€E(—ap, a)

entonces (z,y) € (—ao, ap) X (—ag,a0) € U,ep+(—a,a) x (—a,a)
La contenencia |J,cp+ (—a,a) x (—a,a) C R? es inmediata dado que R* es el conjunto
universal. Ahora probemos la parte ii):

como (z,y) € (—a,a) x (—a,a) A (z,y) € (—b,b) x (—b,b) entonces tenemos:
—a<zr<a N —b<zr<b N —a<y<a N —-b<y<b

Sea ¢ = min{a,b} entonces —c < x < ¢ y —c¢ <y < ¢ lo que significa que
(z,y) € (—¢,¢) X (—¢,¢). Veamos que (—c¢,c) x (—¢,¢) = AN B.
Sea (p,q) € (—c,¢) x (—c, ¢) entonces:
—a<—c<p<c<a N —a<l—-c<qg<c<a
—b<—c<p<c<b N —=b<—c<qg<c<bh
entonces (p7 q) € (_a7a> X (_ava) y (p7 q) € (_ba b) X (_b7 b) = (pv Q) € AN B.
La otra contenencia se prueba andlogamente a como se hizo para el punto (x,y); por lo
tanto B es base para una topologia de R2. A esta topologia la llamaremos, topologia

de cuadrados centrados en el origen y la notaremos por: T,.,.  Los abiertos

bésicos de T .., los podemos ver graficamente asi:

Figura 2.4.1: Abierto basico de (R?, T .c,)

y
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Una caracterizacién de los compactos en (R?, T.,) es la que sigue:

Proposicién 2.4.1. A C R? es compacto en la topologia de cuadrados centrados en el
origen, si y solo si existe P = (a,b) € A, tal que, para todo (x,y) € A, se tiene que,
i) lzl<lal y lyl<la] o @) [z[<[o] y [yl <]l

Demostracion.

= Paraa >0, a € R, € >0,seaV,. = (—a—€,a+¢€) x (—a—¢€a+¢). Para
todo (z,y) € A, sea m(x,y) = méx{|:v|, |y|} Entonces la familia {Vm(w),e} es un
recubrimiento por abiertos basicos de A.  Como A es compacto, este recubrimiento se

reduce a un subrecubrimiento finito, es decir,
AC Vi@ig)e U U Vi, g e
Como los Vi (ey),e estdn encajados, existe alguno que contiene a todos, es decir,
AC Vi@oy)e paraalginr, 1<r <n.

Entonces tomando (a,b) = (@, y,), se tiene que para todo (z,y) € A, (2,y) € Viuzy),e;
es decir (z,y) € (—m(x,y) —e,m(z,y) +€) X (—m(z,y) — €, m(x,y) + €).

Como m(a,b) = |a| 6 |b| y € es arbitrario, se concluye que |z| < |a| vy |y| < |q]
6 [ <[l y [yl <ol

= Sea {(—aa,aa) X (—ag,a4) | ao € R} un recubrimiento de A por abiertos
acA
basicos, es decir:

AC U (=g, 0) X (—aq, aq).

aeA
Como P = (a,b) € A entonces (a,b) € (—aay; Aay) X (—ay, Gay) Para algin o € Ay
tenemos que:
—Qay < A < Qg y — gy < b < ag,
= —Qg, < —0 y — o, < —b.
Veamos que A C (—aag, Qo) X (—0ags Qa,)- Sea (z,y) € A, por hipétesis se tiene
i) Vv ).

Si i) entonces |z] <a A |yl <a y por las desigualdades anteriores, se tiene:

—Uoy < —a < T < a < Qg vy — Uy < —a <Y < a< Uy,
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luego —an, < <ap, ¥ — Gy <Y <a demodo que
(2,Y) € (—ag, Qag) X (—Cag, Qag)-
Si ii) entonces |z| <b A |y <b vy por las desigualdades anteriores, se tiene:
—py < —b <2 < b < ag, y — Qg < —b <y < b < ag,
luego —an, < < an, Y —auy <Y <a, demodo que

(2,Y) € (—ag, Qag) X (—Cag, Aoy )-

De esta manera el recubrimiento abierto inicial, se puede reducir a un subrecubrimiento
finito (con solo un abierto!) y A es compacto. La otra implicacién estd demostrada en
el articulo [1]. [ |

Una caracterizacion geométrica de la afirmacion anterior puede darse asi:

Afirmacién 2.4.1. A C R? es compacto en la topologia de cuadrados centrados en el
origen, si y solo si M = {||(a,b)|| | (a,b) € A} tiene mdzimo, donde
I(a, b)|| = max{|al, |b]}.

Demostracion.
= Por contradiccién.  Supodngase que A es compacto y M no tiene maximo. Hay
dos posibilidades para M, si M no es acotado entonces A no es compacto. —+«—

Si M es acotado entonces sup M ¢ M. Ahora para r € R, sea:
Vo= (=Irl, r]) x (=[], [7]),

se tiene que {VT] r < sup M } es un recubrimiento abierto de A, por tanto se reduce
a subrecubrimiento finito, es decir, A C V,, U... UV, y como estos abiertos estan
encajados se tiene que para algun ¢t € {ry,...,r,}, ACV,, t <sup M. Entonces para
todo (a,b) € A, se tiene que (a,b) € V,, es decir, || (a,b) ||[< t < sup M. —«—

<] Sea T = max M, entonces para todo (z,y) € A se tiene que |z| <T A |y| <T.
Existe (a,b) € A tal que T" = ||(a,b)|| entonces para todo (z,y) € A se cumple que
|(z,9)|| < T = |(a,b)]| <= max{|z|, |y|} <T. PeroT = max{lal,|b|} y tenemos dos

casos:

i) Si T = la] = méx{lal, |y]} < la] = |2] < [a| Aly] < |a]
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ii) Si T = |b| = méx{|z|, [y[} < [b] = [z < [b] Afy| < 0]
entonces P = (a,b) cumple la condicién de la Proposicién 2.4.1, luego A es compacto. W

De esta manera un subconjunto A C R? es compacto en (R?, T ), si y solo si es posible
encontrar un punto P = (a,b) € A, tal que A queda contenido en el cuadrado cerrado
de centro en el origen y lado 2||(a,bd)||. A continuacién presentamos algunos ejemplos

de subespacios compactos en esta topologia.

Ejemplo 2.4.1.

Figura 2.4.2: Ejemplo de un conjunto compacto en (R?, T )

Py = (5,7)

N\

: P = (7,5)
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Sea S el subconjunto de R? formado por una regién circular, como la de la figura
2.4.2, disco cerrado de centro en P = (5,5) y radio 2, es un conjunto compacto
en la topologia de cuadrados centrados en el origen, pues basta tomar el punto P;
(o también serviria P,) el cual cumple las condiciones de la Afirmacién 2.4.1.  Ademés
S es un conjunto no abierto y no cerrado, mientras que S con la topologia usual de R?

es un conjunto cerrado.

Ejemplo 2.4.2.
Si en el ejemplo anterior se tomara el disco “abierto”, es decir sin los puntos de la
circunferencia, entonces S serfa no compacto. Por ejemplosi S = {(z,y) € R*z?+y* < 1},
1 1 1 1
entonces {(—1 + o1 =) x (14,1~ E)}neN

no se puede reducir a un subrecubrimiento finito ver Figura 2.4.3.

es un recubrimiento abierto de S que
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Figura 2.4.3: Ejemplo de un conjunto no compacto en (R?, T ..,)

Ejemplo 2.4.3.
Sea S el cuadrado sombreado que se ve en la figura 2.4.4, entonces S es un conjunto
compacto en (R?,T.,) , pues cualquier punto (z,y) que este sobre el segmento de recta

DC cumple las condiciones de la Afirmacién 2.4.1.

Figura 2.4.4: Ejemplo de un conjunto compacto en (R?, T ..,)

AD=(a,d) C=4d

7 7




2.4. Topologia de cuadrados centrados en el origen 28

Ejemplo 2.4.4.

Figura 2.4.5: Ejemplo de un conjunto no compacto en (R? T ..,)

/

_

Sea S el subconjunto de R? como se ve en la Figura 2.4.5, S no es compacto pues
no se puede determinar un punto P € S que satisfaga las condiciones de la Afirmacién
2.4.1, es decir no existe el maximo del conjunto M = {||(a,b)| | (a,b) € S}, tal que el
cuadrado “cerrado” con centro en el origen y lado 2||P|| contenga a S, ademds S es un

conjunto no cerrado en la topologfa T, de R2.

Al igual que en la topologia de colas a derecha en el plano, en este caso “ser compacto”

implica “ser no cerrado”
Proposicién 2.4.2. En (R% T..,), A CR? A compacto entonces A es no cerrado.

Demostracion.

Por hipétesis existe P = (a,b) € A tal que ¥(z,y) € A se tiene que

[z <la[ Ayl <lal o [z <ol A [yl < B
entonces podemos considerar los dos casos:
i) Si |a = max{max{|a|, |yl}|(z,y) € A} — (2,9) € [~lal,lal] x [~]al, |a]
if) i o] = max{max{|z], [y} (z,y) € A} = (2,9) € [=]o], 0] x []b], o]

Supongamos que A es cerrado y que tenemos el primer caso; entonces R* — A

es abierto. Sea (a,y) € R?* — A tal que |a] < |y|. Existe t € RT, tal que,
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(a,y) € (=t,t) x (=t,t) CR? — A luego tenemos que |a| <t A |b| <|a| <t
= (a,b) € (—t,t) x (—t,t1) CR*— A = (a,b) ¢ A —+,

luego A no es cerrado. Andlogamente si se considera el segundo caso. [ |

La anterior proposicién nos muestra que en esta topologia ningtin subespacio cerrado es
compacto. El reciproco no se tiene y el Ejemplo 2.4.4 nos ilustra esta situacion.

Ahora se comparan las topologias T4, T, Tre conlatopologia T, nuevamente
esto se hara de forma grafica para mayor entendimiento la Figura 2.4.6 muestra que estas

topologias no son comparables dos a dos.

Figura 2.4.6: Comparando las topologias Tcq, Tro Tra, €ON T ceo

77
|
Th & Teco Tro € Teco Tha € Teeo

Obsérvese que la topologfa usual de R? es estrictamente més fina, que la topologia de
cuadrados centrados en el origen de R?, es decir T .., C T4, esto significa que dado un
abierto O en la topologia en T..,, y un punto x € O, siempre es posible encontrar un

abierto U en T, tal que x € U C O, veamos esto graficamente.

Figura 2.4.7: T, es estrictamente mas fina que T ..,
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2.5. Topologia de complementos finitos

Ahora consideremos el espacio topolégico (R?, 7) donde
T = {A C R? | A es finito }U {@}

T se conoce como la topologia de los complementos finitos y en lo que resta de
este trabajo la notaremos por: T.. Con esta topologia todo subconjunto A de R? es
compacto; esta caracterizacion no exige la existencia de un subconjunto finito de puntos
de A que cumpla alguna condicién especial sobre los demas puntos de A; es mas esta

caracterizacion no exige nada, basta ser subconjunto del espacio para ser compacto.
Proposicién 2.5.1. En (R? T.y) todo S C R?* es compacto.

Demostracion.

Si A =10, Aescompacto. SiA #0,sea {Gi}iel un recubrimiento abierto de A, entonces
para x € A, existe un ig € I, tal que, v € G,.

Ahora G, = {y1,...,¥n}, por lo tanto, si alguno de los y; € A, entonces, existe G;,, tal
que y € Gy, y se tendria entonces A C U;.L:O G- [ |

R? es un ejemplo de conjunto compacto con la topologia de complementos finitos; mien-
tras que con la topologia usual de R? no lo es y tampoco lo es con ninguna de las de las
topologias vistas en las secciones anteriores. FEn esta topologia podemos afirmar que si
A C R? es un conjunto compacto cerrado entonces es finito.

Es intuitivamente claro que un conjunto finito debe ser compacto (en cualquier topologia).

Veamos:

Proposicién 2.5.2. (X, T) espacio topoldgico. — Entonces todo subespacio finito de X

es compacto.

Demostracion.
Sea A C X, A={x,z9,...,2,}; si ACU
cada z; € A existe O,,, para algin «; € A, tal que z; € O,,, entonces A C (J, O,,

aea Oa, donde O, € T, entonces para

por lo tanto A es compacto. |

Es claro que el reciproco de la proposicion anterior no se cumple; sin embargo, existen

espacios topolégicos donde “ser compacto” es equivalente a “ser finito”, estos espacios
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reciben el nombre de anti-compactos (ver [3]). La proposicién que sigue muestra un

ejemplo de esta situacion.

Proposicién 2.5.3. Sea (X, T giscreta) €spacio discreto, entonces A C X es compacto si

y solo si A es finito.

Demostracion.

=] Sea A C X, A # () compacto. Sea {{x}}w .y recubrimiento abierto de A es decir
A C U,ex{z}. Como A es compacto existen xy,Zs, ..., o, tales que A C U {;}
entonces A es finito.

<] Se tiene por la proposicién 2.5.2. [ |

Al comparar T .,y con las otras topologias vistas (T, Teds Trv, Tras ¥ T eco) S€ COncluye
que Tcop €8 estrictamente menos fina que 7, (7’ cof €T u) mientras que con cada una

de las otras es no comparable, las siguientes gréaficas ilustran mejor esta situacion.

Figura 2.5.1: Comparando T, con las demas topologias.

TCOf - Tu Tcd ! 7-cof Trv ! Tcof Tra z Tcof cho SZ 7-cof

2.6. Topologia del punto incluido

Consideremos el espacio topolégico (R?,T,), donde Tp = {A C R?* | p € A} U {0},
Tp se conoce como topologia del punto incluido. Con esta topologia R? es

anti-compacto, es decir:
Proposicién 2.6.1. En (R% T p) un conjunto A es compacto si y solo si A es finito.

Demostracion.
=] Por contradicciéon.  Supdngase que A es compacto e infinito. La familia {p, ¢},ca

es un recubrimiento abierto de A y por tanto se reduce a un subrecubrimiento finito, es
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decir, A C J!_{p,¢;} y ésto quiere decir que A es finito. —«.

La otra implicacién se tiene como un caso particular de la proposicién 2.5.2. |

La topologia del punto incluido no es comparable con ninguna de las topologias de las

secciones anteriores, esto lo podemos ver en la Figura 2.6.1.

Figura 2.6.1: Comaprando T p con las demas topologias

2.7. Topologia del punto excluido

Sea el espacio topolégico (R?, TF), donde TF = {A C R* | P ¢ A} U{R?}. Tpse
conoce como topologia del punto excluido.

La siguiente caracterizacién de los conjuntos compactos en (R?, 77) involucra la existen-
cia de un subconjunto finito de puntos del conjunto, pero esta vez sin ninguna condicién

especial sobre los demas puntos del conjunto.

Proposicién 2.7.1. En (R?, TT) un conjunto A C R? es compacto si y solo si P € A o
A es finito.

Demostracion.

=] Por contradiccién.  Supdngase que A es compacto p ¢ Ay A es infinito. Como
p ¢ A, entonces A C R? — {p} y la topologia en este subesoacio es la discreta, por lo
tanto, A es finito. —«.

<] Si A es finito, entonces A es compacto por la Proposicién 2.5.2.  Si P € A, veamos
que A es compacto. Sea {O,}a, recubrimiento abierto de A entonces A C |J,Oq
luego P € O,, para algiin ag; pero el tnico abierto en el cual estd P es R? por tanto
Ou, = R? y claramente A C R? = O,,. [ |
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Puesto que los cerrados en (R T7) son exactamente () y todos los conjuntos que con-
tienen a P, entonces todo cerrado sera compacto; sin embargo cualquier conjunto finito

que no contenga a P serd compacto pero no cerrado, es decir se tiene el siguiente:
Corolario 2.7.1. En (R% T7):

i) R? es compacto.

ii) Todo cerrado es compacto pero no reciprocamente.

Para concluir esta seccién, solo nos resta comparar la topologia del punto excluido con
las demés topologias vistas en las secciones anteriores, nuevamente lo vamos a mostrar

de manera grafica como sigue.

Figura 2.7.1: Comparando 77 con las demés topologias

Eal 3. 41

T’I"’U g Tp 7-1"[1 g Tp TCCO g Tp

Algunas gréficas muestran que las topologias Ty, Ted, Tros Tras Tecos Teofs ¥ TP
no son comparables con la topologia del punto excluido; para comparar las topologias
Tp, TF vamos a considerara dos casos, el primero, cuando el punto P coincide en las
dos topologias y segundo cuando el punto P es distinto, la siguiente figura muestra las

dos situaciones, vy se ve que Tp v T no son comparables.

Figura 2.7.2: Tp v TF no son comparables




|
CAPITULO 3

S-TOPOLOGIAS, PRE-ORDENES Y
COMPACIDAD

En el capitulo anterior, la caracterizacién de los subespacios compactos de los casos
vistos en las Secciones: 2.1, 2.2 y 2.3, implico la existencia de un conjunto finito de
puntos del subespacio, que cumplian una condicién especial respecto a los demas puntos
del conjunto. Ahora se analizard este hecho desde un punto de vista mas general; se
vera que las topologias T.q, Tro, ¥ Tre del capitulo anterior son ejemplos de cierta
clase de topologfas, llamadas S-topologias (topologias saturadas). Se establecerd en-
tonces una caracterizacion de los subespacios compactos de R? con las S-topologias,

Teorema 3.4.1.

3.1. S-topologias

Se sabe que en general la interseccién arbitraria de abiertos no necesariamente es un
conjunto abierto, por ejemplo en el espacio (R? T,) la interseccién de la familia de

bolas:

§ = {B((0,0 %) neN}.

NS = {((), 0)} que no es un abierto en (R? T ,).
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Figura 3.1.1: La interseccién de abiertos puede no ser un abierto

Sin embargo, existen espacios donde si se cumple que la interseccion de abiertos es un
abierto como por ejemplo el espacio (R?,T ) visto en la seccién 2.1. A continuacién

daremos la definicién de lo que es una S-topologia.

Definicién 3.1.1. Una topologia T sobre un conjunto X se dice S-topologia, si la

interseccion arbitraria de abiertos es un abierto.

Estas topologias también se conocen como topologias de Alexandrov, topologias
principales, topologias MA o topologias saturadas (la “S” hace referencia a
“saturated” que significa en espanol “saturado”). Las siguientes proposiciones son
concecuencias de la definicién de S-topologia.

Recordemos que si T es una topologfa entonces T denota la familia de los cerrados de

T. El siguiente lema es una propiedad que se da en toda S-topologia.

Lema 3.1.1. (X, T) una S-topologia, Yz € X, existe el “menor abierto” que contiene
ax (e.d. existe Mx € T, tal que , x € Mx y si O es abierto yxr € O = Mx CO).

Demostracion.
Basta definir:
My =0 eT|zeO0} u

Proposicién 3.1.1. Sea (X, T) espacio topolégico, T es topologia si y solo si T es
S-topologia.
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Demostracion.
=] Sea {Ooé}ae » una familia de elementos de T, luego para cada a € A se tiene que
O¢ € T y por tanto:
UOEE? entonces (U Og)cz ﬂ O, €T
acA acA acA
luego T es S-topologia.

<] Veamos que T cumple los axiomas de un espacio topoldgico:

(ETy) Se sabe que, ) y X son conjuntos abiertos y cerrados en todo espacio topoldgico
por lo tanto 0, X € T.

(ET) Sean Fy,F, € T, entonces veamos que la intersecciéon Fy(\F, € T.
Como Ff € Ty F5 € T, se tiene que F{|J Fy = (F1 () F2)¢ € T luego,

(FFR)) =R[)ReT.
(ET3) Sea {Foé}aEA una familia de elementos de T, para cada « se tiene que, FS € T y
como T es S-topologia entonces:

ﬂFéGT y como (ﬂFaC):(UFa)CET = ((UFa)C)C:UFae?.

aEA aEA acA aEA acA
Asi la unién arbitraria de cerrados es cerrada, por lo tanto 7 es topologia. |

La anterior proposicion nos dice que las S-topologias  de un conjunto X son
exactamente aquellas topologias para las cuales la familia de cerrados es también una
topologia de X. La siguiente proposicion nos dice cuando la familia de cerrados es una

S-topologia.

Proposicién 3.1.2. (X, T) espacio topoldgico, T es S-topologia si y solo si T es
topologia.

Demostracion.

=] Esta implicacién es inmediata y se tiene, por la definicién de S-topologia; es decir
ya se estd asumiendo que T es topologia.

<] Sea {Fa}aE A una familia de elementos de T, como T es topologfa entonces
Uaen Fo € T y paro todo « € A FS € T luego se tiene que:

Ur=(NE)er = ((NER)) =FeT

acA acA acA acA
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asi la interseccion arbitraria de elementos de T es nuevamente un elemento de 7, por lo

tanto T es S-topologia. [ |
En resumen:

Corolario 3.1.1. (X, T) espacio topolégico. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) T es S-topologia;

(ii) T es S-topologia;

(iii) 7 es topologia.

Proposicién 3.1.3. (X, T) espacio topoldgico y B una base para T. Si la interseccion
de abiertos basicos es nuevamente un abierto, entonces la interseccion de abiertos es

abierto.

Demostracion.
Sea {Oi}ie ; una familia de abiertos, entonces O; = (U, A%) para cada i, donde A, es

abierto basico, tenemos:

Mo =NU4) =UN4)

el i€l o a el
en efecto:
re(J4) <« =zelJA, viel
€l « el

— zx€ AZO para algin aqg, Vi € [

— z¢€ m A, para algin ag
iel

= zelJ(NA)
a el

Por hipétesis, para cada « se tiene que (),c; AL, € T, por tanto [),c; O; es unién de

icl
abiertos. [ |

3.2. Ejemplos de S-topologias

Ahora estamos en condiciones de probar que las topologias de las Secciones 2.1, 2.2

y 2.3 son S-topologias sobre R2, para lo cual probaremos que la interseccién de
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abiertos basicos es nuevamente un abierto basico y esto serd suficiente en virtud de la

Proposicién 3.1.3.
Afirmacién 3.2.1. La topologia T .q de colas a derecha en R? es una S—topologz’a.

Demostracion.
A, € T donde

A, = [ag, ) X [by,20),  aq,b, € R. Consideremos los conjuntos H y T tales que,

Sea {Aa}a ca Una familia de abiertos bdsicos; veamos que (), ca

H ={aa}aca v T = {ba}aca entonces:

i) Si(Nyen Aa # 0 existe (z0,40) € A Vo€ A luego ag <z yboa <yo Vo €A
Como H # () y T # ) y acotados superiormente, existen sup H y sup T tales que:

ﬂ A, = [sup H,00) X [sup T, 00).

a€A

En efecto sea (z,y) € (yenda = (2,Y) € [aa,0) X [by,0), Va € A
= a, < x AN by <y Va € A, luego x es cota superior de H e y

es cota superior de 7', entonces supH < z A supT < y de modo que

(x,y) € [sup H,0) X [sup T, 00).

Reciprocamente sea (x,y) € [sup H,00) X [supT,00) = a, <supH <z y
bo <supT <y Vae A = (z,y) €Ay Ya = (2,9) € (\,ea 4a

ii) Si(),ca Aa = 0 es inmediato por que () € T . [ |

Consideremos ahora el espacio topolégico (R?,T ,.,) donde T, es la topologia de las rectas

verticales, generada por la base B= {{z}xR | z € R}.
Afirmacién 3.2.2. T,, es S-topologia sobre R?.

Demostracion.

Sea {Aa}a cp Una familia de abiertos bésicos, entonces veamos que [, cx Aa € Tro
donde: A, = {a.} xR, aq € R.

i) Si(N,ea Aa # 0, existe (z0,y0) € An, Yo € A= Nyen Aa = {x0} X R € Ty

ii) Si,ca Ao =0 ya estél |
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Sea (R?, T,,) espacio topoldgico, donde T, es la topologfa de regiones angulares definida

en el capitulo anterior. Veamos que T, es una S-topologia para R2.
Afirmacién 3.2.3. T,, es S-topologia sobre R2

Demostracion.

Sea {Tba’ca}aeA una familia de abiertos basicos.  Consideremos los conjuntos H,S
donde, H = {bs}aca v S = {Ca}aca.

Si Ty, o #0, entonces existe (xg,yo) € Tp, Vo € A.

Tenemos mxg + by, < yo A, —mzo+ co < Yo de lo cual b, < yo — mxg ¥y

o Ca

ca < Yo+ mxy, Va € A, luego H y S estan acotados superiormente entonces

existen sup H y sup S.  Ahora afirmamos que:

ﬂ Tba,ca - TsupH,supS-

aEA
En efecto, sea (2,9) € (Noeca Tbac. entonces maz + by, < y A, —mx +co < y
para todo «a, luego b, <y —mz A, co <y+mzx ¥y se tiene que:
i) y — mx es una cota superior de H, entonces mx + sup H < y.

ii) y + mx es una cota superior de S, entonces —mzx +supS <y

de 1), ii) tenemos que (z,y) € Teup HsupT

Reciprocamente si (z,y) € Tsup gsupr tenemos que,
mr+supH <y ,A, —mz+supS <y;
ademas como Vo, b, <supH A, ¢, <supsS entonces es claro que,
mr+b, <y ,A\, —mr+t+c, <y Vac€l;

luego (x,y) € Ty, ., paratodo a de modo que (z,y) € (V,ca Tharca- Por lo tanto
T,a esuna S-topologia para R2. [ ]

En R? las topologias Ty, Tro, V Tra son ejemplos de S-topologias mientras

que la T . (topologia de cuadrados centrados en el origen), no es S-topologia, pues si

consideramos la familia de abiertos bésicos A, = (=2, 1) x (=1 1) tenemos :

n’n n’

ﬂ A, = {(07 0)} que no es un abierto en (R2, T ceo)-

neN
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La topologia usual de R? tampoco es S-topologia por ejemplo si hacemos la interseccién

de la familia de bolas, con centro en el origen y radio % tenemos que:

N B(0.0:5) = {0.0)}

neN

el cual no es un abierto en (R? T ,,).
La topologia T . de complementos finitos no es S-topologia, para cada n € N,
se tiene que R? — {(n,n)} € T cof, PETO

(VR = {(n,n)}) =R2 =N x N ¢ T

neN
Otros ejemplos de S-topologias son las topologias Tp y T vistas en las Secciones
2.6 y 2.7 respectivamente. Veamos que en efecto Tp y TF son S-tOpOlOgZ/aS.
Para Tp consideremos, p € R? y {Aa}ae A una familia de elementos de T p veamos que
Noca Ao € Tp. Como para cada a se tiene que p € A, entonces p € [, ca Aa asi,
Noea Ao € Tp, luego Tp es S-topologia. Andlogamente si consideramos {Aa}aE A
una familia de elementos de 7, entonces veamos que la interseccién de esta familia es
nuevamente un elemento de 7. Para cada a se tiene que p ¢ A, (se puede asumir
que A, # R? Va) entonces p ¢ )
S-topologia.

wen Ao Tuego (N cn Aa € TP por lo tanto TF es una

3.3. S-topologias y Pre-6rdenes

Ahora se presentara otra forma de generar las topologias vistas en las secciones: 2.1,
2.2, 2.3, 2.6 y 2.7 del presente trabajo. En primer lugar se vera que si se tiene un
conjunto X no vacio y una relacién de pre-orden sobre X entonces esta relacién genera

una topologia de X, mas exactamente una S-topologia sobre X.

Definicién 3.3.1. Sea X un conjunto no vacio, R una relacion en X, decimos que el

par (X, R) es un pre-orden si R es reflexiva y transitiva.

Proposicién 3.3.1. Si (X,R) es un pre-orden entonces B = {R(z)|z € X} es base
para una topologia Ty de X. Ademds Ty es una S-topologia.

Demostracion.
Veamos que si (X,R) es un pre-orden, entonces B = {R(x)| z € X} es base para una

topologfa de X, donde R(z) = {y € X| 2Ry}. Entonces veamos que B cumple que:
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ii) Si By, B, €8, 1z € By() B, entonces existe Bs € B, tal que x € By C B, [ Bo.

Verifiquemos i). Sea y € X como R es reflexiva entonces y € R(y), luego y €
U,ex R(z).  La otra contenencia es inmediata, dado que X es el conjunto universal.
Para verificar que B cumple la condicién ii) vamos a mostrar la siguiente igualdad
equivalente
ROORW = U Re)
2ER(z) N R(y)

C Seaz € R(x)R(y), como R es reflexiva, 2Rz = 2z € R(z), luego

ze  |J R

zeR(z) 1 R(y)

U

Sea w € U R(2),
2e€R(z) N R(y)

entonces w € R(z) para algin z € R(z) [ R(y) y tenemos que:
1) zRw ,A, xRz, como R es transitiva entonces zRw = w € R(x);
2) zZRw ,A, yRz, como R es transitiva entonces yRw = w € RN(y);

de 1) y 2) se tiene que w € R(x) | R(y) por lo tanto B es base para una topologia de
X. Esta topologia la notaremos, como Tg; y el par (X, Tx) es un espacio topoldgico
donde VO € Tg, O =, R(za).

Ahora se mostrard que Ty es S-topologia.

Sea {?R(xa)}ae A una familia de abiertos basicos; veamos que:
[ R(za) € T
acA
Sea y € Npen R(a) = y € R(za) VYa y afirmamos que:
y € R(y) C () R(za)
aEA

en efecto sea z € R(y) — yRz, como y € RN(z,) YVa € A  — xRy Va A
yRz = 1x,Rz Va entonces z € R(z,) Vo = 2z € (),cp R(za). Porlo tanto T
es S-topologia. [ |
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De esta manera vemos que existe una estrecha relaciéon entre el conjunto de las
S-topologias de un conjunto X y el conjunto de todos los pre-6rdenes sobre X. A con-
tinuaciéon se presentard una proposicion que permite determinar completamente
esta relacién. Ahora supongamos que se tiene una S-topologia en X. Se definird una
relacion R en X, de tal manera que, la relacion determina el pre-orden que genera la
S-topologia.

Definimos la relaciéon R por:
Ve,ye X, =Ry <+— My C My

donde Vz € X, M, denota el menor abierto que contiene a z; R es un pre-orden.
En efecto si x € X, como Mx C My <= xRy y R es reflexiva.
SizRy AN yRz: My CMx AN MzCMy = MyzC My = 2Rz luego

R es transitiva.

Proposicién 3.3.2. Si T es una S-topologia de X, entonces existe un pre-orden R en
X tal que T = Tg.

Demostracion.

Para la prueba de esta Proposicién veamos que:
Tg= ({?R(x)\ :UGX}) =T

i) Sea R(x) abierto basico de Tg y sea y € R(x). (F3JO € T : y e O C R(x)).
Como y € R(z) & 2Ry < My C Mx veamos que, y € My é R(x).
Sea z € My, como My es un abierto que contiene a z = My C My vy
My CMx = Mz CMx = xRz y por tanto z € R(z).

ii) Sean Ge TyrxeG. (FIR(y): € Ry CG). Veamos que, x € R(z) C G.
Sea z € R(z) & 2Rz & My C Myx. Como z € Gy G es abierto entonces,
Mx C G, luego Mz CGycomoze My = z€G,asi Rx) CG. [ |

En este orden de ideas, si X es un conjunto provisto de una S-topologia, entonces es
posible encontrar la relaciéon de pre-orden que la genera y viceversa es decir, si se tiene un
pre-orden (X, R), donde R es la relacién de pre-orden en X, entonces ({R(z)| 2 € X })
genera la S-topologia Tgx sobre X, obteniéndose ahora claramente una relacién entre

S-topologias y pre-érdenes, relaciéon que se esquematica en el siguiente diagrama:
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Figura 3.1.1

S-topologias de X ‘ — ’ Pre-ordenes de X ’
(X,T) — 3%7-: xRy <= My C Mx

Te={{R@)|zeX}) «— (X, R)

Obsérvese que en el diagrama de la Figura 3.1.1 se establece una interesante relaciéon
entre estructuras de tipo topoldgico ( las S-topologias) y estructuras de tipo algebraico
(los Pre-érdenes). Enla Seccién 3.2 se probo que las topologias T e, Tros Teco, Tp Yy TF
son S-topologias; ahora veremos las relaciones de pre-orden sobre R? asociadas a cada

ua de estas topologias.

Pre-orden asociado a 7.,:

Dado P = (a,b) € R? no es dificil probar que el menor abierto en (R?, T .4) que contiene
a Pes Mp =la,00) x [b,00). De esta manera si X = (a1,b1) e Y = (ag, bs) se tendra:

Mx = [a1,00) X [b1,00), My = [az,00) X [bg,00) entonces:
MY - MX < [CLQ,OO) X [bQ,OO) C [(11,00) X [bl,OO) <~ (a1 <as N b1 < bg)

Considerando el orden usual de R, entonces para (ay,b;), (az,by) € R? se define la

relacion <; por:
(a1,b1) <y (ag,b2) < ay <as y by <bs.

<, es una relacién de orden sobre R? y como tal es pre-orden. Luego la topologia

asociada a <; es la topologia generada por los conjuntos:
R(X) = {Y e R?X <4 Y} = {(a:,y) eR?%la; <x A b < y} = [ay,00) X [by,00)

y esta topologia coincide con la topologia de colas a derecha en el plano; es decir T .4

es generada por el pre-orden <.
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Pre-orden asociado a 7,,:

Dado P = (a,b) € R? el menor abierto que contiene a P en (R?, T,,) es Mp = {P} xR.

De esta manera si X = (a1,b1), Y = (ag,by) entonces
My CMx <= {a} xRC{a} xR <= ay=q
luego la relaciéon $ en R? definida por:
V(ay,by), (az,by) € R?: (ar,b1)R(ag, b)) & a3 = as.
R es una relacién de pre-orden en R?; y la topologia generada por los conjuntos
RX)={Y e RIXRY } = {(z,y) e R}z =1} = {a1} xR

corresponde precisamente a la topologia de rectas verticales T ,.,.

Pre-orden asociado a 7,,:

Dado P = (a,b) € R?, el menor abierto que contiene a P en (R?, T ,,) es la regién angular
con vértice en (a,b), es decitr Mp = Typ_pa, btma- De esta manera, si X = (aq,b1) e

Y = (ag, by) entonces:
MY g MX — Tbg—mag, bo+mas g Tbl—mal, bi+mar -

Para simplificar la notacién escribiremos T _rna, t4ma = T{ap)- Se obtiene la relacién R
en R? asf:

(al, bl)%(a% 62) <~ T(a1,b1) - T(a27b2)

que define una relacién de orden en R?, y la topologia correspondiente es la de regiones

angulares definida en la Seccién 2.3 del presente trabajo.

Pre-orden asociado a 7p

Para encontrar el pre-orden correspondiente a la topologia del punto incluido T p,
nuevamente se considera: X,Y € R%:  XRY <= My C Myx. El menor abier-

to que contiene a Y en (R? T p) es:

{P}, siY = P;
{PY}, siY #P.

My =
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Luego podemos considerar tres casos:

VX, Y eR*: My C Mx — XRY.
Si X=P AY #P entonces {P,Y} ¢ {P} —  —(XRY).
SiX#P AY =P entonces {P}C{X,P} — XRY.
SIX#AP ANY #P AN X#Y entonces {Y,P}Z{X,P} — —(XRY).

En resumen se tiene:
XRY <—= (X=Y)V (X#PAY =P)

— (X=Y)V (Y =P).
Si X = (a1,b1), Y = (az,by) € R? se tiene entonces:
XRY <= (a1,b1)R(az, b)) < (a1,b1) = (a9, by) V (az, by) = (p1,p2) = P.
Los abiertos basicos de la topologia T son de la forma:
R(X)={YV €R XRY} = {Y eR]Y =X V Y = P} = {X, P}.
Y se puede verificar que la familia {{X, P}|X € R?} es en efecto una base para la

topologia T p.

Pre-orden asociado a 77

Recordemos que la topologia del punto excluido esta dada por:
{ACRY PeA}| J{R?}.
De modo que dado un punto Z € R? el menor abierto que contiene a Z en (R?, T?) es:

(Z} siZ#P
R?2  siZ=P.

My =

Y se pueden distinguir tres casos: VX,Y € R
s SiX=Y = Mx=My = X%Y;

s si X=PAY#P = MX:R2 VAN MYZ{Y} = My C Mxy = XRY;
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nSiXAZP ANY =P = My={X} A My =R* My € My = —(XRY).
En resumen:
XRY <—= (X=Y)V (X=PAY #P) << (X=Y)v(X=P).
Si X = (ay,b1), Y = (ag,by) se tiene:
XRY <= (a1,b1) = (az,bs) V (a1,b1) = (p1,p2) = P.
Los abiertos bésicos de T son de la forma:

(X} si X£P
R? si X =P.

R —

Se puede verificar que la familia {{X HX #P } U{RQ} es en efecto base para la topologia

del punto excluido T7F.

3.4. Compacidad en S-topologias

En esta seccién se presentan dos caracterizaciones de la compacidad en una S-topologia:
una en términos topoldgicos (densidad) y otra en términos algebraicos (pre-6rdenes).

Antes de presentar los dos teoremas finales, se dara la siguiente definicién.

Definicién 3.4.1. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X. A se llama denso en
X siy solo si A= X. Es decir siYO € T, O#0, ONA#0.

Sea TOP(X) la familia de todas las topologia en un conjunto X.

Teorema 3.4.1. (X, T) un espacio provisto de una S—topologz’a. X es compacto si

y solo si existe un subconjunto finito de X, el cual es denso con respecto a T, donde
T={ACX[A°e T} e TOP(X).

Demostracion.

=]  Supongamos X compacto y sea R la relacién de pre-orden que genera a T
(Proposicién 3.3.2 y su demostracién). Como X C |J,. R(x), {%(m)}mex es un
recubrimiento abierto de X, luego existe {xl, . ,xn} C X tal que X C U, R(z;).
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Veamos que {xl,...,xn}? = X. Seaz € X ysea F € T tal que z € F.
Veamos que Fﬂ{xl, o ,xn} # (. Como F°¢e& T entonces:

Fo=JR(a) = F = ((JRwa))" = [ Rya)"-
Supongamos que, Vi=1,....n ;¢ F = ﬂ R(ye)°

=Vi=1,....n  z; ¢ R(ya,)° para algin o;

=Vi=1,...,n z; € R(Ya,) para algin o

=|Vi=1,...,n Yo, RT; para algtin «;.| (1)

Por otra parte como X C |J, R(z;) = =z € R(z;) paraalgin j = 1,...,n

= |z;Rx paraalgin j=1,...,n.](2)

Ademds, como z € F = z € [, R(Wa)" = = € R(ya)®, Ya = z¢& R(y.) Vo

= (yRz) Vo (3)

Si tomamos i = j en (1) entonces | yo, Rz; (4). Como R es transitiva,

de (2) y (4) se tiene que, yo, Rz y esto contradice (3).

<]  Por hipétesis tenemos que existe {351, e ,xn} C X tal que:

{.1'1, c. 71.71}? = X.
Veamos que (X, T) es compacto. Sea {R(ya)}, . un recubrimiento de X por abiertos

bésicos, entonces:

X < | Ra)-

acA

Para cadai=1,...,n existe a; tal que, ; € R(Yo,) = | Yo, Rzi. | (1).

Afirmamos que X C J, R(¥a;). En efecto sea x € X y supongamos que
¢ U RWa,) = 2 ¢ R(ya,) Vi =1,....,n luego z € R(y,,)¢ Vi =1,....n
entonces R(Ya,)* ... NR(WYa,) € T y es no vacio. Como {z1,...,2,} es denso en T
entonces, existe ; € (Yo, ) (). - [N R(Ya,)¢ para algin j € {1,...,n} y por lo tanto

zj & R(yo;) & (Yo, Ra;)
y esto contradice (1), luego X es compacto. [ |

Finalmente se presenta una caracterizacién de la compacidad en términos de pre-6rdenes.
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Teorema 3.4.2. Sea X un conjunto no vacio con una relacion de pre-orden R, Ty
la topologia generada por la base B = {%(a)|a € X}, donde R(a) = {x € X|a§Ra7}.
A C X es compacto si y solo si existen py,...,p, € A, tales que, para todo x € A, existe

pi, 1<1i<mn, tal que, p;Rx.

Demostracion.

=] Sea {R(p)lp € A} un recubrimiento por abiertos bésicos de A, es decir,

A < UpGA
finito, por lo tanto, A C |J;_, R(p;), con p; € A, para todo i = 1,...,n. Entonces se

R(p). Como A es compacto, este recubrimiento se reduce a un subrecubrimiento

tiene que para todo x € A, = € R(p;), paraalgin 1 <i<n. Asi p;Rx.

<] Sea {?R(ya)}ae A un recubrimiento por abiertos bdsicos de A. Para cada

i€ {l,...,n} existe y,, tal que p; € R(ya,), es decir | yo,Rp; | (1). Afirmamos que

AC U%(yai)'

i=1

En efecto, sea © € A.  Por hipdtesis existe j € {1,...,n} tal que | p;Rz | (2).

De (1) y (2) y por la transitividad de R se concluye que yo, Rz, es decir z € R(y,,) de
modo que = € J;_; R(Ya, )- |



TABLA DE RESUMEN

Topologia

., Es S-topologia 7

Pre-Orden que la genera

Compacidad: S C R? es
compacto si y solo si:

NO

S es cerrado y acotado.

SI

\V/X,YE]RQ, XRY © a1 <as ANbp < by

S esta contenido en una
union finita de colas a
la derecha, cuyos vértices
pertenecen a S.

SI

\V/X,Y € R?, XRY & a1 = a9

S esta contenido en una
unioén finita de rectas
verticales.

S

VX.Y € R? XRY & Tx CTy

S esta contenido en una
union finita de regiones
angulares, cuyos vértices
pertenecen a S.

NO

M = {|@bll(ab) € S}
tiene maximo donde

I(a, b)|| = méx{]al, [b]}.

NO

S C R? todo subconjunto
de R? es compacto.

SI

VXY €R,XRY & (X =Y)V (Y = P)

S es finito.

SI

VX,Y €R,, XRY & (X

Y)V (Y = P)

P €S5S oS es finito.

sersojodol-g ue pepwedwo)) ¢

6V
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