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INTRODUCCION

Los métodos utilizados para tomar decisiones u obtener conclusiones sobre una
poblacién forman parte del campo de la inferencia estadistica y se basan en la
informacion contenida en una muestra extraida debidamente de la poblacién.

El campo de la inferencia estadistica puede dividirse en dos grandes éreas, la
estimacion de pardmetros y las pruebas de hipotesis. La estimacion de parametros
puede ser puntual o mediante intervalos de confianza, las estimaciones puntuales
no proporcionan informacion suficiente sobre el parametro que se desea estimar,
al contrario de los intervalos de confianza que suministran un rango de valores. Es
por esto y gracias a su naturaleza inferencial que son altamente utilizados para
estimar uno o mas parametros de una poblacién basandose en la informacion
contenida en una muestra, que con cierto grado de confianza (nivel de confianza)
se espera que dicho intervalo lo contenga. La expresion algebraica que da lugar a
dicha estimacion es la que sigue:

7
Vn

Donde X es la media muestral, Zy_a;, €s el percentil de la normal estandar

X i Zl_(l/z

. . . o . .z z .
asociado al nivel de confianza y 7 ©s la desviacién estandar asociada a la
variable aleatoria X.

Investigaciones sobre la ensefanza y el aprendizaje de los intervalos de confianza
seflalan que estudiantes universitarios, profesores, expertos e investigadores
presentan dificultades y diferentes tipos de concepciones respecto a los intervalos
de confianza.

Son pocos los estudios cuya finalidad es explicar dichas dificultades y tipos de
concepciones asi como plantear herramientas en pro de la superacion de las
mismas. En un intento de continuar por este sendero, se realizé un estudio con
profesores de matematicas en formacion en donde buscamos describir las
estructuras y mecanismos mentales presentes en la construccién del concepto de
intervalo de confianza para investigar a profundidad las razones de estos tipos
concepciones reportadas en las investigaciones realizadas en torno a la
comprension del concepto de intervalo de confianza, lo que puede permitir
proponer una estrategia didactica que permita generar una mejor comprension por
parte de los estudiantes con respecto a los intervalos de confianza. Con el animo
de alcanzar estos dos objetivos se asumié como referente teorico la Teoria APOE
(Acronimo de Accion, Proceso, Objeto y Esquema), esta teoria propone la
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construccion de una descomposicidn genética del concepto de intervalos de
confianza que se espera sea una herramienta util para la ensefianza de este
concepto.

Nuestra investigacion esta guiada por la siguiente pregunta: ¢Cuéles son las
estructuras y mecanismos mentales presentes en la construccion del concepto de
intervalo de confianza en profesores de matematicas en formacién? a su vez nos
cuestionamos sobre los razonamientos de los estudiantes que los llevan a obtener
conclusiones erradas que han sido reportadas en la literatura relacionada y que se
relacionan con el efecto que tienen el nivel de confianza, la desviacion poblacional
y el tamafio muestral sobre la precision de la estimacion con intervalos.

La metodologia implementada para realizar esta investigacidon consistio
basicamente en el disefio y aplicacion de un cuestionario y en la realizacion de
entrevistas a profundidad con cuatro estudiantes seleccionados con base en las
argumentaciones presentadas en la solucién del cuestionario.

La poblacién en estudio son profesores de matematicas en formacion y la muestra
con que trabajamos eran estudiantes del Ultimo semestre de la Licenciatura en
Matematicas y de Matematicas de la Universidad Industrial de Santander que ya
se encontraban ejerciendo.

Iniciamos la investigacion con una busqueda sistematizada de las investigaciones
relacionadas con el concepto en estudio lo cual nos permitié tener un panorama
general de lo realizado en este campo de estudio. La aplicacién del cuestionario y
las entrevistas nos permitieron identificar en la poblacion de estudio las
concepciones ya reportadas en la literatura, asi como conocer algunas otras no
reportadas hasta el momento y que se relacionan con el efecto del tamafio
muestral y el nivel de confianza sobre la precision de la estimacion.

Un resultado importante fue la construccion de una descomposicion genética de
los intervalos de confianza que, en pocas palabras, es un modelo de las
construcciones mentales que se requieren para construir un conocimiento
adecuado de los intervalos de confianza. Esta descomposicion genética es una
guia que permite el disefio de actividades didacticas que sustenten una
ensefianza adecuada de este tema.

A continuacién describimos brevemente los capitulos que componen este
documento.

En el primer capitulo, presentamos algunas investigaciones relacionadas con los
intervalos de confianza y con algunos conceptos que intervienen en su
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construccion con el objetivo de determinar las dificultades y tipos de concepciones
reportados hasta el momento.

En el segundo capitulo, Marco Tedrico, presentamos una descripcion general de la
Teoria APOE la cual proporciona una estructura para la conceptualizacion vy
disefio de la investigacion.

En el tercer capitulo, Disefio de la Investigacion, describimos cada una de las
fases de la investigacion y las formas como obtuvimos y analizamos la
informacion.

En el cuarto capitulo, Analisis Teodrico, presentamos la parte inicial de la
metodologia, parte fundamental de nuestra investigacion. Como resultado del
analisis tedrico se presenta una descomposicion genética preliminar del concepto
de intervalo de confianza, la cual es guia para el disefio de la entrevista de corte
didactico.

En el quinto capitulo, Andlisis y discusion de los resultados, se presenta el andlisis
de la informacién recolectada durante la investigacion, asi como los principales
resultados de la misma.

En el sexto capitulo, Conclusiones, se presentan los principales resultados
obtenidos durante la investigacion, entre ellos la descomposicién genética refinada
y algunas sugerencias de corte didactico asi como el planteamiento de futuras
lineas de investigacion relacionadas con los intervalos de confianza.
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1. ANTECEDENTES

A continuacion presentamos los estudios que fundamentan esta investigacion. El
capitulo se divide en dos partes, la primera parte consta de dos secciones, en la
primera seccion se presentamos las investigaciones cuyos resultados apuntan a la
identificacion de las dificultades y tipos de concepciones presentes en los
individuos cuando se enfrentan a situaciones que requieren de la construccion e
interpretacion de un intervalo de confianza; en la segunda seccidén se presentan
las investigaciones que buscan explicar las causas de las dificultades vy tipos de
concepciones y a su vez las estrategias y herramientas en pro de la superacion de
dichas dificultades y tipos de concepciones. En la segunda parte, y con &nimos de
mostrar la forma como se utiliza el marco tedrico de este trabajo, se describen
algunas investigaciones alrededor de conceptos estadisticos que subyacen en la
construccion de un intervalo de confianza y en las cuales se utiliza como marco de
trabajo la Teoria APOE.

1.1 Investigaciones alrededor de los Intervalos de confianza

A continuacién presentamos una revision de las investigaciones realizadas en
torno a los intervalos de confianza, que de alguna manera justifican la
investigacion realizada.

1.1.1 Los intervalos de confianza: Dificultades y tipos de concepciones.

Las investigaciones de caracter didactico realizadas sobre la comprension de los
intervalos de confianza han mostrado que, tanto los estudiantes como expertos e
investigadores e incluso algunos profesores de estadistica, poseen concepciones
equivocadas sobre los intervalos de confianza.

Behar (2001) realiz6 una investigacién con varios objetivos, uno de ellos el de
hacer un diagnostico sobre los logros conceptuales en lo que se refiere a la
estimacion por intervalos de confianza sobre una muestra de profesores de
estadistica y de estudiantes universitarios. Su muestra de estudio estaba
constituida por 41 “expertos” (estadisticos profesionales, profesionales no
estadisticos y estudiantes de ultimo afo de la carrera de estadistica) y 297 “no
expertos” (estudiantes universitarios de pregrado y en su mayoria alumnos de los
“expertos”). En esta investigacion se elabord un instrumento de evaluacion de 74
items organizado en tres categorias: la primer categoria (items del 1 al 9)
correspondié a juicios bajo incertidumbre, la segunda categoria (items del 10 al
33) a la comprension de los conceptos sobre intervalos de confianza y la tercera
categoria (items del 34 al 74) a la comprension de los conceptos sobre contraste
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de hipétesis. Los 23 items relacionados con los intervalos de confianza estan
basados en los objetivos de aprendizaje desarrollados por Garfield, delMas y
Chance (1999), todas la preguntas son cerradas, la mayoria de falso o verdadero
y otras de opcion mdultiple, no se consideraron preguntas en las cuales fuese
necesaria la aplicacion de procedimientos algebraicos.

Durante la investigacion en ningdn momento se realizaron entrevistas con el
objetivo de confrontar las concepciones identificadas, lo que hace que los
resultados obtenidos por este estudio alrededor de los intervalos de confianza, y
que se describen a continuacién, sean de caracter exploratorio.

e Estudiantes y expertos asocian el nivel de confianza con el porcentaje de
datos poblacionales que estan contenidos en el intervalo de confianza. Es
decir, un intervalo con un nivel de confianza del 95% contiene el 95% de los
valores posibles de la poblacion en estudio.

e Los estudiantes hacen una interpretacion bayesiana del intervalo de
confianza al suponer que el coeficiente de confianza es la probabilidad a
posteriori de obtener el pardmetro dentro del intervalo, una vez recogida la
muestra.

e Estudiantes y expertos no asocian el nivel de confianza con una frecuencia
relativa, es decir, no comprenden que el nivel de confianza lo que dice es
gue si se repite el muestreo muchas veces, se espera que un porcentaje
igual al nivel de confianza de dichos intervalos contenga el parametro
poblacional y, y por lo tanto existan algunos intervalos que no lo contengan.

e Los estudiantes asumen que altos niveles de confianza, manteniendo los
demas datos constantes, conllevan a intervalos menos anchos.

e Estudiantes y expertos, en menor grado, asumen que el ancho del intervalo
es directamente proporcional al tamafio de la muestra, es decir, un
incremento en el tamafio de la muestra conduce a que el ancho del
intervalo aumente.

e Estudiantes y expertos consideran errbneamente que un intervalo de
confianza contiene los valores de la media muestral y no los posibles
(plausibles) valores del parametro que se esta estimando (media
poblacional).

Behar (2001) en su investigacion sentd0 un precedente sobre los tipos de
concepciones presentes en la comprension de los intervalos de confianza, lo cual
llevo a otros investigadores a profundizar en el tema.
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Cumming, Williams y Fidler (2004) presentan de manera sucinta los resultados
que obtuvieron al invitar a autores de articulos de revistas de sicologia,
neurociencia conductual y medicina a visitar un sitio Web para responder algunos
cuestionamientos sobre intervalos de confianza. Los autores plantean que las
respuestas de 263 investigadores sugieren que muchos de ellos, lideres en las
tres disciplinas, tienen ideas erroneas sobre el nivel de confianza, ya que asumen
que este indica la probabilidad de que el intervalo contenga los valores de la
media muestral y no del pardmetro a estimar. Ademas no asocian el nivel de
confianza con una frecuencia relativa. Cumming y colaboradores (2004)
consideran que la mayoria de los investigadores con quienes trabajaron no
entienden lo que significa un intervalo de confianza.

Sumado a esto Fidler y Cumming (2005) presentan los resultados de un estudio
con estudiantes de Ultimo semestre y estudiantes de posgrado de ciencias
ambientales al pedirles que interpretaran los resultados estadisticos de un estudio
de importancia ecoldgica. Los resultados les fueron planteados de dos formas:
primero se dieron en términos del p valor (prueba de hipétesis) y luego mediante
intervalos de confianza. En ningln momento se realizaron entrevistas, los
resultados se describen con base en las respuestas dadas por los estudiantes de
forma escrita. En este estudio se identificaron las mismas concepciones ya
descritas en Behar (2001).

Olivo y Batanero (2007) elaboraron un instrumento de evaluacion que buscaba
estudiar a fondo las concepciones de los estudiantes de ingenieria sobre los
intervalos de confianza. El instrumento consté de 15 items en su mayoria
seleccionados de otros estudios, de los cuales 11 son de opciéon multiple y 4
problemas abiertos, algunos de los items requerian la aplicacion de
procedimientos algebraicos. Este instrumento fue aplicado a 48 estudiantes que ya
habian recibido dos cursos basicos de estadistica y se realiz6 un analisis de las
respuestas ofrecidas por los estudiantes de forma escrita, en ningldn momento se
realizaron entrevistas para confrontar las respuestas de los estudiantes.

Los resultados del estudio de Olivo y Batanero (2007) sefialan que el concepto de
intervalo de confianza no es dificil de aprender en la gran mayoria de estudiantes,
sin embargo se identificaron los tipos de concepciones ya descritas por Behar
(2001) y ademas identificaron errores conceptuales y procedimentales que podrian
ser causa de la mayoria de los tipos de concepciones expuestas en las
investigaciones previas, y que hacen referencia a la falta de claridad en la
expresion algebraica que da lugar a la construccién de un intervalo de confianza,
por ejemplo:

e El nivel de confianza no afecta el tamario del intervalo.
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e La evidente dificultad para identificar la distribucion muestral a utilizar.
e Los estudiantes asumen los intervalos de confianza como estadisticos
descriptivos, lo cual hace que ignoren su naturaleza inferencial.

Un afio mas tarde Olivo, Batanero y Diaz (2008) presentaron los resultados de un
estudio de evaluacion sobre la comprension de los intervalos de confianza. Para
esto se aplicé un cuestionario a 252 estudiantes de ingenieria mexicanos que ya
habian estudiado el tema. El cuestionario constd de 14 items de los cuales 12
fueron de opcién multiple y los restantes fueron problemas abiertos, algunos de los
items requerian la aplicacion de procedimientos algebraicos.

En este articulo nuevamente se llegd a conclusiones que ya habian sido obtenidas
en otras investigaciones, como la confusion entre los conceptos de estadistico y
pardmetro ya descrita por Vallecillos y Batanero (1997) y Behar (2001), el conflicto
entre al tamafio de la muestra y el ancho del intervalo y las malas interpretaciones
del nivel de confianza (Behar 2001, Cumming et al., 2004, Fidler y Cumming
2005).

Ese mismo afio Olivo (2008) presentd nuevos resultados a partir de la aplicacion
de un nuevo instrumento de evaluacion de 18 items que le permitid analizar el
significado personal que los estudiantes de ingenieria mexicanos asignan a los
intervalos de confianza para cualquier pardmetro, la muestra constd de 252
estudiantes. Para este estudio se hizo un analisis de 11 libros de texto usados por
los estudiantes de ingenieria del instituto Tecnolégico de Monterrey (Universidad
en la cual estudian los 252 estudiantes que participan en el estudio) con el objetivo
de establecer un “significado de referencia” de los intervalos de confianza para
luego ser tenido en cuenta en la elaboracién del instrumento de evaluacion. A su
vez se realiz6 un estudio historico del desarrollo de los intervalos de confianza con
el objetivo de fijar los significados institucionales y asi intentar a su vez explicar las
dificultades y tipos de concepciones presentes en los estudiantes. Los resultados
arrojados en este estudio permitieron corroborar las dificultades ya expuestas
(Behar 2001, Cumming, Williams y Fidler 2004, Fidler y Cumming 2005, Olivo y
Batanero 2007, Olivo, Batanero y Diaz 2008) y a su vez resaltar ciertas
dificultades y conflictos semioticos que afectan no solo la definicion de los
intervalos de confianza, si no cada uno de los elementos que los componen, como
por ejemplo:

e Dificultad para interpretar correctamente un intervalo de confianza a partir
de un grafico. Es decir, si se traslapan, hasta donde visualmente se puede
decir si los dos intervalos de confianza responden a la misma poblacion.
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e Los estudiantes tienden a confundir la media muestral con la media
poblacional.

e Los estudiantes confunden la desviacidon estandar poblacional con la
desviacion estandar muestral.

e Los estudiantes hacen una interpretacion bayesiana del intervalo de
confianza al suponer que el nivel de confianza es la probabilidad a
posteriori de obtener el parametro dentro del intervalo, una vez recogida la
muestra.

En este estudio no se reportan entrevistas, los resultados son planteados con
base en las respuestas dadas por los estudiantes de forma escrita y el analisis fue
realizado bajo el Enfoque Ontosemiético (EOS) de la cognicion matemética.

Las explicaciones dadas por Olivo (2008) en cuanto a las dificultades presentes en
los estudiantes que son parte del estudio para la construccién de un intervalo de
confianza varia de acuerdo al parametro que se desea estimar; en el caso de la
construccion de un intervalo de confianza para la diferencia de medias
poblacionales, plantea que puede deberse a la “falta de memorizacién de las
formulas correspondientes, hasta una falta de conectividad entre simbolos y
entidades conceptuales” (p. 224), para la comparacion de dos varianzas
poblacionales, el autor considera que una posible explicacion es la falta de
claridad de los estudiantes en cuanto a la diferencia de los valores criticos; para la
construccion de un intervalo de confianza para proporciones el autor resalta que la
principal fuente de dificultad puede deberse a los procesos algebraicos realizados
por los estudiantes, los cuales en su mayoria no son correctos. En general las
explicaciones ofrecidas en este trabajo son de tipo procedimental y fundamentado
en el significado personal de intervalo de confianza identificado en cada uno de los
estudiantes que participaron en el estudio.

Kalinowski (2010) presenta los resultados de una investigacion con el proposito de
identificar los tipos de concepciones presentes en estudiantes de posgrado
respecto a los intervalos de confianza. La poblacién de estudio estuvo conformada
por 94 estudiantes graduados con honores y estudiantes de posgrado de varias
disciplinas (incluyendo psicologia, medicina y ecologia), los cuales respondieron
una encuesta que fue distribuida por internet. La encuesta presentaba 4
problemas de contexto diferente destinados a construir e interpretar un intervalo
de confianza. El analisis de las respuestas ofrecidas por los individuos les permitio
identificar los tipos de concepciones ya reportadas (Behar 2001, Cumming,
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Williams y Fidler 2004, Fidler y Cumming 2005, Olivo y Batanero 2007, Olivo,
Batanero y Diaz 2008, Olivo 2008).

Sarmiento y Osma (2010) y Henrigues (2012) realizaron estudios con estudiantes
universitarios de pregrado y posgrado de diferentes &reas, encontrando las
dificultades y tipos de concepciones ya expuestas anteriormente. Sarmiento y
Osma (2010) indagaron sobre la comprension de los intervalos de confianza en
estudiantes de educacion superior utilizando tanto el andlisis clasico de los datos
como el andlisis a partir del modelo Rasch. Algunas de las conclusiones de este
estudio son las siguientes:

e El analisis clasico y el andlisis a partir del modelo Rasch sefialan que la
prueba utilizada tiene un indice de dificultad alto, determinandola como una
prueba dificil para los estudiantes.

e La mayor dificultad se observo en los items abiertos, especialmente los que
requieren el andlisis de graficos y la estimacion de intervalos de confianza
cuando la desviacion estandar poblacional es desconocida.

e El menor grado de dificultad se observé en los items dicotomicos de tipo
conceptual que no requieren de un mayor discernimiento.

e Los estudiantes no tienen una idea clara sobre el efecto de la varianza en el
ancho del intervalo de confianza.

Salcedo, Lira, Gonzélez y Yanez (2011) presentan un estudio con docentes en
formacion a quienes aplicaron un cuestionario escrito de 14 items cerrados
(tomados de Behar, 2001), con el propésito de identificar concepciones
alternativas sobre los intervalos de confianza reportadas en otras investigaciones.
En el estudio participaron 102 docentes en formacion, durante la investigacion no
se realizaron entrevistas.

En el cuestionario se abordan tres casos, en primer lugar se busca conocer lo que
piensan los docentes en formacion sobre la informacion que da un intervalo de
confianza para la media poblacional; en segundo lugar se aborda la construccion e
interpretacion de un intervalo de confianza para la diferencia de medias y, en
tercer lugar, identificar lo que piensan los docentes en formacién sobre los
conceptos estadisticos que intervienen de manera directa en la construccion del
intervalo de confianza, como lo son el nivel de confianza, el tamafio muestral y la
desviacion estandar de la poblacién, asumiendo que se conoce.

En general se encontraron los tipos de concepciones ya expuestas, sin embargo,
identificaron que:
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e Los docentes en formacion asumen el nivel de confianza como un valor de
probabilidad en términos subjetivos, es decir, como un valor de certeza sin
ninguna interpretacion frecuencial. Pareciera que estan asimilando el nivel
de confianza con la exactitud o precision del intervalo.

e Varios errores identificados en estudios previos pueden deberse a
deficiencias en el concepto de distribucion de medias muestrales, el
teorema central del limite y su importancia en la construccion de intervalos
de confianza.

En general Salcedo y colaboradores (2011) consideran que los docentes en
formacion que participaron en el estudio tienen malas interpretaciones de los
intervalos de confianza sin importar el contexto.

Chance y McGaughey (2014) reportan los resultados de una investigaciéon con
estudiantes universitarios basado en la simulacion computacional (no se especifica
el software usado), con el objetivo de identificar su impacto en la comprension del
p-valor y de los intervalos de confianza. Para esto se disefiaron y aplicaron dos
unidades de evaluacion basados en el instrumento CAOS (Comprehensive
Assessment of Outcomes in a First Statistics course) planteado por delMas,
Garfield, Ooms y Chance (2007), las pruebas SAT (Scholarship Aptitude Test) y el
uso de la simulacién con el objetivo de valorar lo aprendido por los estudiantes en
un curso introductorio.

Inicialmente los estudiantes son introducidos a la inferencia de una proporcion,
incluyendo una introduccion basada en la simulaciéon para el p-valor. Dicha
simulacién no fue sélo computacional, también se presentaron actividades que
requerian de la simulacién manual. por el ejemplo el lanzamiento de una moneda
para generar observaciones repetidas de un proceso aleatorio, que posteriormente
es contrastado con lo obtenido en la simulacidbn computacional. Luego se
introducen los intervalos de confianza como el conjunto de los posibles valores del
parametro que no seria rechazado con base en el p-valor.

En la primera mitad de dicho curso se aplico la primera unidad evaluativa a 518
estudiantes de 12 instituciones diferentes. La unidad evaluativa incluia una serie
de preguntas de opcidén multiple que incluian la identificacion de la hipétesis nula y
la hipotesis alternativa apropiada, asi como la interpretacion del p-valor. Al finalizar
la prueba se les pidi6 a los estudiantes plantear si un intervalo de confianza para
la proporcion de la poblacién con base en el analisis realizado por ellos sobre el p-
valor incluiria el valor 0.5. El objetivo de esta ultima actividad radica en que el
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estudiante note que 0.5 no es un valor plausible para el pardmetro ya que el p-
valor es igual a 0.012.

Una vez analizadas las respuestas de los estudiantes se encontr6 que no
presentaron mayor dificultad en la identificacion de la hipotesis nula y la hipotesis
alternativa. La interpretacion del p-valor presento dificultad para los estudiantes.
En cuanto a los intervalos de confianza se identifico que los estudiantes describian
claramente la forma de construir el intervalo de confianza, sin embargo,
presentaron dificultad para su interpretacion y por tanto conexién con el p-valor.

Al finalizar el curso se aplicé la segunda unidad evaluativa enfocada en la
interpretacion del p-valor y su importancia para tomar decisiones en cuanto a la
hipétesis nula. En el analisis de las respuestas de los estudiantes se observé que
al parecer los estudiantes comprenden con cierta rapidez la nocién de prueba de
hipétesis y su utilidad en la toma de decisiones, sin embargo, la dificultad radica
en la interpretacion que se debe hacer de acuerdo al p-valor obtenido. Chance y
McGaughey (2014) plantean que a partir de los analisis de un pre test y un post
test planteados con base en el instrumento CAOS se identificaron ciertas
tendencias y comparaciones interesantes alrededor de los intervalos de confianza
y el p-valor, las cuales no se reportan. El pre test fue aplicado a 1000 estudiantes
y el post test a 500 estudiantes.

En términos de los intervalos de confianza se les presentaron a los estudiantes un
conjunto de interpretaciones de los intervalos de confianza y se les pregunta si son
validos o no validos. En sus respuestas se observa que la gran mayoria indican
de manera adecuada que el nivel de confianza del 95% no esta relacionado con el
hecho de que el intervalo contenga al 95% de la poblacion, sin embargo
consideran que el nivel de confianza actia sobre el intervalo y no sobre el proceso
aleatorio que dio origen a su construccion. Los estudiantes también presentan
dificultad en cuanto al hecho de que la muestra debe estar contenida en el
intervalo. En términos del p-valor se encontr6 que los estudiantes presentan
dificultad para tomar decisiones, sin embargo pareciera que asumieron que entre
mas pequefo sea el p-valor mayor es la evidencia en contra de la hipétesis nula.

Para finalizar Chance y McGaughey (2014) plantean que el uso de la simulacion
ayuddé a que los estudiantes ganaran comprension en torno al p-valor y la
variabilidad de las muestras. Sin embargo, recomiendan resaltar qué representa
cada repeticion, ya que la simulacion sin duda es una herramienta util en los
procesos de enseflanza y aprendizaje de la estadistica. En cuanto a la
comprension de los intervalos de confianza, manifiestan que la simulacién es una
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herramienta util que lleva al estudiante a identificar que la media muestral es una
variable aleatoria y que da lugar a introducir el teorema central del limite.

Es importante resaltar que las investigaciones presentadas hasta el momento no
reportan entrevistas ni actividades orientadas a confrontar las dificultades y tipos
de concepciones reportadas en cada una de ellas, sus resultados son Unicamente
descriptivos y sus explicaciones se limitan a lo procedimental.

1.1.2 Los intervalos de confianza: Propuestas didacticas y posibles
explicaciones a las dificultades y tipos de concepciones

Garfield, delMas y Chance (1999) plantean que el concepto de intervalo de
confianza es complejo y dificil de entender, lo cual se evidencia en los resultados
de las investigaciones presentadas hasta el momento. Es por esto que varios
investigadores emprendieron la tarea de intentar explicar el porqué de las
dificultades y tipos de concepciones reportados y a su vez plantear herramientas
en pro de su superacion.

Es por lo anterior que Cumming y Fidler (2005) presentan un estudio en el cual
proponen una forma de superar algunos problemas presentes en los individuos al
momento de interpretar uno o mas intervalos de confianza a partir de un grafico,
es decir, si se traslapan, hasta donde visualmente y a partir de la informacion
suministrada se puede decir si las medias son diferentes; a este hecho le suman la
creencia erronea acerca del solapamiento entre intervalos y su relacion con la
significancia estadistica. Por ultimo, hacen un llamado a la importancia del disefio
de investigaciones que promuevan la aplicacion e interpretacion de los intervalos
de confianza.

A partir de los resultados establecidos por Cumming y colaboradores (2004)
Cumming y Fidler (2005) plantean que el uso de los intervalos de confianza puede
mejorar notablemente la comunicacién en la investigacion, por lo cual consideran
gue una solucion a la dificultad de interpretar uno o mas intervalos de confianza a
partir de un grafico es mejorar la forma en que se presenta la informacion. Para
esto recomiendan hacer uso no solo del lenguaje algebraico al que estan
acostumbrados los individuos, sino también hacer uso de las representaciones
gréficas, lo cual puede facilitar la interpretacion grafica de uno o mas intervalos de
confianza. Un ejemplo de las representaciones se presenta a continuacion:
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llustracién 1: Ejemplo de la “rule of eye” planteado por los autores.
Tomado de Cumming y Fidler (2005, p. 3)

En la llustracion 1, los autores presentan dos intervalos de confianza del 95% de
confianza para comparar la media de dos poblaciones, sumado a esto se
suministra el margen de error w; y w, de cada intervalo (la mitad de la longitud
total del intervalo) y el p-valor de dos colas para la diferencia de las medias. A
partir de esta informacion se le pide a los individuos que digan si los dos intervalos
de confianza niegan o no la igualdad de las dos medias. Sumado a este tipo de
representaciones graficas Cumming y Fidler (2005) recomiendan el uso de la
simulaciéon como apoyo en el proceso de construccion e interpretacion de uno o
mas intervalos de confianza.

Si bien Cumming y Fidler (2005) proponen una posible solucién en términos
didacticos a la dificultad de interpretar dos o0 mas intervalos de confianza a partir
de un gréfico, no tienen en cuenta los conocimientos previos que debe tener un
individuo cuando se enfrenta a su construccion e interpretacion, como lo sefialan
Behar (2001) y Olivo (2008).
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Teran (2006) presenta parte de un estudio cuyo objetivo fue investigar el
significado de los intervalos de confianza en estudiantes de primer afio
universitario en un curso de Estadistica. Para esto analizé el didlogo de dos
estudiantes en una clase de 2 horas cuando resolvian un problema propuesto
usando un computador; el investigador no interviene en ningldn momento en el
dialogo de los estudiantes. El autor plantea que esta interaccion, estudiante-
computador, permite al estudiante explorar y experimentar, de tal manera que
podrian llegar a relacionar los elementos que intervienen en la construccién de un
intervalo de confianza. Con base en lo observado en el didlogo de los dos
estudiantes, Teran (2006) sugiere el disefio de instrumentos didacticos mediados
con simulacion para favorecer el aprendizaje de los intervalos de confianza.

En una direccion diferente, Yafiez y Behar (2009) presentan los resultados de un
estudio con profesores de matematicas en formacion que tomaron dos cursos
semestrales de estadistica basica (4 horas semanales). Durante los cursos se
asumié el enfoque didactico de resolucion de problemas con la ayuda de la
simulacion a través del paquete Fathom (Finzer, Erickson y Binker 2000). Es de
resaltar que al finalizar el curso los estudiantes respondieron el cuestionario
planteado por Behar (2001) y se realizaron entrevistas semiestructuradas
personales sobre los intervalos de confianza. Este trabajo se interes6 basicamente
en la interpretacion del nivel de confianza asociado a los intervalos de confianza y
en tratar de explicar las razones que podrian respaldar los tipos de concepciones
gue sobre este aspecto existen. A partir del razonamiento de los estudiantes,
Yanez y Behar (2009) plantean dos explicaciones a las interpretaciones
equivocadas que hacen los estudiantes sobre el nivel de confianza, la cuales se
mencionan a continuacion:

e Una primera explicacion se basa en los diferentes significados que asume
el concepto de probabilidad en los intervalos generados a partir de la
expresion

Vv g Y g — 1 — i
P(X Z1-q), /\/ﬁ< p< X+Zi-q /\/ﬁ>_1 a (i)
Ya que con despejes adecuados se obtiene

P(”_Zl—“/za/\/ﬁ< X < M+Z1_a/20-/\/ﬁ)= 1—a (i)

Permitiendo la obtencion de sendos intervalos, no sélo para p sino también
para X. Las ideas erroneas respecto al contenido de los intervalos de
confianza e incluso del nivel de confianza pueden surgir de la
interpretacion que hacen los estudiantes de las representaciones i y ii. A
esta posible explicacion hay que afadirle “las incomprensiones que puede
generar un proceso basado en el comportamiento de muchas muestras
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cuando solo se cuenta con una sola” (Yafiez y Behar 2009, p.13). Luego
esto puede ser una razon para que los estudiantes asuman el nivel de
confianza como una medida de certeza lejana a una interpretacion
frecuencial.

Una segunda explicacion es el hecho de no asumir el nivel de confianza de
un intervalo como una frecuencia relativa que podria estar evidenciando
‘una concepcién sobre la distribucion de probabilidad de una variable
aleatoria, en la que el valor de probabilidad asociada a un intervalo se
interpreta como el porcentaje de los valores de la variable que caen en ese
intervalo” (p. 11). Este hecho, afiaden los autores, amerita ser estudiado a
profundidad.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, Yafiez y Behar (2009) realizan una
serie de consideraciones sobre la ensefianza y aprendizaje de los intervalos de
confianza, que a continuacion se describen:

La forma en que se le presenta a los estudiantes el proceso algebraico de
construccion de un intervalo de confianza con cierta probabilidad, 100(1-
a)%, puede generar malas interpretaciones. En este sentido se recomienda
utilizar un enfoque frecuencial desde un comienzo y no limitarse
simplemente a utilizarlo para interpretar el nivel de confianza.

La necesidad de discutir con los estudiantes los pasos realizados para
construir un intervalo de confianza y evitar asi que sean los mismos
estudiantes quienes tengan que elaborar sus propias justificaciones, en su
mayoria erréneas y permitiendo asi caer en malas interpretaciones.

La simulacion facilita la comprension del efecto producido al variar el nivel
de confianza y el tamafio de la muestra. Sin embargo, hay dificultad para
interpretar los resultados obtenidos al realizar simulaciones.

Alvarez, Fernandez y Andrade (2013) plantean como propuesta de ensefianza un
taller con el objetivo de contrastar, cuestionar y posicionar una nueva significacién
de intervalo de confianza y el nivel de confianza asociado al proceso aleatorio que
precede a su construccion. El taller fue disefiado en el marco de la linea en
educacién estadistica de la Universidad Pedagdgica Nacional (Colombia) para ser
trabajado con docentes de matematicas en formacion y consta de 5 partes.

Esta propuesta de ensefianza, en particular, esta determinada por las diferentes
interpretaciones del concepto de nivel de confianza que surjan de cada individuo
en la medida que resuelve el siguiente problema:
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Mundialmente se ha reconocido que aquellas personas que tienen un coeficiente
intelectual (C.l1.) igual o superior a 125 puntos, son superdotados. En el colegio
“Los Pilos” en donde hay 1000 alumnos en los grados de sexto a once, se quiere
realizar una prueba para determinar el puntaje del coeficiente intelectual
representativo de estos cursos. Los costos de aplicar esta prueba son muy altos y
el colegio no dispone de suficientes recursos para aplicarla a todos. (p. 286)

La primera parte del taller (9 items) esta dirigido a que el estudiante identifique la
poblacidon y la muestra, en particular, los autores plantean la existencia de una
poblacion de estudio y de una poblacion de datos, asi como una muestra de
estudio y una muestra de datos.

La segunda parte del taller (8 items) consta de dos secciones, la primera esta
dirigida a que el estudiante tome una muestra que a su consideracion sea la mas
adecuada e identifique el parametro a estimar y el estadistico, haciendo la
respectiva diferencia entre ellos.

La tercera parte del taller (8 items, uno con 7 incisos) esté dirigido a reflexionar
con el estudiante la interpretacion del nivel de confianza e Identificar la concepcién
a priori que tiene los estudiante en relacion con el significado del nivel de
confianza.

La cuarta parte del taller (5 items) estd dirigida a posibilitar la interpretacion
frecuencial de los intervalos de confianza mediante la simulacién manual.

La quinta y ultima parte del taller (5 items) esta orientada a la simulacion
computacional (Excel) con la finalidad de contrastar lo trabajado en la parte 4 del
taller, haciendo énfasis en la interpretacién frecuencial de los intervalos de
confianza. Alvarez, Fernandez y Andrade (2013) consideran que su propuesta de
ensefianza se enfoca en la interpretacion de los intervalos de confianza, cosa que
a su parecer no es frecuente encontrar en los libros de texto universitario, y que
puede ser una explicacion a los tipos de concepciones y dificultades reportadas.

Andrade, Fernandez y Alvarez (2014) presentan los resultados de un estudio con
futuros docentes de matematicas con quienes se trabajé la propuesta de
ensefianza de su autoria con el interés de superar las dificultades asociadas a la
interpretacion del nivel de confianza para un intervalo de confianza para la media
poblacional. La propuesta de ensefianza es un taller que tiene como objetivo
contrastar, cuestionar y posicionar una nueva significacion del nivel de confianza.
El taller comprende 5 etapas (Explicadas con brevedad en Alvarez et al., 2013).

El estudio se llevd a cabo con estudiantes universitarios que cursaban una materia
de métodos estadisticos. Para esto se llevaron a cabo varias sesiones de clase
consecutivas determinadas por la metodologia propuesta en el disefio de la
investigaciéon (no se explicita) determinada por la constante socializacion y
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reflexion del trabajo realizado en las sesiones de clase. Andrade y colaboradores
(2014) centran su discusion en la tercera parte de la propuesta de ensefanza.

A partir del andlisis realizado a las discusiones llevadas a cabo durante las
sesiones, se observo que la interpretacion inicial del nivel de confianza persistia,
por lo cual Andrade y colaboradores plantean que esto puede deberse a la
dificultad de los estudiantes para conceptualizar la nocion de probabilidad y la
diversidad de formas en que las probabilidades se pueden asignar.

Teniendo en cuenta la observacion anterior, Andrade y colaboradores (2014)
plantean las siguientes consideraciones sobre el proceso de ensefianza e
interpretacion de los intervalos de confianza:

e El estudio de la variacion en la estadistica es limitado ya que en las clases
s6lo se aborda la variabilidad de unas cuantas muestras y ademas la
interpretacion del nivel de confianza esta ligado a un proceso basado en el
comportamiento de muchas muestras cuando para su construccion solo se
cuenta con una sola (ya planteada por Yafiez y Behar, 2009).

e Para familiarizar a los estudiantes con una interpretacion cercana a una
frecuencia relativa del nivel de confianza, los cursos basicos de estadistica
deben incluir actividades que permitan a los estudiantes percibir la
variabilidad, “especialmente, la variacion entre los valores asociados a
estimadores generados a partir de diferentes muestras del mismo tamafio”

(p. 4).

Para finalizar Andrade y colaboradores (2014) plantean la necesidad de relacionar
la estimacioén por intervalos de confianza con las pruebas de hipétesis, permitiendo
ver a los estudiantes la utilidad de los mismos en el campo de la estimacion.

Como se observa, los estudios mas recientes se enfocan en explicar las
dificultades y tipos de concepciones relacionadas con el nivel de confianza de un
intervalo de confianza para la media poblacional. Las explicaciones dadas hasta el
momento varian pero propenden por el planteamiento de actividades de clase que
conlleven a un mejor entendimiento de los intervalos de confianza. Es de resaltar
que no se encontraron estudios dirigidos a explicar la l6gica subyacente en las
respuestas de los sujetos que los conducen a los errores reportados, asi como
tampoco se presentan las relaciones que pueden existir entre las concepciones
sobre los intervalos de confianza y las incomprensiones de los conceptos que
intervienen en su construccion.

Precisamente, el objetivo central de la investigacion que se propone en este
trabajo busca llenar el vacio descrito, intentando describir a partir del razonar con
los estudiantes, las estructuras y mecanismos mentales necesarios para la
adecuada comprension de concepto de intervalo de confianza en profesores de

33



matematicas en formacion y a su vez buscar las razones que puedan conducir a
los errores detectados en las investigaciones referenciadas en términos de que no
se logran las estructuras adecuadas porque no se desarrollan los mecanismos
necesarios.

La descripcion de estas estructuras y mecanismos mentales se considera una
herramienta potente para el disefio de actividades de clase y por tanto util para
futuras investigaciones que propongan el disefio de modelos de clase con base en
dicho andlisis.

1.2 Investigaciones relacionadas con la Teoria APOE

A continuacién se presentan algunas investigaciones en estadistica en las cuales
se utiliza como marco de trabajo la Teoria APOE, con el &nimo de destacar las
posibilidades que encierra para cumplir con el objetivo de investigacion que se
propone en este estudio. Los términos propios de la teoria, de los cuales se hace
uso en esta presentacion, se describiran con detalle mas adelante en el apartado
dedicado a la Teoria APOE.

Mathews y Clark (2007) presentan los resultados de un estudio realizado en el
seno del Grupo Research on Undergraduate Mathematics Education, RUMEC por
sus siglas en inglés, que se encarga de estudiar la naturaleza y el desarrollo del
conocimiento matematico en estudiantes universitarios. Estos resultados
provienen del andlisis de una entrevista clinica realizada a 8 estudiantes
universitarios que habian acabado de aprobar su curso de estadistica y que
obtuvieron las calificaciones mas altas.

La pregunta que originé este estudio fue: ¢Qué permanecera en las mentes de
nuestros estudiantes después de finalizar un curso? Y su objetivo fue determinar,
de manera mas precisa, las concepciones de media, desviacion estandar y
teorema central del limite en estudiantes universitarios exitosos en el curso de
estadistica. Para esto se utilizé la primer y tercer componente del ciclo de
investigacion propuesto por la Teoria APOE. Estas componentes son el analisis
tedrico y observacion, andlisis y verificacion de datos, respectivamente.

Las entrevistas se centraron en torno a tres preguntas planteadas a cada
estudiante.

1. ¢ Qué se quiere decir con la palabra "media" en la estadistica?

2. ¢ Qué se entiende por "desviacion estandar"?
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3. ¢,Cual es el Teorema del Limite Central?

A partir de las respuestas y del razonar con los estudiantes, se evidencié una falta
de entendimiento de los conceptos en estudio y de un apego a los procedimientos
algebraicos sin entenderlos.

Las primeras conclusiones a las cuales llegaron los investigadores se presentan a
continuacion:

e Los ocho estudiantes calculan de manera correcta la media de un conjunto
de datos, sin embargo cuando se discutieron algunos ejemplos especificos,
se notd que muchos de los estudiantes confunden la media con la moda y
la media poblacional con la media muestral.

e Los ocho estudiantes no tenia una concepcion clara de la desviacion
estandar.

e Los ocho estudiantes no tenian un conocimiento practico del teorema
central del limite.

Las conclusiones anteriores llevaron a los investigadores a presentar un analisis
en términos de los elementos tedricos planteados por la Teoria APOE sobre la
media, la desviacion estandar y el teorema central del limite.

Respecto a la media encontraron que:

¢ Ninguno de los estudiantes analizados se encontraba en una concepcion
accion ya gue no necesitaban motivaciones externas para calcularla.

e Los ocho estudiantes se encontraban en una concepcioén proceso de la
media ya que plantearon la necesidad de relacionarla con la desviacién
muestral, sin embargo, no se evidencié una concepcién objeto de media.

Respecto a la desviacion estandar encontraron que:

Dos de los ocho estudiantes se encontraban en una concepcién accion de la
desviacién estandar, es decir, no identificaban la necesidad de calcularla y a su
vez necesitaban orientacidén para poder hacerlo.

Los demas estudiantes mostraron una concepcion objeto inadecuada del concepto
de desviacion estandar. Dos de los cinco estudiantes que habian desarrollado una
concepcion objeto inapropiada, creian errbneamente que la desviacion estandar
en un conjunto de datos indica la distancia que hay entre cada uno de ellos, los
otros tres estudiantes creian que la desviacion estandar es un dato individual y
gue no esta relacionado con el conjunto de datos del cual fue calculada.
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Los investigadores sugieren que estas concepciones erréneas son el resultado de
un proceso de encapsulacion inadecuado, ya que en ningin momento los
estudiantes asumieron la desviacién estandar como una medida de dispersion.

Respecto al teorema central del limite:

En primer lugar se plantea que el analisis se hara con base en las siguientes
estructuras y mecanismos mentales necesarios para la adecuada comprension de
teorema central del limite:

Para entender el teorema del limite central hay que entender la diferencia entre
una poblacion y una muestra. Una muestra individual debe ser un objeto cognitivo
en una coleccion de todas las muestras posibles. La media para cada muestra
debe ser también un objeto, por lo que es necesario manejar el concepto de
"Distribucién". Antes de la recopilacion de los datos de las entrevistas, se
conjetura que la comprension del teorema central del limite consistiria en
coordinar de una manera muy precisa los dos objetos matematicos de media
poblacional y la media muestral con los dos objetos adicionales que son la
desviacion estandar de la poblacién y desviacion estandar de la muestra. (p. 9)

A partir del analisis de las respuestas con base en esta descomposicién genética,
se llega a las siguientes conclusiones:

Los estudiantes no presentaron ninguna de las estructuras mentales establecidas
por la Teoria APOE, ni siquiera la mas elemental, pero no menos importante, que
es la concepcién accién. Esto puede deberse a que el estudiante debe coordinar
de una manera muy precisa los objetos matematicos de poblacién, muestra,
media, desviacién estandar y distribucién para tener una concepcion objeto del
teorema central del limite.

Mathews y Clark (2007), teniendo en cuenta la Teoria APOE, consideran que
estos estudiantes continuaran teniendo dificultades cognitivas con todos los temas
de estadistica inferencial hasta el momento en que se desarrollen las
concepciones objeto adecuadas de media y desviacién estandar. S6lo después de
desarrollar estas concepciones objeto, van a tener lo esencial y necesario para la
construccion de un esquema viable para el teorema central del limite. Para
finalizar, se advierte que los problemas y situaciones planteadas en los textos
utilizados por los estudiantes y profesores parece no tener el efecto deseado para
el desarrollo cognitivo relativo a los conceptos estadisticos.

Mathews y Clark (2007) no definen cuando una concepcion objeto es inadecuada
0 adecuada. Suponemos que hacen referencia a las interpretaciones erradas que
hacen los estudiantes sobre los conceptos estadisticos estudiados.

Clark, Kraut, Mathews y Wimbish (2007) presentan los resultados de un estudio
cuya finalidad fue validar y agregar un conjunto de conocimientos sobre el
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desarrollo de conocimientos estadisticos en los estudiantes universitarios
basandose en la descomposicion genética planteada por Mathews y Clark (2007).
Este estudio cont6 con la participacion de 9 estudiantes universitarios de
posgrado de tres universidades diferentes.

Los resultados se presentan de acuerdo a los objetos matematicos en estudio que
son la media, la desviacion estandar y el teorema central del limite a la luz de la
Teoria APOE.

En cuanto a la media, 3 de los 9 estudiantes se encuentran en una concepcion
proceso de la media, sin embargo, ir mas alla de esta concepcion fue dificil para
estos estudiantes. Los otros 6 presentan una concepcion objeto débil de la media.

Respecto a la desviacion estandar, 3 de los 9 estudiantes se limitan a una
concepcidn accion de la desviacion estandar. De los 6 restantes, 4 presentan una
concepcion objeto débil. Los otros dos estudiantes evidenciaron una concepcién
objeto exitosa de la desviacion estandar, ya que la reconocen como una medida
de dispersion, y hacen conclusiones de un conjunto de datos a partir de la
desviacion estandar y la media. Clark y colaboradores (2007) resaltan que estos
estudiantes son de posgrado y tienen buenos razonamientos matematicos.

En lo que concierne al teorema central de limite, 3 de los 9 estudiantes no
recordaban nada sobre el teorema central del limite, de hecho insistieron en que
ese tema no se habia visto en el curso. Otros tres dijeron que sus instructores les
habian hablado del tema, les habian sefialado la importancia del mismo pero no
pudieron dar ninguna descripcion del teorema. Esto se puede deber a que los
estudiantes no tienen claridad en varios conceptos necesarios para que haya una
comprension del teorema central del limite, como son: distribucion, media,
desviacion estandar, poblacién, tamafio de la muestra y muestreo.

Sélo uno de los 9 estudiantes mostré claridad respecto al teorema central del
limite. Se trataba de un estudiante talentoso, que durante la entrevista mostro
fuertes concepciones objeto de la media, de distribucién normal, de desviacién
estandar, de toma de muestras y de distribucion. Clark y colaboradores (2007) no
presentan evidencias de dicha concepcion objeto.

Reuniendo los resultados de los dos estudios mencionados se llega a las
siguientes conclusiones:

e Los 17 estudiantes tienen una concepcion proceso de la media. Solo 2 de
los 17 mostraron una concepcion objeto exitosa de la media.
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e Mas de un tercio de los estudiantes en ambos estudios no habian
progresado mas alla de concepciones de accion de desviacion estandar.

e Soélo dos de los 17 estudiantes alcanzaron una concepcion objeto exitosa
de desviacion estandar.

e Respeto al teorema central del limite, solo un estudiante presenté una
concepcion objeto, los demas no evocaron una definicion util, de hecho ni
recordaron el tema.

En general se observé que los estudiantes ven la estadistica como el analisis de
una coleccion de datos, haciendo referencia a un analisis descriptivo, olvidando la
naturaleza inferencial de la misma. A pesar de que estos estudiantes tuvieron éxito
en la estimacion de intervalos de confianza y la realizacion de prueba de hipétesis.
Al parecer desconectaron estos procesos del andlisis descriptivo.

Estas dos investigaciones realizadas en el marco de la Teoria APOE dan muestra
de la necesidad de construir estructuras y mecanismos mentales para llegar a un
buen entendimiento de un concepto matematico, en el caso particular del teorema
central del limite se plantea la necesidad de relacionar de manera adecuada
algunos conceptos que subyacen y son importantes para su comprension, hecho
gue no se evidencio en los estudiantes que fueron parte del estudio.

En cuanto a la media pareciera que es un concepto que presenta dificultad para
los estudiantes ya que la mayoria de los que participaron en el estudio
presentaron una concepcion proceso, es decir, pueden describir en términos
generales la manera de calcularla y a su vez reflexionan sobre el resultado
captando la idea de que representa una caracteristica de un conjunto de datos.

El concepto de desviacion estandar presenté mayor dificultad para los estudiantes,
desde nuestro punto de vista debido a la falta de una concepcion objeto de media,
ya que este concepto es fundamental para su célculo, resaltando una vez mas la
necesidad de concepciones previas.

Las investigaciones presentadas en este capitulo son de gran relevancia para
lograr el objetivo propuesto en este estudio. En la mayoria de las investigaciones
se sugiere que aparte de la instruccién y célculos manuales, se debe hacer uso de
las herramientas computacionales para estos célculos y llevar mas bien a los
estudiantes a la comprension y analisis de los resultados que estos nos presentan,
donde se puede analizar cada uno de los conceptos que intervienen. Sin esa
comprension, los estudiantes, se limitaran a un enfoque instrumental de técnicas
inferenciales tales como pruebas de hipétesis y estimacion con intervalos de
confianza, sin una comprensién de su utilidad y de cémo se ven afectados por
cada uno de los conceptos matematicos que intervienen en su construccion.
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El siguiente capitulo se dedica a la presentacién del marco teérico que sustenta
este estudio.
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2. MARCO DE TRABAJO

Dubinsky (2000) establece que la forma como se produce la construccion mental
de un concepto matematico por parte de un individuo puede ser “observada”
desde un marco tedrico especifico y a través de €l dar con base en ello una
explicacion de aquello que los individuos pueden haber aprendido y plantear las
construcciones mentales que utiliza para la comprension de un concepto. Puesto
gue esta investigacion se centra en comprender la manera como los profesores de
matematicas en formacion construyen el concepto de intervalo de confianza y asi
describir las estructuras y mecanismos mentales necesarias para la construccion e
interpretacion de dicho concepto, este estudio se fundamenta en la Teoria APOE
la cual proporciona una estructura para la conceptualizacion y disefio de la
investigacion que a continuacion se describe.

2.1 Teoria APOE
A partir de la perspectiva tedrica del constructivismo, especificamente en el
concepto de abstraccion reflexiva desarrollado por Piaget, Dubinsky propuso la
Teoria APOE para describir las construcciones mentales utilizadas en el
aprendizaje de conceptos matematicos basandose en las estructuras (acciones,
procesos, objetos y esquemas) que cada individuo desarrolla sobre los conceptos
matematicos que aprende y que son resultado de la aplicacion de mecanismos
mentales (abstracciones reflexivas) llamados interiorizacion, coordinacion,
encapsulacién y des-encapsulacion (Arnon, Cottrill, Dubinsky, Oktag, Roa-
Fuentes, Trigueros y Weller, 2014). La relacion entre las estructuras y mecanismo
mentales se puede observar en la Figura 1. Dubinsky desarrolla esta teoria
considerando que:
El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder
ante situaciones mateméticas reflexionando sobre ellas en un contexto
social y construyendo y reconstruyendo acciones, procesos y objetos
matematicos y organizandolos en esquemas con el fin de manejar las
situaciones (Dubinsky, 1996, p. 32-33).
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Esquema

Interiorizacion

Accion
Proceso

Objeto

Encapsulacion Coordinacidgn

Des-Encapsulacion

Figura 1: Construcciones mentales que intervienen en el proceso de comprension
de un concepto matematico.
(Tomado de Arnon et al., 2014, p. 10)

Con esto en mente, la construccidbn de un concepto matematico inicia con la
manipulacion, de manera fisica 0 mental, de objetos o estructuras construidas
previamente por el sujeto. Esta manipulacion recibe el nombre de accién y
consiste en una transformacién de un objeto que es percibida por el individuo
como externa y se realiza como una reaccién a motivaciones externas. Cuando el
individuo reflexiona sobre estas acciones, que son de tipo dinamico, pueden
interiorizarse en un proceso y asi el individuo puede pensar en un concepto en
términos generales sin necesidad de hacer calculos explicitos o de recibir
motivaciones externas. Una vez se da esta interiorizacion el individuo pasa a
formar un proceso el cual es de tipo dinamico; cuando el individuo reflexiona sobre
las operaciones aplicadas a un proceso como un todo y realiza transformaciones
(acciones) que pueden actuar sobre él y puede construir de hecho esas
transformaciones, entonces ha encapsulado este proceso en un objeto. Un objeto
se puede des-encapsular para volver al proceso que le dio origen y de esta
manera coordinarlo con otro proceso, para obtener un Unico proceso que
posteriormente sera encapsulado. Luego un sujeto puede llegar a la construccion
de un proceso de dos formas, ya sea mediante la interiorizacién de acciones o a
partir de la coordinacion de dos o mas procesos. Un objeto cognitivo es una
estructura estatica, ya que es considerado como un todo y se pueden aplicar
nuevas acciones sobre él (Roa-Fuentes y Oktac, 2010).

A continuacion se presenta una descripcion mas detallada de estas estructuras y
mecanismos mentales presentes en el proceso de comprension de un concepto
matematico, en especifico para la media de un conjunto de datos.
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Accidn: La accidon es una de las estructuras mas elementales, sin embargo, es
necesaria para construir la estructura siguiente (Proceso) y ésta, a la vez, para
construir el objeto. Todo concepto matemético inicia con una transformacion, ya
sea mental o fisica, realizada por el individuo de forma explicita, en otras palabras,
una accion es la transformacion de un objeto percibida por el individuo como
externa. (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews y Thomas, 1996). Por
ejemplo, cuando un individuo para calcular la media de un conjunto de datos se
basa s6lo en las acciones previstas por la féormula, es decir, suma todos los datos
y divide en el total de datos, se dice que este se limita a una concepcién accion
(Mathews y Clark, 2007). Dicho de otra manera, el individuo no es capaz de
realizar este calculo si no tiene la férmula, luego su conocimiento esta limitado al
acceso que pueda tener de dicha formula.

Proceso: Cuando un individuo repite una accion reflexionando sobre ella y no es
dirigida por estimulos externos, sino que es una construccion interna, entonces se
dice que la accién ha sido interiorizada en un proceso. En el proceso el individuo
puede describir los pasos involucrados en la transformacion e incluso puede
invertirlos, es decir, tiene mas control de la transformacién (Asiala et al., 1996).
Retomando el ejemplo planteado por Mathews y Clark (2007), la accion de
calcular la media de un conjunto de datos se interioriza en un proceso cuando el
individuo puede describir en términos generales la manera de calcularla y a su vez
reflexiona sobre el resultado captando la idea de que la media representa una
caracteristica de un conjunto de datos. En este caso se dice que el individuo
posee una concepcion proceso de media muestral.

El mecanismo de interiorizacion, es la construccibn mental de un proceso que
tiene que ver con una serie de acciones sobre objetos cognitivos y esta
determinada por la constante reflexion sobre las acciones que se realizan (Asiala
et al., 1996).

En particular, un proceso es una estructura mental que lleva a cabo las mismas
operaciones que las acciones, pero totalmente en la mente del sujeto, permitiendo
asi que el individuo pueda imaginar la realizacién de la transformacion sin tener
qgue ejecutar cada paso de forma explicita (Dubinsky 1991). Como se mencioné
anteriormente, un proceso puede ser resultado de la interiorizacién de una accién
o de la coordinacién de varios procesos.

Una vez construidos los procesos estos pueden ser relacionados a partir del
mecanismo de coordinacion, el cual consiste en el acto cognitivo de coger dos o
MAs procesos y usarlos para construir un nuevo proceso, es decir, buscar nexos
gue permitan conectarlos (Arnon et al., 2014). La coordinacién se da por la
necesidad de encontrar elementos comunes en los procesos relacionados, de tal
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manera que permita al individuo construir un nuevo proceso que posteriormente
puede ser encapsulado en un objeto cognitivo.

Objeto: Cuando un individuo da cuenta de las transformaciones realizadas a un
determinado proceso y es capaz de visualizar el proceso como un todo, sobre el
cual se pueden aplicar acciones, entonces se dice que el proceso ha sido
encapsulado y transformado en un objeto cognitivo. Cuando el individuo piensa en
la media como una de las medidas de tendencia central que da informacion sobre
un conjunto de datos y reflexiona sobre sus propiedades, se dice que el individuo
posee una concepcion objeto (Mathews y Clark 2007).

Una vez construidos los procesos y objetos, estos pueden ser relacionados de
varias maneras, una de estas es mediante el mecanismo de des-encapsulacion
qgue surge de la necesidad de volver al proceso que dio origen al objeto cognitivo
con la finalidad de conocer las caracteristicas de dicho proceso, la otra manera es
con el mecanismo de coordinacion que es indispensable en la construccion de
algunos objetos. Dos objetos se pueden des-encapsular, sus procesos ser
coordinados, y en el proceso de encapsulacion coordinada formar un nuevo objeto
(Arnon et al., 2014).

Esquema: La interaccion de estas estructuras y mecanismos mentales dan lugar a
un esquema, el cual esta determinado por la capacidad del individuo de reflexionar
sobre su utilidad para resolver un problema matemético particular. Segun
Dubinsky (1991), un esquema es caracterizado por su reconstruccién continua y
esta determinado por la actividad matematica del sujeto. Cuando el individuo
asume la media como una de las medidas de tendencia central, que por si sola no
permite describir el conjunto de datos que representa, reconociendo la necesidad
de otros estadisticos asociados, se dice que el individuo posee un esquema de
media (Mathews y Clark 2007), que una vez tematizado, pasa a ser un nuevo
objeto cognitivo (Arnon et al., 2014).

Es importante que los individuos lleguen a la concepcion esquema, ya que es
sefal de que el individuo se ha apropiado de un conocimiento matemético y que
tiene la habilidad de decidir si es apropiado utilizarlo para resolver situaciones
matematicas especificas. El desarrollo de un esquema es un proceso dinamico y
cambiante para el que se consideran tres niveles, Intra, Inter y Trans, el paso de
un nivel al siguiente no se caracteriza por un aumento en los conocimientos con
respecto al nivel anterior, sino por una reinterpretacion de los conocimientos
matematicos que se tienen.

Arnon y colaboradores (2014) plantean que el nivel Intra esta determinado por la
capacidad del individuo de centrarse en aspectos individuales aislados de ciertas
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acciones, procesos y objetos de naturaleza similar. En este nivel el individuo no ha
construido ninguna relacion entre ellos. El nivel Inter esta determinado por la
construccion de relaciones entre acciones, procesos Yy objetos. En este nivel se da
inicio a la agrupacion de informacion de naturaleza similar. El nivel Trans esta
determinado por la capacidad del individuo de construir una estructura subyacente
completa en la que las relaciones descubiertas en el nivel inter son comprendidas
dando coherencia al esquema; en este nivel el individuo ha establecido relaciones
adecuadas con otros esquemas de naturaleza similar. Entonces la construccion
y/o evolucion de un nuevo esquema se determina por la capacidad del individuo
para establecer relaciones entre todos los elementos que lo componen para luego
aplicarlo en la solucion de situaciones gque se plantean fuera del contexto que le da
origen.

A pesar de que la descripcion de estas estructuras mentales (Accién, proceso,
Objeto y Esquema) se da de forma lineal no significa que eso suceda cuando un
individuo aprende un concepto matematico (Asiala et al., 1996).

Estos mecanismos y estructuras mentales sefialan que la Teoria APOE es
principalmente un modelo para describir como se pueden aprender conceptos
matematicos, y a la vez permite explicar cdmo los individuos mentalmente
construyen su comprension de los conceptos matematicos, luego no se ocupa solo
en identificar dificultades, a su vez, sefiala cdmo superarlas e intenta explicar el
origen de las mismas (Roa-Fuentes y Oktac, 2010).

2.1.1 Paradigma de investigacién planteado por la Teoria APOE

La Teoria APOE cuenta con un conjunto de acuerdos explicitos sobre las
cuestiones presentes en el momento de hacer una investigacion. En particular,
plantea tres componentes (ver Figura 2), el Analisis Teorico, el Disefio e
Implementacion de Ensefianza y la Observacion, Andlisis y Verificacion de datos.

Anélisis Tedrico

Observacion, anlisis | g— Disefio e
y verificacion de implementacion de
datos. ensefianza

Figura 2: Ciclo de investigacion planteado por la Teoria APOE
Tomado de Roa-Fuentes y Oktag, 2010, p. 96
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La interaccion entre estos componentes es llamada ciclo de investigacion.
Teniendo en mente esto, la investigacién se inicia con un andlisis tedérico del
concepto matemético en estudio que da lugar a una descomposicién genética
preliminar, la cual es fundamento para el disefio e implementacién de un
instrumento, la ejecucion de esta componente da lugar a la recoleccion de datos e
informacion que una vez analizada, a la luz de la teoria, permite validar la
descomposicion genética preliminar. A continuacion se presenta una descripcion
detallada de estos componentes.

Analisis Tedrico: El analisis teorico permite hacer un estudio a profundidad pues
comprende un andlisis epistemoldgico del concepto matematico en estudio, su
historia, un analisis de libros, una revision detallada de los resultados de
investigaciones previas y la experiencia del investigador o investigadores. Asiala y
colaboradores (1996) consideran que esta componente se debe guiar por las
siguientes preguntas, ¢Qué significa comprender un concepto matematico? Y
¢, COmo esa comprension puede ser alcanzada por un individuo? ya que permiten
al investigador reflexionar constantemente sobre el concepto matematico en
estudio y la forma como los estudiantes lo perciben.

Este analisis tedrico permite al investigador plantear una descomposicién genética
preliminar, es decir, permite hacer una descripcion de las estructuras y
mecanismos mentales especificos que se espera un individuo desarrolle para
comprender un concepto matematico. Luego la descomposicién genética inicial se
construye haciendo énfasis en aguellas cosas que el investigador sabe o supone
gue son dificiles de construir por los individuos y que busca darles una explicacion
en términos de que no se logran las estructuras adecuadas porque no estan los
mecanismos apropiados.

Arnon y colaboradores (2014) definen la descomposiciébn genética como un
modelo cognitivo viable para la construccion de un concepto matematico; dicho
modelo es un conjunto estructurado de constructos mentales, los cuales describen
cOmo un concepto 0 nocién matematica puede ser desarrollado en la mente de un
individuo. Este modelo es sélo un acercamiento de lo que realmente esta pasando
en la mente del individuo, luego para un mismo concepto pueden coexistir
diferentes descomposiciones genéticas.

Disefio e Implementacion de la Instruccion: La descomposicion genética
preliminar construida en el componente anterior es utilizada para el disefio de uno
0 mas instrumentos con el objetivo de promover las construcciones y mecanismos
mentales sugeridos en el analisis tedrico.
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El desarrollo de este componente requiere de tiempo y de varios investigadores,
ya que para su desarrollo se establece una estrategia pedagdgica llamada por sus
siglas en inglés ACE: Actividades (Activities), Discusién en clase (Classroom
Discussion) y Ejercicios (Exercises) que se explican a continuacion.

Las actividades permiten que los individuos trabajen cooperativamente los
instrumentos diseflados para ayudarles a construir las estructuras mentales
planteadas en la descomposicion genética preliminar. En esta etapa se puede
hacer uso de herramientas computacionales, ya que promueven en el individuo la
abstraccion reflexiva (Arnon et al.,, 2014). La discusion en clase permite a los
individuos plantear y argumentar sus resultados, dandoles la oportunidad de
reflexionar sobre su trabajo; el docente es el encargado de unificar lo planteado
por los individuos, para evitar interpretaciones erradas. Por ultimo los individuos
abordaran problemas (Ejercicios) disefiados para reforzar las actividades y la
discusion en clase y a su vez ayudar en la construccién de las estructuras y
mecanismos mentales especificos que se propusieron en la descomposicion
genética preliminar que busca desarrollar una mejor comprension del concepto
matematico en estudio.

Esta estrategia pedagodgica permite a los investigadores validar la primera
componente del ciclo de investigacion y a su vez es una espacio para la
recoleccion de datos que da lugar a la tercera componente (Arnon et al., 2014).

Observacion, Andlisis y Verificacion de Datos: Esta componente tiene dos
objetivos, el primero es medir lo que los individuos aprendieron sobre el concepto
matematico en estudio y el segundo determinar si los individuos alcanzaron las
estructuras y mecanismos mentales planteados en la descomposicién genética
preliminar, propiciando la oportunidad de validar la primera componente del ciclo
(Dubinsky 1991).

La tercera componente también implica el disefio de instrumentos que permiten la
recoleccion de informacién para su posterior analisis. Este disefio depende de la
descomposicion genética planteada a partir del analisis teérico y de los objetivos
de cada estudio. Los instrumentos disefiados pueden ser cuestionarios,
evaluaciones, entrevistas didacticas. A partir del analisis teérico, del analisis a
priori de los instrumentos, de las entrevistas y del seguimiento que se hace a lo
gue dice y escribe el individuo, se compara lo que se obtiene de los sujetos con lo
planteado en la descomposicién genética preliminar y se trata de detectar lo que
no esta pasando. Es decir, qué es lo que el estudiante esta dejando de hacer (o no
tiene claro), y a su vez se pueden detectar elementos que no se tuvieron en
cuenta en la descomposicion genética preliminar.
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Las entrevistas didacticas son definidas por Roa-Fuentes y Okta¢ (2012) como
aquellas entrevistas que buscan motivar a los individuos a la reflexion y a la
construccion de estructuras que les sirvan de guia al enfrentarse a las situaciones
0 preguntas planteadas. Las entrevistas didacticas se caracterizan por su interés
en generar reflexiones en los individuos sobre aspectos que normalmente no se
perciben en la construccion de los conceptos matematicos.

Al finalizar el ciclo de investigacion propuesto por la Teoria APOE, se espera llegar
a una descomposicion genética refinada que debe reflejar las construcciones
mentales identificadas en el andlisis tedrico. Por lo tanto, esta descomposicion
genética es una contribucion importante no sélo a la investigacion en educacion
matematica sino en términos pedagogicos, ya que se convierte en una potente
herramienta que impulsa el disefio de actividades de ensefianza que contribuyen a
la construccién adecuada del concepto estudiado (Arnon et al., 2014).

En nuestra investigacion se adoptan dos componentes del ciclo de investigacion
propuesto por la Teoria APOE, el Analisis tedrico (Primer Componente) y la
Observacion, andlisis y verificacion de datos (Tercer componente) que llamaremos
en adelante Analisis y discusion de los resultados.

2.2 Investigaciones realizadas en el marco de la Teoria APOE

Arnon y colaboradores (2014) en el capitulo 12 presentan de manera sucinta 120
publicaciones sobre investigaciones en torno a diferentes conceptos matematicos
que han sido de gran impacto para la educacién matematica. Estos trabajos se
han realizado en un periodo de 25 afios alrededor del mundo (Para méas detalle
sobre estos estudios, consultar Arnon et al., 2014).

De esas 120 publicaciones ninguna ha abordado conceptos estadisticos, sin
embargo (Arnon et al., 2014) menciona los resultados de dos estudios no
publicados realizados por Mathews y Clark (2007) y Clark y colaboradores (2007)
en torno a la media, la desviacién estandar y el teorema central del limite. Estos
dos estudios fueron comentados en los antecedentes y son de gran relevancia
para este trabajo.

En el siguiente capitulo se describe con detalle la metodologia utilizada en esta
investigacion.
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3. DISENO DE LA INVESTIGACION

A continuacion se presenta la metodologia que sustenta esta investigacion, la cual
es basicamente cualitativa, sin embargo, se hace uso de algunos elementos
cuantitativos asociados a las respuestas correctas e incorrectas del cuestionario.

Para dar inicio con la descripcion de la metodologia utilizada, se presenta, en
primer lugar, una descripcion de la poblacion de estudio y el porqué de su
eleccion. En segundo lugar, se plantean los aspectos a tener en cuenta en el
analisis tedrico y en el analisis y discusion de los resultados permitiendo al lector
identificar la relacion que guarda la metodologia de este estudio con el paradigma
de investigacion planteado por la Teoria APOE.

3.1 Descripcion de la poblacion de estudio

La poblaciéon de interés en esta investigacién son los profesores de mateméaticas
en formacion, mas especificamente, los estudiantes de las carreras de Matematica
y Licenciatura en Matematicas de la Universidad Industrial de Santander,
matriculados en un curso de didactica de la probabilidad y la estadistica durante
el segundo semestre del afio 2013 y que previamente cursaron y aprobaron dos
cursos de Estadistica Béasica.

En el estudio participaron 15 estudiantes, de los cuales 9 son estudiantes de
Licenciatura en Matematicas y los demas, 6, estudiantes de Matematicas. El tema
de intervalos de confianza lo abordaron en el curso de Estadistica basica Il
aproximadamente 4 semestres antes de iniciada esta investigacion.

El interés de trabajar con esta poblacién proviene del deseo de tratar con futuros
maestros cuya comprension de los conceptos estadisticos se va a reflejar durante
mucho tiempo en su labor docente afectando a una enorme cantidad de
estudiantes (Behar 2001). Los nombres de los estudiantes que participaron en
esta investigacién han sido cambiados para preservar su identidad.

3.2 Metodologia de la investigacién

Como bien se menciond en el capitulo anterior, la Teoria APOE cuenta con un
conjunto de acuerdos explicitos sobre las cuestiones presentes en el momento de
realizar una investigacion. En particular, para este estudio se consideraron la
primera componente, Andlisis Tedrico, y la tercera componente Andlisis vy
discusion de los resultados (ver Figura 3. Componentes utilizados en el presente
estudio.) con la finalidad de identificar las estructuras y mecanismos mentales
presentes en la construccion del concepto de intervalo de confianza en los
profesores de matematicas en formacion que son parte de este estudio y a su vez
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plantear un modelo cognitivo viable para la construccion e interpretacion de un
intervalo de confianza para la media poblacional.

Andlisis
Teodrico

Andlisis y discusion
de los resultados.

Figura 3. Componentes utilizados en el presente estudio.
Tomado con adaptaciones de Arnon et al., 2014. p. 10

La investigacion se inicia con un andlisis tedrico del concepto de intervalo de
confianza que da lugar a una descomposicion genética hipotética preliminar, la
cual es fundamento para el disefio e implementacion de un cuestionario. Dado que
en esta investigacion no se aborda la segunda componente (instruccion) se
asumié la descomposicion genética como base para el disefio e implementacién
de una entrevista didactica que permitié recolectar informacion para su posterior
analisis y discusién de resultados. Este andlisis que se realiza a la luz de la teoria
permite refinar la descomposicion genética preliminar. A continuacion se presenta
una descripcion detallada de estas componentes.

3.2.1 Analisis tedrico del concepto de intervalo de confianza

Para el analisis tedrico del concepto de intervalo de confianza se tienen en cuenta
los siguientes aspectos:

i.  Unarevision de las investigaciones de corte didactico realizadas en torno a
los intervalos de confianza.
ii. Analisis de los textos utilizados por los estudiantes que son parte del
estudio.
iii.  Analisis a priori de la construccion matematica de un intervalo de confianza
para la media poblacional.
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iv.  Disefio, aplicacion y andlisis de un cuestionario para identificar las
concepciones que tienen los estudiantes que son parte del estudio.

El primer aspecto es abordado en el capitulo de los antecedentes. El segundo y
tercer aspecto son descritos con detalle en el capitulo dedicado al analisis tedrico.

El disefio del cuestionario se presenta a continuacion.

3.2.1.1 Disefio y aplicacion del cuestionario

Para el disefio del cuestionario se tuvo en cuenta los resultados de las
investigaciones de corte didactico alrededor de los intervalos de confianza que son
parte de los antecedentes y a su vez el cuestionario planteado por Behar (2001) y
validado por Olivo (2008).

El cuestionario esta conformado por ocho items, los cuales fueron validados
mediante una prueba piloto que fue aplicada a un grupo de estudiantes que ya
habian visto el tema de intervalos de confianza, esta prueba piloto tuvo como
objetivo validar cada item para asi evitar posibles ambigtiedades.

El objetivo del cuestionario final es identificar los tipos de concepciones y
dificultades que tienen los individuos que son parte del estudio alrededor de los
intervalos de confianza y sus propiedades.

A continuacion se presenta en detalle el cuestionario utilizado explicando las
razones que motivaron cada uno de los items propuestos.

ftem 1. Un intervalo de confianza del 45% asociado a una muestra especifica para
la media de una poblacion (p) es:

a. El intervalo que contiene el 45% de los valores posibles de la media
muestral (x). F__V__

b. Un intervalo mas ancho que el intervalo de confianza del 95%. F __ V___

c. Un intervalo de valores calculado a partir de los datos de la muestra. En el
45% de las muestras de una poblacion, el intervalo calculado contiene a la
media de la poblacion. F__V__

d. Dos veces mas ancho que el intervalo de confianza del 90%. F _ V__

Este item fue tomado y adaptado de Olivo (2008) y pretende conocer la
interpretacion de los estudiantes sobre un intervalo de confianza y los valores que
estan contenidos en él. La opcion correcta es la ¢. que da una interpretacion
adecuada para un intervalo con un 45% de confianza.

Con la opcion a. se quiere observar si los profesores en formacion asumen que un
intervalo de confianza contiene los posibles valores del parametro que se desea
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estimar, en este caso la media poblacional, y no los posibles valores de la media
muestral.

Con la opcion b. y d. se pretende observar si los profesores asocian de manera
adecuada el nivel de confianza con el tamafio de un intervalo de confianza para la
media poblacional.

ftem 2. Si se aumenta el tamafio muestral, conservando los demd&s datos
constantes, el intervalo de confianza se hace mas ancho. F__ V__

Este item es tomado y adaptado de Behar (2001) y su objetivo principal radica en
analizar los conocimientos adquiridos por los profesores en formacion sobre los
elementos que intervienen en la estimacion de un intervalo de confianza, en
particular el tamafio muestral y su efecto en el ancho del intervalo. La respuesta a
esta afirmacion es falsa, ya que en la medida que el tamafio muestral aumenta, la
desviacion estandar asociada a la variable aleatoria X se hace mas pequefia y por
ende el error de estimacion se hace mas pequerio, lo cual conlleva a un intervalo
mMAas angosto.

ftem 3. Si se aumenta el nivel de confianza, manteniendo los demas datos
constantes, el intervalo de confianza se vuelve mas angosto. F__ V__

Este item es tomado y adaptado de Behar (2001) y pretende observar las
concepciones de los profesores en formacion sobre el nivel de confianza y su
efecto en el tamafo del intervalo. La respuesta a esta afirmacion es falsa dado
que entre mas grande sea el nivel de confianza, mas ancho se hace el intervalo.

ftem 4. Si la desviacion estandar de la poblacion aumenta, el intervalo de
confianza disminuye en la anchura. F__ V___

Este item es tomado de Behar (2001) y su propdsito es conocer lo que piensan los
profesores en formacion sobre el efecto de la desviacion estandar poblacional
sobre el tamafio del intervalo. La respuesta a esta afirmacion es falsa, ya que un
aumento en la desviacion estandar poblacional implica un aumento en el acho del
intervalo.

tem 5. Asumiendo un nivel de confianza del 95%:

a. Si se toman muchas muestras y con cada una se construye el intervalo
respectivo, la media muestral caerd, aproximadamente, en el 95% de los
intervalos construidos. F__ V.

b. La probabilidad de que la media muestral caiga dentro de un intervalo de
confianza calculado de una muestra especifica es 0.95. F__ V___
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c. Si se toman muchas muestras de igual tamafo, aproximadamente el 95%
de los intervalos de confianza calculados contendrian a la media
poblacional. F__V___

Este item es tomado y adaptado de Olivo (2008) con el propésito de observar lo
que piensan los profesores en formacion sobre el nivel de confianza y su
significado. La opcion correcta es la c. ya que da la interpretacion correcta del
nivel de confianza al asumirlo como un mecanismo aleatorio que produce
intervalos a partir de muestras aleatorias. Las opciones a. y b. son distractores, ya
que la media muestral siempre esta contenida en el intervalo de confianza para la
media poblacional, pues es su centro.

ftem 6. Si el tamafio de la muestra es muy pequefio, no se puede construir un
intervalo de confianza del 99% de confianza. F__ V___

Este item es tomado de Behar (2001) y tiene como propdsito conocer la claridad
que tienen los profesores en formacion sobre el tamafio muestral necesario para la
estimacion de un intervalo de confianza y las implicaciones del teorema central del
limite. Sin embargo no se trata de si se puede o no construir un intervalo de
confianza, se trata de la utilidad del mismo para estimar un parametro poblacional.

ftem 7. Si aumenta el tamafio muestral, aumenta la precision de la estimacion de
la media poblacional. F__V___

Este item y el siguiente fueron propuestos por el director de este trabajo y
pretende conocer lo que piensan los docentes en formacién sobre la precision de
un intervalo de confianza y su relacion con el tamafio muestral. En otros estudios
se ha indagado sobre el tamafio muestral y su efecto en el ancho del intervalo, sin
embargo, son pocos los estudios donde se indague por el tamafio muestral y su
efecto en la precision de la estimacion.

La afirmacion es verdadera, ya que la precision de un intervalo esta asociada al
tamafio del mismo, entre mas pequefio sea el intervalo mas precisa es la
estimacion. Recordemos que en la medida que se aumenta el tamafio muestral, el
ancho del intervalo disminuye.

ftem 8. Si aumenta el nivel de confianza, aumenta la precision de la estimacion de
la media poblacional. F__ V___

El objetivo de este item es conocer lo que piensan los docentes en formacion
sobre la precision de un intervalo de confianza y su relacién con el nivel de
confianza. Los estudios encontrados hasta el momento centran su atencion en el
significado que tienen los individuos sobre el nivel de confianza y su efecto en el
tamafio del intervalo, sin embargo no se han encontrado estudios que indaguen
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explicitamente por la relacion entre el nivel de confianza y la precision de la
estimacion.

Esta afirmacion es falsa, ya que al aumentar el nivel de confianza el ancho del
intervalo aumenta y, por lo tanto, la precision disminuye.

El cuestionario fue validado a partir de una prueba piloto aplicada a 17 estudiantes
con el objetivo de evitar ambigliedades y malas interpretaciones. Una vez validado
y discutido el cuestionario con un grupo de investigadores se procedio a aplicar el
cuestionario a 15 profesores de matematicas en formacion que ya habian visto el
tema de intervalos de confianza, la aplicacion tuvo una duracién de una hora.

El respectivo analisis del cuestionario se presenta en el capitulo dedicado al
andlisis y discusion de resultados.

El objetivo principal de este analisis tedrico fue el planteamiento de una
descomposicion genética preliminar hipotética que es base para el disefio e
implementacion de la entrevista de corte didactico realizada en la tercera
componente que a continuacion se detalla.

3.2.2 Analisis y Discusién de resultados

Esta componente tiene dos objetivos, el primero es identificar las estructuras y
mecanismos mentales que los profesores de matematicas en formacién que
participan en el estudio construyeron sobre los intervalos de confianza, y el
segundo determinar si los individuos alcanzaron las estructuras y mecanismos
mentales planteados en la descomposicion genética preliminar planteada a partir
del andlisis tedrico. Para dar cumplimiento a estos objetivos se disefié y aplicé una
entrevista didactica, la cual es presentada a continuacion.

3.2.2.1 Disefio y realizacion de la entrevista

Teniendo en cuenta que la finalidad de la entrevista didactica es motivar la
reflexion de los estudiantes sobre los intervalos de confianza y su utilidad en el
campo de la inferencia estadistica, se disefid una entrevista base con 3 preguntas
basicas, que a continuacién se presentan explicando las razones que las
motivaron.

Pregunta 1. ;Qué es un intervalo de confianza?

Esta pregunta se plantea de manera abierta. Tiene la intencion de detectar qué
entiende el estudiante por intervalo de confianza antes de intentar construir un
intervalo de confianza en ejercicios y/o ejemplos concretos.
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Con esta pregunta se espera que los estudiantes asuman que un intervalo de
confianza es un rango de valores, que con cierto nivel de confianza, contiene al
paradmetro que se desea estimar.

Pregunta 2. ¢, Qué motiva la construccion de un intervalo de confianza?

Con esta pregunta abierta se busca identificar si los estudiantes comprenden la
necesidad de construir un intervalo de confianza o si su construccion se debe sélo
a motivaciones externas.

En este caso se espera que los estudiantes manifiesten que los intervalos de
confianza son utilizados para estimar determinada caracteristica de una poblacién
a partir de la informacién suministrada por una muestra aleatoria tomada de la
misma. En nuestro caso, la caracteristica de interés es la media poblacional u.

Pregunta 3. ¢ Qué informacién requiere para construir un intervalo de confianza de
la media poblacional?

Con esta pregunta abierta se busca indagar sobre la necesidad (utilidad) de
relacionar los conceptos estadisticos que intervienen tanto de forma directa como
indirecta en la construccién de un intervalo de confianza. A la vez se pretende
observar dos cosas. Primero, averiguar si el estudiante ha interiorizado el
concepto de intervalo de confianza (concepcion proceso) o bien lo ha encapsulado
(concepcidn objeto), asi como las estrategias que utiliza para construir un intervalo
de confianza y por tanto la comprension de dicho concepto, lo cual nos dara
informacion acerca de las dificultades que se puedan presentar. Segundo,
identificar si el estudiante no recuerda la expresion algebraica y recurre a sus
concepciones construidas alrededor de los intervalos de confianza o si la recuerda
y se limita a expresarla de forma escrita sin reflexionar sobre ella.

La entrevista fue realizada con 4 de los 15 estudiantes que respondieron el
cuestionario. Estos 4 estudiantes fueron elegidos teniendo en cuenta su
argumentacion en cada item. La duracion de cada entrevista tuvo un tiempo
aproximado de 2 horas. La entrevista inicié con la primera pregunta, las demas se
realizaron en la medida que el estudiante avanzaba en sus argumentos y era
adecuado hacerlas sin alejarlo de sus planteamientos. El estudiante contdé con
tablero, marcadores y borrador para escribir sus argumentos y en la mayoria de
las veces reflexionar sobre lo escrito, permitiéndole identificar cosas de las cuales
no se habia percatado.

Cabe resaltar que durante las entrevistas se busco ganar mayor claridad respecto
a las respuestas dadas a los items propuestos en el cuestionario. Estas
entrevistas fueron filmadas vy realizadas conjuntamente con el director de este
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trabajo quien es, precisamente, el profesor del curso de didactica de la estadistica
y la probabilidad.

Para el analisis de cada una de las entrevistas se realizO su respectiva
transcripcion, la cual permitié hacer un seguimiento sobre lo que dijo y escribi6 el
estudiante. Se comparo lo que se obtuvo de cada uno de ellos con lo planteado en
la descomposicion genética preliminar y se identifico lo que no estaba pasando, es
decir, lo que el estudiante estaba dejando de hacer, o no tenia claro y lo estaba
llevando a tener dificultades y a hacer interpretaciones equivocadas sobre los
conceptos que intervienen tanto de manera directa como indirecta en la
construccion de un intervalo de confianza, y que pueden ser causa de las
dificultades y tipos de concepciones reportados hasta el momento alrededor del
concepto de intervalo de confianza. El respectivo analisis de las entrevistas se
presenta en el capitulo dedicado al analisis y discusion de resultados.

En el siguiente capitulo se presenta el Analisis tedrico realizado alrededor de los
intervalos de confianza.
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4. ANALISIS TEORICO

En este capitulo se presenta de manera detallada el analisis tedrico del concepto
de intervalo de confianza, durante el cual se realizé un analisis de textos, se tuvo
en cuenta la experiencia de los investigadores, se consultaron los resultados de
las investigaciones previas, se disefid y aplicd un cuestionario para identificar los
tipos de concepciones que tiene los profesores en formacion que son parte del
estudio, y se hizo un andlisis a priori de la construccién de un intervalo de
confianza para la media poblacional.

El objetivo principal de este analisis tedrico es el planteamiento de una
descomposicion genética preliminar hipotética como base para el disefio de los
instrumentos a aplicar que se esperan contribuyan a responder la pregunta de
investigacion planteada para este estudio.

4.1 Analisis de textos

Sanchez y Contreras de la Fuente (1988) plantean que el analisis de libros da
lugar, en parte, a la explicacion de las concepciones de un individuo, en particular
determinadas por las interpretaciones que él hace de lo que lee, y que se
manifiestan cuando se hace necesario utilizar los conceptos estudiados en
diferentes contextos. El analisis de textos, como lo plantea Olivo (2008) permite
inferir consecuencias acerca de la ensefianza, y muy posiblemente del aprendizaje
de un concepto estadistico; en este caso, el de intervalo de confianza, porque de
alguna manera las concepciones que manifiestan los profesores y los estudiantes,
son influenciadas por las que contienen los libros de texto de estadistica.

Es asi que a continuacion se presenta un analisis de los textos guias (Tabla 1)
mas utilizados por los estudiantes que son parte de este estudio. Para este
andlisis se tendrd en cuenta la forma como los intervalos de confianza son
abordados en cada uno de los textos identificando las causas posibles que puedan
llevar a los estudiantes a errores.

Nos centraremos en la estimacion de la media de una poblacion con desviacion
estandar conocida. Los criterios que tendremos en cuenta para este analisis son
los siguientes:

¢ Introduccién y construccién de intervalos de confianza.
e Representaciones utilizadas.
e Tipos de ejemplos y problemas.
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Tabla 1: Textos utilizados por los estudiantes.

Titulo Autores Editorial Ediciéon
Estadistica aplicada . Antoni Bosch
A basica David S. Moore Editor S.A. 1995

Chance Encounters: A | Christopher J. Wild John Wiley &

B |[first course in data Sons. Inc 2000
analysis and inference George A. F. Seber i
Dennis D. Wackerly
fati Ati i 2008
c Estadls_tlca_ Matematica Willliam Mendenhall 1i1 Ce_ngage Learning
con aplicaciones Editores, S.A.

Richard L. Scheaffer

4.1.1 Introduccién y construccion del concepto de intervalo de confianza

En primer lugar analizaremos las distintas formas en que se presentan los
intervalos de confianza y como es el proceso de su construccion.

El texto titulado Estadistica aplicada basica (A), esta estructurado en tres partes: la
parte 1 (Comprension de los datos) esta compuesta por tres capitulos (I, 11 'y 1)
dedicados al estudio del andlisis de distribuciones, analisis de relaciones y
obtencion de datos. La segunda parte (Comprension de la inferencia) consta de
cuatro capitulos (IV, V, VI y VII) dedicados al estudio de las distribuciones
muestrales y probabilidad, introduccién a la inferencia estadistica, inferencia para
distribuciones e inferencia para proporciones. La tercera parte (Temas
relacionados con la inferencia) comprende tres capitulos (VIII, IX y X) dedicados al
estudio de inferencia para tablas de contingencia, analisis de varianza de un factor
e inferencia para la regresion. Los intervalos de confianza aparecen en la
segunda parte (Capitulo V y VI) en dos momentos distintos: primero cuando se
conoce o que es el caso que nos interesa, y luego de una introduccién a pruebas
de hipotesis, se retoman los intervalos de confianza con o desconocida (pag. 420
hasta la 431)

Para el estudio del concepto de intervalo de confianza cuando se conoce o, el
autor plantea cinco apartados los cuales se analizan a continuacioén:

1. Estimacion con confianza: Se presenta un ejemplo que permite al lector
identificar la necesidad de sacar conclusiones para una poblacién a partir de una
muestra, y propone un grafico que permite retomar las principales propiedades y
caracteristicas de la distribucion de la media muestral, como el teorema central del
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limite y el hecho de que la media muestral es un estimador insesgado de la media
poblacional.

2. Confianza estadistica: Se recuerda la regla del 68-95-99,7 (propiedad de la
distribucion normal) y se realiza un andlisis de la misma a partir de un grafico y un
ejemplo resaltando la importancia de la confianza de los resultados obtenidos,
aclarando que esta confianza es una caracteristica “que se refiere a lo que
ocurriria después de muchas repeticiones” (p. 334). Esta aclaracién sin duda es
importante ya que una de las concepciones que se trata de explicar es el hecho de
no asociar el nivel de confianza con una frecuencia relativa.

Luego de esto definen un intervalo de confianza como el conjunto de numeros
situados entre dos valores cuya estructura es
Estimacion + error de estimacion

Y definen que “el error de estimacion indica la precision que creemos que tiene
nuestra suposicion, basada en la variabilidad de la estimacién” (p. 335) lo cual
permite asumir que la precision de un intervalo de confianza esta asociado al

~ . . g . ~ .
tamafo del intervalo, siendo z* NG la que determina el tamafio del intervalo y por

lo tanto la precision.

Después de esta introduccion se plantean varios ejercicios, cuya naturaleza
comentaremos mas adelante, para asi dar paso a los intervalos de confianza.

3. Intervalos de Confianza: Antes de definir de manera formal qué es un intervalo
de confianza se plantea que “cualquier intervalo de confianza tiene dos partes: Un
intervalo calculado a partir de los datos y un nivel de confianza que da la
probabilidad de que el método produzca un intervalo que contenga el parametro
[...] lamaremos C al nivel de confianza expresado en tanto por uno” (pag. 338).
Luego de definir qué es el nivel de confianza se plantea la siguiente definicion de
intervalo de confianza para la estimacion de un parametro poblacional.

Un intervalo de confianza de nivel C para un parametro poblacional es
un intervalo calculado a partir de los datos de una muestra por un método
gue tiene una probabilidad C de producir un intervalo que contenga el
verdadero valor del parametro (p. 338).

No obstante que la definicibn anterior es clara en adjudicar la probabilidad al
método que produce el intervalo, ante la dificultad de caracterizar el método como
un evento probabilistico puede generarse la idea de que la probabilidad se asigna
al intervalo obtenido, como efectivamente lo han reportado varias investigaciones
(Behar 2001, Olivo 2008).

Después de la definicion de intervalo de confianza el autor menciona que la
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“formula para calcular un intervalo de confianza de nivel C para la media
poblacional p de una poblaciéon, cuando los datos son una muestra
aleatoria simple de tamafio n se basa en el hecho de que la distribucion de
la media muestral X es aproximadamente normal”. (p.339)

Esta mencion hace referencia al Teorema Central del Limite para identificar la
distribucién de x. Las instrucciones que se dan en este libro para la estimacion
de un intervalo de confianza son las que siguen:

He aqui cémo calcular un intervalo de confianza de nivel C:

e Cualquier curva normal tiene una probabilidad C entre el punto situado
z* desviaciones tipicas a la izquierda de su media y el punto situado a
z* desviaciones tipicas a la derecha de su media.

e La desviacion tipica de la distribucién de x es G/\/ﬁ’ y su media es la

media de la poblacién u. Por tanto, existe una probabilidad C de que la
media muestral observada x tome un valor entre

_7%0 * 0
n—==z /\/ﬁyl«“"Z /\/ﬁ

e Siempre que ocurre lo anterior, la media poblacional p se encuentra
entre
= Z* o = Z* o
X /\/ﬁ y X+ /\/ﬁ
Este es nuestro intervalo de confianza. La estimacion de la media
desconocido u es x, y el error de estimacion es Z* G/\/H (p. 341).

Estas instrucciones no justifican el paso final que pasa de un intervalo centrado en
u al intervalo centrado en X. Si bien se podria razonar que como X es un estimador
de u es razonable remplazar el uno por el otro, el problema esta en afirmar que
esta sustitucion produce un intervalo que contiene a p. El libre intercambio entre el
parametro y su estimador puede ser el causante de las malas interpretaciones
acerca de los contenidos de los intervalos de confianza: valores posibles de la
variable original ¥ en lugar de valores posibles del parametro u, que es otro de los
resultados reportados en las investigaciones (Behar 2001; Cumming, Williams y
Fidler 2004; Cumming 2005; Olivo 2008; Salcedo et al., 2011).

4. Comportamiento de los intervalos de confianza: En este apartado Moore
(1995) expresa que un intervalo de confianza esta determinado por el error de

estimacion (Z*J/\/—) ya que cuando este error es pequeno “significa que la
n

estimacion del parametro poblacional es bastante precisa” (p. 345) en otras
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palabras la precision de un intervalo de confianza estd asociado al tamafio del
intervalo que esté caracterizado en términos del nivel de confianza expresado en

términos del valor z* y del error estandar del estimador. A su vez, el autor afirma
que el error de estimacion se hace menor cuando el nivel de confianza y la
desviacion tipica poblacional son pequefios y el tamafio muestral es grande.

5. Algunas precauciones: El autor hace una serie de recomendaciones
asociadas al tamafio muestral y a la distribucion de la poblacién las cuales se
mencionan a continuacion:

e Paralatoma de los datos se debe hacer un muestreo aleatorio simple.
e Laexpresibn x+ Z* G/\/_ no es adecuada para sistemas de muestreo mas
n

complejos.

e Las muestras obtenidas sin la ayuda del muestreo no son utiles para la
inferencia.

e Dado que la media muestral es sensible a los datos, es importante revisar si
hay datos atipicos y tomar decisiones al respecto.

e Cuando la distribucién de la poblacién no es normal se recomienda tomar
muestras grandes.

e Cuando se conoce la desviacién tipica de la poblacién se sigue el
procedimiento visto hasta el momento, en caso de no conocerse, la
desviacion tipica muestral es un estimador no sesgado de la poblacional y
se tiene en cuenta la distribucién t-student.

Luego de estas recomendaciones se plantean varios ejercicios para dar paso a las
pruebas de significacion donde el autor aclara que en el campo de la estadistica
inferencial los intervalos de confianza son utilizados con “el objetivo de estimar un
parametro poblacional” (p.356) sin ser ésta una estimacion puntual y que las
pruebas de significacion tienen el objetivo de “valorar la evidencia proporcionada
por los datos a favor de alguna hipétesis sobre la poblacion” (p. 357). Hace una
introduccién a las pruebas de significacion y trabaja dicho concepto para dar paso
asi a la inferencia para distribuciones (capitulo VI) en el cual se retoma la
estimacion de intervalos de confianza para poblaciones con distribucién normal y
desviacion tipica desconocida, proceso para el cual se cambia z* (asociado a la
distribucion normal estandar) por t* (asociado a la distribucién t-student) donde el
proceso de estimacion del intervalo de confianza es similar al procedimiento para

*

Z .
B. Chance Encounters: A first course in data analysis and inference

El texto titulado Chance Encounters: A first course in data analysis and inference
contiene 14 capitulos. Los intervalos de confianza son tratados en el capitulo VIII,
desde la pagina 327 hasta la 355. En este capitulo se continGa con la estimacion
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de la media poblacional cuando se desconoce la desviacion estdndar de la
poblacion ya que en el capitulo VII (distribuciones muestrales de estimaciones) se
aborda la construccion de un intervalo de confianza para la media con desviacion
estandar desconocida bajo el nombre de intervalo de “dos-errores-estandar” (p.
290). Esta construccion la realiza con base en el “celular de la normal”: la regla del
68-95-99,7 afirmando que “si queremos estimar el verdadero valor de u es

bastante seguro que se encuentre en el rango x — 2 % ax+ 2% (p. 290) donde

Sx/ N es llamado error estandar (se(x)). Es importante resaltar que en el capitulo

VIl no se hace mencion del nivel de confianza ya que se trabaja implicitamente
con el nivel de confianza del 95%.

El capitulo VIII tiene como objetivo comprender la naturaleza de los intervalos de
confianza y la interpretacion de los mismos. Para lograrlo dividen el capitulo en 6
apartados, de los cuales analizaremos los dos primeros que estan asociados a la
estimacion de un intervalo de confianza para la media poblacional cuando se
desconoce la desviacién estandar de la poblacién, los restantes cuatro se dedican
a la estimacion de intervalos de confianza para proporciones y comparacion de
proporciones.

El primer apartado (8.1) se divide en dos sesiones, la primera (Introduccién)
retoma los conceptos trabajados en el capitulo 7 para destacar la importancia de
las diferencias en la longitud de un intervalo de confianza afirmando que “aqui el
ancho dependeré de la cantidad de "confianza" que queramos tener en el intervalo
como medio para capturar el verdadero valor del parametro” (p. 328) afirmaciéon
gue destaca el efecto que tiene el nivel de confianza sobre el ancho del intervalo.

El ejemplo que plantean para explicar esta idea es la estimacién de varios
intervalos con muestras diferentes de la misma poblacién, mostrando que a
medida que aumenta el tamafio muestral, disminuye el ancho del intervalo y
concluyen que “podriamos esperar una mayor precision a mas datos” (p. 329).

Para continuar se plantea la constante necesidad de estimar un parametro (6) a
partir de un estimador (8), para esto se define que “un tipo de intervalo que
contiene el verdadero valor del parametro para el 95% de las muestras tomadas
se llama un intervalo de confianza del 95% de ese parametro” (p. 329). Los
autores contintan definiendo que “un intervalo de confianza (IC) para el verdadero
valor del parametro esta dado por estimacion + t errores estandar” (p. 330)

Esta definiciébn es planteada para cualquier situacion en la que la distribucién de
7= @9
Sx

estimar la media poblacional tomariamos § =x y 8 = u y o desconocido. Sin

se aproxime a la distribucion t-student. En el caso de que se deseara
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embargo, no presenta tal definicion para ¢ conocido ya que este caso raramente
sucede.

En la segunda sesion (Ajuste del nivel de confianza) se hace mencién del nivel de
confianza a partir de un ejemplo mediado por simulacion donde se evidencia y
resalta que un intervalo estimado con un 95% de confianza hace referencia a que
si se hace varias veces el muestreo y se calcula un intervalo de confianza para
cada muestra, se espera que el 95% de los intervalos contenga el parametro que
se desea estimar. Ademas plantea dos escenarios en los cuales operan los
intervalos de confianza y que son explicados a continuacion.

Caso 1: Cuando se hacen muchos estudios.

Se refiere a que “si un gran numero de investigadores realizan estudios de forma
independiente, el 95% de los investigadores capturaran el verdadero valor del
parametro en sus intervalos, mientras que el 5% de ellos no lo haran” (p. 331)

Caso 2: Cuando se planifica un estudio.

Para este caso los autores expresan que “Si me he propuesto hacer un estudio en
el futuro en el que voy a tomar una muestra aleatoria y calcular un intervalo, hay
un 95% de probabilidad de que voy a coger el verdadero valor del parametro en mi
intervalo y 5% de probabilidad de que voy a perderlo” (p. 331)

En estos dos escenarios se presenta de forma clara el nivel de confianza y su
significado, lo cual es de gran importancia para las conclusiones que se dan a
partir de la estimacion de un intervalo de confianza. En este apartado los autores
se preguntan ¢como podemos hacer una estimacion precisa con cierta confianza?
Y la respuesta que ofrecen es que “si se quiere estimar un intervalo de confianza
muy preciso con un determinado nivel de confianza se necesita una gran cantidad
de datos” (p. 333) ya que al aumentar el tamafo muestral, la desviacion estandar
asociada al estimador se reduce, haciendo que el tamafio del intervalo disminuya
y por lo tanto que su precision aumente.

En el segundo apartado (8.2) se aborda la estimacion de un intervalo de confianza
para la media poblacional, donde se afirma que la media muestral es un estimador
puntual de la media poblacional.

En este apartado se presenta en forma mas clara la estructura de un intervalo de
confianza:

“El intervalo de confianza para la verdadera media poblacional u es:
media muestral +t errores estandar 0 X * t se(xX) donde se(x) = S’C/\/H y

df =n—1" (p. 335).
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Esta definicion es planteada pensando en el hecho de que se desconoce la
desviacion estandar de la poblacién y que t esta asociado al nivel de confianza y
ademas que la muestra tiene una distribucién aproximadamente normal. A esta
definicion le sigue un ejemplo en que se hace uso del computador para la
estimacion del intervalo de confianza.

Lo presentado hasta el momento es la forma como se abordan los intervalos de
confianza para la media poblacional, sin embargo en todo el texto se asume que
se desconoce la desviacion estandar poblacional y que su estimador es la
desviacion estandar muestral. Es decir, solo se asocia el nivel de confianza con la
distribucion t-student omitiéndose cualquier referencia a la normal como caso
especial.

C. Estadistica Matematica con aplicaciones

El texto titulado Estadistica Matematica con aplicaciones consta de 16 capitulos de
los cuales dedica uno (capitulo VIII: Estimacion) para introducir y trabajar los
intervalos de confianza desde la pagina 406 a la 421.

El capitulo VIII tiene 10 sesiones de las cuales dedica 4 (8.5, 8.6, 8.7, 8.8 y 8.9)
para trabajar los intervalos de confianza. En este andlisis solo se presentan las
sesiones 8.5, 8.6 y 8.8 que son las que abordan la construccion de un intervalo de
confianza cuando se conoce y desconoce la desviacion estandar poblacional. La
sesion 8.7 no se analiza ya que hace referencia a la utilidad de los intervalos de
confianza para la escogencia del tamafio muestral cuando se desea realizar un
estudio.

El capitulo VIII inicia con una introduccibn a la inferencia estadistica,
especificamente, la estimacion puntual y la estimacion por intervalos de confianza
a la que llaman “un estimador de intervalo” (p. 390) haciendo especial énfasis en
la utilidad de estas estimaciones en varios campos como lo son la ingenieria, la
sicologia y el estudio de mercados.

La sesion 8.5 (Intervalo de confianza) inicia definiendo que:

Un estimador de intervalo es una regla que especifica el método para usar
las mediciones muestrales en el calculo de dos nimeros que forman los
puntos extremos del intervalo [...] el intervalo resultante tiene dos
propiedades: primero contiene al parametro objetivo 6 y segundo que su
amplitud es relativamente pequefia. Uno o ambos puntos extremos del
intervalo, siendo funciones de las mediciones muestrales, variardn
aleatoriamente de una muestra a otra. Entonces, la longitud y ubicacién del
intervalo son cantidades aleatorias; no podemos estar seguros de que el
parametro objetivo 6 (fijo) caiga entre los puntos extremos de cualquier
intervalo individual calculado a partir de una sola muestra.” (p.406)
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Esta definicibn deja ver varias caracteristicas importantes de un intervalo de
confianza. En primer lugar hace mencion a la variabilidad de los valores extremos
del intervalo (limites de confianza del intervalo); en segundo lugar resalta la
precision de la estimacion (la cual estd asociada al tamafio del intervalo, entre mas
pequefioc mas preciso) y a su vez trata la incertidumbre de lograr atrapar el
parametro en la estimacion. Estas tres caracteristicas son importantes en el
momento de hacer inferencias. Sin embargo son mencionadas de manera escueta
de tal manera que su significado podria escapérsele al lector. Este fendmeno
ocurre en todos los textos.

La siguiente definicidn que se presenta en el texto es la de nivel de confianza, y es
como sigue:

‘la probabilidad de que un intervalo de confianza (aleatorio) incluya a 6
(una cantidad fija) se llama coeficiente de confianza. Desde un punto de
vista préctico, el coeficiente de confianza identifica la fraccién de veces, en
muestreo repetido, que los intervalos construidos contienen al parametro
objetivo 6. Si sabemos que el coeficiente de confianza asociado con
nuestro estimador es alto, podemos estar suficientemente seguros de que
cualquier intervalo de confianza, construido con el uso de los resultados de
una sola muestra, contendra a 6” (p. 406).

Cuando se afirma gue el nivel de confianza es “la probabilidad” de que el intervalo
contenga el parametro que se desea estimar, el lector puede asumir una
interpretacion bayesiana del intervalo de confianza al suponer que el nivel de
confianza es la probabilidad a posteriori de obtener el parametro dentro del
intervalo, una vez recogida la muestra, afirmacién que desde el punto de la
estadistica clasica no es cierta. Esta interpretacién errénea fue identificada en
varios estudios (Behar, 2001; Olivo, 2008; Olivo y Batanero, 2007; Salcedo et al.,
2011). Sin embargo, el asunto esta en que los extremos son variables aleatorias,
lo que hace que no se refiera a un intervalo especifico sino a toda una familia de
ellos.

Suponga que 8, y 8, son los limites de confianza (aleatorios) superior e
inferior, respectivamente, para un parametro 6. Entonces si

P(,<0<8y)=1-aq,

La probabilidad (1 —a) es el coeficiente de confianza. El intervalo
resultante definido por [0, 8,] se denomina intervalo de confianza
bilateral.

También es posible formar un intervalo de confianza unilateral tal que
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Aun cuando solo 8, es aleatorio en este caso, el intervalo de confianza es

[0,,00]. Del mismo modo, podriamos tener un intervalo de confianza

unilateral superior tal que
P(6<bh,)=1-a

El intervalo de confianza implicado aqui es [—, 8,] (p. 406-407)

Para finalizar la sesion se plantea un método para estimar intervalos de confianza
llamado método del pivote que

Consiste en determinar una cantidad que actlle como pivote y que posea
las dos siguientes caracteristicas:

1. Que sea una funcién de las medidas muestrales y el parametro
desconocido 6, donde 6 sea la Unica cantidad desconocida.

2. Que su distribucién de probabilidad no dependa del parametro 6.

Si se conoce la distribucion de probabilidad de la cantidad que actia como
pivote, el siguiente procedimiento l6égico puede usarse para obtener la
estimacion por intervalos deseada. Si Y es cualquier variable aleatoria,
c>0 es una constante y P(a <Y <b)=0.7; entonces ciertamente
P(ca < cY <cb) =0.7. Del mismo modo, para cualquier constante d,
Pla+d<Y+d<b+d)=0.7. Esto es, la probabilidad del evento
(a <Y < b) no resulta afectada por un cambio de escala o una traslacion
de Y. Entonces, si conocemos la distribucion de probabilidad de una
cantidad pivote, podemos usar operaciones como éstas para formar la
estimacion por intervalos que buscamos (p. 407)

El ejemplo presentado por los autores para explicar el método del pivote es el que
sigue:

Suponga que tomamos una muestra de tamafio n = 1 de una distribucion
uniforme definida en el intervalo [0, 6 ], donde 6 es desconocida. Encuentre
un limite de confianza inferior de 95% para 6.

Como Y es uniforme en [0, 6 ], los métodos del Capitulo 6 se pueden usar
para demostrar que U = Y/ 8 esta uniformemente distribuida en [0, 1].
Esto es,

1, 0<u<l1
, en cualquier otro punto

fow =,
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La funcion de densidad para U aparece graficada en la Figura 8.5 U = Y /60
es una funcion de Y (la medicion muestral) y 6, y la distribucion de U no
depende de 6. Entonces, podemos emplear U = Y /6 como cantidad pivote.
Como buscamos un estimador de intervalo con coeficiente de confianza
igual a .90, encontramos dos numeros a y b tales que

P(a < U < b) = .90.

Figura 8.5 Funcion de densidad para U

oo
i)

Una forma de hacer esto es elegir a y b para satisfacer

P(U<a)=[ e du=.05yPU>b)=[ e *du=.05
Estas ecuaciones dan como resultado

1—e*=.05y1 — e ®=.05 obiena =.051, b = 2.996.

Por consiguiente

Y

190 = P(051 <U <£2996) = P(.051 < <2996)
Como estamos buscando un estimador de intervalo para u, manipulamos
las desigualdades que describen el evento para aislar u en el centro. Y
tiene una distribucion exponencial, de modo que P(Y>0)=1 vy
mantenemos la direccion de las desigualdades si dividimos todo entre Y.
Esto es,

90 —P( 051<Y<2996> —P('051< ! <2'996)

TN T e B Y “6° Y
Tomando reciprocos (y por tanto invirtiendo la direccion de las
desigualdades) obtenemos

90—P( d >0 > Y )—P( Y << Y)
T N051 T T 72996/ \2996 = T .051
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Entonces, vemos que Y/2.996 y Y/.051 forman los limites de confianza
inferior y superior, respectivamente, que estdbamos buscando. Para
obtener los valores numéricos de estos limites debemos observar un valor
real para Y y sustituirlo en las formulas dadas para los limites de confianza.
Sabemos que limites de la forma (Y/2.996,Y/.051) incluiran los valores
(desconocidos) verdaderos de 6 para 90% de los valores de Y que
obtendriamos por muestreo repetido a partir de esta distribucion
exponencial. (p.407-408)

Si bien la construccion de un intervalo de confianza a partir de la expresion
— o I . .. ~
xiZl—“/zTﬁ presenta dificultad para los individuos, como lo sefalan los

estudios presentados en el capitulo dedicado a los antecedentes, pensemos
ahora en el método del pivote que requiere de procesos algebraicos mas
avanzados e incluso de conceptos propios del calculo diferencial e integral.

La sesion termina con un ejemplo similar al anterior y con un listado de ejercicios
cuya naturaleza se analizara mas adelante.

En la sesion 8.6 (Intervalos de confianza en una muestra grande), a partir de un
ejemplo se presenta la construccion de un intervalo de confianza. Dicha
construccion es dada en términos generales, lo que obliga a que el lector deba
dirigirse a la tabla 8.1 ubicada en la pagina 397 donde se presentan algunos
valores esperados y errores estandar de algunos estimadores puntuales para
decidir cual es el parametro a estimar (parametro objetivo) su respectivo estimador
puntual y el error estandar del estimador.

Para la construccion del intervalo de confianza los autores resaltan la necesidad
de conocer la distribucion que sigue la variable aleatoria , y para esto retoman el
teorema central del limite y plantean la existencia de una cantidad que llaman Z, la
cual tiene una distribucion normal estandar.

Sea 6 un estadistico que esta normalmente distribuido con media 6 y error
estandar g,. Encuentre un intervalo de confianza para 6 que posea un
coeficiente de confianza igual a (1 — «).

Solucién: la cantidad
0—06
Og

tiene una distribucidén normal estdndar. Ahora seleccione dos valores de
las colas de esta distribucion, za;, Y -2zay,, tales que

P(—Za/z < Z < Za/z) =1—a.
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Sustituyendo por Z en el enunciado de probabilidad, tenemos

6-06 B
P(—Zoc/2 < o5 < Za/z) =1-a

Multiplicando por gy obtenemos
P(—Za/ZO'g <6-6< Za/zag) =1 —a.
y restando @ de cada término de la desigualdad, obtenemos
P(—6 — Za;,0p < —-0<-0+ Za/zag) =1-—a.

Por ultimo, multiplicando cada término por -1 y, en consecuencia,
cambiando la direccién de las desigualdades, tenemos

P(@—Za/zag <0< §+Za/209) =1 —a.

Entonces, los puntos extremos para un intervalo de confianza de 100(1 —
a)% para 6 estan dados por

0, =0- za;,0p Y Oy, =0+ za;,0p. (p. 412)

Seguida de esta construccién se plantea un ejemplo de la estimacién de un
intervalo de confianza para la media poblacional, el cual se limita a la identificacion
de los elementos que intervienen en la férmula y el remplazo de los mismos para
la obtencion del intervalo.

El resto de la sesion es dedicado a la estimacion de intervalos de confianza para
la diferencia de medias, proporciones y diferencia de proporciones la cual finaliza
con la siguiente afirmacion:

En esta seccion hemos empleado el método del pivote para deducir
intervalos de confianza de una muestra grande para los parametros u,p,
Uy — Uy Y p1 —p, de acuerdo con las condiciones de la Seccién 8.3. La
formula basica es

9 i Za/ZO'g

donde los valores de 8 y g, aparecen en la Tabla 8.1. Cuando 6 = u es el
.. ~ = 2 .
parametro objetivo, entonces § = Yy g7 =9 /n, donde o2 es la varianza

poblacional. Si se conoce el valor verdadero de o2, debe usarse en el
célculo del intervalo de confianza; si 62 no se conoce y n es grande, no
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hay demasiada pérdida de precision si s? se sustituye por 2 en la formula
del intervalo de confianza. (p.415)

La anterior definicion permite al lector el uso de la expresion para construir
intervalos de confianza cuando se conoce o desconoce la desviacion estandar
poblacional.

Para finalizar la sesion se plantean varios ejercicios cuya naturaleza se analizara
mas adelante.

La sesién 8.7 (Seleccion del tamafio muestral) presenta una de las aplicaciones de
los intervalos de confianza en el disefio de experimentos y en la estimacion del
tamafio muestral.

La sesion 8.8 (Intervalos de confianza de una muestra pequefia para u y yu; — Uy)
presenta la construccion de un intervalo de confianza para la media poblacional a
partir de la variable aleatoria ¥ cuando la muestra es pequefia y se desconoce la
desviacion estandar poblacional.

La construccién del intervalo de confianza presentada es similar a la expuesta en
la sesion 8.6 con la diferencia de que la cantidad
T = g/;” cuya distribucion es t-student con (n — 1) grado de libertad remplaza a la
Vn
cantidad z = =2
g9
manera que el intervalo resultante es Y + tay, \/iﬁ

cuya distribucion es aproximadamente normal estandar, de tal

En esta construccién se invita al lector a retomar los teoremas y definiciones
tratados en el capitulo VIl con los cuales se puede presentar la cantidad T
asociada a la distribucién que sigue la variable aleatoria ¥. Una vez mas se
plantea un ejemplo en el cual se hace uso de la formula.

El resto de la sesion se dedica a la estimacion de intervalos de confianza para la
diferencia de medias y la diferencia de proporciones.

4.1.2 Representaciones utilizadas.

Las representaciones utilizadas en los tres textos son de tipo algebraico, en el cual
se hace uso del lenguaje propio de la estadistica, y de tipo grafico como manera
de apoyar lo dicho en forma algebraica. Por tanto, estos dos tipos de
representacion no van separados.

Por ejemplo, el texto A (Estadistica Aplicada Basica) para explicar el significado
del nivel de confianza para un intervalo de confianza se apoya en el siguiente
grafico que aparece en la pagina 336.
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Los textos B (Chance Encounters: A first course in data analysis and inference) y
C (Estadistica Matematica con aplicaciones) utilizan un gréfico similar para
explicar el significado del nivel de confianza para un intervalo de confianza.

Los tres textos analizados hacen uso de conceptos propios de la estadistica y la
probabilidad, sin embargo, el texto C (Estadistica Matematica con aplicaciones)
también hace uso de conceptos propios del célculo integral para la construccion
de un intervalo de confianza, tal como la integral definida.

llustracion 2: Representacién gréfica asociada al nivel de confianza.

Distribucion de X

F A

¥

v

v

Figura 5.3. Veinticinco muestras de la misma poblacion dieron estos
intervalos de confianza del 95%. Después de muchos muestreos, un 95%
de las muestras dan intervalos que contienen la media poblacional .

4.1.3 Tipos de ejemplos y problemas.

Para el andlisis de la naturaleza de los ejemplos y problemas propuestos en los
tres textos vamos a tener en cuenta las siguientes categorias:

I. Uso de la definicion de

intervalo de confianza: El

individuo debe

identificar los elementos que intervienen en la definicion: el nivel de

confianza, la desviacion estandar poblacional (en caso que se conozca), la

media muestral, la desviacion estandar asociada a la media muestral y el

tamafo muestral para luego remplazarlos y obtener los limites del intervalo.
Il.  Problemas de decision: Vamos a considerar dos casos
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Caso 1. El individuo debe construir el intervalo de confianza a partir
de la informacién suministrada por una muestra aleatoria y tomar
decisiones a partir de la estimacion obtenida.

Caso 2. Problemas de interpretacion de resultados obtenidos con la
ayuda de un software donde se contempla el analisis y la toma de
decisiones a partir de la informacion suministrada por el software.

lll.  Problemas conceptuales: El individuo recibe informacion sobre algunas
estimaciones (intervalos de confianza) que debe ser interpretada por el
lector y con base en esto realizar analisis y sacar conclusiones (en esta
categoria estan incluidos los problemas de opcion mdltiple y los problemas
de falso y verdadero).

IV. Ejercicios de simulacién computacional: Son problemas planteados para
resolver con la ayuda de la simulacién computacional, en ellos se dan
instrucciones que una vez realizadas van a permitir al individuo reflexionar
sobre las propiedades de los intervalos de confianza y del efecto de
algunos elementos que intervienen en su construccion.

A continuacion se presenta el analisis de este tercer criterio para cada uno de los
textos.

A. Estadistica aplicada basica

Los ejemplos presentados inicialmente en este libro tienen como propésito que el
lector capte la importancia y la necesidad de la estadistica inferencial para la toma
de decisiones en diferentes campos. Luego se plantean ejemplos enfocados en la
construccion e interpretacion de intervalos de confianza, estos ejemplos van
acompafados de figuras que ayudan y facilitan la interpretacion de la estimacion.
Los ejemplos son presentados en la medida que se va avanzando en la
construccion del intervalo de confianza y por ende en los elementos que subyacen
a su construccion.

Los problemas planteados como ejercicios, donde el parametro a estimar es la
media poblacional, son en total 28 y su naturaleza en término de las categorias
descritas anteriormente es la siguiente (ver Tabla 2):

10 ejercicios estan planteados de tal manera que el lector debe utilizar de manera
directa la expresion que da lugar a la construccion del intervalo de confianza, no
se le pide interpretar el intervalo obtenido; 9 ejercicios disefiados para construir e
interpretar el intervalo de confianza obtenido y 9 ejercicios en los cuales el lector
recibe informacidn sobre algunas estimaciones (intervalos de confianza) para que
sea interpretada y con base en esto realizar analisis y sacar conclusiones. En este
libro no se contemplan ejercicios para ser resueltos con la ayuda de la simulacion,
asi como tampoco ejercicios dirigidos a analizar, interpretar y tomar decisiones a
partir de resultados obtenidos con la ayuda de un software.
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Tabla 2: Distribucion de los problemas del texto A

Categoria ll
Categoria | Categoria lll Categoria IV

Caso 1 Caso 2

10 9 0 9 0

B. Chance Encounters: A first course in data analysis and inference

Los ejemplos presentados en este texto buscan inicialmente introducir al lector en
el uso de los intervalos de confianza como una herramienta util para hacer
inferencias de una poblacion a partir de la informacion suministrada en una
muestra en diferentes contextos. A medida que se van abordando los elementos
que intervienen en la construccion de un intervalo de confianza se plantea un
ejemplo, acompafiado de un grafico, como ayuda en el proceso de aprendizaje.
Algunos ejemplos planteados inicialmente son retomados en la medida que se
avanza en la construccion de un intervalo de confianza.

En algunos de los ejemplos se invita al lector a hacer uso de software para la
construccion de un intervalo de confianza, los software que se recomiendan son
Minitab y Excel.

Al finalizar cada aparte los autores plantean un quiz cuya estructura responde a la
categoria | (Preguntas de tipo conceptual).

Los autores plantean 23 problemas relacionados con los intervalos de confianza
para estimar la media poblacional (ver Tabla 3), la naturaleza de dichos problemas
en término de las categorias planteadas es la siguiente:

Tabla 3: Distribucion de los problemas del texto B

Categoria ll
Categoria | Categoria Il Categoria IV
Caso 1 Caso 2
6 3 3 7 4

6 ejercicios dirigidos al uso de la expresién algebraica que da lugar a la
construccion del intervalo de confianza, no se pide interpretar los resultados
obtenidos; 3 ejercicios donde se debe construir el intervalo de confianza y tomar
decisiones a partir del mismo; 3 ejercicios para analizar, interpretar y tomar
decisiones con base en los resultados obtenidos con la ayuda de un software; 7
ejercicios en los cuales el lector debe analizar informacion sobre algunas
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estimaciones (intervalos de confianza) y tomar decisiones; y 4 ejercicios para ser
resueltos con la ayuda de la simulacion computacional, en el texto se recomienda
el uso de Minitab o Excel.

C. Estadistica Matematica con aplicaciones

Los ejemplos presentados en este texto se clasifican en dos tipos: el primer tipo
son aquellos ejemplos que son utilizados para presentar, en términos generales
una definicion. ElI segundo tipo de ejemplos son casos particulares con
informacion obtenida en diferentes contextos. En los dos casos los ejemplos van
acompafnados de figuras como apoyo en la ilustracion.

En el texto se presentan 25 problemas asociados a la estimacion de la media
poblacional (ver Tabla 4), la distribucion de estos problemas es la que sigue:

Tabla 4: Distribucion de los problemas del texto C

Categoria Il
Categoria | Categoria lll Categoria IV
Caso 1 Caso 2

7 2 0 12 4

7 ejercicios dedicados al uso de la expresion algebraica que da lugar a la
construccion de un intervalo de confianza, no se pide interpretar los resultados
obtenido; 2 ejercicios para construir un intervalo de confianza a partir de la
informacion suministrada por una muestra aleatoria y a su vez interpretar la
estimacion obtenida; 12 ejercicios donde se recibe informacion y esta debe ser
analizada e interpretada par asi sacar conclusiones de la misma.

En los tres textos los ejercicios abordan diferentes contextos, cuando se
suministran datos, en su mayoria se referencian como datos reales. Es de resaltar
gue solo los textos B y C plantean ejercicios para ser resueltos con simulacién
computacional.

Durante el andlisis de los tres textos se identific6, con base en los tres aspectos
estudiados y la metodologia en si misma, sus bondades y los posibles efectos en
la comprension de los intervalos de confianza. A continuacion se presentan
comentarios finales alrededor del analisis de los textos.

Si bien en los tres libros, para abordar los intervalos de confianza se plantea la
frecuente necesidad de hacer estimaciones para una poblacién a partir de una
muestra aleatoria, haciendo énfasis en el uso de los intervalos de confianza como
un método inferencial confiable ya que se cuenta con un rango de valores y no con
una estimacion puntual, se identificaron algunas definiciones y comentarios en
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cada texto que, desde nuestra perspectiva, pueden generar confusion en el lector.
A continuacion se hace mencion de ellas:

En el libro A cuando define el nivel de confianza claramente adjudica la
probabilidad al método que produce el intervalo, sin embargo, ante la dificultad de
caracterizar el método como un evento probabilistico puede generarse la idea de
que la probabilidad se asigna al intervalo obtenido, como de hecho muchas veces
ocurre entre los estudiantes. A su vez, cuando se presenta el proceso que da lugar
a la construccion del intervalo a partir de una serie de instrucciones, no justifica el
paso final que va de un intervalo centrado en p al intervalo centrado en x. El
problema esta, precisamente, en afirmar que esta sustitucion produce un intervalo
que contiene a p. Este libre intercambio entre el parametro y su estimador puede
ser el causante de las malas interpretaciones acerca de los valores contenidos en
un intervalo de confianza, como por ejemplo, que el intervalo contiene los valores
posibles de la variable x en lugar de valores posibles del parametro u, que es uno
de los resultados reportados en varias investigaciones (Behar 2001; Cumming,
Williams y Fidler 2004; Cumming 2005; Olivo 2008; Salcedo et al., 2011).

Para finalizar el autor hace una serie de recomendaciones asociadas al tamafio
muestral y a la distribucion de la poblacion, entre ellas plantea que es importante
revisar si en la muestra hay datos atipicos ya que la media muestral es sensible a
los datos, lo cual obliga a tomar decisiones al respecto. Esta recomendacién que
se detectd en las entrevistas que es tenida en cuenta por la mayoria de los
estudiantes, no es analizada en el texto de Moore y se queda a nivel de
recomendacion.

En el libro B en general se asume que se desconoce la desviacion estandar
poblacional y que su estimador es la desviacién estandar muestral. Es decir, solo
se asocia el nivel de confianza con la distribucion t-student omitiéndose cualquier
referencia a la normal como caso especial y por tanto a sus propiedades entre
ellas el teorema central del limite.

En el libro C se afirma que el nivel de confianza es “la probabilidad” de que el
intervalo contenga el pardmetro que se desea estimar, lo cual permite al lector
asumir una interpretacion bayesiana del intervalo de confianza al suponer que el
nivel de confianza es la probabilidad a posteriori de obtener el parametro dentro
del intervalo, una vez recogida la muestra, afirmacion que desde el punto de la
estadistica clasica no es cierta. Esta interpretacion errénea fue identificada en
varios estudios (Behar, 2001; Olivo, 2008; Olivo y Batanero, 2007; Salcedo et al.,
2011).

A diferencia de los libros de texto A y B, este libro plantea un método para estimar
intervalos de confianza llamado método del pivote, para el cual el lector requiere
claros conocimientos del calculo integral. Este método, que no es convencional,
amplia la construccion de un intervalo de confianza, sin embargo, requiere que el
lector tenga conocimientos no solo de conceptos propios de la estadistica sino
también de otras areas del conocimiento. Ademas la notacion utilizada para la
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media muestral y la media poblacional difiere de la utilizada por los otros dos

textos.
4.2 Andlisis a priori de la construccion matematica de un intervalo de
confianza para la media poblacional.
Teniendo en cuenta las investigaciones de corte didactico realizadas alrededor de
los intervalos de confianza, la forma en que es abordado el concepto de intervalo
de confianza para la media poblacional en los libros de texto analizados y las
sugerencias de varios investigadores del campo de la estadistica durante la
construccion y desarrollo de esta investigacion, a continuacion se presenta de
manera detallada, desde nuestra perspectiva, la fundamentacién matematica que
subyace a la construccién de un intervalo de confianza para la estimacion de la

media de una poblacién, que consideramos es mas compacta que la presentada
en los libros de texto y permite entrever los conceptos necesarios para Su

4.2.1
,X,) de tamafio n de la

Intervalos de confianza
Un intervalo de confianza es un conjunto de valores que, con cierto nivel de
extremos reciben el nombre de limites del intervalo.
Para su construccion se parte de una poblacidbn X con media y y desviacion

construccion.
confianza, se espera contenga el pardmetro que se desea estimar. Los valores

estandar 0. Se extrae una muestra aleatoria (X, X,, X5,
oblacion siendo X la media de la muestra o la desviacion estandar
Vn

muestral.
Para continuar con la construccién del intervalo de confianza para la media

poblacional es necesario conocer la distribucion que sigue X. Consideramos dos

Caso 1: Se conoce el valor de . Si la distribucion de la poblacién es normal,
entonces la distribucién de la media muestral es normal, es decir, X~N (g, a/vn),

casos:

pero esto raramente sucede. Por el contrario, si la distribucion de la poblacion no
es normal, y el tamafio de la muestra es lo suficientemente grande (n = 30), el
teorema central de limite permite afirmar que la distribucién de las medias
muestrales es aproximadamente normal, es decir, X~N (M ,U/\/ﬁ) Al estandarizar

ZE —Z~N(0,1) (1)

obtenemos que
X—u
0'/\/ﬁ
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Dado que X sigue una distribucion normal es posible tomar un valor a (nivel de
significancia) para hallar un intervalo que con cierta probabilidad (1 — a) contenga
los valores de la variable aleatoria normal, entonces el intervalo mas pequefio que
cumple este criterio es el que tiene como limites —Z1—a/2 yZ1—a/2 ya que Z sigue

una distribucién normal estandar. El valor (1 — «) es el nivel de confianza y esta
representado en los valores ~Zy_q, yZ1—a/2-

Luego la probabilidad de que Z esté entre ~Zyay,y Zl_c.f/2 esde 1 — a, es decir,
P(-Zy e, < Z< Zy a)=1-a(2)

Sustituyendo a Z por su valor en (1) en (2) se obtiene

X—u 1
P<_Z1—“/2 < % < Zl_a/2> =1-a,
Realizando operaciones algebraicas y aplicando las propiedades de las
desigualdades se obtiene

v o % o —1_
P (X Zl_a/z /\/ﬁ < ﬂ < X +Zl—“/2 /\/ﬁ) - 1 a (3)
Los valores X — Zl_a/z 0/\/5 y X+ Zy_ay, 0/\/5 son los limites del intervalo, cuya

naturaleza aleatoria esta determinada por X puesto que y es una constante.

El intervalo estimado a partir de (3) cumple con las siguientes propiedades que se
observan al variar los diferentes elementos que o componen.

1Al incrementar el tamafio de la muestra, manteniendo los demas
elementos constantes, el ancho del intervalo disminuye.

1Al incrementar el nivel de confianza, manteniendo los demas
elementos constantes, el ancho del intervalo aumenta.

1 Al disminuir la dispersién de la poblacion, la estimacion es mas
precisa, es decir, el ancho del intervalo disminuye.

Caso 2: No se conoce el valor de o y es necesario estimarlo. En este caso la
desviacion estandar muestral, s, es un estimador insesgado de o y la media
muestral sigue una distribucién t-student con (n — 1) grados de libertad, es decir
X~T,_,, cuando la muestra se extrae de una poblacion normal. Si la poblacién
madre no es normal, es necesario que el tamafio muestral sea suficientemente
grande (n > 30) para que la distribucion del estadistico X tenga distribucion t-
student.
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El estadistico a emplear relacionado con el parametro u para estimar el intervalo
. -
de confianza es t = =&

—.
I

La construccion del intervalo de confianza es similar a lo expuesto en el caso 1,

produciendo el siguiente resultado

P(X—ta/zs/\/ﬁ< u< )_(+ta/25/\/ﬁ)=1—a

v _ s e s tmi i
donde X ta, /\/H y X+ ta;, /\/H son los limites del intervalo.

Dado que la curva de la distribucion t Student es mas plana que la de la
distribucién normal, entonces, los valores ta;, estan mas alejados de 0 que Z;_a/,

de p.

4.2.2 Nivel de confianza de un intervalo de confianza

El nivel de confianza, denotado 1—a, nos dice la probabilidad de que el
mecanismo de producir intervalos de confianza genere uno que contenga el
parametro a estimar, a es el complementario del nivel de confianza y es llamado
nivel de significancia. Generalmente se construyen intervalos con confianza
(1 —a) = 95% (o significancia a = 5%).

La interpretacion de un intervalo de confianza con un nivel de confianza del
(1 - a)100%, es que si se repite el muestreo m veces, entonces se obtendran m
medias, y si se estima el intervalo de confianza con cada una de ellas, se espera
que un porcentaje igual a (1 —a)100% de dichos intervalos contengan el
parametro poblacional u, y por lo tanto existan algunos intervalos que no lo
contengan. Esto se aprecia mejor en la llustracion 3.

A modo de ejemplo, un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 95%,
indica que si se repite el muestreo m veces, se obtendran m medias muestrales X,
y si se estima un intervalo de confianza para cada una de ellas con el mismo nivel
de confianza, se espera que el 95% de ellos contengan el pardmetro y, por lo
tanto, el 5% posiblemente no lo contendran.

Como se aprecia en la construccion, los intervalos de confianza se relacionan
intimamente con una serie de conceptos basicos que son prerrequisitos para
poder entender tanto su construccion como su significado. Estos conceptos son
los siguientes: Probabilidad, Poblacion, Muestra aleatoria, Tamafio de la muestra,
Variable aleatoria, Distribucion de probabilidad de una variable aleatoria,
Estadistico, Estimador puntual, Nivel de confianza, Precision, Funcion de densidad
de probabilidad, Distribucion normal, Teorema central del limite, Distribucion t-
student.
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llustracion 3: Construccion repetida de un intervalo de confianza para p.
Tomado y adaptado de Salcedo et al., 2011.

Si bien algunos estudios (Tauber, 2001; Inzunsa, 2006; Alvarado, 2007; Rangel-
Ruiz, 2010; Brown, 2014) realizados alrededor de varios de estos conceptos
reportan las dificultades presentes en estudiantes universitarios cuando se
enfrentan a situaciones que requieren del uso e interpretacion de los mismos para
dar solucién a un problema, pensemos ahora en la dificultad que encierra el
aprendizaje y la ensefianza de los intervalos de confianza, que como bien se
muestra, requiere que el individuo tenga en cuenta una gran variedad de
conceptos estadisticos, que por si solos ya causan conflictos.

Es por esto que con base en la informacion recogida durante el andlisis teorico y
los elementos tedricos planteados por la Teoria APOE se disefid la siguiente
descomposicion genética preliminar sobre los intervalos de confianza, la cual se
espera, una vez refinada, sea de utilidad para el disefio de actividades que
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contribuyan en los procesos de ensefianza y aprendizaje del concepto de intervalo
de confianza.

4.3 Descomposicion genética preliminar del concepto de intervalo de
confianza: Un esquema

Las investigaciones sobre los intervalos de confianza han permitido identificar
variedad de dificultades y concepciones presentes en las personas cuando se
enfrentan a situaciones que requieren de su construccion e interpretacion, desde
nuestra perspectiva, debidas en gran medida a la cantidad de conceptos
estadisticos que subyacen a su construccion y que necesitan ser integrados de
manera adecuada. En consecuencia, consideramos que la construccién de un
intervalo de confianza debe empezar por el establecimiento de relaciones
adecuadas entre estos conceptos, de tal manera que si un individuo logra construir
dichas relaciones, podra alcanzar una mejor comprension de los intervalos de
confianza.

A continuacion describiremos de manera hipotética como un individuo puede
construir un buen entendimiento de intervalo de confianza para estimar la media
poblacional asumiendo que se conoce la desviacidn estandar poblacional o,
independientemente del contexto para el cual se requiera su construccién e
interpretacion.

Cuando un individuo se enfrenta a una situacion en la que se requiere de la
construccion e interpretacion de un intervalo de confianza, se espera tenga en
cuenta los siguientes conceptos estadisticos previos.

Probabilidad

Poblacion

Parametro

Muestra aleatoria

Estadistico

Estimadores puntuales

Distribucion de probabilidad de una variable aleatoria
Funcién de densidad de probabilidad
Distribuciéon normal

Distribuciones muestrales

Teorema Central del Limite

AReTIOMMUOWY

Esto conceptos estadisticos deben ser relacionados de manera coherente, lo cual
requiere de ciertas concepciones alrededor de dichos conceptos, las cuales se
presentan a continuacion.

Concepciones previas necesarias
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A continuacion describimos las concepciones previas que se espera tenga un
individuo alrededor de cada uno de los anteriores conceptos para construir de
manera exitosa una concepcion valida de intervalo de confianza.

Concepcion proceso de probabilidad: Cuando un individuo asocia el valor de
probabilidad con las repeticiones de un evento y tiene en cuenta que la frecuencia
relativa de los resultados de un cierto experimento aleatorio tienden a estabilizarse
alrededor de cierto numero, que es precisamente el valor de su probabilidad; y
ademas tiene en cuenta que para que se dé esta convergencia las diversas
repeticiones del experimento deben ser independientes, y que el valor de
probabilidad se obtiene como valor limite, decimos que tiene una concepcion
proceso de probabilidad. Esta concepcion es requerida o reflejada en la
interpretacion del nivel de confianza de los intervalos de confianza cuando, por
ejemplo, se asume que un nivel de confianza del 95% me indica que si se toman
100 muestras del mismo tamafio de una misma poblacién y se construye un
intervalo de confianza para cada una, en 95 de ellos se espera esté el parametro
gue se desea estimar y por tanto existan algunos que no lo contengan. Ahora bien,
esta concepcion proceso de probabilidad convive con la interpretacion subjetiva de
la probabilidad que hace referencia al grado de confianza que se adjudica a la
realizacion del evento que se esta considerando. Esta interpretacion subjetiva
puede también generar un valor numérico que va a depender del conocimiento
particular que la persona posee sobre el experimento que se esté realizando y
que, por supuesto, no puede repetirse a libertad.

Concepcion objeto- proceso de poblacién: Se caracteriza por la capacidad del
individuo de asumir la poblacién como un todo y en la cual sus valores posibles se
presentan de una forma tal que responden a su distribucion de probabilidad.
Ademas, que esta distribucién se caracteriza por un conjunto de parametros que
siendo constantes son imposibles de conocer exactamente pero que es necesario
estimar.

Concepcion proceso de muestra aleatoria: Se caracteriza por la capacidad del
individuo de reflexionar sobre la importancia de la forma como se seleccioné la
muestra, es decir, a partir de un muestreo aleatorio y que de esto depende la
confiabilidad de los resultados y su generalizacion. Ademas, el individuo debe ser
consciente que el tamafio muestral tiene un efecto en la estimacion de los
pardmetros poblacionales.

Concepcion objeto de parametro: En este caso el individuo debe tener claro que
un parametro es una caracteristica asociada a los datos, mas concretamente, a la
distribucion que estos tienen. Es consciente de que un parametro es una
constante y por tanto un valor que representa a toda una poblacién. En nuestro
caso, el parametro es la media poblacional (1) y se sabe que es imposible conocer
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su valor exacto, luego lo Unico que se puede hacer es una estimacién y no una
busqueda de su valor exacto.

Concepcion objeto de estadistico: Cuando un el individuo asume que un
estadistico, el estimador del parametro, es una variable aleatoria ya que su valor
depende de la muestra seleccionada y que, por lo tanto, es necesario conocer su
distribucion de probabilidad. Ademas es consciente de que se pueden realizar
acciones sobre ese estadistico representadas en operaciones aritméticas.

Concepcion proceso de estimacion puntual: Cuando el individuo reconoce que
el valor obtenido del estimador a partir de una muestra es una estimacion del
parametro buscado y aunque el estimador es insesgado (en el caso de X como
estimador de u) su calidad como estimador no estd garantizada porque la
probabilidad de que su valor sea exactamente la del parametro buscado es nula.
En esta direccidn, para que la estimacion tenga probabilidad positiva de acierto
debe incluir todo un conjunto de valores, un intervalo, cuya construccion,
precisamente, es la que se desea realizar.

Concepcion proceso de distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria: Un individuo tiene una concepcion proceso de distribucion cuando
asume la distribucién como la descripcion de los valores posibles de la variable y
de su probabilidad (en el caso discreto), o densidad de probabilidad de ocurrencia,
en el caso continuo. Aunque bien podria pensarse en la concepcion objeto de
distribucién para poder plantear la distribucion de una variable que se define a
partir de otra u otras, consideramos que para el caso especifico de los intervalos
de confianza es suficiente con la concepcion proceso ya que solo se requiere el
caracter dindmico que encierra en si mismo este concepto.

Concepcion proceso de funcion de densidad de probabilidad: Si bien en el
caso de las variables aleatorias discretas es suficiente definir la funcion de
probabilidad asociada a cada valor posible, en el caso continuo las cosas son bien
diferentes porque los valores posibles no son contables. Para este caso, se opta
por definir una funcién de densidad de probabilidad que identifica las regiones
donde la probabilidad es mas o menos densa, es decir, las regiones donde
intervalos del mismo tamafio tengan mas o menos probabilidad de contener los
resultados de los experimentos asociados. El individuo debe tener claro que la
funcion de densidad de probabilidad no es una probabilidad y que las
probabilidades en este caso, solo tienen sentido en intervalos y que se calculan
con base en el area comprendida debajo de la curva que representa a la funcion
de densidad en el intervalo deseado. Siendo X una variable aleatoria continua y
f(x) su funcion de densidad, se tiene
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b
Pla<X<b)= ff(x)dx

Donde a y b son numeros reales. En verdad, este concepto mas que proceso es
todo un esquema ya que se puede asumir tanto como proceso, como objeto
ademas de que debe coordinarse con otros conceptos no estadisticos tales como
la integral.

Concepcion objeto de Distribucion Normal: Una evidencia de esta concepcion
objeto se da cuando para la construccion del intervalo de confianza para la media
poblacional el individuo reflexiona sobre la distribucion normal y sus propiedades
asumiéndola como la distribucion que sigue la variable aleatoria X, tal como lo
afirma el teorema central del limite, el cual afirma que la distribucion de las

medias muestrales es aproximadamente normal, es decir, X~N (,u,“/\/z) Al

estandarizar, es decir, al aplicar acciones sobre la variable aleatoria X, va a
obtener que

—u
O'/\/H

Expresion clave para determinar el percentil de la normal estandar asociado al
nivel de confianza representado por Z,_«. La accion de estandarizacion efectuada
2

= Z~N(0,1)

sobre la variable aleatoria X no solo permite encapsularla como un objeto sino que
también hace lo propio con la distribucion normal.

Concepcion proceso del Teorema Central del Limite: El individuo reconoce la
necesidad de saber o conocer la distribucion que sigue la variable aleatoria que va
a ser utilizada como estimador. Precisamente el Teorema Central del Limite (TCL)
es la forma de obtener una distribucién aproximada para la variable aleatoria X.
Mas especificamente, el TCL afirma que la distribucion de X es aproximadamente
normal con media el parametro u que se quiere estimar y desviacion estandar la
misma desviacion de la poblacion dividida por la raiz cuadrada del tamafio
muestral. Algebraicamente toma la forma:

Y o

XN/ o
La aproximacion es mejor cuanto mas se aumenta el tamafio muestral y va a
depender de la poblacion en estudio, sin embargo estudios de simulacién
garantizan que con muestras al menos con 30 datos la aproximacion es bastante
buena. Si el estudiante posee estas ideas se puede asumir que tiene una
concepcion proceso del teorema central del limite con visos de esquema ya que
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contempla la relacion de varias estructuras alrededor de la media muestral X, la
distribucion de probabilidad, la distribucion normal y la distribucion normal
estandar.

Una vez que un individuo tenga las concepciones anteriormente descritas, debe
relacionarlas. EI mecanismo que le va a permitir relacionar las concepciones
proceso es el de la coordinacién, el cual consiste en el acto cognitivo de tomar dos
0 mas procesos y relacionarlos de manera adecuada para llegar a un nuevo
proceso, es decir, buscar nexos que permitan conectarlos (Arnon et al., 2014).
Este mecanismo se da por la necesidad de encontrar elementos comunes en los
procesos relacionados de tal manera que permitan al individuo construir un nuevo
proceso que posteriormente puede ser encapsulado en un objeto cognitivo.

Establecimiento de relaciones entre las concepciones previas necesarias

Asumiendo que el objetivo final de la ensefianza de un concepto estadistico es la
interpretacion del mismo y su aplicacion a situaciones concretas, a continuacion se
describe la forma como se da la coordinacién entre las concepciones previas
necesarias para advertir la necesidad de construir un intervalo de confianza a
partir de un objeto construido previamente llamado estimador puntual sobre el cual
se realizan acciones con el objetivo de construir el intervalo de confianza.

En nuestro caso, se inicia con la necesidad de conocer un parametro de
localizacion de la distribucién de los datos de una poblacion, la media poblacional
(1), que debe ser asumida como una caracteristica asociada a la poblacién, mas
concretamente, a la distribucién de la poblacion.

Entonces ¢cdémo se obtiene la media? La media no se puede conocer con
exactitud, ya que la poblacion puede ser infinita, o si es finita, es demasiado
grande, por lo que el individuo se va a ver en la necesidad de tomar un pedacito
de ella, una muestra conformada por n datos. Ahora, el problema es saber qué
hacer con esos datos para que le brinden informacion sobre el valor de la media
poblacional. Si tiene claro el significado de la esperanza como un promedio de
todos los datos poblacionales puede pensar en calcular el promedio de los valores
de la muestra, esto es, calcular el valor de x. El valor obtenido es apenas una
estimacion y es el resultado de realizar algunas operaciones (acciones) sobre los
datos.

Ya calculado este estadistico, el estimador puntual del parametro que se desea
estimar, surge la pregunta ¢qué tan buena es esa estimaciéon puntual? En este
punto el individuo se da cuenta de que si cambia la muestra, muy seguramente
cambia el valor del estimador. En este punto las acciones han sido interiorizadas y
se da paso a una concepcion proceso de estadistico. Un individuo que muestra
una concepcion proceso de estadistico puede pensar que por cada muestra que
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tome va a obtener un valor distinto para x, luego x es una variable aleatoria y, por
lo tanto, hay que buscar un modo de estudiarla en forma global, es decir, se debe
conocer su distribucion de probabilidad.

Justo en este momento es cuando entra en juego el teorema central del limite. El
individuo, a través de procesos de simulacién (acciones computarizadas), debe
percibir la forma acampanada de las distribuciones muestrales (es decir del
estadistico X) y, luego de verificar que ademas de la simetria la distribucién
cumple con regla del 68-95-99,7 puede conjeturar que X sigue una distribucion
normal con media, precisamente y, (que hace de X un estimador insesgado) y con
una desviacién estandar que es inversamente proporcional al tamafio muestral, es
decir,

KN (1.7 ) @

Hasta el momento, a partir de la coordinacién de algunas concepciones previas
necesarias se cuenta con una concepcion proceso de estimacién puntual asociada
a un estadistico cuya distribucién de probabilidad se asemeja a una distribucion
normal en la que el parAmetro que se desea conocer es su valor esperado. Una
vez encapsulada esta concepcién proceso de estimador puntual se da paso a la
construccion del intervalo de confianza.

Construccioén del intervalo de confianza

Si bien se cuenta con la concepcion proceso de estimador puntual, la cual da lugar
a conocer la distribucion aproximada del estimador X (expresion 1), se hace
necesario llevarla a la normal estandar, accibn que se conoce como la
estandarizacion de la variable aleatoria (acciones sobre el objeto X), para poder
calcular probabilidades, es aqui donde el individuo asume dicho estimador puntual
como un todo al cual se le puede aplicar acciones dando lugar a la expresién (2).
XE — 7-N(0,1) (2)
o
Se trata ahora de construir el intervalo de menor tamafio que con cierta
probabilidad (1 — a) contenga los valores de la variable aleatoria normal. Este
intervalo tiene como limites —Z1_a/2yzl_a/2 ya que Z sigue una distribucion

normal estandar. El valor (1 — «) es el nivel de confianza y esta representado en
los valores —Z1_a/2 yZ1—“/z' Luego

Pty <7< t) =1
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De aqui en adelante las acciones que se realizan son algebraicas: sustituyendo a
Z por su valor en (2), se obtiene

P(JP@2<%é<ZP%J=1—a,M)

Al despejar u se obtiene

P(X—Zl—“/za/\/ﬁ<ﬂ<X+Z1—a/20/\/ﬁ>=1_“ (5)

La expresion (5) define un intervalo centrado en X que contiene al parametro u con
probabilidad (1 — ). Este intervalo que, necesariamente, depende del valor de X,
tiene la forma:

Xi%ﬂh% (6)

La probabilidad 1 — a que es precisamente el nivel de confianza del intervalo,
merece una explicacion. El valor de probabilidad se asocia con una variable
aleatoria y hace referencia a los posibles valores que ella puede asumir. En
nuestro caso, este valor se interpreta de la siguiente forma: En promedio de cada
100 intervalos construidos con base en 100 muestras y, por ende, en 100 valores
X, (1 - a)*100 de ellos satisfacen las restricciones dadas en (5), es decir,
contienen el parametro u.

Ahora bien, la expresiéon (6) muestra claramente que el intervalo de confianza esta
centrado en X y que su radio depende del nivel de confianza, de la desviacion
poblacional y de la raiz cuadrada del tamafio muestral, las dos primeras en forma
directamente proporcional y la tercera en forma inversamente proporcional. Una
interpretacion diferente retoma la estimacion puntual diciendo que la estimacion
por intervalo es un proceso que la asume pero que acepta que contiene un error
gue depende de los tres factores mencionados.

Teniendo en mente los conceptos estadisticos que intervienen tanto de forma
indirecta, mencionados al inicio de la descomposicién genética, y de forma directa
en la construccion de un intervalo de confianza, a continuacion se plantean las
estructuras mentales que puede desarrollar un individuo cuando aprende el
concepto de intervalo de confianza.

Comprension de los intervalos de confianza

A continuacion se describen los tipos de concepciones, en términos de las
estructuras mentales, que se espera desarrolle un individuo cuando comprende el
proceso de construccion de intervalos de confianza para la media poblacional
asumiendo que la desviacion estandar poblacional se conoce.
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Accion: es una transformacion de un objeto matematico, que es percibida por el
individuo que la realiza como externa, es decir, no reflexiona sobre lo que hace.
En el caso de los intervalos de confianza, es cuando el individuo con la ayuda del
lapiz y el papel hace uso de la expresion

o

Vn

para construir el intervalo de confianza sin reflexionar sobre lo que significa en si
misma. En este caso se dice que el individuo tiene una concepcién accion de
intervalo de confianza. Cuando estas acciones se hacen con la ayuda de un
software el estudiante lo que hace es digitar la informacion que le pide el software
pero desconoce el proceso que subyace a su construccion, es decir, el individuo ni
siquiera es consciente de la accidén que realiza. Es pertinente aclarar que estar en
una concepcidn accion no se traduce, necesariamente, en una incomprension del
significado de intervalo de confianza, el individuo puede ser consciente con base
en procesos de reflexion intuitivos de los elementos que pueden afectar la
precision de un intervalo. Ejemplos de este tipo se observaron en las entrevistas a
profundidad que se realizaron con algunos de los estudiantes que participaron en
esta investigacion.

X i Zl_a/z

Proceso: Cuando el individuo reflexiona sobre las acciones que realiza sobre el
objeto matematico y es capaz de describirlas sin ayudas externas, se dice que las
interiorizd y esta en una concepcion proceso del objeto.

En el caso de los intervalos de confianza, cuando el individuo no tiene la
necesidad de hacer los calculos explicitos reflexionando sobre los efectos de los
elementos que intervienen de forma directa en la construccion de un intervalo de
confianza, como lo son el nivel de confianza, el tamafio muestral y la desviacion
estandar poblacional (en el caso de que se conozca) o la desviacién estandar de
la media muestral (en el caso de que no la conozca), se dice que el individuo tiene
una concepcion proceso de intervalos de confianza.

Objeto: cuando el individuo es consciente del proceso como una totalidad y puede
pensar en él como un todo, de tal manera que reflexiona sobre las propiedades del
proceso, se dice que el individuo tiene una concepcion objeto del objeto en
estudio.

En el caso de los intervalos de confianza, el individuo tiene una concepcion
objeto cuando puede extrapolar el proceso descrito para obtener un intervalo de
confianza para un parametro a un parametro que es el resultado de operaciones
realizadas sobre varios parametros. Es este el caso de la estimacion de intervalos
de confianza para la diferencia de medias, para la diferencia de varianzas, para el
cociente de medias, entre otros.
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A su vez, el individuo posee una concepcion objeto de intervalo de confianza
cuando discrimina claramente sus propiedades, en particular, cuando conoce el
efecto que sobre su precision tienen los elementos que lo componen: tamafio
muestral, nivel de confianza y desviacion estandar poblacional (o muestral).

Esquema: Cuando el individuo establece relaciones adecuadas y coherentes
entre todos los elementos, mecanismos y estructuras ya constituidas para luego
aplicarlas en la solucion de situaciones que se plantean fuera del contexto que le
da origen, se dice que posee un esquema de intervalo de confianza.

El esquema asociado a los intervalos de confianza se refleja en la concepcion que
sobre todo el proceso de construccion de dicho concepto posea. Los elementos
gue lo conforman vy las relaciones que poseen entre si que son las que permiten
obtener los intervalos de confianza como un proceso de estimacion valido de
parametros poblacionales. Un ejemplo de esquema es el descrito en el apartado
Construccion del intervalo de confianza. No obstante la importancia de los
esquemas en la formacion de conocimiento valido de un concepto matematico, en
este trabajo su descripcion sera apenas superficial, de hecho, una descripcién
mas amplia daria lugar a un trabajo de investigacion mayor y valido por si mismo.

Si bien esta descomposicidn genética, resultado del andlisis tedrico, es solo un
acercamiento sobre aquello que suponemos es necesario y suficiente para la
construccion e interpretacion adecuada de un intervalo de confianza, es base
fundamental para el disefio y aplicacién de la entrevista didactica con la cual se
busca motivar la reflexion de los estudiantes a partir de cuestionamientos guiados
qgue les permitan reflexionar sobre algunos conceptos estadisticos y su relacion
con los intervalos de confianza, de los cuales no se habian percatado.

Posteriormente al analisis de los resultados del cuestionario y de las entrevistas
realizadas, se presentara una version mas refinada de esta descomposicion
genética que esté mas acorde con las estructuras y mecanismos que se hubieran
podido detectar en los profesores de matematicas en formacion que hicieron parte
del estudio.

El siguiente capitulo se dedica al analisis y discusion de resultados, tercera
componente del ciclo de investigacion planteado por la Teoria APOE.
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5. ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

Con la aplicacion de la tercera componente propuesta por la Teoria APOE,
llamada en este estudio analisis y discusion de resultados, se pretende, en primer
lugar, identificar las estructuras y mecanismos mentales que los profesores de
matematicas en formacion que participan en el estudio construyeron sobre los
intervalos de confianza, y determinar si los individuos alcanzaron las estructuras y
mecanismos mentales planteados en la descomposicion genética preliminar
planteada a partir del analisis tedrico. Para lo cual, la primera parte del analisis se
realiza teniendo en cuenta los siguientes criterios:

I. Identificacién de los tipos de concepciones presentes en los profesores de
matematicas en formacion que son parte del estudio sobre los intervalos de
confianza y los conceptos asociados, a través del andlisis de sus
respuestas al cuestionario aplicado y que se describe ampliamente en el
capitulo de Metodologia.

II. Identificacion de las estructuras y mecanismos mentales presentes en los
sujetos que participan en el estudio en torno al concepto de intervalos de
confianza mediante el analisis de cada una de las entrevistas realizadas.

lll.  Planteamiento de las estructuras y mecanismos mentales alcanzadas por
los profesores de matematicas en formacion planteadas en la
descomposicion genética preliminar del concepto de intervalo de confianza
para la media poblacional.

La segunda parte del andlisis estd dirigida a identificar, en término de las
estructuras y mecanismos mentales, las posibles causas de la interpretaciones
gue hacen los estudiantes de matematicas en formacion en torno a los intervalos
de confianza y al efecto que sobre ellos tienen los conceptos estadisticos que
intervienen de manera directa en su construccion.

5.1 Analisis y discusién del cuestionario

A continuacion se presenta con detalle el analisis hecho a las respuestas ofrecidas
por los profesores en formacién. Inicialmente se realiza un analisis cuantitativo
para presentar en forma compacta las respuestas obtenidas; posteriormente se
hace un analisis cualitativo de ellas con el objetivo de identificar los tipos de
concepciones presentes en los sujetos que participan en el estudio.

En la
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Tabla 5 se muestra el resumen de las respuestas dadas para cada item.

Tabla 5. Analisis de las respuestas

tem 1 item | item | Item tem 5 item | item | item | item

AlB Ic|D 2 3 4 A B |C 6 7 8 9
Respuestas | o | 151 7 (13| 8 | 8 | 9 |7|2|8| 7 | 12| 4 | 5
Correctas
Respuestas | ¢ | s g |1 | 7 | 7 | 5 |8l13| 7| 8 | 3 | 11 | 10
Erradas
No o2 1] - S P I I ; -
respuestas
Totales 15115|15| 15| 15 | 15 | 15 |15|15|15| 15 | 15 | 15 |15

ftem 1. Un intervalo de confianza del 45% asociado a una muestra especifica para la

media de una poblacién (u) es:

a) El intervalo que contiene el 45% de los valores posibles de la media muestral (x).
F_V

b) Un intervalo mas ancho que el intervalo de confianza del 95%. F__ V__

c) Un intervalo de valores calculado a partir de los datos de la muestra. En el 45% de

las muestras de una poblacion, el intervalo calculado contiene a la media de la

poblacion. F__ V.

d) Dos veces mas ancho que el intervalo de confianza del 90%. F__ V__

7 de los 15 profesores en formacion (47%) consideran que un intervalo de
confianza contiene los posibles valores de la media muestral y no los posibles
valores de la media poblacional. Esta confusién fue reportada en varios estudios
previos (Ver Behar, 2001; Cumming et al.,, 2004; Cumming, 2005; delMas,
Garfield, Ooms y Chance, 2007; Olivo, 2008) La llustracién 4 lo evidencia.
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llustracion 4. Respuesta del profesor en formacién 2 al item 1 parteay b
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a) (Verdadero) lo que representa ese 45% es que 45 de cada 100 contienen la
media muestral x.

b) (Falso)

En la respuesta anterior también se observa que el profesor ubica a la media
poblacional en el centro del intervalo.

8 de los 15 profesores en formacién (54%) consideran que el ancho de un
intervalo con 45% de confianza es mayor que el ancho de un intervalo de 95% de
confianza, en otras palabras consideran que el tamafio del intervalo es
inversamente proporcional al nivel de confianza, hecho que ha sido reportado en
varias investigaciones. Ver Behar, 2001; Cumming et al., 2004; Cumming, 2005;
Olivo, 2008; Salcedo et al., 2011.

llustracion 5: Respuesta del profesor en formacion 11 al item 1 parte b y d.
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b. Falso, pues si es un intervalo y tiene un porcentaje de 45% un intervalo mas
pequeio va a tener 45% o menor probabilidad.

d. F/ si es mas ancho que del 90% pero no significa que sea el doble.
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Las respuestas del profesor 11 evidencian la proporcionalidad inversa del tamafo
respecto al nivel de confianza.

llustracion 6: Respuesta del profesor en formacion 13 al item 1 parte b.
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Verdadero intuitivamente porque 95% es mas confiable que 45% entonces este
debe ser mas pequefio o sea hay menos probabilidad de que un valor muestral
caiga en el intervalo de confianza.

El profesor 13 considera de manera natural que a mayor nivel de confianza mayor
confiabilidad de la estimacién y por lo tanto menor tamafio del intervalo, y a partir
de esto deduce que el tamafio del intervalo de 45% es mayor que el del intervalo
con 95% de confianza, lo cual es una contradiccion, mostrando la falta de claridad
en el efecto del nivel de confianza en el tamafio del intervalo.

Otro ejemplo de este hecho se observa en la respuesta del profesor 9, llustracién
.
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llustracion 7. Respuesta del profesor en formacién 9 al item 1 partebyd
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b) Un intervalo del 45% es mas grande (ancho) que uno del 95% de confianza,
porque el de 95% de confianza me esta diciendo que en él estan los valores que
necesito, es decir, se acerca mas a mostrarme lo que necesito con un rango de
error menor que el intervalo de confianza del 45%. (una manera de explicarlo es
que el del 45% de confianza toma valores que “‘no me sirven” y el del 95% de
confianza se acerca “mucho” a decirme lo que necesito mostrandome un rango de
error menor, los valores que necesito porque ahi ya se han (calculado)
“encontrado” casi todos los valores del estudio revisado)

d) que 45%+45% sea 90% no quiere decir que este intervalo de confianza sea
mas grande que el del 90% de confianza, puede ocurrir que en el de 45% de
confianza los datos estén muy dispersos y en el 90% sea muy estrecho, es decir,
gue se aproxima ya a datos contundentes para el estudio que se realiza.

ftem 2. Si se aumenta el tamafio muestral, conservando los demas datos constantes, el
intervalo de confianza se hace mas ancho. F_V___

9 de 15 profesores en formacion (60%) consideran que el tamafio muestral es
directamente proporcional al tamafio del intervalo, consideraciéon reportada en
estudios previos (Ver Behar, 2001; Cumming et al., 2004; Cumming, 2005; Olivo,
2008; Salcedo et al., 2011, entre otros).

llustracion 8: Respuesta del profesor en formacion 6 al item 2
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V) pues al haber mas datos el tamafio del intervalo aumenta pues son mas los
posibles valores de la media.

La respuesta anterior (Ver llustracion 8) ratifica la hipdtesis de que las
concepciones de los estudiantes respecto a los intervalos de confianza tienen su
origen en la media muestral X , mejor dicho en la concepcion de que los intervalos
de confianza se asocian exclusivamente con la distribucién de probabilidad de
esta variable aleatoria y sus posibles valores. En este caso, el estudiante asume
que al ser mayor el tamafio muestral son mas las formas distintas de obtener
valores distintos de la media muestral razén que obliga a tener un intervalo mayor
que las pueda contener. Esta creencia no es del todo cierta, en poblaciones finitas
llega un momento que el nimero de muestras se reduce cuando aumenta el
tamafio muestral.

llustracion 9: Respuesta del profesor en formacion 1 al item 2.
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item 2

No, considero que si el tamafio de la muestra aumenta el intervalo de confianza
sera mucho mas preciso, es decir que la probabilidad de que la media poblacional
se encuentre sera mucho mas probable.

La respuesta anterior (Ver llustracion 9) muestra la asociacién que establece el
estudiante entre el tamafio muestral y la precision del intervalo. El problema es el
significado que le adjudica a la precisiéon que la asocia con la probabilidad de que
el intervalo contenga la media poblacional y no con el tamafio del intervalo. Esta
concepcion sobre la precision, que discutiremos en detalle mas adelante, se
equipara a la concepcion que sobre el nivel de confianza tienen muchos
estudiantes que lo consideran, en igual forma, como el valor de probabilidad de
gue el intervalo contenga la media poblacional.

item 3. Si se aumenta el nivel de confianza, manteniendo los demas datos constantes, el
intervalo de confianza se vuelve mas angosto. F__ V___

8 de los 15 profesores en formacion (54%) consideran que a medida que aumenta
el nivel de confianza, el ancho del intervalo disminuye. Una evidencia de esto se
observa en la llustracion 10.
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llustracion 10. Respuesta del profesor en formacién 13 al item 3

/_\ o /’h"‘ S ALY i .;',z 4 7 r)]( : e A ;’?)"‘ e ot

‘“ 4 mfi:w Clotw {ete ey Ve Colifcite .
'L;g/ 1/5 L{ - ! ! el )

' ~ ) ‘..k.J 3
' e ] f}.;:-{e;.-.;wc} Guvgue ole L@[ﬂ ¢
més pepui” Gl ot~

Verdadero: (intuitivamente) a mas confianza mas pequefio el intervalo (aunque
puede depender de los datos — la anchura- ?)

Otro ejemplo de esto se presenta a continuacion.

llustracion 11: Respuesta del profesor en formacion 9 al item 3.
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3) verdadero porque en este caso se va a tener mayor precision en el estudio que
se hace y el error va a ser menor.

En esta respuesta (Ver llustracion 11) se observa que se esta asociando el nivel
de confianza con la precisién del intervalo, confusion que no ha sido reportada en
las investigaciones consultadas.

Entre las respuestas validas la mas popular es la que asocia el nivel de confianza
con el valor de probabilidad que tiene el intervalo de contener la media
poblacional, tal como lo han reportado gran parte de los estudios de investigacién
realizados alrededor de los intervalos de confianza.

Con este item también se pudo identificar que al nivel de confianza se le asocia
una interpretacién bayesiana como se observa en la llustracion 12.

llustracion 12: Respuesta del profesor en formacion 1 al item 3.
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item 3

Si aumenta la probabilidad considero que el intervalo se hace mas ancho, pues si
fuera mas angosto es posible que sea menos probable que la media poblacional
se encuentre dentro de ese intervalo
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item 4. Si la desviacion estandar de la poblacion aumenta, el intervalo de confianza
disminuye en la anchura. F__V__

6 de 15 profesores en formacion (40%) consideran que a medida que aumenta la
desviacion estandar de la poblacion, el tamafio del intervalo disminuye. Una
evidencia de esta creencia se muestra a continuacion (Ver llustracion 13).

llustracion 13: Respuesta del profesor en formacion 1 al item 4.
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item 5. Asumiendo un nivel de confianza del 95%:

a. Sise toman muchas muestras y con cada una se construye el intervalo respectivo,
la media muestral caerd, aproximadamente, en el 95% de los intervalos
construidos. F__V__

b. La probabilidad de que la media muestral caiga dentro de un intervalo de
confianza calculado de una muestra especificaes 0.95. F _V__

c. Si se toman muchas muestras de igual tamafio, aproximadamente el 95% de los
intervalos de confianza calculados contendrian a la media poblacional. F__V___

Los 15 profesores en formacién (100%) que respondieron el cuestionario no tienen
claridad en el significado del nivel de confianza, pues no lo asocian con una
frecuencia relativa, en otras palabras, no asumen que el nivel de confianza lo que
dice es que si se repite el muestreo muchas veces y se construye un intervalo
para cada muestra, se espera que un porcentaje igual al nivel de confianza de
intervalos contenga el pardmetro que se desea estimar y por lo tanto existan
algunos intervalos que no lo contengan. Este hecho ha sido detectado y reportado
por Behar (2001); Cumming et al., (2004); Cumming, (2005); Olivo y Batanero
(2007); Olivo (2008) y Salcedo et al., (2011). En las respuestas del item 5 también
se observa la creencia de que el intervalo contiene los posibles valores de la
media muestral y no los de la media poblacional.

A continuacion (llustracion 14) se muestra evidencia de este hallazgo en los
profesores de matematicas en formacion que son parte de este estudio.
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llustracion 14. Respuesta del profesor en formacién 8 al item 5.
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a) verdadero, porque se asume que el nivel de confianza es del 95% luego las
muestras deben tener la misma tendencia del intervalo que asumimos.

b) verdadero, si se tiene un intervalo de confianza del 95% se asume que la media
debe estar dentro del intervalo.

c) verdadero, se supone que las muestras siguen la tendencia de la poblacion
total.

item 6. Si el tamafio de la muestra es muy pequefio, no se puede construir un intervalo de
confianza del 99% de confianza. F__ V__

10 de los 15 profesores en formacién (66,7%) no admiten que se puede construir
un intervalo de confianza del 99% con un tamafio muestral muy pequefo. Este
hecho fue reportado por Behar (2001) quien detectd lo que él llamé una “debilidad
conceptual” en la comprension de como se relacionan los distintos elementos
asociados con un intervalo de confianza, en especial el ancho del intervalo, el
tamafio muestral y el nivel de confianza. A continuacion se presentan algunas
respuestas al item 6, las cuales muestran que los estudiantes no niegan la
posibilidad de construirlo sino que la probabilidad de contener al pardmetro
buscado es muy pequefia.

llustracion 15. Respuesta del profesor en formacién al item 6.
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(v) no se puede ya que la media tiene muy poca probabilidad de quedar dentro del
intervalo, entre mas grande sea la muestra, mayor sera la probabilidad.

En esta respuesta (llustracion 15) el estudiante asume que en la medida que
aumenta el tamafio de la muestra aumenta la probabilidad de que el intervalo
contenga el parametro que se desea estimar, explicacion dada por varios
estudiantes ante la afirmacion del item 6. Se podria interpretar esta intuicion en
términos del valor esperado de x que es igual al parametro buscado u. Ahora,
como ese valor esperado es un limite al infinito de las medias muestrales, los
estudiantes asumen que para pequefios tamafios muestrales el valor de x esta
tan lejano del parametro u que es muy poca la probabilidad de que el intervalo lo
contenga. En esta interpretacion se evidencia la existencia en los estudiantes de
una asociacion inversamente proporcional entre el nivel de confianza y el tamafio
muestral: si aumenta el tamafio muestral aumenta el nivel de confianza.

llustraciéon 16: Respuesta del profesor en formacion 5 al item 6.

Al ser muy pequefio no tendra la gran mayoria de los datos, lo cual es muy poco
probable construir un intervalo de confianza con pocos datos.

Esta respuesta (Ver llustracion 16) admite, al menos, dos explicaciones: 1) el
estudiante asume que los valores que contiene el intervalo son los valores de la
media muestral. Como la media se forma con muy pocos datos entonces deduce,
errobneamente, que los valores posibles para la media muestral también son
pocos; 2) el estudiante asume que el intervalo contiene los valores muestrales, y al
ser muy pequefia la muestra es poco probable construir un intervalo de confianza.

item 7. Si aumenta el tamafio muestral, aumenta la precision de la estimacion de la media
poblacional. F__V___

La mayoria de los estudiantes (12; 80%) asumieron como verdadera la afirmacion
del item 7, sus argumentaciones se fundamentan, principalmente, en la ley de los
grandes numeros y en el teorema central del limite.

llustracion 17. Respuesta del profesor en formacién 2 al item 7.
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(Verdadero) entre mas grande sea el tamafio de la muestra, la distribucion de la
muestra se parece mas a una distribucidon normal y por tanto X va a ser mas
aproximada a u. Esto se tiene por el teorema central del limite.

Esta contundente respuesta (ver llustracion 17) resalta la importancia que tiene

saber interpretar el Teorema Central del Limite (TCL), previamente a la

construccion del intervalo de confianza. No obstante que el estudiante no lo

explicita, se podria pensar que la aproximacion de x a u, a medida que aumenta el

tamafio muestral, es producto del empequefiecimiento de la desviacion estandar
RO

de la distribucion: /\/ﬁ

item 8. Si aumenta el nivel de confianza, aumenta la precision de la estimacion de la
media poblacional. F__V__

11 de los 15 profesores en formacion (73,4%) asocian la precision con el nivel de
confianza, a mayor nivel de confianza, mayor precision. Los otros 4 profesores
gue respondieron falso no presentan argumentos en pro de su respuesta.

A continuacién se presentan las respuestas de algunos de los estudiantes a este
item (Ver llustracion 18 e llustracion 19)

llustracion 18. Respuesta del profesor en formacién 13 al item 8.
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Es como equivalente decir que si aumenta la confianza el valor es mas preciso
(estd mas acotado)

Tal y como sospechabamos, algunos estudiantes equiparan el nivel de confianza
con la precision: “es como equivalente”. Las ilustraciones 15 y 16 dan cuenta de
esta concepcion que va en contravia del significado del nivel de confianza.
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llustracion 19: Respuesta del profesor en formacion 6 al item 8.
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Si mayor es el nivel de confianza en el intervalo los valores de este estaran muy
cercanos a la media, es decir, habrd un minimo error al calcular la media
poblacional.

A partir del analisis anterior se logré detectar los siguientes tipos de concepciones
y dificultades ya reportadas (Behar, 2001; Bower, 2003; Cumming et al., 2004,
Cumming, 2005; Olivo y Batanero, 2007, Olivo, 2008; Yafiez y Behar, 2009; Behar
y Yafiez, 2009; Yafez y Behar, 2010; Salcedo et al., 2011) en los individuos que
participan en este estudio.

Asociar el nivel de confianza con el porcentaje de datos poblacionales que
caen dentro del intervalo.

Hacer una interpretacion bayesiana de nivel de confianza al no asumirlo
como un referente frecuencial.

Asumir que altos niveles de confianza, manteniendo los demas datos
constantes, conlleva a un intervalo mas angosto.

Asumir que al aumentar el tamafio muestral, manteniendo los demas datos
constantes, se aumenta el tamafo del intervalo.

Asumir que los valores contenidos en un intervalo de confianza son los
posibles valores de la media muestral y no los posibles valores de la media
poblacional.

Adicionalmente se identificaron los siguientes tipos de concepciones que no han
sido reportadas hasta el momento.

Los estudiantes infieren que el tamafio del intervalo es inversamente
proporcional al nivel de confianza.

Los estudiantes asocian la confianza con precision, a mas confianza mayor
precision.

Los estudiantes presentan conflicto entre la estimacién puntual y la
estimacion por intervalos.

A su vez las justificaciones ofrecidas a cada item muestra la falta de claridad en
cuanto a la precision de un intervalo de confianza y el efecto de varios conceptos
estadisticos que intervienen en su construccion.
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5.2 Andlisis y discusién de las entrevistas

A continuacion se presentan las entrevistas realizadas y su respectivo analisis,
con lo cual se busca identificar las estructuras y mecanismos mentales presentes
en los profesores de matematicas en formacion que participan en el estudio en
torno al concepto de intervalos de confianza para la media poblacional. Las
estructuras detectadas se toman como medida de la pertinencia de la
descomposicion genética planteada inicialmente y, en consecuencia, para su
depuracion.

Entrevista con Santiago.

Santiago es un estudiante de matematicas que aprobd dos cursos de estadistica
basica y uno de didactica de la estadistica y la probabilidad. EI curso donde
estudié el concepto de intervalo de confianza lo realizO 4 semestres antes de
iniciada esta investigacion y utiliz6 como texto guia el libro de Estadistica aplicada
basica (Moore, 1995).

Entrevistador: ¢ Qué es para usted un intervalo de confianza?

Santiago: Bueno, lo que yo recuerdo es mas que todo que se basan en la
distribucion normal. Entonces a la distribucién normal, que es mas o menos de
este estilo (llustracién 20), donde aqui esta la media (ubica la media en el
centro de la distribucién) No recuerdo si la notacién era esta (escribe u) o esta
(escribe x) creo que una era la poblacional y la otra la muestral.

llustracion 20. Dibujo de Santiago para la distribucion normal.

7l
K

Santiago, de entrada, plantea que los intervalos de confianza estan asociados con
la distribuciéon normal. A su vez, da sefias de confusién sobre quién es el centro
de la distribucion: la media muestral x o la poblacional yx, dejando entrever que no
distingue cuél es cada una. Esta dificultad ha sido reportada en varios estudios
(Behar 2001, Inzunsa 2009, Olivo 2008) donde se sefala que tanto estudiantes
como expertos e investigadores de diferentes areas tienen esta confusion. La
dificultad de Santiago en cuanto a quién ubicar en el centro de la distribucién
puede deberse a una mala interpretacion producto del giro algebraico que
comienza con u como centro para luego cambiarse por X, ver el capitulo dedicado
al andlisis tedrico la parte que se dedica al andlisis a priori de la construccion del
intervalo de confianza.
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Santiago: El intervalo de confianza...Como el mismo nombre lo indica, lo que
me dice es qué probabilidad hay de que la media esté en ese intervalo, o sea
que la media muestral esté en el intervalo que contiene a la media
poblacional.

Es llamativo que Santiago asocia la confianza con la probabilidad: “Como el
mismo nombre lo indica, lo que me dice es qué probabilidad hay de que la
media esté en ese intervalo”, concepcion que se reporta en todos los estudios
revisados hasta el momento.

Esta concepcidén de confianza para el valor de probabilidad no es otra cosa que
una probabilidad subjetiva, es la seguridad o certeza que se tiene sobre la
realizacion de un evento asociado al valor numérico de la probabilidad: entre mas
alta la probabilidad mas alta la certeza o la confianza en que el evento se realice.
Vista de otra forma, la probabilidad subjetiva, muchas veces, es la Unica forma de
asignar un valor de probabilidad a un evento no repetible o a un experimento
donde los resultados posibles no son equiprobables. Esta asignacion de
probabilidad se basa en conocimientos previos que de forma no explicita permiten
realizar la estimacion del valor de probabilidad. Mas adelante veremos como
Sebastian, tiene clara la interpretacion frecuencial del nivel de confianza y, sin
embargo, sigue asumiéndolo como la probabilidad de que el intervalo contenga a
la media poblacional .

Entrevistador: ¢ Cémo asi?

Santiago: o sea... ehhh... digamos que... por ejemplo hagamos una situacion,
como siempre el ejemplo, el ejemplo lo salva a uno siempre. Digamos que
queremos analizar el promedio de los estudiantes de la UIS, mas concreto, de
los estudiantes de mateméticas de la UIS, entonces mi poblacion en este caso
son los estudiantes de matematicas de la UIS. Esa es mi poblacion, pero no
voy a estudiar todos los estudiantes, si no que voy a tomar una muestra, esa
muestra debe ser representativa, por que si ho va a ser dificil estimar para esa
poblacion.

Entonces yo cojo una muestra y pues de esa cantidad de datos que tomo, que
voy a llamar muestra, le voy a calcular la media. Entonces necesito ver qué
tan certera es esa media con respecto a la media poblacional (Ver llustracion
21).

llustracion 21. Notacion de Santiago.
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Santiago: Entonces se habla del intervalo de confianza, y es con qué certeza,
0 sea qué tan certero es que esta media (sefiala la media muestral) se
parezca a la poblacional.

Santiago esta asumiendo que el intervalo en si mismo responde por la certeza de
la estimacion realizada a partir de X. En otras palabras, asume que el intervalo es
una medida de la calidad de la estimacion puntual.

Santiago: O sea, digamos que por alguna razén el promedio de la poblacién
sea, no sé 3,5 si, pero yo no la conozco y obtuve una media muestral de 3.8.
¢Sera que yo puedo tomar esta muestra como valida? O sea, ¢asegurar que
esa muestra me esta representando la poblacion? Pues para esto actla el
intervalo de confianza.

Aqui Santiago retoma la representatividad de la muestra. Santiago esta poniendo
en tela de juicio la calidad de la muestra y su representatividad en términos del X
obtenido y su cercania al parametro . La respuesta a estas inquietudes, segun

Santiago, la brinda el intervalo de confianza. La explicacion de la forma como el
intervalo de confianza se convierte en criterio para definir la representatividad de la
muestra, se quedo en el aire ya que el entrevistador siguié otro camino.

Entrevistador: El u usted no lo conoce, ;como garantiza que la media muestral
esta cerca de algo que usted no conoce?

Santiago: Exacto.

Entrevistador: ¢Qué hay detrds que me pueda garantizar que el intervalo, tal
como usted lo acaba de decir, garantiza una cierta cercania?

Santiago: Pues es una idea probabilistica, 0 sea qué tan probable es que es
intervalo en el que yo me encuentro... Asi, ya lo recuerdo, es al revés, es que
el intervalo de confianza es con respecto a la media muestral que es la que
conozco Yy necesito ver si la media poblacional esta en ese intervalo o no esta.
Entonces necesito ver qué tan probable es eso, y normalmente se habla...
normalmente en los ejercicios que uno trabaja le dicen por ejemplo construya
un intervalo de confianza que tenga una confianza del 95% (Escribe en el
tablero, ver llustracion 22)

llustracién 22. Notacion de Santiago.
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Santiago identifica que se trata de un problema de estimacion de un parametro
poblacional y que esta estimacién solo se puede realizar a través de una muestra
(a la cual le exige representatividad). Identifica el estimador puntual y lo relaciona
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con el intervalo de confianza diciendo que éste es el encargado de medir la
exactitud (¢ precision?) de la estimacion. En sus palabras: “Entonces se habla del
intervalo de confianza, y es con qué certeza, 0 sea qué tan certero es que esta
media (sefiala la media muestral) se parezca a la poblacional”.

Como se observa, Santiago describe en términos generales cOmo se construye un
intervalo de confianza a partir de una problematica particular, hecho que refleja
una concepcion proceso de intervalo de confianza.

Entrevistador: ¢ Qué significa el nivel de confianza del 95%?

Santiago: Que practicamente de cada 100, de cada 100 tipos de muestra que
yo tome, de medias de muestras diferentes que yo tome, aproximadamente 95
van a estar en esa, los intervalos con esta media (sefala la media muestral)
contienen la media poblacional. Entonces también se habla de desviaciones,
hmmm y se habla del matrimonio homosexual entre la media y la desviacion,
que es esta sigma (Escribe el simbolo de la desviacién estandar debajo de la
media muestral como se observa en la llustracion 23)

llustraciéon 23. Relacién indisoluble entre la media y la desviaciéon estandar.

Santiago hace referencia al “matrimonio homosexual indisoluble” entre la media y
la desviacion, ya que en sus cursos de estadistica, el profesor insistia en que la
media muestral por si sola no da informacién suficiente, luego es necesario que
esté acompafada de la desviacion estandar muestral, es decir, la media muestral
y la desviacion estandar tienen una relacién indisoluble.

Santiago: Hmm, el nivel de confianza lo que trabaja es el numero de
desviaciones estandar a las que se encuentra, entonces si no estoy mal es
x—o y x+o (las ubica en el grafico que habia dibujado inicialmente, ver
llustracion 24)

llustracion 24. Relacion del nivel de confianza y la desviacién estandar
segln Santiago.
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Y pues el intervalo contenido en ellos tenia una confianza del 95%, y ahi se
tiene en cuenta... Se me olvido el “celular de la normal” (nombre que le asigna
el profesor de Santiago a la regla del 68-95-99,7 que es una propiedad de la
distribucion de la normal).

Hmmm, era... 1 2 3 hmmm y el 95 esta en la mitad, el otro creo que es 99.7 y
el otro es 68 (escribe esa informacion en el tablero, Ver llustracion 25).

Listo, entonces este es un intervalo del 68% de certeza de que contenga a la
media poblacional. Con dos desviaciones estandar tengo el 95% de certeza
(hmmm, es al revés, aqui mas y aqui menos)

llustracion 25: El celular de la normal.
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Santiago reconoce que la media por si sola no es suficiente y menciona la relacién
indisoluble que tiene con la desviacion estandar, lo cual lo lleva a concebir la
media como un todo y aplica acciones (suma y resta) sobre ella, lo cual es

evidencia de que ha encapsulado el proceso en un objeto, es decir, tiene una
concepcion objeto de media.

También se observa que Santiago se percata de una de las propiedades de la
distribucion normal (“el celular de la normal”’), en este caso, pareciera que
Santiago tiene un esquema a nivel Intra de la distribucidbn normal ya que utiliza
dicha propiedad para resolver una situacion fuera del contexto que le dio origen.

A su vez, Santiago asume, en primera instancia, una interpretacion funcional del
intervalo de confianza: “es el niumero de desviaciones estandar a las que se
encuentra”, mostrando claridad sobre la forma como influye este concepto en el
ancho del intervalo, ademas de que lo relaciona con la confianza o probabilidad,
como los estudiantes dicen, de que la media poblacional se encuentre en el
intervalo. NoOtese que ahora Santiago puntualiza mejor la intencién del intervalo
describiéndolo como un proceso de estimacion ampliado: el intervalo como un
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todo que contiene o no al pardmetro buscado. Ademas define claramente el
significado del nivel de confianza en términos frecuenciales. En el momento de la
construccion del intervalo hace referencia a las desviaciones estandar y recuerda
el “celular de la normal”, y lo asocia con la distribucion normal. Aunque no lo ha
mencionado, Santiago parece asumir que la distribucion de la media muestral es
normal, el enredo que tiene es que no tiene claro si el centro de la distribucion es u
0 x. Es la confusion de centros: p el de la distribucion y x el del intervalo. Este
cambio de centro se genera a partir de manipulaciones algebraicas que
comenzando con y como centro termina cambiandolo por x. Cabe recordar que la
notacion que se usa x actia como pivote, es decir, como expresion que se mueve
libremente sobre el intervalo con centro en J; posteriormente la que se mueve
libremente en el intervalo centrado en x es p.

Entrevistador: Pero si uno se guia por ese grafico el u siempre esta en el
intervalo.

Santiago: Hmmm, no, el centro del intervalo es x (borra a u, Ver llustracion
26)

llustracion 26. Intervalo centrado en x.
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Entrevistador: ¢ En donde interviene el 95%? ¢ Por qué el intervalo es ¥ mas o
menos una cierta cantidad de desviaciones estandar? ¢Esas desviaciones
estandar de quién son?

Santiago: Bueno, pues la desviacion estandar la tomo de la muestra, pues es
lo que conozco, la de la poblacién no la puedo conocer. Cuando tengo una
poblacion la idea es si yo pudiera trabajar con toda la poblacién pues no
necesitaria un intervalo de confianza, si no que iria a lo concreto, pero en la
vida real eso no pasa y pues entonces lo que uno hace es recoger muestras.

Entrevistador: ¢ Entonces utilizé la desviacion estandar de la muestra?
Santiago: Si, de la muestra.

Santiago asume la desviacién estandar muestral como un estimador de la
desviacion estandar poblacional. Sin embargo, es claro que no tiene claro que

105



la desviacion estandar que se utiliza es la variable aleatoria X. De hecho no
hace mencién al tamafio muestral en la expresion para esta desviacion.

Entrevistador: Entonces el intervalo qué forma tiene, ¢ COmo se construye?

Santiago: El intervalo en dltimas va a ser ¥ mas o menos una cantidad de
desviaciones estandar (escribe en el tablero, ver llustracion 27)

llustracion 27. Expresion que da lugar a la construccion del IC segln
Santiago.
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Y de acuerdo con las veces que aparezca la desviacion estandar se tiene la
confianza de este intervalo. Y pues cOmo se construye, para eso se recurre al
calculo y se tiene en cuenta a la media muestral y a la desviacion estandar
muestral.

Santiago realiza un resumen de la construccion del intervalo de confianza: Es un

intervalo centrado en X y con radio una cierta cantidad de desviaciones estandar
que van a definir, precisamente, la confianza del intervalo. Todos los valores
requeridos se estiman con base en los valores muestrales. De esta forma
Santiago da muestras de poseer una concepcion proceso del intervalo de
confianza si bien no claramente justificado respecto al origen de los elementos que
lo conforman, aspecto, este ultimo, que se refleja en la utilizacion de la desviacion

estandar poblacional y no de la media muestral X.

Cuando Santiago menciona la n estd haciendo referencia al numero de
desviaciones estandar, no al tamafio de la muestra. Si bien no hay claridad en
cuanto a la forma como se construye el intervalo de confianza, Santiago se apoya

en la regla del 68-95-99,7 (propiedad de la distribucién normal) para determinar el
nivel de confianza.

Entrevistador: Usted utiliza la distribucion de la normal dando a entender que
la distribucion normal juega un papel importante en la construccion del
intervalo, ¢,eso por qué?

Santiago: ¢ La distribucion normal? Porque la estimacion de la muestra de una
poblacion me arroja una distribucion normal.

Entrevistador: ¢, qué cosa?

Santiago: O sea, los datos que nos arroja la media de una muestra tiende a
volverse una distribucion normal.

Entrevistador: y ¢como se llama ese resultado?
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Santiago: ¢ Teorema del limite central?... hmm es Teorema central del limite

Santiago, si bien muestra alguna idea del teorema central del limite no lo empata
con el problema de la estimacion de la media poblacional, carencia ésta que va
también va a presentarse en los demas profesores que fueron entrevistados.

Ya analizado el camino conceptual de Santiago, vamos a ver qué tan claro es a la
hora de interpretar la influencia de los factores que determinan el intervalo de
confianza sobre el tamafio y la precision del intervalo.

Entrevistador: Ahora le voy a leer algunas afirmaciones y usted me va a decir
si son verdaderas o falsas y por supuesto el porqué de su respuesta.

Santiago: Listo

Entrevistador: Un intervalo de confianza del 45% asociado a una muestra
especifica para la media de una poblacion (u) es el intervalo que contiene el
45% de los valores posibles de la media muestral x.

Santiago: El intervalo que contiene el 45% de los valores posibles de la media
muestral x... No, yo no lo tomaria asi, porque practicamente esta diciendo que
de todos los posibles valores que puedan llegar a tomar la media muestral...
¢muestral o poblacional?

Entrevistador: muestral.

Santiago: Hmm, entonces debe ser falso, porque pues la media... ese 45% de
probabilidades se esta refiriendo a que en este intervalo caiga la media
poblacional. Dependiendo de qué tan grande sea la muestra, pues habran
algunas medias poblacionales que se salgan de ese intervalo, ¢ pues habran
mas del qué? del 55%.

Santiago rechaza la interpretacion del nivel de confianza como proporcion de
valores, se trata es de la probabilidad de que el intervalo contenga la media
poblacional, valor que explica diciendo que en el 55% de los casos las medias
poblacionales se saldran del intervalo. Aunque en este momento no explica con
claridad el significado del nivel de confianza, antes si lo habia hecho.

Pareciera que Santiago esta diciendo que no le importan los posibles valores que
puede tomar i, pues para él el intervalo es para encajonar, para atrapar a la media
de la poblacién. Ahora, nos queda el interrogante de por qué dijo “Dependiendo de
qué tan grande sea la muestra”. Esta asociacion tamafio muestral y nivel de
confianza la abordard mas adelante.

Entrevistador: ¢ Entonces un intervalo de confianza del 45% asociado a una
muestra especifica para la media de una poblacion (u) es el intervalo que
contiene el 45% de los valores posibles de la media poblacional?
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Santiago: ¢De la media poblacional? Ehhhhh... No, no creo, porque de todas
formas si trabajamos con que ese 45% de que... de los resultados que puede
tener la media poblacional, quiere decir que... 0 sea, tengo un intervalo y me
esta diciendo que entonces también el 55%, es decir los otros posibles
resultados de la media poblacional, y pues no, me parece que es al revés, la
media poblacional es la que tiene el 45% de probabilidad de caer en el
intervalo, no que el intervalo tenga el 45%

Entrevistador: ¢ La media poblacional es una variable?
Santiago: No, es algo fijo.

Entrevistador: Entonces usted no puede hablar de que ella tenga una medida
de probabilidad.

Santiago: Hmm, siii

Entrevistador: ¢Usted puede hablar de la probabilidad de que ese valor
constante esté en un intervalo? ¢ Eso tiene sentido?

Santiago: Sii, porque igual lo que yo estoy variando es el intervalo, yo puedo
tener un valor fijo, pues lo que estoy cambiando es el intervalo dependiendo
de la muestra que tenga, entonces pues no siempre va a quedar en ese
mismo punto.

Entrevistador: ¢Pero hablar del 45% de los valores posibles de una constante
tiene sentido?

Santiago: (Se queda pensando) No, no tiene sentido, pues la media
poblacional es una constante.

Para Santiago el nivel de confianza es del pardmetro que se esta estimando y no
del proceso aleatorio que da lugar a la construccién del intervalo. Esa idea se
mantiene por un rato durante la entrevista hasta que a partir de la confrontacién
Santiago concluye que no tiene sentido asignar un valor de probabilidad a una
constante y que éste valor se relaciona es con los diferentes intervalos que se
generen.

Entrevistador: Un intervalo de confianza del 45% asociado a una muestra
especifica para la media de una poblacion (u) es un intervalo mas ancho que
el intervalo de confianza del 95%.

Santiago: No, no, pues eso practicamente lo podemos ver... me lo garantiza el
“celular de la normal”. Entonces por aqui (sefiala una parte del dibujo que
tiene en el tablero ver llustracion 28) me quedaria el intervalo que me da el
45%
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llustracion 28. Efecto del nivel de confianza en el tamafio del intervalo.
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Mejor dicho, yo sé que a 1 desviacion estandar fijo est4 el 68%, o sea ya estoy
por encima de ese 45%, entonces a 2 desviaciones estandar pues ya tengo el
95%, entonces fijo el del 95% va a ser mas ancho.

Entrevistador: Entonces un intervalo de confianza del 45% asociado a una
muestra especifica para la media de una poblacion (u) es un intervalo de
valores calculado a partir de los datos de la muestra. En el 45% de las
muestras de una poblacién, el intervalo calculado contiene a la media de la
poblacion.

Santiago: Sii, pues yo calculo el intervalo del 45% de confianza a partir de una
muestra, entonces si a partir de la muestra obtengo el intervalo, hay una
confianza del 45% de que ahi va a estar la media de la poblacion.

Entrevistador: ¢Entonces la confianza es aplicada sobre el intervalo que se
obtuvo a partir de la muestra seleccionada?

Santiago: La confianza es... (Se queda pensando)

Entrevistador: En otras palabras le estan preguntando qué significa el nivel de
confianza.

Santiago: El nivel de confianza si. Pues el nivel de confianza es qué tan
probable es que cuando yo tengo un intervalo, €l contenga a la media
poblacional, entonces, practicamente estan diciendo qué va primero, si con la
confianza determino el intervalo o si con el intervalo determino la confianza.

Santiago da evidencias de conocer el efecto que tiene el nivel de confianza sobre
el tamano del intervalo y para esto se apoya en “el celular de la normal’.

Este didlogo evidencia el proceso de confrontacion que vive Santiago con las dos
concepciones de probabilidad: la subjetiva y la frecuencial. De ambas conoce bien
su significado, sin embargo no termina de integrarlas como representaciones del
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mismo concepto, situacién que segun Hacking (1995) fue una de las causales que
impidi6 el desarrollo de la teoria de la probabilidad.

Entrevistador: La afirmacion anterior lo que esta diciendo es que si se toman
100 muestras y para cada una de esas 100 muestras construyo un intervalo
de confianza, entonces si la confianza es del 45%, en promedio 45 de esos
intervalos van a contener la media poblacional. ¢Esta usted de acuerdo?

Santiago: No, no porque esta trabajando con un intervalo de confianza para
cada uno de los elementos de la muestra, o sea, esta teniendo 100 intervalos
y cada intervalo lo esta trabajando con los 100 elementos de la muestra y
pues para cada uno se construye un intervalo.

Entrevistador: ¢ De cada elemento de la muestra se construye un intervalo?
Santiago: Siii, pues eso es lo que se estéa diciendo.

Entrevistador: No, se toman 100 muestras y cada una de esas muestras
define un intervalo, no cada elemento.

Santiago: Ahhh si, entonces si cada muestra define un intervalo entonces las
muestras deben cumplir las condiciones del teorema central del limite.

Entrevistador: ¢Las muestras deben cumplir las condiciones del teorema
central del limite? ¢ Qué dice el teorema central del limite?

Santiago: Pues habla mas que todo en cuanto a la cantidad de elementos de
la muestra, que tantos se deben tomar. O sea yo no puedo tomar una... Mejor
dicho me esta hablando de si la muestra representa satisfactoriamente la
poblacion.

Entrevistador: ¢, Eso dice el teorema central del limite?
Santiago: Ehhh... (Se queda pensando)
Entrevistador: ¢ Cual es el teorema central del limite?

Santiago: Pues habla es de... a partir... si la muestra tiene una cantidad de
elementos mayor que un numero determinado, pues la muestra, la muestra
tiene... La distribucion de los elementos de la muestra tiende a normalizarse.

Entrevistador: ¢ La distribucién de la muestra?

Santiago: Si, de la muestra... No, de los elementos de la muestra, la formula
nos dice que la distribucién de los elementos tiende a ser normal. Yo recuerdo
gue empezamos a trabajar el teorema central del limite cuando la muestra
tenia 30 o0 mas elementos.

Entrevistador: ¢Para qué esas muestras tengan una distribucién normal?

Santiago: Para que tienda a normalizarse.
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A pesar de que el entrevistador insiste y trata de llevarlo a caer en cuenta de que
no son los elementos de la muestra los que tienen una distribucion normal,
Santiago no lo percibe. Aunque tiene razén en cuanto a que el teorema central del
limite hace referencia a muestras de tamafios cada vez mas grandes. Aqui se
observa que Santiago asume la muestra y su distribucion en lugar de la
distribucién de las medias muestrales de todas las muestras de un mismo tamarfio,
confusion que fue reportada por Inzunsa (2009). Santiago hace hincapié en el
tamafio muestral para poder usar con propiedad el teorema central del limite,
concepcion que muestra que posee claridad de este resultado como un proceso al
limite.

Entrevistador: Y ¢qué tiene que ver el teorema central del limite con los
intervalos de confianza?

Santiago: Hmmm pues si, es cierto (se queda pensando). Ehhh, pues yo lo
tomo mas bien, pues que ehhh... si yo tengo el teorema central del limite y
cumple las condiciones pues que recuerdo que cumplia pues habia una
normal y pues entonces al aparecer la normal ya puedo utilizar las
propiedades de la normal. Que si no se cumple lo que pide el teorema central
del limite entonces la distribucion no va a ser normal y podria ser cualquier
otra distribucion y pues en otro tipo de distribucién no tengo ni idea de como
funciona el intervalo de confianza.

En el dialogo alrededor del teorema central del limite se observan dos cosas,
primero que Santiago si bien sabe que dicho teorema esta relacionado con la
distribucién normal, no tiene claridad en qué sentido. En segundo lugar, no lo
asocia con el comportamiento que sigue la variable aleatoria x y por tanto no tiene
clara la importancia de este teorema para la construccién del intervalo de
confianza. Lo anterior refleja la ausencia de un esquema a nivel inter que
relacione los intervalos de confianza con el teorema central del limite.

Entrevistador: Si se aumenta el tamafio muestral, conservando los demas
datos constantes, el intervalo de confianza se hace mas ancho.

Santiago: No, yo creo que... que se mantiene, o sea a partir de cierto punto se
mantiene.

Entrevistador: ¢ A partir de cierto punto?

Santiago: A partir de cierto punto se estabiliza. De ahi yo tomo la palabra
limite del teorema central del limite. Si, a partir de cierto nUmero se debe
mantener, porque igual la muestra cuando ya toma una cantidad de elementos
considerables tiende a mantenerse tanto la media como la desviacion, o sea,
se va pareciendo mucho mas a la de la poblacion. Entonces si yo le aumento
mas, pues el intervalo como que se mantiene igual, o sea que la media y la
desviacion estdndar no cambiarian mucho. Igual cualquier variacion que sufra
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la media muestral pues va a afectar muy poco a la desviacién, pero en
algun...

Entrevistador: Entonces su afirmacion es que si el tamafio muestral se
aumenta, llega un momento en que no tiene efecto sobre el ancho del
intervalo de confianza.

Santiago: Si

Entrevistador: Pero antes de llegar a ese momento ¢Si yo voy aumentado de
a poquito el tamafio muestral qué pasa con el tamafio del intervalo, crece 0 no
crece?

Santiago: Hmmm, yo creo que se hace més angosto.
Entrevistador: ¢ Por qué?

Santiago: Porque... porque si el tamafo creciera, tendria mas... menos
certeza de lo que estaria trabajando, porque a medida que voy aumentando la
muestra, pues la gracia es que la muestra se vaya aproximando mas a la
poblaciéon. Entonces como la muestra se va aproximando mas a la poblacion,
el valor que toma la media muestral se debe aproximar mas a la de la
poblaciéon. Entonces como se aproxima mas, yo tengo la idea de limite en los
reales por asi decirlo, entonces el intervalo se vuelve mas pequefio. Mejor
dicho, lo que yo trato de decir es que... (se queda pensando) si yo pienso que
cuando la poblacién tiende a ese niumero esperado, si, que donde yo creo que
ya no va a cambiar mucho, la gracia es que el intervalo se vaya volviendo mas
compacto, méas pequefio.

Santiago no intenta responder la pregunta dentro de los intervalos de confianza,
pues como se ha visto en la expresion que él asume para construir el intervalo no
aparece por ninguna parte el tamafio muestral. Por esta razén, lo aborda desde un
proceso de acercamiento del estimador puntual ¥ al parametro a estimar del
estimador u. Asume, ademas, una poblacion finita y aplica un razonamiento
intuitivo valido: al aumentar la muestra, ésta se parece mas a la poblacion, por lo
tanto la media de la muestra debe parecerse mucho a la media de la poblacién.

Es interesante, desde otro punto de vista, la alusiébn de Santiago al concepto de
limite en las funciones reales, ya que como la idea es muy semejante se puede
pensar que en alguna forma influye sobre el pensamiento de los estudiantes
acerca de los limites estocasticos. En este caso él la aborda desde la matematica
pura para interpretar una situacion netamente estadistica. Santiago da a entender
gue como se trata de un limite de una sucesion, dada cualquier distancia respecto
al supuesto limite L siempre es posible encontrar un momento a partir del cual
todos los demas valores de la sucesion se encuentran a menos de esa distancia
dada. Si se toma una distancia pequefia pues no se avanzara mucho si sigo
aumentando el tamafio muestral mucho mas alla del hallado.
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Santiago: O sea, si el intervalo es mas pequefio es porque uno ya tiene una
certeza mas grande. O sea, mejor dicho, lo que yo trato de decir es que si yo
trabajo con un intervalo mas grande pues se supone que ahi deben haber mas
posibilidades de valores, si, un nimero mas grande de valores. Y si el
intervalo es mas pequefio pues el nimero de posibles valores es mas
reducido, estamos diciendo que ambos son intervalos del 95% de confianza,
entonces algun papel debe jugar la muestra y si espero una estabilidad en
cualquier punto, lo que voy a estar esperando que en algdn momento mejoren
las condiciones.

Entrevistador: Entonces en concreto, antes de llegar a ese punto en especial
¢a medida que vamos aumentando el tamafio muestral, qué va pasando con
el tamafo del intervalo?

Santiago: Se va volviendo mas pequefio.

Si bien no lo argumenta en términos del error de estimacion de la media muestral
X se tiene que reconocer que Santiago posee un esquema inter que le permite
relacionar adecuadamente el efecto que sobre el tamafio del intervalo tiene el
tamafio muestral.

Entrevistador: ¢y si se aumenta el nivel de confianza, manteniendo los demas
datos constantes, el intervalo de confianza se vuelve més angosto?

Santiago: No, no porque yo ya tengo que el 68% tiene una desviacion
estandar a ambos lados, el 95% tiene dos desviaciones y el 99.7% tiene tres
desviaciones estandar, entonces yo lo que estoy haciendo ahi es ampliar el
intervalo.

Una vez mas, el “celular de la normal” le permite identificar el efecto de nivel de
confianza sobre el tamafio del intervalo.

Entrevistador: ¢Pero si se aumenta el nivel de confianza, se aumenta la
precision de la estimacién de la media poblacional?

Santiago: Sii...No no. Bueno, cuando yo aumento el nivel de confianza lo que
estoy dando es un intervalo y pues por lo mismo que yo estoy diciendo el
intervalo va a ser mas grande, 0 sea yo ya Ssé en qué intervalo va a quedar si,
en que intervalo tengo una probabilidad muy grande de que quede, pero yo no
voy a saber cudl valor del intervalo va a ser. Entonces pues la precision
depende es del tamafio de la muestra.

Entrevistador: ¢ El nivel de confianza no tiene nada que ver con la precision?
Santiago: El nivel de confianza... (Se queda pensando)
Entrevistador: ¢Si yo aumento el nivel de confianza aumento la precision?

Santiago: Me parece que es mas preciso porque... 0 sea con la confianza lo
que estoy dando es un intervalo, un intervalo con cierta confianza.
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Entrevistador: ¢Eso significa que el intervalo es mas preciso? ¢Entre mas
confianza le dé, el intervalo es mas preciso?

Santiago: Si
Entrevistador: ¢ Por qué?

Santiago: Si porque ehh... la confianza justamente lo que me esta diciendo es
qué tan probable es que el intervalo contenga la media poblacional, entonces
si el intervalo tiene una confianza mucho mayor, pues mas... pues por la
misma definiciébn de probabilidad en su enfoque frecuencial, o sea de tantos
va a ser una cantidad de veces de que la media poblacional este ahi.

Santiago asocia confianza con precisién, a mas confianza mayor precision pero no
asociada con el tamafio del intervalo. La relacion que €l construye la fundamenta
en la interpretacion del nivel de confianza que garantiza que al aumentarse habra
mas intervalos que contengan el valor del parametro buscado. Este hecho de méas
intervalos conteniendo el pardmetro lo asimila Santiago con precision.

En términos generales se observa que Santiago plantea de forma clara las
motivaciones que llevan a la construccion de un intervalo de confianza para la
media, sin embargo, la concepcioén que tiene sobre el intervalo de confianza esta
intimamente relacionada con la calidad representativa de la muestra, tanto a asi
que recurre a conceptos propios del célculo, como es el concepto de limite, para
interpretar el efecto del tamafio muestral en la estimacion puntual y no en el
intervalo.

Entrevista con Maria

Maria es estudiante de licenciatura en matematicas que aprob6 dos cursos de
estadistica basica y uno de didactica de la estadistica y la probabilidad. El curso
donde estudié el concepto de intervalo de confianza lo realiz6 4 semestres antes
de iniciada esta investigacién. El texto guia utilizado fue el de Estadistica aplicada
basica (Moore, 1995).

Entrevistador: ¢ Qué es para usted un intervalo de confianza?

Maria: Un intervalo, pues como su nombre lo indica pues es un intervalo, pero
a ese intervalo se le da una confianza, una confianza de que suceda mas o
menos.

Entrevistador: ¢ Confianza de que suceda qué?

Maria: O sea, lo que yo recuerdo del intervalo de confianza era... lo que
haciamos era como una estimaciéon de la... ;jcual era?... ;de la media
estandar?

Entrevistador: ¢ Media estandar?
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Maria: No, de la... es que esta la media poblacional, la media muestral y la
otra, es que no me acuerdo como se llama ¢como es que se llama? (Se
queda pensando) El miu (se ayuda haciendo sefias con la mano de la forma
del simbolo u) el parametro.

Entrevistador: ¢ Esa es la media de quién?

Maria: ¢ Estandar, no?

Entrevistador: No, estandar sélo se usa con la desviacion.
Maria: Hmmmm (se queda pensando)

Entrevistador: ¢ pero un intervalo qué es lo que hace? usted estaba diciendo
que un intervalo es un conjunto de ndmeros, pero ¢para qué sirve ese
conjunto de niUmeros?

Maria: hmm... es donde yo voy a estimar un valor.
Entrevistador: ¢, Para estimar un valor?

Maria: si, deciamos... para eso se le daba la confianza, que es la probabilidad
de que ese valor esté en ese intervalo es tanta, esa es la confianza que se le
daba al intervalo.

Entrevistador: Pero ¢qué es eso de la confianza?

Maria: O sea, digamos que si el intervalo de confianza era del 90% entonces
la probabilidad de que ese valor que estabamos estimando esté en este
intervalo es del 90%

Maria al igual que Santiago asume el nivel de confianza como la probabilidad de
gue el intervalo contenga el parametro buscado.

Entrevistador: ¢y ese valor que estamos estimando de quién es? ¢De dénde
es?

Maria: De la... de la poblacion.
Entrevistador: ;ese es el u del que usted hablaba?

Maria: Hmm, ya claro, el de la poblacién y lo que nosotros tomabamos para
estimarlo era el ¥ que era de la muestra, la media de la muestra.

Entrevistador: sy u qué era de la poblacion?
Maria: creo que la media de la poblacion.

Entrevistador: entonces, ¢qué motiva la construccion de un intervalo de
confianza? ¢ Para qué se construye un intervalo de confianza?

Maria: Para hacer como una inferencia sobre una poblacion... eh, yo quiero
hacer una estimacion de cudl es el promedio de la nota de matematicas de los
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alumnos de sexto grado, entonces, para eso es que yo utilizo un intervalo de
confianza pero lo que hago es... cojo una muestra aleatoria y eso lo aplico es
a esa muestra, entonces sobre esa muestra es que yo hago una inferencia
para decir que... para estimar el valor de ese promedio de la poblacion,
digamos que en este caso la poblacion serian los estudiantes de sexto grado.

Maria a partir de su reflexion y los cuestionamientos del entrevistador empieza a
diferenciar entre la media de la poblacion y la media de la muestra, dando lugar a
asumir la media muestral como un estimador de la media poblacional. Es
interesante que Maria plantee la necesidad de un problema que motive la
construccion de un intervalo lo cual da indicios de que ha interiorizado el concepto
de intervalo de confianza ya que no se limita a seguir instrucciones externas, por
el contrario, reflexiona en términos generales sobre la motivacion para construirlo.

Entrevistador: entonces toma una muestra aleatoria, y ¢qué es tomar una
muestra aleatoria?

Maria: Escoger aleatoriamente de esa poblacién unos individuos.
Entrevistador: ¢ qué se hace con esos individuos?

Maria: con esos individuos, pues en este caso como estamos mirando la nota,
entonces tomo las notas que tiene esos individuos en la materia de
matematicas y hallo el promedio, bueno sobre ese es que yo hallo el intervalo
de confianza.

Entrevistador: ¢y por qué no se contenta con ese valor que encontré como el
valor de la estimacion que se queria hacer?

Maria: no me contento porque yo sélo estoy tomando una muestra y
necesitaria entonces es toda la poblaciéon y entonces para eso es que yo
calculo o hallo el intervalo de confianza que es la media muestral mas o
menos un error, entonces el error es lo que me mueve a partir de la media de
la muestra, a la derecha o la izquierda, entonces yo le digo que... o estimo
gue el valor de la nota de la poblacién va a estar en ese intervalo con la
probabilidad de que este, segun la confianza que yo le dé.

Maria reconoce la media muestral como un estimador puntual de la media
poblacional, pero como la muestra no es igual a toda la poblacién se da cuenta
gue necesariamente ese valor de la media muestral no tiene porqué ser el valor
exacto de la media poblacional y que es necesario asumir que se comete un error
por encima o por debajo, conduciendo de forma natural a presentar un intervalo al
cual de paso, se le puede definir una probabilidad de éxito, en el sentido de que
contiene o no la media poblacional. El asumir la media muestral de forma general
a la cual es necesario sumarle y restarle un error, denota que Maria posee una
concepcion objeto de la media muestral.
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Entrevistador: pero ¢por qué no contentarse con el promedio que me da la
muestra? Usted tomé, por ejemplo 20 estudiantes, le tomo la nota a cada uno,
hallé que el promedio o la media de esas notas es 3.8 ¢ por qué no dice que
3.8 es la media de la poblacién?

Maria: Porque es que solo estoy tomando una parte.
Entrevistador: Tomo una sola muestra, si.
Maria: Por eso mismo

Entrevistador: Entonces, ¢,por qué es que no es? ¢ Por qué ese estimador no
es tan bueno?

Maria: porgue eso depende también de las personas que yo tome.

Entrevistador: Claro, eso la obliga a hacer una escogencia adecuada, aleatoria
como usted dijo.

Maria: Debe ser aleatoria, si.

Entrevistador: Pero ¢qué pasa con ese valor 3.8? sac6 una muestra y obtuvo
3.8

Maria: No porque hay también datos atipicos, o sea... no se... puede que...
(La estudiante se queda pensando) puedo decir que el promedio va a estar
mAas 0 menos aproximado a eso, pero entonces seria como una estimacion.

El punto de vista de Maria sobre la necesidad de construir un intervalo de valores
no nace del caracter aleatorio de la media muestral sino de la inexactitud que
posee la media muestral como consecuencia del hecho de seleccionar una
muestra y no toda la poblacion. Adicionalmente afiade la necesidad de una buena
seleccion de la muestra.

Entrevistador: ¢ Esa x es un valor fijo constante?
Maria: No, ese varia.
Entrevistador: ¢ Varia?

Maria: Si varia, en este caso varia de acuerdo a las notas que tenga de los
estudiantes.

Entrevistador: ¢, De cuales estudiantes?
Maria: De la muestra que yo tomé.
Entrevistador: ¢ Y entonces cuando varia?
Entrevistador: Cuando yo cojo otra muestra.

Entrevistador: ¢Entonces si tomo otra muestra del mismo tamafio y calculo la
media, ese valor no va a ser 3.8?
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Maria: No, no necesariamente da 3.8

Entrevistador: Entonces le hago nuevamente la misma pregunta ¢, Por qué ese
estimador no es tan bueno? ¢Por qué no me puedo conformar con él como el
gue brinda la informacion definitiva?

Maria: Pues porque lo que estamos diciendo, eso es solo una muestra.
Entrevistador: Entonces tendria que ver como ese X cambia...

Maria: hay que ver cdmo se comporta para otras personas. El
comportamiento, tendria que ver el comportamiento de ese X para otra
poblacion.

Entrevistador: ¢ Para otra poblacién?

Maria: Para otras muestras que yo tome.

Entrevistador: ¢ Para cuantas muestras mas?

Maria: Para muchas.

Entrevistador: Pero ese X no es constante.

Maria: No

Entrevistador: Entonces ¢,si no es constante qué es?

Maria: Una variable aleatoria

Entrevistador: Y entonces ¢ usted qué necesita saber de esa x?
Maria: EI comportamiento que sigue

Entrevistador: y ¢,qué comportamiento sigue esa x?

Maria: el comportamiento es la distribucion de x.

Entrevistador: ¢ Y usted sabe cual es la distribucién de probabilidad de x?
Maria: Hmmm, no.

Entrevistador: ¢Entonces no se necesita saber la distribuciéon de probabilidad
de ese i para hallar ese intervalo de confianza?

Maria: Si la necesito, pero no recuerdo cual es.

Maria en conformidad con los cuestionamientos guiados se percata de la
variabilidad de x, producto de considerar las “muchas” muestras que se pueden
tomar de la poblacion. En este punto Maria refleja una concepcién proceso y
objeto de la media muestral y un esquema que le permite percibir su caracter
aleatorio y, por consiguiente la necesidad de conocer su distribucion de
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probabilidad. Sin embargo, no recuerda que la distribucién que sigue la variable
aleatoria x es normal por el teorema central del limite.

Entrevistador: Ayudémonos con el tablero. ¢ Cémo se representa un intervalo?

Maria: El intervalo, hmmm asi, X ma&s o menos un error (X +¢) (ver
llustraciéon 29)

llustracion 29. Representacion de un intervalo segun Maria.

~,
\

Entrevistador: Entonces hasta el momento ¢ qué nos falta para determinarlo?
Maria: El error
Entrevistador: ¢,como determinamos el error?

Maria: Para el error miro la desviacion que tiene la media muestral con
respecto a u (escribe el simbolo u en la parte superior de la media muestral,
ver llustracién 30).

llustracién 30. Notacion de apoyo de Maria

Entrevistador: ¢ Y eso como se calcula ese error?

Maria: Yo recuerdo que habia una formula que era zeta asterisco y la
desviacion tipica muestral que era el sigma sobre raiz de n (z*%) (Hustracion

31)
llustracién 31. Error de estimacion de un IC para Maria

Entrevistador: ¢ Ese es el error?
Maria: Si, ese es el error.
Entrevistador: ¢ Qué es zeta asterisco?

Maria: ahhh ya, para construir el intervalo necesito saber la distribucion que
sigue la media muestral, porque el zeta asterisco lo sacaba de una tabla de la
distribucion normal.
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Entrevistador: ¢ Distribucién normal?
Maria: Si, de la distribucién normal.
Entrevistador: ¢Y por qué de una distribucién normal?

Maria: porque es que, creo que cuando uno toma o hace la escogencia de los
datos de manera aleatoria entonces van a seguir una distribucién normal.

Entrevistador: ¢ Quién sigue una distribucion normal?
Maria: La x (escribe en el tablero esa informacién, ver llustracién 32)

llustracion 32. Distribucidn que sigue la variable aleatoria x.

e oo
Entrevistador: ¢y eso por qué lo sabe?

Maria: pues que yo recuerde también es que mirdbamos la campana (hace el
dibujo en el tablero, Ver llustracion 33)

llustracion 33. Dibujo de la curva de la distribucién normal.

Entonces mirabamos los datos, y mirdbamos era que no hubieran datos
atipicos. Que recuerde mirabamos que no tuviera datos atipicos y que tuvieran
esta forma (sefiala la campana que dibujé en el tablero).

Entrevistador: ¢ Usted ha oido hablar del teorema central del limite?
Maria: ehhh, siii, si me acuerdo del tearema central del limite.
Entrevistador: ¢Qué dice el teorema central del limite?

Maria: Que entre mas datos... que la media muestral... no sé como decirlo.
Era que entre mas datos tenga, la media muestral va a seguir una distribucion
normal de media O y desviacion estandar 1 (ver llustracion 34)

llustracion 34. Teorema central del limite segun Maria.

_)

Entrevistador: Entonces si conocemos la distribuciéon de X
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Maria: si, la conocemaos, es normal, pero este es un resultado cuando n tiende
a infinito (hace un ajuste a lo escrito en el tablero, ver llustracion 35).

llustracion 35. Ajuste de Maria al teorema central del limite.

Ya en este momento de la entrevista, Maria recuerda la necesidad de contar
con la distribucion de la media muestral para poder definir el error, incluso
recuerda que ésta es la normal, sin embargo equivocadamente asume la
normal estandar, obviando el proceso de estandarizacion que debe sufrir la
media muestral para que su distribucion sea la normal estandar.

Entrevistador: ¢ pero en la practica qué se hace?
Maria: Pues el n representa el nUmero de la muestra.
Entrevistador: ¢y ese cero es quién en la normal?
Maria: Es la media

Entrevistador: ¢y el 1?

Maria: Seria este valor (escribe sobre el dibujo que tenia de la normal, ver
llustracion 36) es a cuanto se encuentra de la media.

llustracion 36. Identificacion del teorema central del limite en la curva de
la normal.

Entrevistador: ¢ A cuanto se encuentra de la media quién?
Maria: ¢ El intervalo?

Entrevistador: No, pero ahi no estamos definiendo ningun intervalo. Cero es la
media ¢y el 1?

Maria: Es la desviacion estandar
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Entrevistador: ¢Qué es la desviacion estandar de un conjunto de datos?

Maria: Es... a cuanto mas o menos esta de la media. Lo que se desvia de la
media.

Entrevistador: ¢Quién?
Maria: Seria la muestra que yo tomo.

Entrevistador: A partir de la muestra que usted toma, ¢,como calcula la media y
la desviacion estandar de esa muestra?

Maria: pues para calcular la desviacion estandar entonces deberia tener la
media de la poblacion, el miu (escribe en el tablero el simbolo u) entonces
seria heeee.

Entrevistador: Entonces ¢ Usted no podria calcular la desviacién estandar de
una muestra? ¢,De un conjunto de datos cualquiera?

Maria: jum, no recuerdo.
Entrevistador: ¢ La desviacion estandar es sélo de la poblacion?

Maria: Pero es que voy a comparar la media poblacional u con la media
muestral X.

Entrevistador: Olvidémonos por un momento de los intervalos de confianza y
centrémonos en la desviacion estandar.

Tengo un conjunto de datos x4, x,, x5 hasta x,,. ¢ Cuanto vale la media de ese
conjunto de datos?

Maria: X

Entrevistador: y ¢,como se obtiene ese X?

Maria: Pues es el promedio de los valores.

Entrevistador: ¢y la desviacién estandar como se calcula?

Maria: hmmm... entonces seria.... Miramos el valor de cada un dato y
entonces lo comparamos con respecto a la media y asi obtenemos la
desviacion, es decir, cuanto se desvia de la media.

Entrevistador: ¢Entonces la desviacion estandar en ultimas qué es lo que
mide?

Maria: A cuanto esta cada dato de la media (plantea de forma algebraica
dicha distancia, ver llustracion 37).
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llustracion 37. Notacion de Maria

I'"J: P I?:.___

Entrevistador: ¢Esa es la desviacion de quién?
Maria: del dato.

Entrevistador: ¢ Qué dato?

Maria: del dato x;

Entrevistador: Pero son n datos ¢Entonces como se calcula la desviaciéon
estandar de todo los datos?

Maria: La sumatoria de esas distancias (ver llustracion 38)

llustracion 38. Notacion de Maria para la desviacion estandar muestral

Entrevistador: ¢ Entonces es la suma de las desviaciones?
Maria: si

Entrevistador: y si le digo que eso da cero ¢ me creeria?
Maria: hmmm

Entrevistador: Si tenemos en cuenta la sumatoria que usted plantea, entonces
la desviacién estandar de un conjunto de datos es cero. Ademas le falta un
paréntesis.

Maria: uy si (agrega el paréntesis, ver llustracion 39)

llustracion 39. Ajuste en la notacion de Maria

Maria: Pues igual aqui (sefiala la sumatoria) voy a encontrar una distancia, asi
sea minima, pero va a haber una distancia.

Entrevistador: Que puede ser negativa o positiva
Maria: Si

Entrevistador: ¢ Usted no me cree que eso dé cero?
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Maria: Es que para que fuera cero, en cualquier momento se deberian ir
anulando las diferencias.

Entrevistador: Si, por eso es que la media, en términos fisicos, es el centro de
gravedad de los datos. Luego esa suma da cero, ¢ Podria demostrarlo?

Maria: hmmm, no.

Entrevistador: Bueno, entonces volvamos a la idea de desviacion estandar.
Para que eso no de cero, entonces se eleva al cuadrado esa diferencia y
entonces todas las distancias quedan positivas. Escribalo.

Maria: (agrega la informacién suministrada por el entrevistador, ver llustracion
40)

llustracion 40. Ajuste en la notacion de Maria por sugerencia del
entrevistador.

=
i

Entrevistador: Supongamos que esa es la desviacién estdndar de una muestra
de 5 datos. Si estimo la desviacién estandar de otra muestra de 10 datos,
¢cual tendrd mayor variacion, la de 5 datos o la de 10?

Maria: hmmm

Entrevistador: ¢ Cual es mas probable que tenga el valor mas grande, teniendo
en cuenta esa sumatoria?

Maria: La de 10

Entrevistador: claro, y ¢eso tiene sentido? ¢La dispersion depende
exclusivamente del nimero de datos?

Maria: si, pues no es que dependa tanto del nimero, sino también de la si hay
0 no datos atipicos.

Entrevistador: ¢Datos atipicos qué significa?¢,qué es un dato atipico?

Maria: que €l es diferente a los demas...Pues cuando yo le calcule la
desviaciéon estandar con el valor atipico pues me va a dar un valor muy
grande... o bueno si, el valor atipico influye para la muestra.

Entrevistador: ¢ Como asi que influye para la muestra?

Maria: porque veamos que... si miramos el ejemplo del que hablabamos, el de
las notas, si yo tengo que cuatro notas estan entre 3.8 y 3.7 mas o menos,
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entonces si habiamos tomado 5 personas y la quinta nota es 1.0. Entonces
eso es lo que es un dato atipico, que sea muy diferente a los demas.

Entrevistador: bueno, resumamos, ¢cual es la informacion que brinda la
desviacion estandar de un conjunto de datos?

Maria: Jum...es como a la distancia que va a estar de la muestra, del
promedio.

Entrevistador: tengo un conjunto de datos, ¢la desviacion estandar de ese
conjunto de datos qué me dice?

Maria: la distancia de cada dato a la media. Pero recuerdo que en algunos
ejercicios me daban el listado de los datos, la desviacion estandar de los
datos, entonces no era la desviaciobn de cada uno de los datos, era la
desviacion de la muestra. Me daban un solo nimero.

Entrevistador: y entonces ¢ese numero qué es lo que representa de la
muestra?

Maria: hmmm, pues....

Entrevistador: si le dicen que la desviacion estandar de un conjunto de datos
es 1.3 ¢Qué quiere decir eso para usted?

Maria: Sé que es a cuanto se desvia, pero entonces el problema es que no
sabria decir con respecto a qué es que se desvia. Digamos en este caso
donde s6lo me dan una desviacion.

Entrevistador: Siempre le dan una sola.
Maria: pues si, pero no recuerdo mucho sobre este tema.

Curiosamente Maria, ademas de ubicar la desviacion estandar en el punto de
la inflexibn de la normal, conoce su significado: “Es a cuanto mas o0 menos
esta de la media... Lo que la muestra se desvia de la media”. Sin embargo no
es capaz de expresarlo mateméaticamente, tampoco se da cuenta de que la
suma de las desviaciones de los datos respecto a la media muestral es cero,
ni tampoco asocia la idea de que cuando se dice que la desviacion es de toda
la muestra lo que se esta queriendo decir es que se trata de un valor
promedio. Mas adelante corroboraremos si esta falta de claridad sobre el
proceso de construccion de la desviacion estandar tiene alguna consecuencia
en su comprension de los intervalos de confianza o de algunas de sus
propiedades.

Maria muestra preocupacion por los datos atipicos, en particular porque percibe
que ellos pueden aumentar la estimacion de la desviacion estandar y, tal vez
porque sabe, como se vera mas adelante, en consecuencia aumenta el tamafio
del intervalo, disminuyendo su precision.

125



Hasta el momento se observa que Maria asume que el intervalo de confianza es
un intervalo centrado en X y que se tiene en cuenta un nivel de confianza. Dicho
intervalo se estima con base en los valores muestrales. De esta forma Maria da
muestras de poseer una concepcion proceso del intervalo de confianza si bien no
ha justificado qué otros conceptos estadisticos intervienen en su construccion.

Ya analizado el camino conceptual de Maria, vamos a ver qué tan clara es a la
hora de interpretar la influencia de los factores que determinan el intervalo de
confianza en términos de su tamafio y precision.

Entrevistador: Un intervalo de confianza del 45% asociado a una muestra
especifica para la media de una poblacion (u) es el intervalo que contiene el
45% de los valores posibles de la media muestral x.

Maria: yo creo que es falso
Entrevistador: falso, ¢,por qué?

Maria: porque el 45% es el nivel de confianza, pero lo que el nivel de
confianza me quiere decir es la probabilidad. Y creo que lo que estan
afirmando ahi es que es el 45% de la poblacion. Y eso es independiente, no
tiene nada que ver el nivel de confianza con el pedazo que yo tome de la
poblacion.

Entrevistador: Un intervalo de confianza del 45% asociado a una muestra
especifica para la media de una poblacién (u) es un intervalo mas ancho que
el intervalo de confianza del 95%.

Maria: Falso, es mas pequefio
Entrevistador: ¢ Es mas pequefo, por qué?

Maria: Porque... Porque si yo calculara a partir de una muestra un intervalo de
45% de confianza y uno de 95% entonces el de 95% va a ser mas grande y
eso se ve es por la férmula con la que se calcula el intervalo de confianza
(Dibuja los dos intervalos en el tablero, ver llustracion 41)

llustracion 41. Efecto del nivel de confianza en un IC

Entrevistador: ¢ Cual férmula?

Maria: X mas o menos este zeta asterisco por la desviacion estandar de la
muestra (ver llustracién 42)
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llustracion 42. Expresion algebraica que da lugar al IC
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Entonces para calcular el intervalo dependo del zeta asterisco. Entonces en la
medida que el nivel de confianza aumente entonces el intervalo va a ser mas
grande, o sea, el error va a ser mas grande (Maria sefiala el error en la
expresion algebraica, ver llustracion 43).

llustracion 43. Efecto del nivel de confianza en el error de estimacién de

un IC
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Contrario a lo pensado anteriormente Maria recuerda la expresion algebraica
utilizada para construir el intervalo, es interesante el hecho de que solo hasta el
momento la haya traido a colacién, es como si se tratara s6lo de su memorizacion
pero no de su relacidon con el teorema central del limite. También se observa que
interpreta el nivel de confianza como una probabilidad y su conocimiento de la
expresion que da lugar al intervalo de confianza le permite responder
acertadamente sobre el efecto del valor del nivel de confianza sobre el tamafio del
intervalo.

Entrevistador: Un intervalo de confianza del 45% asociado a una muestra
especifica para la media de una poblaciéon (u) es un intervalo de valores
calculado a partir de los datos de la muestra. En el 45% de las muestras de
una poblacion, el intervalo calculado contiene a la media de la poblacion.

Maria: Si, eso es cierto. Porque si yo tomo las muestras, como le digo, si yo
tomo varias muestras, digamos que tomo 100 muestras, 45...en 45... Hmmm
no sé cémo decirlo. O sea, ese valor que yo estoy estimando ehhh... va a
estar en 45 de esos 100.

Entrevistador: ¢ por qué?

Maria: porque el nivel de confianza lo que me da es la probabilidad.
Entrevistador: ¢ La probabilidad de qué?

Maria: de que el valor que estoy estimando se encuentre en ese intervalo.

Entrevistador: ¢ En ese intervalo?
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Marifa: Si.

Entrevistador: Pero aqui estamos hablando de varios intervalos. ¢Usted codmo
asume la probabilidad? Cuando yo digo que la probabilidad de obtener cara, al
lanzar una moneda, es un medio, ¢eso qué significa?

Maria: Hmmm, un medio. Que de 100 monedas que yo tire, 50 van a caer
cara.

Entrevistador: ¢y eso es lo que usted estd asumiendo para el nivel de
confianza?

Maria: Si.

Como es claro, Maria responde acertadamente las tres preguntas planteadas: la
primera asumiendo el nivel de confianza como la probabilidad de que el intervalo
contenga la media poblacional; la segunda por su claro conocimiento de la
expresion que define el radio del intervalo, en tanto que la tercera por la
interpretacion frecuencial de la probabilidad. Igual que Santiago, Maria convive
con las interpretaciones subjetiva y frecuencial de la probabilidad sin hacerse
ningun problema.

En términos de la Teoria APOE, podria asumirse que Maria tiene una concepcion
accion del nivel de confianza. Aunque en realidad parece mas una concepcion
objeto, pues Maria la ve como algo estatico por el sélo hecho de conocer la
expresion que da lugar a la construccion del intervalo de confianza.

Entrevistador: Un intervalo de confianza del 45% asociado a una muestra
especifica para la media de una poblacion (u) es dos veces mas ancho que el
intervalo de confianza del 90%.

Maria: Falso.

Entrevistador: ¢ Por qué?

Maria: porque, como ya le habia dicho depende de la zeta asterisco.
Entrevistador: Pero en este caso el nivel de confianza es el doble.

Maria: Aun asi no creo, porque que yo recuerde el numero del “celular de la
normal” es 123 6895997(ver llustracion 44)

llustracion 44. Celular de la normal
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Entonces a una desviacion estandar estd el 68% de los datos, a dos
desviaciones estandar esté el 95% de los datos y a tres desviaciones estandar
esta el 99,7% de los datos (ver llustracion 45)
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llustracion 45. Explicacion del celular de la normal.
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Entonces no encuentro una relacion donde el nivel de confianza dependa de
su anterior. Para mi estos zetas (sefala el celular de la normal) van a ser
diferentes. Cada nivel de confianza tiene su respectivo zeta,
independientemente. Que eso ocurriera entonces no tendria sentido tener
tantos valores para zeta asterisco y bastaria con sacar mitades o dividir por
algo.

Entrevistador: ¢si eso pasara, significaria que tenemos una relacién de qué

tipo?

Maria: hmm, no sé, lineal.
Ahora Maria con base en el “celular de la normal” se da cuenta que los valores
asociados a los valores de confianza no son lineales lo que le permite negar la
veracidad de la afirmacion. Interesante que su utilizacién del celular no es para

negar que el nivel de confianza es menos ancho que el de 90 sino para rechazar
la duplicidad del uno respecto al otro.

Entrevistador: Si se aumenta el tamafio muestral, conservando los demas
datos constantes, el intervalo de confianza se hace mas ancho.

Maria: No, se va a hacer mas pequenio.
Entrevistador: ¢Por qué?

Maria: ehh, por esta n (Sefiala en el tablero el tamafio muestral, ver llustracién
46)

llustracion 46. ldentificacion del tamafio muestral en la notacién de
Maria.

Pues lo que me representa es el tamafio de la muestra, entonces si n aumenta
entonces el error va a ser mas pequerfio, entonces el intervalo va a ser mas
pequefio.
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Una vez mas el tener presente la expresion que da lugar a la construccion del
intervalo de confianza le permite a Maria darse cuenta del efecto del tamafio
muestral.

Entrevistador: Si se aumenta el nivel de confianza, manteniendo los demas
datos constantes, el intervalo de confianza se vuelve més angosto.

Maria: Falso va a aumentar, va a ser mas grande
Entrevistador: ¢ Por qué?

Maria: porque si se aumenta el nivel de confianza va a aumentar el zeta
asterisco y por tanto el error muestral.

Entrevistador: Si aumenta el tamafio muestral, aumenta la precision de la
estimacion de la media poblacional.

Maria: ehhh, es verdadera
Entrevistador: ¢ Por qué?

Maria: por el teorema central del limite.
Entrevistador: ¢ Por qué?

Maria: porque si es mas grande... porque entre mas grande sea la muestra...
No, por el... ehhhh, oh. ;Lo puede volver a repetir?

Entrevistador: Claro. Si aumenta el tamafio muestral, aumenta la precision de
la estimacion de la media poblacional.

Maria: hmmm, pues si, es verdadero, pero me parece como muy obvio.

Entrevistador: ¢ Qué significa precision para usted? ¢ Qué significa precision de
la estimacion?

Maria: Que va a ser mas exacta, mas precisa, mas exacta. La media, la x va a
ser mas aproximada a .

Entrevistador: ¢La x?
Maria: Si, la x

Entrevistador: Entonces, ¢aumenta la precision cuando aumenta el tamafio
muestral?

Maria: Si, pero creo que eso depende de si los datos son aleatorios. O
partamos de que si lo son. Entonces si.

Entrevistador: Y ¢ por qué?

Maria: Porque si (risas)
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Entrevistador: En términos de los intervalos de confianza, ¢ Cémo asegura que
la media muestral esta mas cerca de u?

Maria: (Mira lo que tiene escrito en el tablero, ver llustracion 47)

llustracion 47. Notacion de apoyo de Maria

Pues porque es que entre, si yo, si yo aumento demasiado la muestra
entonces el intervalo va a ser mucho mas grande.

Entrevistador: ¢ Mas grande si aumento la muestra?

Maria: Ehh, si aumento... Mentiras, mentiras, es mas pequefio. Entonces,
entre yo mas aumente, pensemos que empecé aqui (dibuja un intervalo de
confianza, ver llustracién 48)

llustracion 48. Efecto del tamarfio muestral en el ancho del IC
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Entonces, entre yo mas la aumente, voy a obtener algo asi (ver llustraciéon 49),
llustracion 49. Efecto de aumentar el tamafio muestral en el IC
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Entonces entre mas aumente, mas cercano y por eso es que va a ser mas
preciso el valor que estoy estimando (ver llustracion 50).
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llustracion 50. Tamafio del intervalo vs precision.

Porque cada vez que se va a haciendo mas pequefo el error, este error
(sefiala la expresién que tiene en el tablero, ver llustracion 51) se va a hacer
mas pequefio.

llustracion 51. Efecto del tamafio muestral en el error de estimacién del
IC

Escribdmoslo asi (Ver llustracion 52)
llustracién 52. Simplificacion de la ilustracion 48.
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Se va haciendo mas pequefio el error, entonces como este intervalo es un
estimador del u, entonces la media muestral X va a estar mas cercano a .
Porque el error de estimacion va a ser mas pequenio.

Maria identifica adecuadamente el efecto del tamafio muestral en cuanto a la
precision del intervalo de confianza. Si bien, en un principio, asumié el resultado
“‘como muy obvio” y con dificultades para justificarlo, posteriormente, al asociar
precision con el tamafio del intervalo, lo fundamenta basandose nuevamente en la
expresion dada para el error. Maria al contrario de Santiago centra su atencion en
el intervalo, es decir, en la medida que aumenta el tamafio muestral el error se
hace mas pequerio, por tanto el intervalo se achica y el centro del intervalo que es
la media muestral va a ser una estimacion mas precisa de la media poblacional.

Entrevistador: y si se aumenta el nivel de confianza, aumenta la precision de
la media poblacional.

Maria: Ehh, si se aumenta el nivel de confianza del intervalo, yo creeria que
no.

Entrevistador: ¢Por qué?
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Maria: porque es que si yo aumento el nivel de confianza, entonces zeta
asterisco va a ser mas grande, entonces el intervalo va a estar muy abierto.

Entrevistador: ¢ Entonces la confianza no tiene nada que ver con la precision?

Maria: pues es que también estoy pensando que el nivel de confianza es la
probabilidad de que... de que el... ciento por... es que no sé como decirlo. El
nivel de confianza es un valor de probabilidad, ¢pero de qué? No sé si es la
probabilidad de que este (sefala a u) se encuentre en el intervalo, o sea que...

Yo pensaba era que, que en el caso del nivel de confianza del 45%, seria que
100, que de cada 100... Pero es que no se 100 de cada que... de cada 100 el
U se encuentre en 45 de ese intervalo.

Entrevistador: ¢A partir de que genera usted un intervalo? ¢Qué tiene que
tener para construir un intervalo?

Maria: ehhh, pues los datos, muestras.

Entrevistador: Entonces supongamos que tenemos 100 muestras y para cada
muestra construimos un intervalo para la media poblacional. Entonces como
tengo 100 muestras tengo 100 intervalos. Entonces ¢qué es el nivel de
confianza de 45%"?

Maria: ahhh, que de esos 100 intervalos, u va a estar en 45 de ellos.

Entrevistador: Volvamos a la pregunta ¢si yo aumento el nivel de confianza
aumento la precision del estimador?

Maria: (Se queda pensando)
Entrevistador: ¢ Si hay mas confianza hay mas precisién?

Maria: Tanto como precision, yo creo que no porque... porque digamos que yo
puedo asegurar que mi nota en un examen va a estar en, va a ser, digamos, 3
mas 0 menos 2, y lo puedo hacer con un nivel de confianza del 99%.

Entrevistador: ¢Entonces usted puede asignarle un nivel de confianza a un
intervalo que ya construyd a partir de un procedimiento particular? Es decir, su
nota esta entre 3y 3.2, eso es todo un intervalo, ¢a eso yo le puedo asignar
un nivel de confianza?

Maria: Si le asigno una confianza, pero creo que la que yo quiera, eso es
independiente.

Entrevistador: ¢No estan intimamente relacionados la confianza y el intervalo
y el tamafo de intervalo? Es decir, ¢yo puedo hacer procesos distintos,
primero construyo el intervalo y después le asigno un nivel de confianza?

Maria: Eh, no porque yo para construir el intervalo necesito conocer el nivel de
confianza.
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Entrevistador: ¢Entonces si aumento el nivel de confianza aumento la
precision de la estimacion?

Maria: Pues, estoy confundida porque digamos que, para un intervalo del 45%
de confianza me dio esto (sefiala el primer intervalo que tiene dibujado en el
tablero, ver llustracion 53)

llustracion 53. Efecto del nivel de confianza en el tamarfo del IC.
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Y del 95 % me dio esto (sefiala el segundo intervalo, ver llustracién 54)

llustracion 54. Efecto del nivel de confianza en el tamafio del IC
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Entonces el 95% significaria que de cada 100 intervalos el y va a estar en 95
de esos intervalos.

Entrevistador: Aja

Maria: Entonces si va a ser como mas preciso porque el intervalo va a ser mas
grande.

Entrevistador: Usted puede garantizar que va a estar en mas intervalos, es
decir, en del 95% se puede decir que va a estar en 95 de cada 100 y en del
45% se puede decir que va a estar en 45 de cada 100.

Maria: Pues si.
Entrevistador: Entonces ¢ cual de los dos es mas preciso?
Maria: El del 95%

Igual que Santiago, Maria, no sin confundirse, asume finalmente que la precision
es directamente proporcional al nivel de confianza: como el nivel de confianza
hace referencia al porcentaje de intervalos que contienen la media poblacional,
entonces es de mayor precision, es, en ultimas, su argumentacion.

En términos generales se observa que Maria plantea de forma clara las
motivaciones que llevan a la construccion de un intervalo de confianza para la
media, sin embargo, al igual que Santiago la concepcion que tiene sobre el
intervalo de confianza esta intimamente relacionada con la calidad de la muestra.
Maria sin embargo, no se centra solo en la estimacion puntual ya que, con base
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en la expresidon algebraica que recuerda, hace una interpretacion adecuada del
efecto de los conceptos que intervienen de manera directa en la construccién del
intervalo, como lo son el tamafio muestral y el nivel de confianza y la desviacion
estandar poblacional.

Entrevista con Fabio

Fabio es estudiante de Matematica pura y aprob6 dos cursos de estadistica basica
y uno de didactica de la estadistica y la probabilidad. El curso donde estudio el
concepto de intervalo de confianza lo realizd6 4 semestres antes de iniciada esta
investigacion y utilizo como texto guia el libro de Estadistica Matematica con
aplicaciones (Wackerly, Mendenhall 11l y Scheaffer, 2008)

Entrevistador: ¢, Qué motiva la construccion de un intervalo de confianza?

Fabio: Bueno, pues se tiene una poblacién grande y se toma una muestra,
entonces se quiere saber qué tan cerca esta la media de la muestra de la
media de la poblacién. Eh, bueno entonces se hacen unos calculos y el
intervalo de confianza lo que quiere decir, es con qué probabilidad la media de
esa muestra es igual a la media de la poblaciéon. Digamos que tengo un 95%,
eso quiere decir que esa media de la muestra es muy cercana a la de la
poblacion.

Inicialmente se perciben tres ideas en Fabio:

“Se quiere saber qué tan cerca esta la media de la muestra de la media de la
poblacion”.

“...se hacen unos calculos y el intervalo de confianza lo que quiere decir, es con
qué probabilidad la media de esa muestra es igual a la media de la poblacién”.
“Digamos que tengo un 95%, eso quiere decir es que esa media de la muestra es
muy cercana a la de la poblacion”.

Para Fabio los intervalos de confianza responden la cuestion de qué tan parecida
es la media muestral con la media poblacional (1), parecido que se define, en
primer lugar, en términos del nivel de confianza que para Fabio no es mas que la
probabilidad del evento X = x (2). Luego amplia este concepto y asume que el

nivel de confianza es una medida de la precision o de la cercaniade X a .

Si bien en un principio, Fabio asimila el intervalo de confianza con una estimacion
puntual en la que se quiere saber con qué probabilidad se acierta, y donde el nivel
de confianza es esa probabilidad, después amplia esta concepcion asumiendo
qgue el nivel de confianza es una medida de la cercania de la media muestral a la
poblacional. Esta ultima concepcion, si bien es errada, y podria estar reflejando la
concepcion de que aumentar el nivel de confianza aumenta la precision de la
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estimacion, es decir, disminuye el tamafio del intervalo, al menos supera la
concepcion primera de acierto total de la media muestral respecto a la poblacional.

Entrevistador: ¢ Ese 95% cdmo es que se llama?
Fabio: La probabilidad de que suceda.
Entrevistador: ¢y como se llama eso?

Fabio: Nivel de confianza.

Entrevistador: ¢usted dijo que cuando el nivel de confianza es muy alto
sucede qué cosa?

Fabio: Que la media de la muestra se parece bastante a la media de la
poblacion. Por ejemplo si el nivel de confianza fuera 100% las medias serian
iguales.

Fabio confirma su posicion inicial al afirmar que cuando el nivel de confianza es
del 100% se produce la certeza absoluta de que las dos medias son iguales.

Entrevistador: ¢,Si fuera 100%?

Fabio: Si, si el nivel de confianza fuera 100%. Lo que querria decir el 100% es
que la media poblacional si estaria en el intervalo de confianza. Bueno, a
veces me confundo, digamos que esta M es la media de la poblacion y esta m
es la media de la muestra (A la vez va escribiendo en el tablero lo que dice,
ver llustracién 55)

llustracion 55. Notacion de Fabio parala poblacion y la muestra

Entonces el intervalo de confianza con un nivel de confianza del 95% (hace
un dibujo en el tablero, llustracién 56)

llustracién 56. Representacién de un intervalo de confianza del 95% de
confianza.

Lo que me quiere decir es que con un 95% de confianza la media de la
poblacion cae en el intervalo.
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Entrevistador: ¢Y qué quiere decir eso del “95% de confianza”?
Fabio: que es muy probable que caiga en el intervalo.
Entrevistador: ¢ El 95% es una probabilidad?

Fabio: Si.

Entrevistador: ¢ Entonces, esa confianza es un indicativo de qué? (O es una
medida de qué?

Fabio: Es una medida de la probabilidad de que la media poblacional caiga en
el intervalo de confianza y ese intervalo de confianza se hace con respecto a
esta m (sefiala la media de la muestra)

Fabio da un giro completo en su significado de intervalo de confianza: ahora se
trata realmente de un intervalo y el nivel de confianza hace referencia a la
probabilidad de que éste contenga la media poblacional. Ademas, afiade que el
intervalo se construye con referencia a la media muestral m.

Noétese que Fabio asume el nivel de confianza como la probabilidad sobre el
intervalo obtenido asumiendo implicitamente que la incertidumbre que le permite
hablar de probabilidad se relaciona con el hecho de que contenga o no la media
poblacional.

Entrevistador: y si nos dan un intervalo con una confianza del 80% ¢Qué
podemos decir del intervalo del 80% de confianza con respecto al intervalo del
95% de confianza? ¢Qué relaciéon hay entre ellos? ¢Cual es mas grande?
¢, Cual es mas pequefio?

Fabio: hmmm, Es mas grande el del 95% creo (Ver la llustracion 57)

llustracion 57. Representacion del efecto del nivel de confianza en el tamafio del
intervalo segun Fabio.

No, no mentiras es mas grande el de 80% (dibuja un nuevo intervalo, ver
llustracion 58)
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llustracion 58. Efecto del nivel de confianza en el tamafio del intervalo
segun Fabio.

Pues porque... hmm (se queda mirando lo que tiene en el tablero) no, espere,
espere (borra el intervalo que acab6 de dibujar y hace otro, ver llustracién 59)

llustracion 59. Representacion del efecto del nivel de confianza en el
tamafo del intervalo.

Es mas grande el de 95%... ya sé, si tengo mas seguridad de que va a caer
ahi, pues mas posibilidades tengo para escoger. Si el nivel de confianza es
mas grande (agranda el intervalo de 95% de confianza, ver llustracién 60)

llustracion 60. Efecto de aumentar el nivel de confianza en el tamafio de
un intervalo.

Pues entonces yo tengo mas confianza de que la media va a estar ahi porque
tengo més posibilidades de que caiga.

La interpretacién del nivel de confianza como una probabilidad le permite a Fabio
responder adecuadamente sobre el efecto del valor del nivel de confianza sobre el
tamafio del intervalo. Fabio, igual que Santiago y Maria asume el nivel de
confianza como probabilidad, falta ver si posee, al igual que sus colegas, la
concepcion frecuencial.
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Entrevistador: ¢Pero lo ideal es que el intervalo sea grande o que el intervalo
sea pequefno?

Fabio: No, lo ideal es que sea pequefio.

Entrevistador: ¢Y usted puede tener, cambiando alguna cosa, un intervalo
pequefio con una confianza grande?

Fabio: Ehhh (se queda pensando) No sé.

Entrevistador: En términos de precision, ¢ es mejor tener un intervalo grande o
un intervalo pequeno?

Fabio: Un intervalo pequefio.

Entrevistador: Pero entonces ¢cémo hacemos para que conservando la
confianza del 95% del intervalo de arriba sea igual en tamafio al intervalo de
abajo que es el del 80% de confianza? ¢Qué tendriamos que cambiar para
lograr eso?

Fabio: Pues hay algo que se me ocurre, pero a la vez se me contradice un
poco... Bueno, o sea, bueno, si uno aumenta la muestra quiere decir que mas
poblacion, si tomara toda la poblacion pues da lo que estoy buscando que es
la media poblacional. Lo que yo digo es que si se aumenta la muestra, el
intervalo se puede hacer mas pequefio, pues que toma uno mas datos de la
poblacion.

Pero a la vez si se aumenta la muestra cogiendo los datos que estdn mas
alejados de la media pues...

Entrevistador: ¢Usted puede escoger los datos cercanos o lejanos de la
media?

Fabio: pues si
Entrevistador: ¢Usted conoce la media de la poblacién?

Fabio: Ese valor no se puede ni calcular, digamos que fuera el agua del mar,
€S0 uno nunca va a saberlo.

Entrevistador: ¢El M qué es?

Fabio relaciona de manera adecuada la precisiébn de un intervalo con su tamafio.
Ademas de conocer el efecto del nivel de confianza y del tamafio muestral en el
tamafio del intervalo, Fabio relaciona el efecto del nivel de confianza unido al
efecto del tamafio muestral con el tamafio del intervalo. Lo cual podria ser una
evidencia de la coordinacion entre estos dos conceptos necesarios para la
interpretacion de un intervalo de confianza.

Fabio, al igual que Maria y Santiago, le atribuye importancia a la calidad de los
datos, se preocupa por los datos alejados de la media.
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Fabio: Es la media de la poblacién, pero nunca la voy a conocer de verdad.

Entrevistador: ¢ Entonces usted afirma que si se aumenta el tamafio muestral
el intervalo se hace méas pequefio?

Fabio: si, se empequefiece. Si, claro, todo depende es de la poblacion.
Entonces entre mas datos tenga pues es mas acertado.

Entrevistador: ¢y como se calcula un intervalo de confianza?

Fabio: No me acuerdo la verdad... hmmm, uno calcula la media y yo sé que
en el intervalo esta la media y le pone uno un error (hace un dibujo en el
tablero, llustracion 61)

llustracion 61. Representacion de la estructura de un intervalo de
confianza.
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Entrevistador: ¢Y ese error quién es?
Fabio: No lo sé.

Entrevistador: refresquemos la memoria, usted dice que ese & (delta) es el
error.

Fabio: si, es el que dice el tamafio del intervalo.
Entrevistador: Entonces, ¢, donde esta centrado el intervalo?
Fabio: en la media muestral m

Si bien Fabio no recuerda la expresién que da lugar a los intervalos de confianza,
de forma clara asume que el centro del intervalo es la media muestral y que el
tamafio del intervalo esta determinado por el error que él llama & (delta). Fabio
esta asumiendo la media muestral como un todo y aplica acciones sobre ella, lo
cual es evidencia de una concepcion objeto de media muestral.

Ademas Fabio estd asumiendo la media muestral como un estimador de la media
poblacional.

Entrevistador: ¢ El error de quien va a depender?
Fabio: pues primero depende de los datos que se tomen.

Entrevistador: ¢por qué de los datos que se tomen? ¢entre otras cosas, cOmo
se escogen los datos?

Fabio: Los datos se pueden escoger... Puede ser al azar, entonces se hace
un estudio previo y se dice vamos a escoger tantos del estrato tal, tantos del
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este otro estrato, y pues entonces ahi hay como un criterio, pues se sabe
cuantos tomar de cada estrato, o, digamos, clase de la poblacion.

Fabio tiene claridad en cuanto a la necesidad de escoger de manera aleatoria la
muestra, en este caso en particular menciona el muestreo aleatorio estratificado.

Entrevistador: ¢ Pero cuando usted dice que entonces el error va a depender
de la muestra que se escoja, qué quiere decir con eso?

Fabio: bueno pues, yo... supongamos que no sé en ultimas qué tan alejados
estan los datos de la muestra, o sea... de la muestra no, de la media,
entonces de eso depende. Digamos que la media de la edad de un grupo
fuera 18 afios, entonces ese error varia dependiendo de las personas que yo
escoja, porque si escojo de 20 afos, de 30 afios o de 45 afios, esos estan
alejados. Entonces ese error es como lo que estan diferentes de la media,
pues entonces ahi estan, depende de los que yo escoja, porque si escojo por
ejemplo de 17, de 16, de los que estan alrededor de la media pues el error no
es tanto y pues si tomo los que estan alejados mas grande va a ser el error.

Entrevistador: ¢Y usted como sabe que tan cerca estan los datos de la
media? ¢ Cémo hago para saber si es 0 no una buena muestra?

Fabio: El problema es que yo no sé eso.

Entrevistador: Entonces, ¢, de qué mas puede depender el error?
Fabio: (se queda pensando)

Entrevistador: ¢ El error determina qué del intervalo?

Fabio: El tamafio

Entrevistador: ¢ Entonces qué otras cosas intervienen en el tamafio?

Fabio: hmmm, el error depende también de cuantos coja de la poblacion,
digamos que si la poblacion es muy grande y yo tomo muy poquitos entonces
el error es grande.

Entrevistador: ¢Entonces se puede decir que el error es proporcional o
inversamente proporcional al tamafio de la muestra?

Fabio: El error es inverso porque si tomo mas entonces el error es menor.
Entrevistador: ¢ Qué otros elementos intervienen en ese error?

Fabio: (se queda pensando) bueno pues hay cosas que no manejo muy bien,
pero creo que la desviacion, aunque creo que eso se calcula y me dice qué
tan lejos esta cada dato de la media. Pero no sé muy bien.

Como se aprecia en las respuestas, Fabio esta reflexionando en términos
generales, en la forma de construir un intervalo de confianza, asume que a partir
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de la informacion de una muestra se estima la media de la poblacién. Ademas es
consciente de que el centro del intervalo esta determinado por la media muestral
que él llama m. Su enfoque es de estimacion puntual, el error depende es de la
cercania del tamafio muestral al tamafio poblacional, entre més cercanos estan el
error es menor. En este sentido asume, igual que Maria, que el error es producto
de realizar una estimacién con parte de la poblacién, no considera el factor
aleatorio asociado a diferentes muestras.

Entrevistador: ¢ La desviacion?
Fabio: Pues no lo tengo muy claro, trato de recordar, pero no sé.
Entrevistador: No trate de recordar, ¢usted qué cree?

Fabio: Yo creo que la desviacién estandar... esto... la desviacién estandar lo
gue me dice es a qué distancia esta cada dato de la muestra, de la media, de
la media de la muestra, pues yo creo que entonces eso debe influir de alguna
manera, porque si uno calcula qué tan lejos esta cada dato de la media, cierto,
entonces ahi esta... Es como... Como estamos viendo qué tan alejados estan
los datos de m, entonces eso debe influir ahi.

Entrevistador: ¢ En forma directa o en forma inversa?

Fabio: Si la desviacion estandar es muy grande entonces quiere decir que los
datos estan muy alejados y si la desviacion estandar es mas pequefa
entonces los datos van a estar mas cerca de m. Yo diria que lo afecta
directamente.

Fabio identifica de manera adecuada el efecto y la necesidad de considerar la
desviacién estandar en la construccion del intervalo de confianza. Al igual que
Maria, considera que “la desviacion estandar lo que me dice es a qué distancia
esta cada dato de la muestra, de la media de la muestra”, asimilando la media de
las desviaciones como el valor para cada dato.

Entrevistador: ya tenemos que en el error interviene el tamafio de la muestra
de forma inversamente proporcional y la desviaciébn estdndar de manera
directa, ¢ Qué otra cosa afectara?

Fabio: hmmm, (se queda mirando lo que tiene escrito en el tablero) aaahhh,
con qué confianza lo voy a tomar. Si yo quiero un intervalo de confianza del
0.5 de probabilidad entonces pues el tamafio es diferente, asi que depende
del valor de confianza.

Entrevistador: ¢ Del nivel de confianza?
Fabio: si, eso, del nivel de confianza.

Entrevistador: ¢ Y el nivel de confianza lo afectara de forma directa o de forma
inversa?
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Fabio: pues si es mas confianza mas grande el intervalo, entonces es como
directa. A més confianza, mas grande.

Entrevistador: ¢ Entonces delta es proporcional a qué?

Fabio: Digamos que n es el tamafio de la muestra, entonces si tomo mas
entonces delta es menos, entonces es inverso.

Entrevistador: ¢Y como se escribe esa relacion?

Fabio: Delta es inversamente proporcional a 1 sobre n, creo que asi (escribe
la expresion en el tablero, ver llustraciéon 62)

llustracion 62. Relacion entre el tamafio muestral y el error de
estimacion.
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Entrevistador: y los otros dos elementos que menciond, ¢cémo quedarian ahi?

Fabio: Hmmm, la confianza es directa, entonces nos queda que el error es
proporcional a la confianza C (ver llustracién 63)

llustracion 63. Relacion entre el nivel de confianzay el error de
estimacion.

Entonces si la desviacion es grande el tamafio del intervalo es mas grande,
entonces es directamente proporcional (Ver llustracion 64).
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llustracion 64. Relacion entre la desviacion estandar y el error muestral.

> N

Entrevistador: ¢y cOmo junta esas tres en una sola?
Fabio: hmmm, pues asi (ver llustracion 65)

llustracion 65. Identificacion de la expresién que permite determinar el
error de estimacion segun Fabio.
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Si bien Fabio no recuerda la expresion que da lugar a la construccion del intervalo
de confianza, su reflexion sobre el nivel de confianza, el tamafio muestral y la
desviacién estandar, conceptos que intervienen de manera directa en dicha
construccion, y la relacion adecuada que establece entre ellos y el efecto en el
intervalo de confianza le permiten plantear dicha expresion. Lo anterior es
evidencia de un esquema a nivel Inter de intervalo de confianza. Su
argumentacion se resume asi: al aumentar la muestra la precision aumenta, por lo
tanto el intervalo debe ser mas pequefio; si se aumenta la confianza es porque
mas seguridad se gana de que el intervalo contenga la media poblacional, por lo
tanto el intervalo debe contener mas valores; ahora si los datos estdn muy
dispersos de la media, entonces la estimacion debe ser menos buena y por lo
tanto el intervalo debe ser mas amplio. Ninguna referencia a aleatoriedad ni a
nada con ella relacionada, sin embargo las conclusiones son validas y deducidas
con argumentos muy elementales.

Ya analizada la forma como Fabio construye un intervalo de confianza para la
media poblacional a partir de la informacion suministrada por una muestra y con
base en el establecimiento de relaciones adecuadas entre varios conceptos que
subyacen a su construccion, veamos cémo interpreta el efecto de dichos
conceptos en el tamafio y precision del intervalo.
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Entrevistador: Voy a leer algunas afirmaciones y usted me va a decir si son
verdaderas o falsas y porqué.

Si se aumenta el tamafio muestral, aumenta la precision de la estimacion de la
media poblacional.

Fabio: Si, es verdadera
Entrevistador: si, ¢por qué?

Fabio: bueno, es gque si toma mas datos, pues puede ser, €s que a veces me
confundo no sé. Si uno tomas mas datos tienen mas ehh, digamos que uno se
puede acercar mas a la media que uno busca. Pero también puede uno tomar
datos que no sirvan y pues se alejaria uno mas.

Surge nuevamente la confrontacion entre la calidad y la cantidad de los datos.

Entrevistador: ¢y usted como resuelve esa inquietud? Pues a usted lo que lo
tiene preocupado no es el tamafo de la muestra si no la calidad de la muestra.

Supongamos que usted toma una muestra de tamafio 100 y le construye un
intervalo, luego toma otra muestra de tamafio 100 y le construye un intervalo,
¢, qué pasa, le da el mismo intervalo?

Fabio: No, pues cambia, pero depende de qué tan representativa es la
muestra de la poblacion.

Entrevistador: ¢Y entonces usted cémo resuelve ese conflicto? Porque es que
usted toma muestra y muestras y obtiene valores distintos e intervalos
distintos con el mismo nivel de confianza y el mismo tamafio muestral, lo Gnico
que va a variar es el valor de la media y por ende de la desviacion. ¢Pero
usted cdmo resuelve eso? Porque es que en la practica usted toma s6lo una
muestra y sin embargo uno se atreve a decir que con ese s6lo hay una cierto
nivel de confianza para decir que ese intervalo contiene a la media
poblacional.

Fabio: Entonces el problema es escoger una muestra que sea la mas Optima.

Entrevistador: ¢Usted cree que es problema de escoger la mejor muestra?
¢, Cual seria esa mejor muestra cuando usted estd buscando algo que no
conoce?

Fabio: pues si, ni siquiera sé que me va a dar, entonces como hago para
escogerla. ;Entonces uno qué podria hacer? Pues uno pensaria... pues uno
toma una muestra y esa le dio a uno una media, entonces se observan los
demas datos, pero eso seria como forzar las cosas. Entonces si tomo los que
me sirven pues esa muestra me quedaria mal.

Entrevistador: ¢,como asi? No entendi.
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Fabio: Tomo una muestra de 100 y de ahi saco la media, entonces voy y tomo
otros datos que se parezcan a la media que obtuve, pero entonces queda mal
pues estoy sesgando.

Entrevistador: lo que usted dice es que yo calculo mi media muestral y me da
8.5 y entonces tomo otra muestra a ver si esos datos se parecen a 8.5y si ho
se parece pues entonces no estoy bien.

Fabio: No, lo que yo digo es que usted toma la muestra cierto, y digamos que
la media le dio 8.5.

Entrevistador: Si

Fabio: lo que yo decia era que empiezo a buscar otra muestra con los
elementos que se parezcan a la media, es decir que estén cercanos de 8.5.
Por eso digo que esta mal.

Entrevistador: ¢entonces como resuelve ese problema?

Fabio: creo que... no sé... o sea, ¢sel problema es como, en ultimas, achicar el
intervalo? No tengo... es que sea mas seguro de que la media poblacional
caiga ahi (sefiala un intervalo) y que el intervalo sea pequefio.

Entrevistador: pues eso es o mas conveniente.
Fabio: ¢ Entonces como hace uno eso?.... (Se queda pensando)

Entrevistador: Estamos hablando del problema de la seleccién, pues usted
esta tomando sélo una muestra. Si usted esta haciendo un estudio aqui y otro
investigador esta realizando su mismo estudio en otro lugar, entonces
consultan individuos distintos y construyen un intervalo de confianza y a cada
investigador le dio un intervalo diferente, ¢entonces a cudl investigador le
creemos?

Fabio: quién hizo el mejor estudio por decirlo asi.

Entrevistador: Entonces debe haber algo subyacente que los dos
investigadores manejen y que les permite a ambos afirmar con cierto grado de
certeza que estan en lo correcto. ¢(Qué es eso que los dos investigadores
manejan y que les permite hacer tales afirmaciones?

Fabio: hmmmm

Entrevistador: Esa media que usted llama m, en realidad se representa con x
Fabio: Ahh si, la media muestral.

Entrevistador: ¢ Esa x es una constante?

Fabio: No, pues toma diferentes valores.

Entrevistador: ¢y eso como se llama en estadistica?
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Fabio: Variable aleatoria
Fabio: entonces es saber cudl es el que mas me sirve.
Entrevistador: ¢ El que mas me sirve?

Fabio: No, el mejor. Supongamos en el estudio que deciamos, varios hicieron
el estudio, entonces todos tienen una media distinta, entonces la idea es saber
cual de esas medias es la mejor y se me va a acercar a la media poblacional.

Entrevistador: Claro, entonces volvamonos atras, por eso hay que estudiar las
variables aleatorias solas, olvidémonos del problema de estar estimando una
media de una poblacién. Olvidémonos de eso por ahora. Ubiquémonos en una
variable aleatoria, como usted mismo dijo, es algo que toma diferentes
valores. Entonces, ¢qué es lo interesante de conocer si yo sé que hay varios
valores?

Yo tiro dos dados si yo sumo las caras que caeny yo sé que puede dar 2y 3y
4y5y7, hasta 12. ;Qué es lo interesante de eso, saber qué mas?

Fabio: hmmm

Entrevistador: Si usted fuera jugador de los que lanzan dados, ¢qué le
gustaria saber antes de apostar?

Fabio: Digamos que me gustaria saber cudles valores pueden caer mas
Entrevistador: ¢, Eso como se llama?

Fabio: ¢ La probabilidad de que caida?

Entrevistador: La distribucion de probabilidad de la variable aleatoria.
Fabio: Hmmm, si.

Entrevistador: Entonces volviendo a nuestro problema, x tiene que tener una
distribucion de probabilidad, porque toda variable aleatoria la tiene. ¢ Cual sera
esa distribucion de probabilidad de la variable x?

Fabio: Hmmm, la verdad no tengo bien claro eso.

Entrevistador: ¢ usted ha oido hablar del teorema central del limite?
Fabio: Por alla una vez lo escuché, pero no lo recuerdo.
Entrevistador: ¢y la ley de los grandes numeros?

Fabio: de esa si no he escuchado nunca

Si bien el entrevistador intenta conducir a Fabio al terreno de lo aleatorio, el intento
es fallido porque Fabio no se da para nada aludido con la idea de distribucion de
probabilidad, ni mucho menos con el teorema central del limite que, aunque
reconoce que alguna vez lo escuchd, no lo recuerda.
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Entrevistador: Bueno, y si yo tengo un intervalo de confianza del 90% vy
construyo otro del 45%, ¢ puedo decir que el de 90% es dos veces mas grande
que el de 45%?

Fabio: Ah no, no porque si dependiera sélo del n.

Entrevistador: Todo eso igual, la misma muestra, la misma media, la misma
desviacion estandar, lo Unico que cambio es el nivel de confianza. Entonces
para esa muestra construyo un intervalo con el 90% de confianza y a la vez
construyo otro intervalo para esa muestra con una confianza del 45%

Fabio: No, yo diria que es falso, el de 90% no es el doble del de 45%.
Entrevistador: ¢ por qué?

Fabio: porque todo estd dependiendo de la C que es la confianza, entonces
depende de ella (ver llustracion 65).

Entrevistador: ¢ Entonces en esa expresion yo cambio a esa C por 95%7?
Fabio: Si.

Entrevistador: Entonces el error da muy grande.

Fabio: Ahhh, entonces ese valor lo toman de la... es que no sé como decirlo
Entrevistador: ¢ De donde? Digalo.

Fabio: De la distribucién Normal

Entrevistador: Dibuje la distribucién normal

Fabio: (realiza un dibujo en el tablero, ver llustracién 66)

llustracidon 66. Representacion grafica de la funcion de densidad de la
distribucién normal.

Entrevistador: ¢ Esa es la normal?
Fabio: Si

Entrevistador: ¢Entonces como es la historia con el nivel de confianza del
95%7?

Fabio: Uno dice que aqui... la normal estandar creo que es centrada en...

Entrevistador: ¢ Centrada donde?
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Fabio: Creo que en el cero, pero no estoy seguro (ubica el cero en el centro
del dibujo, ver llustracién 67)

llustracion 67. ldentificacion del centro de la distribucion normal
estandar.

Fabio: Entonces, uno, dice que un intervalo que tenga el 95%, entonces esa
es la probabilidad, el area bajo la curva es la probabilidad (ver Ilustracion 68).

llustracion 68. Probabilidad bajo la curva de la normal estandar.
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Entonces uno tiene el 95% entonces toma este valor (sefiala un extremo del
intervalo del 95%, llustracién 69)

llustracion 69. Ubicacién del percentil de la normal estandar asociado al
nivel de confianza en la representacion grafica de la distribucién normal
estandar.

Entrevistador: ¢Qué valor es ese?
Fabio: Hmmm... ;me esta preguntando el numero exacto?
Entrevistador: Si, 0 una aproximacion

Fabio: No, es que ese valor esta... ese es el problema cuando uno aprende
mecanicamente, como yo tenia la tabla, entonces simplemente lo buscaba y
nunca me preocupe por aprendérmelo o por saber de donde salia ese valor.
Pero era como 1 algo...

Entrevistador: Bueno, hay un nimero asociado. Entonces si yo tengo la misma
muestra y por lo tanto la misma media y la misma desviacion estandar, y
calculo un intervalo con una confianza del 90% y alguien me dice que como ya
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tiene el de 90% pues el de 45% es muy facil, pues sélo es dividir por dos
porque el de 90% es el doble del de 45%.

Fabio: No, eso no es asi porque uno no pone el 90, pone es otro numero,
llamémoslo x.

Entrevistador: Dibuje el de 90%
Fabio: Hmmm... (Realiza el siguiente dibujo, ver llustracién 70)

llustracién 70. Representacion de un intervalo del 90% de confianza a
partir de la distribucién normal.

Entrevistador: Entonces divida ese por dos y dibuje el de 45%.

Fabio: No, no porque ese es otro, aqui hay mas bastante, mire (se enfoca en
el centro de la distribucion) entonces el de 45% es mas pequefio.

Entonces si x es el que da 90%, entonces x/2 no es el que da el de 45%
Entrevistador: ¢ Entonces el de 45% no es exactamente la mitad del de 90%?
Fabio: No, es mas pequenio, es este (lo dibuja en el tablero, ver llustracién 71)

llustracion 71. Representacion de un intervalo del 45% de confianza a
partir de la distribucién normal

Si bien Fabio no recuerda el proceso para determinar el percentil de la normal
estandar asociado al nivel de confianza, recuerda que hay un proceso asociado a
la normal estandar que permite determinar dicho valor. Ademas tiene claro que
los percentiles asociados a una distribucién normal no siguen un modelo lineal:
“aqui hay mas bastante”.

Entrevistador: ¢ En Ultimas qué es el nivel de confianza para usted?

Fabio: Digamos que diciéndolo de manera subjetiva es como qué tan seguro
estoy yo de que me va a caer... de que algo pasa, en este caso de que la
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media esté en el intervalo. O sea, si es 95% puedo estar como seguro de que
ahi si va a caer la media, o sea de que el estudio que estoy haciendo si...

En este pasaje, Fabio asume abiertamente su concepcion subjetiva del nivel
de confianza asimildndolo con la seguridad de que la media esté en el
intervalo.

Entrevistador: Asumiendo un nivel de confianza del 95% si se toman muchas
muestras y con cada una se construye el intervalo respectivo, la media
muestral caerd, aproximadamente, en el 95% de los intervalos construidos.

Fabio: pues ese 95% no esta midiendo eso, esta midiendo es...Ese 95% lo
que me esté diciendo es si la media poblacional cae en el intervalo.

Entrevistador: Asumiendo un nivel de confianza del 95% la probabilidad de
que la media muestral caiga dentro de un intervalo de confianza calculado de
una muestra especifica es 0.95.

Fabio: No sé, es lo que estaba diciendo ahorita, de que la confianza del 95%
es la probabilidad de que la media poblacional caiga en el intervalo.

Entrevistador: pero aqui le estan afirmando es que es la media muestral la
que cae en el intervalo.

Fabio: No, pues esa siempre esta en el intervalo.
Entrevistador: ¢y si cambiamos por la media poblacional si seria cierto?
Fabio: Hmm, si, si seria cierto.

Una vez mas Fabio muestra claridad en cuanto a que el intervalo de confianza se
construye con la finalidad de estimar la media poblacional y que este intervalo
siempre va a contener la media muestral.

Entrevistador: y entonces asumiendo un nivel de confianza del 95% si se
toman muchas muestras de igual tamafio, aproximadamente el 95% de los
intervalos de confianza calculados contendrian a la media poblacional.

Fabio: se parece a la primera.

Entrevistador: Si, en la primera le hablan de la media muestral y ahora de la
media poblacional. ¢Entonces no funciona para la media poblacional?

Fabio: No, no funciona.

Al contrario de Santiago y Maria, Fabio no reconoce el significado frecuencial del
nivel de confianza.

En cuanto al tipo de estructura presente en Fabio sobre el nivel de confianza es
una concepcion objeto, y como bien él plantea existen tablas que permiten hacer
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eso0, asume su significado de manera subjetiva e identifica de manera acertada su
efecto en el tamafio del intervalo,

Fabio, igual que Maria, esta muy preocupado con los valores extrafios que se
puedan seleccionar en la muestra escogida lo que disminuiria la precision o tal vez
la confianza de obtener un intervalo adecuado. Esta preocupacion responde a su
planteamiento general que conduce a asumir el error como resultado de tomar una
muestra, que es un subconjunto propio del espacio muestral, y no como resultado
de la diversidad de muestras que se pueden obtener del mismo tamafio. Es como
si estuviera pensando: “si tomo una parte de la poblacién y con valores extrafos
pues los resultados no son los mejores”.

Adicionalmente, Fabio no conoce la ley de los grandes nimeros y no recuerda el
teorema central del limite, sin embargo reflexiona sobre los conceptos de manera
separada y luego los relaciona para dar lugar a una expresién que le permite
interpretar de manera acertada el efecto del nivel de confianza y del tamafio
muestral en el ancho del intervalo. Lo anterior es evidencia de un esquema a nivel
Inter de intervalo de confianza. Este proceso deductivo de Fabio, lo consideramos
de gran interés, ya que con ideas intuitivas, todas validas, deduce la expresion
para el radio del intervalo, con la excepcion de la raiz cuadrada para el tamafio
muestral. Incluso puede ser camino previo al proceso de construccion formal del
intervalo a partir del teorema central del limite.

Notemos que hasta el momento Santiago, Maria y Fabio asumen el nivel de
confianza como la probabilidad de que el intervalo contenga el parametro que se
desea estimar, sin embargo los tres identifican de manera acertada el efecto del
nivel de confianza en el intervalo de confianza. Luego, ¢habrd necesidad de
superar la interpretacion bayesiana o subjetiva que tienen los individuos sobre el
nivel de confianza para lograr una adecuada construccion e interpretacion de un
intervalo de confianza, cuando dicha concepcibn no estd afectando dicha
construccion e interpretacion? Como puede ser la preocupacion de algunos de los
investigadores consultados (Alvarez, Fernandez y Andrade, 2013)

Entrevista con Carlos

Carlos es un estudiante de matematica pura, aprobd dos cursos de estadistica
basica para ingenieros. El curso donde estudido el concepto de intervalo de
confianza lo realizd 3 semestres antes de iniciada esta investigacion. Utilizo en
sus cursos el texto de Estadistica Matematica con aplicaciones (Wackerly,
Mendenhall 11l y Scheaffer, 2008).

Entrevistador: ¢ Cual es la necesidad de construir un intervalo de confianza?
¢, Qué motiva la construccién de un intervalo de confianza?

Carlos: Si no estoy mal es, yo sé que quiero estudiar una poblacién, entonces
yO saco una muestra, entonces se quieren estudiar ciertas caracteristicas de
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la poblacion a partir de una muestra. Entonces uno trabaja con intervalos para
encontrar mas o menos dénde esta el verdadero valor que uno quiere conocer
a partir de los datos de la muestra.

Entrevistador: Supongamos que la caracteristica que queremos estudiar es la
media poblacional, ¢,como se denota la media poblacional?

Carlos: Si, con Mu (u).

Entrevistador: Entonces segun su planteamiento, usted toma una muestra y a
partir de ella calcula un intervalo.

Carlos: Si

En la respuesta de Carlos se observa claridad en cuanto a la necesidad de
construir un intervalo de confianza, identifica que se trata de un problema de
estimacion de un parametro poblacional y que esta estimacién solo se puede
realizar a través de una muestra.

Entrevistador: ¢Qué informacion le ofrece ese intervalo que usted construye a
partir de la muestra?

Carlos: Bueno, primero debo tener en cuenta el porcentaje de confianza de
ese intervalo. Pues como uno trabaja con el porcentaje de confianza... (El
estudiante se queda pensando)

Entrevistador: ¢ Porcentaje de confianza?

Carlos: Si, porcentaje de confianza. Entonces, bueno, con esos datos que me
da el intervalo y hay esa confianza de que el valor verdadero de i esté en ese
intervalo.

Entrevistador: ¢ Qué es lo que significa el porcentaje de confianza?

Carlos: el porcentaje de que el verdadero valor de la media poblacional este
en ese intervalo.

Entrevistador: ¢ Coémo asi que el porcentaje?
Carlos: O sea, la probabilidad.

Entrevistador: Entonces si uno trabaja con un intervalo del 90% de porcentaje
de confianza, como usted mismo lo dice, ¢significa que en ese intervalo hay
un 90% de probabilidad de que la media poblacional esté en dicho intervalo?

Carlos: Si.

Aqui nuevamente aparece la concepcion del nivel (o porcentaje como lo llama
Carlos) de confianza como la probabilidad de que la media poblacional esté en el
intervalo. Independiente de lo errada que pueda ser esta respuesta, no tiene
consecuencias desde el punto interpretativo de los intervalos, incluso ni siquiera

153



desde el punto de vista tedrico. Ademas, quién dice que no esté pensando en
términos de montones de intervalos obtenidos de montones de muestras del
mismo tamafio, simplemente lo que hace es adjudicarle la probabilidad al Unico
representante que tiene de esa montonera: la muestra que tomo, en una clara
interpretacion subjetiva de probabilidad.

Entrevistador: ¢ Se puede hablar de un intervalo con el 100% de probabilidad
de que contenga a la media poblacional?

Carlos: No

Entrevistador: No, ¢ por qué?

Carlos: Hmmm (se queda pensando)

Entrevistador: ¢Por qué cree que no se trabaja con el 100%?

Carlos: Porgue no se esta trabajando con toda la poblacion si no con una
muestra. Entonces no se puede decir con esa certeza que el valor que estoy
estimando esta en el intervalo de confianza.

Carlos, igual que los otros estudiantes, asume el proceso desde el punto de vista
de su muestra y nada mas, no asume la existencia de otras muestras y, por ende
se evita considerar la aleatoriedad de los resultados. La idea es bien intuitiva: si
aumento el tamafio muestral hasta tener toda la poblacion voy a obtener el valor
exacto del pardmetro y si tengo que crear un intervalo asociado pues este
necesariamente tiene un porcentaje de confianza del 100%, pero estos intervalos
no se tienen porque siempre se trabaja con muestras y no con toda la poblacion.
En el razonamiento de Carlos, los efectos del nivel de confianza y del tamafio
muestral van en el mismo sentido: si se aumenta el tamafio muestral se aumenta
el nivel de confianza, mostrando una dependencia del nivel de confianza respecto
al tamafio muestral. Sigamos con la entrevista a ver si los efectos de estos dos
elementos terminan separandose.

Entrevistador: Entonces si se aumenta el tamafio de la muestra, ¢qué pasa
con el intervalo de confianza? Si en vez de tener 100 datos tiene 200 datos
¢qué relacion hay entre el intervalo de 100 y el intervalo de 200?

Carlos: Pues depende de la media muestral y de la varianza muestral. O sea
no depende del tamafio, sino de cdmo varian esos valores.

Entrevistador: ¢ Como asi?
Carlos: hmmm, pues tengo una muestra de 100 y una muestra de 200.

Entrevistador: Listo, entonces vamos a estimar a | a partir de cada una de
esas muestras. Ambos intervalos con el mismo “porcentaje” de confianza.
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Carlos: Bueno, en realidad lo que cambia es la media muestral y la desviacion
estandar. (Escribe dicha informacién para cada muestra, ver llustracion 72)
Entonces pues el tamafio no interfiere tanto, lo que importa es como varia la
media y la desviacion estandar de cada muestra.

llustracion 72. Notacion de Carlos para la media muestral y la desviacion
estandar muestral de dos muestras diferentes.

Carlos, si bien tiene razén en que al cambiar la muestra se cambia la media
muestral (el centro del intervalo) y la desviacién estandar muestral (que cambia el
tamafo del intervalo), y que ambos valores afectan la construccion del intervalo,
no reconoce el efecto que sobre la desviacion o error estandar tiene el tamafio
muestral. Carlos podria estar pensando exclusivamente en la distribucion muestral
en si misma, razon que lo asiste para descartar la influencia del tamafio muestral

en su dispersion. No relaciona el intervalo de confianza con X como variable
aleatoria y por lo tanto asume la varianza de la muestra y no la varianza de X .

Entrevistador: ¢ Por qué?

Carlos: Porque... Bueno, yo sé que el intervalo de confianza es de la forma
(Escribe una expresion en el tablero, ver llustracion 73)

llustracién 73. Estructura de un intervalo de confianza segun Carlos.
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Entrevistador: De acuerdo a eso el extremo inferior del intervalo es pu; y el

i (k]
extremo superior es —

Vi

Carlos: No, u, es el centroy

41

N

es mas o menos (ver llustracion 74).

determina el tamafo del intervalo. Hmmm, no
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llustracién 74. Expresién algebraica que da lugar a la construccién del intervalo
segun Carlos.
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Entrevistador: ¢ Lo que esté dentro de la raiz cuadrada es m?

Carlos: No, es u,, la media muestral.

Entrevistador: ¢Entonces en el intervalo interviene la media muestral dos
veces?

Carlos: Si... aunque no estoy seguro.

. . 01 . ~
Entrevistador: Bueno, entonces de acuerdo a lo que dice —— define el tamafio

Vi1

del intervalo. ¢ Qué informacion brinda la desviacion estandar 07 ?
Carlos: La distancia a la que estan separados los datos.
Entrevistador: ¢ cémo asi que separados?

Carlos: Si, la distancia que separa los datos.

Entrevistador: ¢ Entonces si 01 es grande qué se puede decir?
Carlos: Que los datos estas mas separados entre si.
Entrevistador: ¢y si 0, es pequefio?

Carlos: Que los datos no estan tan separados.

Carlos adopta la desviacion estdndar como medida de dispersion o separacion
entre los datos, sin ninguna referencia a la dispersion respecto a la media, como si
lo hacen sus pares en las entrevistas ya descritas. Tampoco habla de un valor
medio de separacion de los datos entre si.

Entrevistador: ¢Qué sentido tiene dividir la dispersion de los datos en la raiz
cuadrada de la media muestral?

Carlos: Pues la media muestral es el promedio de los datos...Hmm no sé.

Entrevistador: ¢Entonces la cantidad de datos no tiene nada que ver con el
tamafo del intervalo?

Carlos: No, no tiene nada que ver.
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Notese que para Carlos el tamafio muestral no tiene efecto en el ancho del
intervalo. Con su respuesta Carlos deja claro que su particular forma de definir el
error de estimacion es una mala pasada de su memoria.

Entrevistador: Entonces a la luz de eso dan lo mismo los intervalos para la
muestra de 100 datos y la muestra de 200 datos. ¢Hay algo que me permita
compararlos de alguna forma?

Carlos: Hmmm... (Se queda pensando)

Entrevistador: Supongamos, en gracia de discusion, que la desviacion
estandar de la muestra 1 es igual a la desviacién estandar de la muestra 2, las
medias muestrales son diferentes. Supongamos que con la muestra m; se
construye el intervalo I; y con la muestra m, se construye el intervalo I,. ¢Hay
algo que pueda decir de esos dos intervalos?

Carlos: Hmmm... (Se queda pensando)

Entrevistador: ¢ El hecho de tener mas datos para producir el intervalo I, me
dice algo?

Carlos: Hmmm, si deberia ser mas efectivo el intervalo I,.
Entrevistador: ¢ Mas efectivo?

Carlos: Si, mas efectivo.

Entrevistador: ¢ Qué significa eso?

Carlos: Pues que I, me sirve mas para encontrar la media poblacional.

Entrevistador: ¢y eso que sirve mas a qué hace referencia en el tamafio del
intervalo? ¢Qué caracteristica va a tener I, en comparacion con I; que fue
generado con menos datos cuando las desviaciones muestrales son las
mismas?

Carlos: Pues es mas grande el intervalo.
Entrevistador: ¢ Cual es mas grande?
Carlos: el intervalo I,

Entrevistador: ¢ Y por qué es mas grande?

Carlos: Pues porque hay mas valores y entonces hay méas posibilidades de
gue se encuentra la media poblacional.

Con esta respuesta esta dando a entender que el intervalo debe contener a los
valores muestrales, razon por la cual si la muestra es mayor entonces el intervalo
que se construye a partir de ella debe ser también mayor y, por lo tanto mas
“efectivo”.
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Entrevistador: ¢ Esa es su definicion de efectivo?
Carlos: Si.

Carlos usa el calificativo efectivo para caracterizar un intervalo que tiene “mas
valores”, es decir, es mas grande y como piensa que al aumentar el tamafo
muestral se estd mas cerca del parametro poblacional asume que por lo tanto el
intervalo debe ser mas grande para estar mas seguros de que el intervalo va a
contener el pardmetro buscado.

Entrevistador: Y en términos de precision ¢ cuél de los dos seria mas preciso?

Carlos: (El estudiante se queda pensando) Pues si tenemos en cuenta el
porcentaje de confianza, o sea si los dos intervalos tienen el mismo, entonces
el intervalo I; seria mas pequefio, o sea que el primero deberia ser mas
preciso.

Ahora, Carlos, relaciona la precision del intervalo con su tamafio cuando se cuenta
con el mismo porcentaje de confianza en el sentido correcto: entre mas pequefio
el intervalo mas preciso es.

Entrevistador: ¢Entonces la precision tiene que ver con el tamafio del
intervalo?

Carlos: Si, entre mas pequefio mas preciso.

Entrevistador: Pero usted dijo que I, era mas efectivo porque habian mas
datos y por lo tanto mas grande el intervalo y entonces mayor probabilidad de
que la media poblacional caiga en el intervalo. Y ahora dice que el intervalo I,
es mas preciso porque el tamafio del intervalo es mas pequefio. Pero usted
también dijo que si se tomaban mas datos permitia acercarse mas a la
poblacion y por lo tanto se estaba mas cerca del valor verdadero. ¢CAmo
resolvemos esa contradiccion?

Carlos: pues precision no implica exactitud, pero... No, no, olvidelo... (Se
gueda pensando) Estoy pensando que el I; es mas grande que el I,

Entrevistador: ¢ El I; més grande que el I,? ¢Por qué?

Carlos: Hmm, no sé... (Se queda pensando)

Entrevistador: ¢ Cual es mas preciso?

Carlos: el méas pequefio

Entrevistador: ¢y qué es mas preciso, tener 100 datos o 200 datos?
Carlos: 200 datos

Entrevistador: ¢y cual es méas preciso?
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Carlos: I,

Ahora Carlos resuelve la contradiccién que él mismo habia creado, al corregir su
conclusién anterior: ahora es mas grande el que tiene menos datos.

Entrevistador: Entonces en esa expresion que define el intervalo de confianza,
¢usted no cree que el tamafio muestral juegue un papel importante?

Carlos: Hmmm, pues si, a mas datos mas pequefio el intervalo, entonces debe
estar dividiendo en algun lado, pero no sé dénde. Hmmm, creo que aqui (la
ubica dividiendo al desviacién estandar, ver llustracion 75).

llustracion 75. Nuevo elemento que interviene en la expresion algebraica
gue da lugar a la construccion del intervalo.
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Su razonamiento matematico lo lleva a colocar el n del tamafio muestral en el
denominador, y, sin mayores argumentos, propone su forma lineal. Ademas
cambié de manera radical su posicion inicial de que el tamafio de la muestra no
afecta al intervalo, a partir de la confrontacion y del razonar de manera general
sobre casos particulares, mostré un cambio en su concepcion, evidenciando un
esquema inter que le permite relacionar el tamafio muestral con el tamafo del
intervalo.

Entrevistador: ¢y usted le ve alguna explicacion que a la desviacién estandar
la esté dividiendo la raiz cuadrada de la media muestral?

Carlos: Hmm, no sé, tal vez es una mala memoria.

Entrevistador: Ahora vamos a suponer que los tamafios muestrales son los
mismos, es decir, tenemos dos muestras de tamafio 100. Y supongamos que
m, tiene un nivel de confianza del 45% y que m, tiene un nivel de confianza
del 90%.

Carlos: (Escribe en el tablero al informacion suministrada por el entrevistador,
ver llustracion 76)
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llustracion 76. Notacion de la nueva informacién con la que cuenta

Carlos.
\ i £l 0
Yoy, “ =
n, = O 0874

Entrevistador: al construir un intervalo para cada muestra, ¢cual es mas
preciso?

Carlos: El de m,
Entrevistador: ¢ El de m,? ¢Por qué?

Carlos: Porque es que en el intervalo de m, es menos probabilidad de que la
media poblacional esté.

Entrevistador: ¢,como asi?
Carlos: En el intervalo de m; es méas probable que esté por fuera.
Entrevistador: ¢ esté por fuera quién?

Carlos: La media poblacional. En cambio es mas seguro que esté en el
intervalo de m,.

Carlos asume la precisién como equivalente al nivel de confianza: entre mayor sea
el nivel de confianza hay mayor precision.

Entrevistador: Entonces el mas efectivo, como usted lo llamo, ¢ cual
seria?

Carlos: El de m,.
Entrevistador: Y para usted ¢,qué es lo que significa efectivo?
Carlos: Que si esta la media poblacional.

Entrevistador: y entonces si eso se traduce en términos de tamafo,
¢,como se hace un intervalo mas efectivo?

Carlos: Pues mas grande.

Carlos corrobora la equivalencia que ha establecido durante la entrevista entre
el nivel de confianza y la precisién de la estimacion.

Entrevistador: ¢y cuél de los dos es mas grande?

Carlos: De tamafio son iguales.
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Entrevistador: ¢ Entonces los dos son igualmente efectivos?
Carlos: No, no sé... (Se queda pensando)

Entrevistador: Entonces si hos apoyamos en la expresion que usted escribio
sobre los intervalos de confianza el centro esta determinado por la media
muestral, por lo tanto es distinto. Pero el tamafio del intervalo esta definido por
esto (sefiala una parte de esa expresion que escribié Carlos, ver llustracion
77)

llustracion 77. Expresion que determina el tamafio de intervalo segun lo
planteado por Carlos.

Por lo tanto estan ubicados en la recta real en lugares distintos. ¢ Entonces la
efectividad usted la mide en términos del radio del intervalo o también tiene
gue ver la ubicacién?

Carlos: Pues a efectivo me refiero a que contenga la media poblacional, o sea
no importa si tiene diferentes centros y diferentes tamafios.

Entrevistador: ¢ Los tamafios no importan?

Carlos: O sea, si importa, pero yo estoy mas seguro de encontrar la media
poblacional en el intervalo de m, que en el intervalo de m;.

Entrevistador: ¢ pero si tienen el mismo tamafio?
Carlos: pero en los intervalos que yo construyo no esta la media poblacional.
Entrevistador: ¢ Eso usted lo puede saber?

Carlos: o sea, es mas probable que esté en el intervalo de m, que en el
intervalo de m,

Entrevistador: ¢ Siendo del mismo tamafio? ¢ Por qué?
Carlos: Por el porcentaje de confianza.

Entrevistador: ¢ Entonces ese porcentaje de confianza o nivel de confianza no
afecta el tamafio del intervalo?

Carlos: Creo que el intervalo de m, es mas grande que el intervalo de m,

Entrevistador: ¢Por qué?
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Carlos: vamos a suponer que tienen las mismas, que es la misma muestra y
digamos que voy a mirar dos intervalos, uno del 45% y otro del 90%, entonces
pues van a tener el mismo centro, pero entonces uno va a estar contenido en
el otro, si el de adentro tiene digamos el 45% el de afuera debe tener al menos
un 90%, entonces ese va a ser mas grande. Entonces por lo tanto el intervalo
de m, va a ser mas grande.

Carlos imagina el mismo centro para los dos intervalos y vuelve a ser coherente
con su concepcidn de porcentaje de confianza permitiéndole responder
adecuadamente a la pregunta. Utiliza el argumento simple de la relacion que
existe entre eventos (uno contenido en el otro) con sus respectivos valores de
probabilidad (una menor que la otra).

Entrevistador: ¢y en términos de precisién con muestras distintas?
Carlos: (Se queda pensando)

Entrevistador: ¢ Quién es mas preciso?

Carlos: Yo diria que el intervalo de m,

Entrevistador: ¢ Por qué?

Carlos: porque es mas pequefio.

Ahora la precision la asume en términos del tamafio del intervalo, es decir, entre
mas pequefio mayor su precision.

Entrevistador: Vamos a suponer que tiene un intervalo para una muestra m, y
un intervalo para una muestra m, (el entrevistador hace un dibujo en el
tablero, ver llustracion 78)

llustracion 78. Informacidn suministrada por el entrevistador a Carlos.
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¢ Con cuél de esos dos intervalos se queda?

Carlos: Con el I,

Entrevistador: ¢ Por qué?

Carlos: pues hay mas probabilidad de que ahi esté la media.
Entrevistador: ¢ Por qué?

Carlos: Hmmm... (Se queda pensando)

Entrevistador: Supongamos que las muestras son del mismo tamafo, una la
toma usted y la otra la tomo yo y estimamos la media de cada muestra. ¢Las
dos medias muestrales son iguales?

Carlos: No, son distintas

Entrevistador: Cada una construye un intervalo para su muestra, usted
construye el intervalo I; y yo el intervalo I,. ¢Quién es méas acertado, usted o
yo?

Carlos: (Se gqueda pensando)
Entrevistador: ¢ Usted necesita mas informacién para poder tomar la decision?
Carlos: Bueno, ¢ .cudl es el porcentaje de confianza de ambos?

Entrevistador: Para I; el nivel de confianza es a, y para I, el nivel de
confianza es a,.

Carlos: Bueno, ¢.cual es la desviacion estandar de ambos?
Entrevistador: Para I, la desviacién es o; y para I, la desviacion es o,.
Carlos: (Escribe la informacién suministrada en el tablero, ver llustracion 79)

llustracion 79. Nueva informacion suministrada por el entrevistador.
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Me quedaria con el a mas grande.
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Entrevistador: ¢ Independiente de quien sea g; y 7,7
Carlos: si, yo creo que si.

Entrevistador: Bueno usted dice que mira cual de los dos a es mas grande y
se quedod con ese. Eso es lo primero que usted miraria

Carlos: Si porgue yo tengo mas probabilidad de que la media poblacional esté
en ese intervalo.

Para Carlos el nivel de confianza se impone a cualquier consideracion, se impone
el estar mas seguro de encontrar el parametro en el intervalo (mayor probabilidad)
que ser mas preciso.

Entrevistador: ¢ En segundo lugar que miraria?
Carlos: En segundo lugar... (Se queda pensando)

Entrevistador: Vamos a suponer que los dos tienen el mismo nivel de
confianza.

Carlos: El que tenga la menor desviacion estandar.

Entrevistador: pero la desviacion estandar es de la muestra y eso ¢qué tiene
que ver con la poblacién?

Carlos: Pues es que la desviacion estandar muestral es una estimacion de la
desviacion estandar poblacional.

Carlos justifica la consideracion de la desviacion estandar de la muestra por ser un
estimador de la desviacion poblacional, y que por lo tanto el menor estimador es el
mMAas conveniente.

Entrevistador: En términos de la media, ¢si los dos intervalos tuvieran todo
igual, yo podria decir que el intervalo I; es mejor porque tiene una media mas
pequefa?

Carlos: No, eso no. Es que un intervalo es mas preciso porque es mas
pequefo.

Entrevistador: Algunos colegas suyos dicen que el problema aqui es que si se
toman muestras distintas pues voy a obtener valores distintos y por tanto
puedo encontrarme con datos atipicos y entonces eso me va a complicar las
cosas, ¢usted qué opina de eso?

Carlos: No es que los dafie pero la estimacion va a tener una dispersion mas
grande. Entonces pues va a tener un intervalo, del 95% por ejemplo, pero va a
ser mas grande a comparacion de otra muestra.

Entrevistador: ¢En términos de precision qué pasa?

Carlos: es un intervalo menos preciso.
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Entrevistador: ¢y cdmo hace uno para evitar esas cosas? Porque al final de
cuentas usted solo cuenta con una muestra y a partir de la informacién que
ella suministra usted construye el intervalo.

Carlos: (Se queda pensando...) No sé.
Entrevistador: En su respuesta al item 5 parte a (a continuacién se relaciona)

item 5. Asumiendo un nivel de confianza del 95%:

d. Si se toman muchas muestras y con cada una se construye el intervalo
respectivo, la media muestral caera, aproximadamente, en el 95% de los
intervalos construidos. F__ V.

e. La probabilidad de que la media muestral caiga dentro de un intervalo de
confianza calculado de una muestra especificaes 0.95. F__ V__

f. Si se toman muchas muestras de igual tamafio, aproximadamente el 95% de
los intervalos de confianza calculados contendrian a la media poblacional. F__
Vv

Usted responde:

“¢Muestras representativas? Si es asi los intervalos de confianza me darian
un intervalo donde la media poblacional se encuentre y por lo tanto deberia
caer en mas del 95%”

Si la muestra es representativa el intervalo que se construya a partir de ella debe
contener la media poblacional, parece decir Carlos.

¢, Qué es para usted una muestra representativa?

Carlos: Que no existe ningun sesgo al tomar esa muestra, 0 sea que es
una buena representante de la poblacion y pues para eso miro también
gue el tamafio de la muestra sea lo suficientemente grande.

Entrevistador: ¢Entonces una muestra con datos atipicos no seria
representativa?

Carlos: Pues no porque, o sea la tomamos de la poblacién pero hay
unos muy... Pues no sé, dependeria de la poblacion.

Durante la entrevista Carlos relaciona el nivel de confianza con la probabilidad de
gue la media poblacional se encuentre en el intervalo. Ademas, Carlos puntualiza
mejor la intencion del intervalo describiéndolo como un proceso de estimacion
ampliado: el intervalo como un todo que contiene o no al parametro buscado.

Carlos, al igual que Fabio y Maria, le dan bastante importancia a los valores
extrafios que se puedan seleccionar en la muestra escogida lo que disminuiria la
precision o tal vez la confianza de obtener un intervalo adecuado. La explicacion
que insinua se relaciona con la el calculo del error muestral que se hace mayor si
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existen valores extrafios lo que conlleva un aumento del tamafio del intervalo y
una disminucion de la precision.

A pesar de que la expresion algebraica que da lugar a la construccion de intervalo
de confianza planteada por Carlos no es la correcta, le permite, en gran medida,
reflexionar sobre algunos elementos que intervienen en dicha expresion y llegar a
conclusiones acertadas.

Lo anterior permite sugerir que Carlos tiene un esquema a nivel Inter dado que la
naturaleza misma de los intervalos de confianza, su expresion algebraica, se
relaciona directamente con conceptos como la media muestral, el error estandar
de la estimacion y con el tamafio muestral que son conceptos que poseen su
razén de ser independientemente de los intervalos. No ocurre lo mismo con el
nivel de confianza que si es propio de los intervalos de confianza.

Una vez analizadas cada una de las entrevistas, se procede a identificar el camino
gue cada uno de los entrevistados sigue para la construccion de un intervalo de
confianza, los cuales se presentan a continuacion.

Caminos identificados en la construccién del intervalo de confianza.

Camino de Santiago

Santiago plantea de entrada que los intervalos de confianza estan relacionados
con la distribucion normal e identifica que se trata de un problema de estimacion
de un parametro poblacional y que esta estimacién solo se puede realizar a través
de una muestra. ldentifica el estimador puntual X y lo relaciona con la desviacién
estandar. Con esto en mente Santiago afirma que un intervalo de confianza esta
centrado en x Y tiene un radio determinado por cierta cantidad de desviaciones
estandar que van a definir, precisamente, la confianza del intervalo. La expresion
algebraica planteada por Santiago es x + no.

Con base en eso Santiago puntualiza mejor la intencién del intervalo centrado en X
describiéndolo como un proceso de estimacion ampliado, es decir, el intervalo
como un todo que contiene o no al parametro buscado. Ademas define claramente
el significado del nivel de confianza en términos frecuenciales sin negarse la
interpretacion subjetivista 0 bayesiana como dicen otros investigadores (Behar,
2001; Olivo, 2008; Henriques, 2012; Andrade, Fernandez y Alvarez, 2014) de la
probabilidad.

A pesar de que Santiago no tiene claridad en cuanto a la forma como se construye
el intervalo de confianza, se apoya en el “celular de la normal” (123- 6895997)
para determinar el nivel de confianza y conocer el efecto que tiene sobre el
tamafio del intervalo.
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La interpretacion del teorema central del limite que sobrevive en su memoria esta
asociada a la muestra, es la muestra la que al aumentar su tamafio adquiere una
distribucion normal. De hecho, insiste en que para aplicar el teorema central del
limite se requiere que la muestra tenga al menos 30 datos, es el Unico estudiante
gue hace referencia a este punto en particular.

Curiosa, por decir lo menos, su interpretacion del efecto del tamafio muestral
sobre el tamafio del intervalo en la medida que aumenta, pues asume un tamafo
muestral muy cercano al tamafio de la poblacién y no considera el aumentarla de
a poco. En el caso de que el tamafio muestral es muy cercano al tamafo de la
poblacion, Santiago asume que el estimador puntual X se acerca solito a la media
poblacional u, olvidandose de intervalo. En otras palabras, se centra en el
estimador puntual X reflejando un conflicto entre la estimacion puntual y la
estimacion por intervalos de confianza, ya que en ultimas asume los intervalos de
confianza como un control para la estimacion puntual, en este caso x. Desde
nuestra perspectiva, dicho conflicto se debe a la relacion que Santiago establece

entre la ley de los grandes numeros y el estimador puntual x.

A partir de la reflexion que realiza Santiago guiado por los cuestionamientos del
entrevistador, asume la idea de acercarse de a poquito y asi entre mas aumente el
tamafo de la muestra, pues entonces el intervalo se va achicando y por ende x va
a parecerse mas a p.

Cuando se indaga sobre el efecto del nivel de confianza en el tamafio muestral,
Santiago asocia nivel de confianza con precisibn, a mas confianza mayor
precision. Sin embargo, se observa que no se asocia la precisién con un intervalo
pequefio.

Camino de Maria

Maria plantea que un intervalo de confianza se utiliza para la estimacion de la
media poblacional y a partir de la informaciébn suministrada por una muestra
aleatoria, particularmente a partir de la media muestral x.

Dado que se tomé un pedazo de la poblacioén, y que por tanto no se cuenta con la
totalidad de la misma, Maria plantea que la media muestral X no es un valor
exacto, es decir, no es el valor de la media poblacional, lo cual la lleva a asumir
gue se esta cometiendo un error; asume que un intervalo se representa como la
media muestral mas o menos un error (X + €). Esta concepcion que tiene Maria
sobre el origen del error, no obstante que no le permite conocer exactamente los
factores que lo determinan, y que la mantiene ajena al problema de la aleatoriedad
de x y, por ende, de su distribucion de probabilidad, si posee una naturaleza

intuitiva que podria ser utilizada didacticamente.
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A partir de la confrontacion y de la insistencia del entrevistador, Maria asume que
X es una variable aleatoria y que por tanto tiene una distribucion de probabilidad,
recuerda que ésta es la normal, concretamente la normal estandar.

En cuanto a la desviacion estandar muestral, Maria posee un significado simple
(“separacion o distancia de los datos respecto a la media”), que no es capaz de
expresarlo en forma matematica. Sin embargo, esta falta de claridad sobre el
proceso de construccion de la desviacion estandar no tiene ninguna consecuencia
en su comprension del efecto que ésta tiene sobre el tamafio de los intervalos de
confianza.

Maria se preocupa por los datos atipicos que pueda contener la muestra, en
particular porque percibe que ellos pueden aumentar la estimacion de la
desviacion estandar. Recordemos que el libro que ella utilizd6 como guia (A),
menciona que la media muestral es sensible a los datos y por tanto hay que tener
cuidado con los datos atipicos. Y dado que Maria sabe que la desviacion se
incrementa con los datos atipicos y que su aumento afecta directamente la
precision de la estimacion, prefiere evitarlos.

Cuando se indaga por el significado respecto al nivel de confianza, se observa que
Maria lo asume como la probabilidad de que el intervalo contenga la media
poblacional y a su vez trae a colacion la expresién algebraica utilizada para

construir el intervalo fiz*in, donde z*\% es el error de estimacion. El

conocimiento de dicha expresion le permite responder acertadamente sobre el
efecto del nivel de confianza y del tamafio muestral en el ancho del intervalo.

Respecto a la confrontacion entre nivel de confianza, el tamafio muestral y la
precision de la estimacion Maria identifica adecuadamente el efecto del tamafio
muestral en cuanto a la precision del intervalo de confianza y lo fundamenta
basandose nuevamente en la expresion dada para el error. Maria al contrario de
Santiago centra su atencion en el intervalo, es decir, en la medida que aumenta el
tamafio muestral el error se hace mas pequefio, por tanto el intervalo se achica y
el centro del intervalo que es la media muestral va a ser una estimacion mas
precisa de la media poblacional.

Maria al igual que Santiago asume finalmente que la precision es directamente
proporcional al nivel de confianza.

Camino de Fabio

Inicialmente para Fabio los intervalos de confianza responden a la cuestion de qué
tan parecida es la media muestral con la media poblacional, parecido que se
define en términos del nivel de confianza como una medida de la precision o de la

cercaniade X a .
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A partir de la reflexion guiada del entrevistador, Fabio amplia esta concepcion
asumiendo que el intervalo de confianza se construye con base en la informacion
suministrada por una muestra aleatoria y que el centro del intervalo es la media
muestral. Fabio, al igual que Maria, asume que x no es igual a i, ya que la media
muestral se obtiene de un subconjunto propio de la poblacién.

En un proceso de construccion guiado por el entrevistador, Fabio describe
claramente que el error muestral estd determinado por el tamafio muestral, la
desviacién estandar muestral y el nivel de confianza, incluso, infiere con
argumentos intuitivos, la forma directa o inversa en que influyen sobre la precision
del intervalo.

En cuanto al tamafio muestral asume que el error depende es de la cercania del
tamafio muestral al tamafio poblacional, entre mas cercanos estan, el error es
menor. Infiere que afecta al tamafio del intervalo en forma inversamente
proporcional, su deficiencia esta en que no considera la raiz cuadrada del tamafio
muestral sino simplemente su valor original. De hecho, conocer que se trata es de
la raiz cuadrada requiere conocer el teorema central del limite para poder asociar
el error con la desviacion estandar de la media muestral.

En cuanto al nivel de confianza, Fabio lo asume como la probabilidad de que el
intervalo contenga a la media poblacional. La interpretacion del nivel de confianza
como una probabilidad le permite a Fabio responder adecuadamente sobre el
efecto del valor del nivel de confianza sobre el tamafo del intervalo. Fabio, igual
que Santiago y Maria asume el nivel de confianza como probabilidad, sin embargo
no reconoce el significado frecuencial del nivel de confianza. Esta concepcion de
probabilidad tiene un sentido claramente subjetivo, en el sentido de la seguridad
que se tiene de que un intervalo en particular pueda contener al parametro
buscado.

Fabio, igual que Maria, presta atencion a los valores extrafios que se puedan
seleccionar en la muestra escogida ya que disminuiria la precision o tal vez la
confianza de obtener un intervalo adecuado.

Es de resaltar que Fabio menciona que ha escuchado del teorema central del
limite, sin embargo no lo recuerda y por tanto no lo relaciona con los intervalos de
confianza.

Camino de Carlos

Carlos, al igual que Santiago, Maria y Fabio, presenta claridad en cuanto a la
necesidad de construir un intervalo de confianza, ya que identifica que se trata de
la estimacion de un parametro a partir de la informacién suministrada por una
muestra aleatoria.
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Carlos plantea que para poder construir el intervalo de confianza se necesita
conocer el nivel de confianza, que él llama porcentaje de confianza, y que, al igual
gue sus compaferos, asume como la probabilidad de que la media poblacional
esté en el intervalo, en una clara interpretacion subjetiva de la probabilidad.

Ademas al igual que los otros estudiantes, asume la construccion del intervalo
desde el punto de vista de una muestra y hada mas, no asume la existencia de
otras muestras y, por ende se evita considerar la aleatoriedad de los resultados,
de hecho plantea que si se aumenta el tamafio de la muestra hasta contar con
toda la poblacion se va a obtener el valor exacto del parametro y al crear un
intervalo de confianza asociado pues este necesariamente tiene un nivel de
confianza del 100%, sin embargo esto no sucede pues siempre se trabaja con un
subconjunto de la poblacion. Notemos que Carlos infiere una asociacién entre el
nivel de confianza y el tamafio muestral: si aumenta el tamafio muestral aumenta
el nivel de confianza.

Cuando se confronta esta idea de trabajar con un subconjunto de la poblacién,
Carlos plantea que al cambiar de muestras se cambia el centro del intervalo y la
desviacion estandar muestral y que los dos valores intervienen en la construccion
del intervalo.

Carlos adopta la desviacion estandar como medida de dispersion o separacion
entre los datos, sin ninguna referencia a la dispersion respecto a la media, como si
lo hacen sus pares en las entrevistas ya descritas. Carlos asume que la desviacion
estandar muestral es un estimador de la desviacion estandar poblacional.

Carlos considera que el tamafio muestral no afecta el intervalo, sin embargo a
partir de cuestionamientos guiados que estimulan su reflexion, y de su
razonamiento matematico, coloca el n del tamafio muestral en el denominador, v,
sin mayores argumentos, propone su forma lineal. Es a partir de esto que intuye
gue a medida que se aumenta el tamafio muestral disminuye el tamafio del
intervalo.

Carlos no relaciona el teorema central del limite con los intervalos de confianza,
por el contrario al igual que Maria considera que el error de estimacion existe
gracias a que se cuenta con una muestra y no con toda la poblacion y por lo tanto
la media muestral no es totalmente confiable.

Es de recalcar que para Carlos el nivel de confianza se impone a cualquier
consideracion, se impone el estar mas seguro de encontrar el parametro en el
intervalo (mayor probabilidad) que ser mas preciso. Ademas asume la precision
como equivalente al nivel de confianza: entre mayor sea el nivel de confianza hay
mayor precision.
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Una vez identificados los caminos de cada estudiante, se observa, en términos
generales, que hay claridad en cuanto a la motivacion de construir un intervalo de
confianza, siendo esta la necesidad de estimar la media poblacional p a partir de
la informacion suministrada por una muestra aleatoria. La construccion del
intervalo varia dependiendo, en gran medida, del error de estimacion y la forma
como cada estudiante lo plantea en funcion de los elementos que considera
intervienen y son necesarios para su determinacion.

En el siguiente capitulo se presentan los principales resultados obtenidos en esta
investigacion.
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6. CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan los principales resultados obtenidos en esta
investigacion. El capitulo se divide en 4 apartes. En primer lugar se presentan las
estructuras mentales identificadas en los sujetos que participaron en el estudio
alrededor de los intervalos de confianza y los conceptos estadisticos que
intervienen en su construccién. En segundo lugar, se presenta la descomposicion
genética refinada sobre los intervalos de confianza como resultado del andlisis de
los datos empiricos. En tercer lugar, se presentan algunas consideraciones
didacticas y para finalizar algunas reflexiones alrededor de la investigacién
realizada y se sugieren futuras investigaciones relacionadas con los intervalos de
confianza.

6.1 Estructuras y mecanismos mentales asociados a los intervalos de
confianza en los profesores de mateméticas en formacion.

Para iniciar con la presentacion de este apartado, y en aras de dar mayor claridad
a la presentacion, es necesario aclarar que los profesores en formacion que
participaron en este estudio habian cursado su segundo curso de estadistica, en el
cual estudiaron los intervalos de confianza, dos afios antes de la realizacion de
esta investigacion. Este hecho es importante, porque como es apenas razonable
han olvidado muchos detalles de los intervalos y lo que es directamente
observable, a través del cuestionario y las entrevistas realizadas, son las
concepciones gque finalmente les quedaron alrededor de los diferentes objetos
involucrados. Este hecho es importante ya que difiere de la metodologia utilizada
en los estudios encontrados hasta el momento ya que los instrumentos aplicados
en dichos estudios fueron aplicados inmediatamente después de la instruccién o
como método de instruccion, como es el caso de Andrade, Fernandez y Alvarez
(2014).

Para la descripcion del esquema de intervalo de confianza vamos a determinar
cada una de las estructuras y mecanismos mentales que lo componen y las
relaciones que guardan entre si.

A partir del andlisis y discusion realizados en torno al cuestionario y a las
entrevistas, a continuacion se plantean las estructuras mentales identificadas en
los sujetos que participan en el estudio con relacion a los conceptos que
intervienen de forma directa e indirecta en la construccion de intervalo de
confianza y cémo los relacionan.

Concepcion proceso de probabilidad: Durante las entrevistas se observo que
los estudiantes adoptan tanto el enfoque frecuencial de la probabilidad como el
enfoque subjetivista. El primero, asociado con el nivel de confianza, se manifiesta
cuando asumen que un nivel de confianza del 95% indica que si se toman 100
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muestras de una misma poblacion y se construye un intervalo de confianza para
cada una, en promedio, 95 de ellos contienen el pardmetro buscado. El enfoque
subjetivista o manifiestan cuando adjudican el valor de probabilidad al intervalo
hallado, tal como ha sido reportado en diversos estudios sobre este tema (Behar,
2001; Cumming et al., 2004; Cumming, 2005; Olivo y Batanero, 2007, Olivo, 2008;
Salcedo et al., 2011) y que ha sido interpretado como una interpretacion
bayesiana que asume que la media poblacional es una variable aleatoria. Sin
embargo, para nosotros este uso del valor de la probabilidad es indicativo de una
representacion subjetiva asociada a la seguridad que se tiene de que el intervalo
obtenido realmente contenga al parametro.

Concepcion proceso de muestra aleatoria: Los estudiantes en general plantean
la necesidad de tomar una muestra aleatoria de la poblacion, de tal manera que la
informacion suministrada por dicha muestra sea confiable, esto es, que sea
representativa de la poblacién. Los estudiantes, como se comentara mas adelante,
adoptaron la muestra como el eje fundamental de todos los razonamientos a
seguir.

Ademas se observé que los estudiantes asignan importancia al hecho de que al
tomar la muestra aleatoria sélo se esta tomando un subconjunto de la poblacién, lo
cual conlleva a asumir un error de estimacion al calcular la media poblacional a
partir de la media muestral obtenida de dicho muestra.

Concepcion objeto de media muestral: Esta concepcion se evidenciéo cuando
los profesores en formacion realizaron operaciones aritméticas que la incluian,
fundamentalmente las que definen el intervalo de confianza teniendo a x como
centro; cuando la asumian como estimador puntual inexacto de la media
poblacional 4 y cuando se refieren a ella para describir la desviacion estandar
muestral.

Concepcion objeto de desviacién estandar: A partir del andlisis de las
entrevistas y de las respuestas al cuestionario se observo que del concepto de
desviacién estandar lo Unico que quedo fue su significado, pues se observa que es
asumido como un todo al cual se le aplican acciones, sin embargo esta
concepcion objeto esta completamente desligada de la concepcidn proceso que le
dio origen, ya que no recuerdan dicho proceso.

Concepcion proceso de estimador puntual: En general los estudiantes asumen
que la media muestral X es un estimador puntual de la media poblacional u. El
reconocimiento de la inexactitud de esta estimacion la fundamentan en el hecho
de que su valor se obtiene con base en un pedazo de la poblacion y, aunque, de
agui podria inferirse la aleatoriedad de x, los estudiantes no lo explicitan.

Concepcion proceso de distribucion de probabilidad: En este caso se observo
que, en una actividad de reflexion dirigida por el entrevistador, reconocen el
caracter aleatorio de x y que, por lo tanto, es necesario conocer la forma como se
distribuyen los valores posibles de esta variable, esto es, su distribucion de
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probabilidad. Es aqui donde aparece en juego la distribucion normal gracias al
teorema central del limite, resultado que los estudiantes solo utilizan para calcular
el percentil asociado al nivel de confianza.

Concepcion proceso de funcién de densidad de probabilidad: Se observo que
los estudiantes tienen una concepcion proceso de la funcion de densidad de la
normal cuando identifican su representacion grafica y a su vez identifican las
regiones de mayor probabilidad con base en el area bajo la curva comprendida en
la region dada.

Concepcion objeto de distribuciéon normal: Afadido a las evidencias dadas
para respaldar su concepcion de densidad de probabilidad, los profesores en
formacion, o al menos algunos de ellos, mostraron conocimiento de la regla 68-95-
99,7 que asocia el nivel de confianza en términos del nimero de desviaciones
estandar alejadas de la media. Utilizaron esta propiedad para justificar el efecto
gue sobre el tamafio del intervalo tiene el aumento del nivel de confianza.

Concepcion proceso del teorema central del limite: En este caso se identificd
que la mayoria de los estudiantes recuerdan el teorema central del limite, sin
embargo su descripcion no es la adecuada. En el mejor de los casos lo asumen
simplemente diciendo: “la media muestral tiene distribucion normal”, lo que lo hace
importante para ellos es el papel que juega la distribuciobn normal en la
construccion del intervalo y que es necesaria para determinar el percentil de la
normal estandar asociado al nivel de confianza.

Concepcion objeto de nivel de confianza: En primer lugar se identifico que los
estudiantes asumen el nivel de confianza como un todo ya que le aplican acciones
aritméticas para asi determinar su efecto en el tamafio del intervalo. A su vez
dicho valor es asumido como una probabilidad, tanto frecuencial como subjetiva
como se describié previamente.

En la descomposicién genética preliminar no se plantea una concepcién previa de
este concepto ya que aparece durante la construccion del intervalo de confianza.
Las deméas concepciones previas planteadas en la descomposicién genética
preliminar fueron identificadas en los profesores de mateméticas en formacion y se
reflejan de forma clara en los caminos que cada uno de los entrevistados sigue
para construir el intervalo de confianza.

La forma como se relacionan estas estructuras no es muy clara en las entrevistas,
sin embargo se observé como a partir de la confrontacion y constante guia del
entrevistador, los profesores de matematicas en formacion lograron relacionar
dichas estructuras dando lugar a una da lugar a una comprension del concepto de
intervalo de confianza suficiente desde el punto de vista funcional.

Ya determinadas las diferentes concepciones que presentaron los estudiantes de
los conceptos relacionados de una u otra forma con los intervalos de confianza,
damos paso a la presentacion de un esquema general que si bien no responde
exactamente al utilizado por los estudiantes involucrados en el estudio, si podria
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considerarse como el mas general. Este esquema es el que sobrevive dos afios
después de que los estudiantes estudiaran formalmente el tema en el salén de
clase.

Para mayor claridad lo presentamos en una serie de pasos:

1. Los estudiantes tienen claro que un intervalo de confianza es un intervalo
construido con referencia a un nivel de confianza y que se utiliza para
estimar el valor de un pardmetro, en particular, de la media poblacional.

2. El procedimiento se inicia con la obtencién de una muestra aleatoria de la
poblacién con base en la cual se calcula el estimador puntual x.

3. Como este valor se obtiene a partir de un subconjunto de poblacién y no de
la poblacion entera (hacen referencia a poblaciones finitas) necesariamente
se tiene que aceptar que el valor de x no coincide con el valor del
paradmetro u.

4. Esto lleva al reconocimiento de un error en la estimacion puntual que define
el intervalo donde es probable que se encuentre el valor de la media
poblacional.

5. Para determinar el error recuerdan que la distribucién normal juega un rol
importante, incluso, claramente dicen que se requiere para determinar el
nivel de confianza que es la probabilidad que tiene el intervalo construido
de contener la media poblacional.

6. Si bien un solo estudiante recuerda la expresion exacta del error que define
el radio del intervalo, los otros, y como resultado de un proceso de reflexion
estimulado por el entrevistador, terminan reconociendo que se relaciona
con el tamafio muestral (en forma inversamente proporcional), y con la
desviacion estandar de la muestra y el nivel de confianza en forma
directamente proporcional.

Si bien el esquema planteado, en términos generales, garantiza una comprension
de los intervalos de confianza suficiente desde el punto de vista funcional, no se
mostré muy sélido a la hora de responder algunas de las preguntas formuladas en
el formulario o durante las entrevistas realizadas.

A continuaciéon intentamos algunas explicaciones a los tipos de concepciones
identificadas en el cuestionario y que han sido reportadas repetidas veces en las
investigaciones consultadas.

I El aumento del nivel de confianza disminuye el tamafio del intervalo.

La mayoria de los estudiantes de nuestra muestra (54%) asumen que en la
medida que el nivel de confianza aumenta el tamafo de intervalo disminuye. Este
porcentaje contrasta con el obtenido en otras investigaciones, por ejemplo en
Behar (2001) el 17% de los expertos y el 42,1% de los no expertos, en Olivo y
Batanero (2007) el 30% de los estudiantes y en Olivo, Batanero y Diaz (2008) el
26,2% de los estudiantes.
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La explicacion para este hecho, extraida de las entrevistas con los estudiantes,
puede ser producto de una relacién que los estudiantes establecen entre el nivel
de confianza y la precision de la estimacion, mas exactamente con los significados
multiples que le adjudican al concepto de precision. Para algunos de ellos, dado
que el nivel de confianza es la probabilidad de que el intervalo construido
contenga la media poblacional, es natural que al aumentar esta probabilidad se
gane precision en el intervalo en el sentido de que se estd mas seguro en que
contenga la media poblacional. Ahora, como la precision implica mayor cercania
entre media muestral y media poblacional, y esta cercania esta regida por el
tamafio del intervalo, éste necesariamente tiene que hacerse mas pequefio.

il El aumento del tamaio muestral aumenta el tamafno del intervalo

La mayoria de los estudiantes de nuestra muestra (60%) asumen que en la
medida que se aumenta el tamafio muestral el tamafio de intervalo aumenta. Este
porcentaje contrasta con el obtenido en otras investigaciones, por ejemplo en
Behar (2001) el 7% de los expertos y el 45,8% de los no expertos, en Fidler y
Cumming (2005) el 84% de los estudiantes, en Olivo y Batanero (2007) el 65% de
los estudiantes y en Olivo, Batanero y Diaz (2008) el 33,3% de los estudiantes.

Si bien los estudiantes entrevistados que pudieron haber estado de acuerdo con
esta afirmacion en el momento de responder al cuestionario, modificaron su
parecer en la entrevista, sus respuestas iniciales, unidas a las escritas por otros
estudiantes en el cuestionario, permiten conjeturar la siguiente explicacion.

Una de las caracteristicas predominantes en el razonamiento de los estudiantes,
como se ha resaltado en varios momentos de este documento, es el asumir la
muestra como soporte clave para responder a las diferentes preguntas
propuestas. En este caso, la argumentacién se basa en decir que al aumentar el
tamafio muestral se cuenta con mayor cantidad de valores que estan dentro del
intervalo lo que hace que necesariamente aumente el tamafio del intervalo. El
error de esta argumentacion esta en la creencia de que el intervalo debe contener
a los valores de la muestra, concepcion errada que en alguna forma se relaciona
con la creencia de que el intervalo de confianza lo que contiene son valores
poblacionales o los valores posibles de la media muestral (Behar, 2001; Cumming
et al., 2004; Cumming, 2005; delMas et al., 2007; Olivo, 2008)

La siguiente concepcion que relaciona el tamafio muestral con el nivel de
confianza no ha sido reportada previamente.

iii. Al aumentar el tamafio muestral aumenta el nivel de confianza

Una de las caracteristicas que poseen los elementos que definen el error de
estimacion en un intervalo de confianza es su total independencia entre ellos,
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ninguno esta condicionado por el valor de los otros dos. Sin embargo, algunos
estudiantes asumen que el aumento del tamafio muestral produce un aumento en
el nivel de confianza. La argumentacion utilizada se realiza a través de la precision
del intervalo y su relacion con el nivel de confianza de la siguiente forma: al
aumentar el tamafio muestral se tiene mas informacion que necesariamente
repercute en la calidad de la estimacion lo que hace que el intervalo sea mas
preciso y, por lo tanto, tenga mayor probabilidad de contener el parametro
buscado, es decir, mayor nivel de confianza.

En términos de la Teoria APOE estas concepciones pueden deberse a que no se
relaciona de manera adecuada algunas estructuras mentales propuestas en la
descomposicion genética preliminar e identificadas a partir del andlisis de las
entrevistas, como son: Concepcion proceso de Muestra aleatoria, concepcion
objeto de estadistico, concepcion proceso de probabilidad y concepcién objeto de
nivel de confianza.

6.2 Descomposicion genética refinada sobre los intervalos de confianza.

Como resultado de los resultados encontrados y de los andlisis realizados, se
presenta una nueva descomposicion genética de los intervalos de confianza que
creemos puede repercutir en una mejor comprension de los intervalos de
confianza por parte de los estudiantes. En forma simultdnea con esta
descomposicion, se presentan algunas actividades que formarian parte de una
hipotética secuencia didactica que podria garantizar la formaciébn en los
estudiantes del esquema de intervalo de confianza.

En realidad, solamente hacemos referencia a la necesidad de agregar una nueva
concepcion a las sugeridas en la descomposicion genética preliminar, las demas
concepciones se siguen considerando en la misma forma que fueron propuestas
en la descomposicion genética inicial.

Inicialmente se planted la necesidad de que los individuos presentaran una
concepcion objeto de estadistico, ya que esta concepcién da lugar a asumir que el
estadistico estimador puntual del parametro, es una variable aleatoria ya que su
valor depende de la muestra seleccionada y que, por lo tanto, es necesario
conocer su distribucion de probabilidad, ademas de tener presente que se pueden
realizar acciones sobre ese estadistico representadas en operaciones aritméticas.
Sin embargo, a partir del analisis teodrico, se observo la necesidad de que los
individuos presenten adicionalmente una estructura de esquema de media
muestral. A continuacion se define dicha estructura.

Esquema de la media muestral: Como se evidencio en la presente investigacion
los profesores de matematicas en formacion si bien tienen claro el proceso que
conlleva la obtencion del valor X a partir de los datos contenidos en una muestra,
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su caracter aleatorio y, por consiguiente, su distribucion de probabilidad, no lo
relacionan con el teorema central del limite y las distribuciones muestrales
conceptos que tienen que estar estrechamente relacionados con el concepto de
media muestral.

Para lograr este objetivo proponemos un tratamiento integrado del teorema central
del limite como parte del proceso de estimacion por intervalos y no separado como
tema aparte como tradicionalmente se presenta en los libros de texto. Este
tratamiento debe realizarse con ayuda de los computadores para poder simular la
obtencion de diversas muestras tomadas de diferentes poblaciones: finitas en un
principio, respondiendo a la intuicién de los estudiantes cuando adoptan el error
como el resultado de la incompletez de la muestra con respecto a la poblaciéon
entera, y posteriormente infinitas definidas a través de sus funciones de densidad.
Debe tenerse en cuenta que este tema forma parte de uno mas general que se
conoce como distribuciones muestrales que bien se sabe, es un hueso duro de
roer para los estudiantes (Inzunsa, 2006).

Adicionalmente, es necesario destacar el hecho de que este proceso de
estimacion de la media muestral coexiste simultdneamente con otra estimacion
como es la de la desviacion estandar poblacional, necesaria para definir el radio
del intervalo. Esta estimacién tiene entre otras consecuencias la de tener que
considerar la distribucion t-Student en lugar de la distribucion normal. Esta
simultaneidad de estimaciones aflade nuevas especificidades al problema tratado
y requiere investigaciones mas amplias que la aqui realizada.

6.3 Consideraciones didacticas

Bien se puede afirmar que esta investigacion reporté resultados que permiten
conocer con mayor claridad las asociaciones que realizan los estudiantes entre los
diversos objetos que intervienen en la construccion de los intervalos de confianza
y que los conducen, en muchos casos, a las concepciones y dificultades
reportadas en la literatura. Este conocimiento, sin duda, permitira que los
profesores, al ser conscientes de estos razonamientos orienten su actividad a
confrontarlos directamente en el salon de clase en sesiones de reflexién grupal
gue puedan permitir superarlos.

Ahora bien, es necesario tener claro que esta investigacién esta enmarcada dentro
de un contexto que asume la ensefianza de estos temas a la luz del conocimiento
institucionalizado de la comunidad estadistica, es decir, desde una perspectiva
que podriamos denominar formal. Ahora bien, tal como lo muestra esta
investigacion, este enfoque puede no ser el mas adecuado para personas (en
nuestro caso profesores de matematicas en formacion) que solo buscan adquirir
conocimientos para poder aplicarlos con suficiencia y saber ensefiarlos de tal
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manera que se generen concepciones validas y utiles en sus estudiantes. En
consecuencia, vale la pena replantearse este enfoque institucional y empezar a
pensar en formas de ensefianza que no siendo tan formales garanticen que los
estudiantes formen estructuras suficientes para una buena interpretacion de los
resultados estadisticos. Este enfoque que estamos proponiendo se ve reforzado
con el uso de los computadores y de programas estadisticos que se encargan de
realizar las acciones que permiten obtener los resultados requeridos que se
requieren para interpretar adecuadamente los datos dentro del contexto en el cual
se obtuvieron. En resumen, lo que proponemos es cambiar la estructura actual
desbalanceada a favor de lo formal por una estructura también desbalanceada
pero a favor de la interpretacion en contexto.

6.4 Limitaciones y extensiones de la investigacion

Esta investigacion se realizd con estudiantes que en su mayoria habian abordado
el tema de los intervalos de confianza dos afios antes, situacion que si bien es
cierto permitié conocer las concepciones de los estudiantes que permanecieron a
lo largo del tiempo, impidié de otro lado conocer las que pudieron tener en un
principio recién aprendido el tema y que luego desaparecieron con el tiempo. Esta
situacion propone realizar tanto una investigacion con estudiantes que acaban de
estudiar el tema como una de corte longitudinal que permita conocer como y
porqué se dan esas transformaciones conceptuales en los estudiantes.

Una limitacion de este estudio fue la de trabajar con estudiantes que habian
recibido una instruccién que no fue disefiada ni controlada por los investigadores,
aspecto que no permitié después inferir sobre los mecanismos que pudieron estar
presentes en la formacién de concepciones por parte de los estudiantes. Para
superar esta deficiencia se propone realizar una investigacion que, partiendo de la
descomposicion genética aqui propuesta, realice una instruccion guiada que
permita establecer relaciones causa efecto entre la ensefianza y el aprendizaje.

Otra investigacién que valdria la pena realizar es una que pretenda conocer los
esquemas que se generan en los estudiantes cuando son sometidos a un proceso
de instruccion basado en el computador y dirigido fundamentalmente a la
interpretacion en contexto de los resultados relacionados con los intervalos de
confianza.
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ANEXO A

Nombre:

¢CUALES DE LAS SIGUIENTES AFIRMACIONES SON VERDADERAS?
EXPLIQUE SU RESPUESTA

ftem 1. Un intervalo de confianza del 45% asociado a una muestra especifica
para la media de una poblacion (u) es:

a) El intervalo que contiene el 45% de los valores posibles de la media
muestral (). F_V__

b) Un intervalo mas ancho que el intervalo de confianza del 95%. F__V__

c) Un intervalo de valores calculado a partir de los datos de la muestra. En el
45% de las muestras de una poblacion, el intervalo calculado contiene a la
media de la poblaciéon. F__V__

d) Dos veces mas ancho que el intervalo de confianza del 90%. F__ V_

ftem 2. Si se aumenta el tamafio muestral, conservando los demas datos
constantes, el intervalo de confianza se hace mas ancho. F__V__

ftem 3. Si se aumenta el nivel de confianza, manteniendo los demas datos
constantes, el intervalo de confianza se vuelve mas angosto. F V.

ftem 4. Si la desviacion estandar de la poblacion aumenta, el intervalo de
confianza disminuye en la anchura. F__V___

ftem 5. Asumiendo un nivel de confianza del 95%:

a. Si se toman muchas muestras y con cada una se construye el intervalo
respectivo, la media muestral caerd, aproximadamente, en el 95% de los
intervalos construidos. F__ V.

b. La probabilidad de que la media muestral caiga dentro de un intervalo de
confianza calculado de una muestra especificaes 0.95. F V.

c. Si se toman muchas muestras de igual tamafo, aproximadamente el 95%
de los intervalos de confianza calculados contendrian a la media
poblacional. F__ V___

ftem 6. Si el tamafio de la muestra es muy pequefio, no se puede construir un
intervalo de confianza del 99% de confianza. F__ V___

ftem 7. Si aumenta el tamafio muestral, aumenta la precision de la estimacion de
la media poblacional. F__V___

ftem 8. Si aumenta el nivel de confianza, aumenta la precision de la estimacion de
la media poblacional. F__ V___
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