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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO DE LA FASE CUANTICA POR TRANSFORMACION DE
FOURIER FRACCIONARIA Y SUS APLICACIONES A LOS PRINCIPALES ESTA-
DOS DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO !.

AUTOR: DIEGO ARMANDO GALEANO RODRIGUEZ2.

PALABRAS CLAVES: Fase cuéntica, transformacion de Fourier fraccionaria, es-
tados numero de fotones, estados térmicos, estados coherentes, estados estrangulados
(squeezed), distribucién de fase cuantica.

DESCRIPCION:

La correcta descripcion de la fase cuantica del campo electromagnético es un problema
que ain es objeto de estudio; Dirac abre la discusion de la fase cuantica proponiendo una
relacién entre los operadores aniquilacion, creacién y la fase, pero el modelo de Dirac
posee dificultades matematicas. Estudios subsecuentes hechos por Sussking y Glogower
proponen operadores exponenciales complejos de fase no unitarios, que conllevan a
inferir que la fase cuantica no es un operador Hermitico, e implican la existencia de
varios operadores de fase, por tal razon evaden el problema del operador de fase y se
concentran en las distribuciones de fase, por tltimo Pegg y Barnett estudian la fase en
un subespacio del espacio de Hilbert donde la fase llega a ser un operador Hermitico y
bien definido.

Con base en los estados de fase de Sussking y Glogower y Pegg y Barnett, se deduce
la existencia de la transformacion de Fourier fraccionaria lo cual abre un nuevo camino
para estudiar la fase. A continuacion y a partir del operador de fase de Pegg y Barnett se
formula un operador de fase Hermitico donde esta presente la transformacion de Fourier
fraccionaria, éste operador es de gran uso para determinar la estadistica de fase de los
estados nimero (estados de Fock), coherentes, térmicos y estrangulados (squeezed) del
campo electromagnético y se demuestra que reproducen completamente la estadistica
ya conocida para los estados propios del campo electromagnético mencionados.

ITrabajo de Grado
2Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Director Dr. Rafael Torres.
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ABSTRACT

TITLE: STUDY OF QUANTUM PHASE BY FRACTIONAL FOURIER TRANS-
FORMATION AND ITS APPLICATIONS TO THE MAIN STATES OF THE ELEC-
TROMAGNETIC FIELD.!.

AUTHOR: DIEGO ARMANDO GALEANO RODRIGUEZ 2.

KEYWORDS: Quantum phase, fractional Fourier transform, photon number state,
thermal states, coherent states, squeezed states, quantum phase distribution.

DESCRIPTION:

The correct description of the quantum phase of the electromagnetic field is a pro-
blem that is still under study; Dirac opens the discussion of quantum phase proposing
a relationship between annihilation creation and phase operators, but the model has
Dirac mathematical difficulties. Subsequent studies by Sussking and Glogower propose
complexes non-unitary phase exponential operators, leading to infer that the quantum
phase is not a Hermitian operator, and imply the existence of several phase operators
, for this reason they evade the problem of phase operator and they focus on phase
distributions, finally Pegg and Barnett study phase in a subspace of the Hilbert space
where the phase becomes a Hermitian operator and well defined. Based on the phase
states of Sussking and Glogower and Pegg and Barnett suggests the existence of fractio-
nal Fourier transformation which opens a new way to study the phase. Here and from
operator phase Pegg and Barnett operator Hermitian phase where the transformation
of fractional Fourier present is formulated, the operator is of great use to determine
statistical phase state number ( Fock states), coherent, thermal and squeezed of the
electromagnetic field and shown to completely reproduce the statistics already known
to the eigenstates of the aforementioned electromagnetic field.

1Bachelor Thesis.
2Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Director Dr. Rafael Torres.



INTRODUCCION

La fase es de gran importancia tanto en éptica clasica como en 6ptica cuantica, en 6ptica
clasica determina si dos ondas interfieren y es la encargada de establecer la coherencia
entre ellas, en éptica cuantica en fenémenos tales como la interferencia cuantica la cual
se manifiesta por condiciones de fase entre las ondas. Sin embargo la fase cudntica es
un problema que se ha intentado abordar sin mucho éxito, debido a que no se puede
obtener un operador de fase que reina todas las propiedades y que permita extraer la
fase de un determinado estado. R
Inicialmente Dirac realiza una descomposicién polar del operador aniquilacién A y
creacién AT en funcién del operador de fase hermitico ® [3], esta idea permite establecer
una relacion de conmutacion entre el operador niimero de fotones N y el operador de la
fase ® dado por [®, N] = i, donde este conmutador conduce a irregularidades cuando se
desea determinar los elementos matriciales del operador exponencial complejo de la fase
e® y al comprobar la hermiticidad [8], por consiguiente se hace necesario replantear
y estudiar mds a fondo la propuesta hecha por Dirac. Sussking y Gloggower definen
los operadores exponenciales de fase ¢ y su adjunto conjugado (e**)! donde <$ es la
fase, semejantes a los planteados por Dirac, estos operadores no conmutan y no son
unitarios por lo cual no permiten la existencia de un tnico operador de fase hermitico,
este formalismo no se centra en el operador de fase pero si en los estados propios de
este operador |¢) [13] que pueden ser usados para definir distribuciones de probabilidad.
Otra descripcién de la fase es dada por Pegg y Barnett en la cual proponen estados de
fase |6,,) que forman una base completa en un subespacio s+1-dimensional del espacio
de Hilbert [11] por lo tanto son asociados con una fase bien definida. Estos dos modelos
son convenientes para determinar propiedades de fase de los estados correspondientes
del campo electromagnético [12] como:

» Estados nimero de fotones |n),
» Estados coherentes |a).

» Estados estrangulados (Squeezed) |, £),
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» FEstados térmicos.

Tanto en el formalismo de fase cuantica hecho por Sussking y Gloggower y el formalismo
de Pegg y Barnnet aparecen estados de fase que fueron el punto de partida de esta
investigacion, inicialmente notando que la transformacion de Fourier fraccionaria esta
presente en ellos como se demuestra en el capitulo 3, y se enfatiza el estudio en el
formalismo de Pegg y Barnnet ya que a partir de su operador se formula el operador
de fase con la particularidad de poseer la transformacion de Fourier fraccionaria la cual
abre una nueva forma de estudiar la fase que no habia sido explorada. En el capitulo 4
se muestra como los estados de fase junto con el operador de fase escritos como funcién
del operador transformacién de Fourier fraccionaria permiten encontrar propiedades de
fase del modo tnico del campo electromagnético encontrando como son la distribucion
de fase, sus respectivos momentos y reproduciendo los valores conocidos para los estados
nimero de fotones, térmicos, coherentes y estrangulados (squeezed). Finalmente en el
capitulo 5 presentamos las conclusiones de nuestro trabajo.



Capitulo

TRANSFORMACION DE FOURIER
FRACCIONARIA Y ESTUDIO DE LOS
FORMALISMOS DE LA FASE

En este capitulo se expondra la base tedrica , empezando por la definiciéon de la trans-
formacion de Fourier fraccionaria y los diferentes estudios de fase tales como la fase de
Dirac, Sussking y Glogower y el estudio de Pegg y Barnett, luego se pasara a estudiar
las distribuciones de fase para los estados nimero de fotones, coherentes, térmicos y
estados estrangulados (squuesed) .

* SECTION 1.1

TRANSFORMACION DE FOURIER FRACCIONARIA
(TFFr)

La transformacién de Fourier fraccionaria [7] es una generalizacién de la transformacién
de Fourier estandar, por tal razén es una herramienta de gran importancia y con una
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amplia aplicacién a diferentes ramas de la fisica, incluida la mecéanica cuéntica [9]. En
consideraciones tedricas es 1til considerar la transformacion de Fourier de una funcién
como un operador lineal que actiia sobre la funcién. Denotaremos al operador Trans-
formacién de Fourier por (F).

Usamos la base de Hermite-Gauss ya que son funciones cuadrado integrables y son
funciones propias del operador transformacion de Fourier, es decir, para las funciones
de Hermite-Gauss se cumple la ecuacion de valores propios

FlHa(@)) = "My (), (1.1)

donde |H,(x)) es precisamente la funcién propia del operador F cuyo valor propio es
inm/2
e .

Para ir de esto a la Transformacién de Fourier fraccionaria, Namias [7] considera a F
como un operador lineal

FrpplHala)) = "2 H,(2)). (1.2)
Se construye un operador que satisfaga la ecuacion de valores propios
FalHa(x)) = 7" [Hy(2)), (1.3)

donde ]?a se puede representar en la forma e~ iN @ donde N es el operador nimero de
fotones dado por N = ATA, luego la ecuacién de valores propios estéd expresada por

TN (1)) = ¢ H, (2)) (1.4)
donde

A~

Fo = emiNe, (1.5)

este es precisamente el Operador Transformaciéon de Fourier fraccionaria de orden .

* SECTION 1.2

FASE DE DIRAC

Dirac [3] inicialmente factoriza los operadores de aniquilacién y creacién en funcién del
operador de fase, tomando la funcién de onda clasica [4]

3(7725) _ é»rEO[ei(??—thrcb) + e—i(l_()~?—wt+<l>)], (1.6)
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donde E, es la amplitud del campo, €, es la polarizacion y ® es la fase. Y realiza una
Comparaciéon con la ecuacion del operador campo eléctrico cuantico

1
ﬁ(?,t) — ( hw > 2 gx[A\ei(I_()~?—wt+<I>) . ;ﬁe_i(?'?_“’Hq’)]. (17>

2€0V

donde A es el operador aniquilacién y Af es el operador creacién de fotones. Las ecua-
ciones llegan a ser similares si el operador A y AT son factorizados en su forma polar
como:

A=*VN, (1.8)
At = \/ﬁe’@,

donde N es el operador nimero de fotones dado por N = AtA y D es el operador de
fase. De la ecuacion (1.8) se demuestra que

=i = VNAT = (). (1.10)

Donde a partir de (1.14) Dirac encuentra su relacién de conmutacién [3,5, §]
[®, N] = ifil. (1.11)

Esta relacion de conmutacién indica que estas dos cantidades son observables comple-
mentarias, por tal razén satisfacen una relacién de incertidumbre [14]

~ ~ 1
ADPAN > 2 (1.12)
esta incertidumbre indica que el nimero de fotones y la fase no pueden ser medidos
simultdneamente. El conmutador (1.11) lleva a problemas cuando se desea determinar

los elementos matriciales en la base de estados propios de N [5]
(m —n)(n|®m) = hdum, (1.13)

esto implica que la matriz de elementos de ® es indefinida. En particular, el lado de-
recho es cero a menos que m = n pero eso significa que ® es diagonal en la base de
estados nimero y por lo tanto debe conmutar con NN, por otra parte el lado izquierdo
de (1.13) es cero si m = n lo cual no cumple con la igualdad [5].
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Otro problema en la formulaciéon de Dirac radica en la interpretacion del operador de
fase como un operador hermitico. Si ® es hemitico como lo planteo Dirac, su exponencial
complejo ¢® debe ser un operador unitario [4,8], de la ecuacién (1.8) se demuestra que

¢® = AVN, (1.14)

e~ = VNAT = (). (1.15)

permite que

e Pe® = NTV2ATAN-Y2 = 1, (1.16)
pero o
e e ® = ANTTAT £ 1 (1.17)
lo que indica que s6lo se cumple media unitariedad, y por lo tanto no esta de acuerdo
con la idea original de hermiticidad del operador de fase cuantico ® de Dirac [4].

Los estudios hechos por Dirac, a pesar de sus errores, fueron de gran inspiraciéon a dos
formalismos: el primero hecho por Sussking y Glogower y el segundo hecho por Pegg v
Barnett que estudiaron mas a fondo la fase.

* SECTION 1.3

FORMALISMO DE SUSSKING Y GLOGOWER

Susskind y Glogower [13] proponen los operadores exponenciales de la fase

E=(N+1)"24=(AANH 124, (1.18)
gt = AYN +1)"1/2 = AT(AAH)1/2 (1.19)
que aplicados a los estados nimero de fotones |n) producen:
2« JIn—1) paran#0
Eln) = { 0 Sim—0 (1.20)

Efn) = n+1).
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que permite escribir los operadores (1.18) y (1.19) de forma

=) In)n+1, (1.21)
gt = i In + 1)(n|. (1.22)

se demuestra para estos operadores que el producto

EE :ii Iny(n+1n" +1)(n| =1, (1.23)

n=0p’'=0

pero

EIE=D"N"In+1)(nln)(n' + 1] =T —[0)(0], (1.24)

n=0p'—=0

esto denota que el operador £ no es un operador unitario ya que aparece el operador
proyeccién |0)(0] [4].
Si observamos el conmutador

[€,€7] = 10)(0] (1.25)

los operadores exponenciales (1.21) y (1.22) no conmutan, por lo cual el formalismo
de Sussking y Gloglower no permite la existencia de un tnico operador de fase. Los
operadores exponenciales (1.21) y (1.22) no son operadores Hermiticos por tal razén no
son observables.

Susking y Gloglower intentan introducir operadores que sean Hermiticos y proponen
los operadores

— 1 o~ o~
cos(P) = §(E + BT, (1.26)
— 1 ~ o~
sen(®) = f(E — BT, (1.27)
i
Pero si se observa el conmutador de estos operadores
[cos(®), sen(®)] = 0 (0] (1.28)

Se nota que no conmutan y por lo tanto da lugar a que aparezcan dos operadores de
fase diferentes [6].

Sussking y Glogower poseen problemas en sus formulaciones ya que no pueden formular
un operador de fase cudntico [4, 8], pero sugirieron que la descripcién méas apropiada

de la fase no es a través de un operador de fase sino a través de los estados de fase
(Apéndice A) [13]

) = e n), (1.29)
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donde estos estados son estados no normalizables de fase.

La clave de esta formulacién es que permite asignar directamente a cualquier estado
|v)) una distribucién de fase de la forma P(®) = |[(®[)|? sin necesidad de pasar por
una definiciéon previa de un operador de fase.

* SECTION 1.4

FORMALISMO DE PEGG Y BARNETT

Pegg y Barnett [11,12] consideran en un espacio Vs, (s + 1)-dimensional un conjunto
de estados de fase |6,,) el cual contiene los estados propios de energia o estados nimero
de fotones |n) : n =0,1,2,...,s dado por

1 <,
O) = emmin), 1.30
o) = 75 3 (1.30)

2
donde el dngulo de fase esta definido por 6, = 6y + % param = 0,1,....,s vy 0y es
s

un angulo de fase real andlogo al origen de la representacion de posicion.
El conjunto |6,,) : m = 0,1,...,;s es una base ortonormal completa para ¥, es decir
cumple que

1 .
<9m/ |0m> = Z ezn(Gm—em/) — 5m,m/’ (131)

y su relacién de completez
demostrando asi que en este sub-espacio los estados de fase forman una base completa,

ortonormalizable y linealmente independiente.
Si tomamos el exponencial complejo del operador de fase tenemos:

e =3 ¢ |0n) (O, (1.33)
m=0

(6L$9)T€L§>g _ €L$9(6L$9)T — /1\7 (134)
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lo que demuestra claramente que el operador de fase en el espacio ¥ es un operador
Hermitico debido a la unitariedad de e*®
Se construye [2] un operador directamente desde los estados de fase ortonormales (1.30)

= O|O) (O, (1.35)

El operador de fase de Pegg y Barnett escrito en la base de estados nimero tiene la
forma:

o & eaplitn— )0l
CI>m(go—i_s—i—lw—i_gS’—i-lméznlexp[(n—n)27r/(s—|-1)]—1 (1.36)

este operador de fase tiene propiedades de hermiticidad en el espacio s+ 1 dimensional,
lo cual sélo tiene sentido cuando se aplica el limite cuando s tiende a infinito para ir al
espacio de Hilbert.

* SECTION 1.5

ESTADOS NUMERO DE FOTONES |n)

El operador hamiltoniano estd escrito de la siguiente forma [14]
H = hw(ATA+ <) (1.37)

donde el producto del operador creacion At con el operador daniquilacion g, da lugar
a un nuevo operador llamado operador nimero de fotones N

N=A'A (1.38)
donde es un obserbable y sus valores propios toman valores enteros de cero hasta infinito.

Los estados de este operador |n) son autoestados del operador hamiltoniano H y por

ende del operador N. R
Ni|n) = n|n) (1.39)

Estos estados son llamados estados numero de fotones.
La aplicacion de los operadores aniquilacion A y creacién At sobre los estados ntimero

Afln) = vn+ 1jn 4 1) (1.40)
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Aln) = vnn — 1) (1.41)

donde estos operadores crean y destruyen fotones.

Los operadores creacién y aniquilacién se pueden expresar mediante otros dos nuevos
operadores Hermiticos conocidos como operadores cuadratura X y Y, que se relacionan
con los operadores A y A" de la siguiente forma:

A=X+iY (1.42)

At=X —iY (1.43)

Los operadores cuadratura X y Y en funcién de los operadores A y A" se expresan
como:

(2—}- A\T) (1.44)

v %(,ZT ) (1.45)

donde estos operadores son en esencia el operador posiciéon y momentum lineal pero
adimensional.

Un estado nimero puede ser representado en el plano de cuadraturas como un circulo
de radio n, donde se observa que la incertidumbre en n es cero y la incertidumbre en
fase es 2.
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Figura 1.1: Representacién de un estado nimero de fotones en el espacio de cuadraturas.

* SECTION 1.6

ESTADOS COHERENTES |a)

Los estados coherentes del oscilador armonico |a) o estados de Glauber, el cual se
definen como los estados propios del operador aniquilacién de fotones A,esto es:

Ale) = ala) (1.46)

donde el valor propio @ es un numero complejo debido a que el operador aniquilacion
de fotones A es un operador no hermitico.

El estado coherente puede escribirse en términos de los estados de Fock o estados niimero
|n), como:

) = el ”Z—W (1.47)
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donde se ha tenido en cuenta la actuacién de los operadores de creacion y aniquilacién
dada por las ecuaciones (1.40) y (1.41).

La ecuacién (1.47) demuestra que el estado coherente correspondiente a aw = 0 es el
estado fundamental del oscilador, |0), definido por A[0) = |0).

Los estados coherentes pueden construirse mediante la aplicacion al estado de vacio
de un operador unitario llamado operador desplazamiento, denotado por D(«). Los
estados coherentes se escriben como:

@) = D(a)|0) (1.48)

donde R L
D(a) = oA (1.49)

La expresién (1.48) permite interpretar el estado coherente como una forma desplazada
del estado fundamental del oscilador armoénico.

Podemos ilustrar graficamente un estado coherente como un disco de incertidumbre
en el plano de amplitud compleja debido a que la parte real y la parte imaginaria de
la amplitud compleja fluctian de igual forma (AX = AY = %), lo que implica que
AXy = % para cualquier . La representaciéon del estado coherente es:

AX

[} AX

AY

Figura 1.2: Representacién grafica del estado coherente |a) en el espacio de cuadraturas de amplitud « y dngulo 6
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éste circulo representa el drea de incertidumbre del estado coherente, el centro del circulo
estd localizado a una distancia |a|= (N)/2? desde el origen y un dngulo 6 desde el eje
de posicion X | ademas A# representa la incertidumbre en fase del estado coherente y
se observa en la (figura 2.2) que A# disminuye al aumentar |«|.

El producto de incertidumbres de los operadores de cuadratura es minima, por tal razén
los estados coherentes permiten ser definidos como estados de minima incertidumbre y

exhiben iguales incertidumbres en cada cuadratura.

* SECTION 1.7

ESTADOS ESTRANGULADOS (SQUEEZED) |« &)

Es un estado de incertidumbre minima en las cuadraturas en donde a diferencia de los
estados coherentes estos poseen la caracteristica que las incertidumbres en las cuadra-
turas son diferentes AX # AY', para esto se pueden dar los siguientes dos casos:

1
AX > 5> AY (1.50)

AY > % > AX (1.51)

Podemos ilustrar graficamente un estado estrangulado como una elipse de incertidumbre
en el plano amplitud compleja ya que la incertidumbre de la cuadratura X es distinta
a la de la cuadratura Y, lo que implica que ya no se da que AXy = % para cualquier 0
. La representacion es la siguiente:
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Figura 1.3: Elipse de incertidumbre para un estado Squeezed (Estrangulado) en el plano de cuadraturas.

El estado squeezed o estrangulado estd definido como
ja, €) = D(@)S(€)[0) (1.52)

donde D(«) es el operador desplazamiento 1.49 y S (&) es el operador unitario denomi-
nado operador de squeezing (estrangulamiento) dado por

5(6) = eaply (622 — A7) (1.53)

donde A y A" son los operadores aniquilacién y creacién de fotones y & = re? es
conocido como parametro de squeezing o pardametro de estrangulamiento.
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* SECTION 1.8

ESTADOS TERMICOS

La radiacion emitida por un objeto ideal conocido como cuerpo negro, que es un per-
fecto emisor y absorberte de radiaciéon. Un cuerpo negro puede ser modelado como una
cavidad que contiene radiacion en equilibrio térmico con sus paredes, asumiendo un
acoplamiento débil de acuerdo a la teoria de la mecénica estadistica se puede tratar el
campo como un sistema aislado que es descrito por un ensamble microcanénico [4].

Se considera el modo simple del campo en equilibrio térmico con paredes a una tempe-
ratura 1', de acuerdo a la mecénica estadistica, la probabilidad P, de que el modo sea
excitado térmicamente en el n-ésimo nivel es:

o—En/KBT

Pn = _Zn e—En/KBT

(1.54)

donde E, vy Kp es el campo del modo y la constante de Boltzmann respectivamente.
El operador densidad para el campo térmico pr;, esta dado por

o—H/KpT
Prh = W (1.55)
~ ~~ 1
donde H = hw(ATA + 5) es el hamiltoniano y T simboliza la traza dada por:
Trle~ /58T = N~ = Bn/KsT (1.56)

n

En base en esto se calcula el nimero promedio de fotones para un estado térmico [4]

o~hw/KpT

= T heRaT (1.57)

de tal forma que el operador densidad puede ser escrito como

Prn = 1= Y (=) (159

n

y la probabilidad de encontrar n fotones en el campo en términos de n

Pp=— (1.59)
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* SECTION 1.9

DISTRIBUCIONES DE FASE DE LOS PRINCIPALES
ESTADOS DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO

La distribucién de fase nos asigna una probabilidad a cada medida de la fase para un
estado determinado del campo electromagnético.
La distribucién de fase para un estado arbitrario |¥) esta dada por

P@) = 5 |(@[v)P (1.60)

las propiedades de fase son facilmente extraidas usando la distribucion de probabilidad.

1.9.1 Distribucion de fase para los estados niimero de

fotones

La distribucién de fase para los estados nimero de fotones |n) por proyeccién de los
estados de fase |®) esta dada por [4]

Pa(®) = - @) = 5 (1.61)

1

5|
La independencia del niimero de fotones demuestra que en este estado la fase es comple-
tamente aleatoria, es decir que para cualquier estado niimero la fase es indeterminada,
puede tomar cualquier valor entre 0 y 27.
Se puede ilustrar graficamente un estado nimero como una circulo donde cada estado
posee la misma probabilidad como se muestra en la figura 1.4, y posee una distribucion
de Dirac para cada valor de fase del estado nimero de fotones donde cada estado es
igualmente probables con probabilidad 1/27.
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P(e)

X

Figura 1.4: Representacién de un estado niimero de fotones en el espacio de cuadraturas y su respectiva distribucién de

fase.

1.9.2] Distribucion de fase para los estados coherentes

La distribucién de fase para los estados coherentes |a), con a = |ale? esta dada por [1]

1 —||? - ‘a’n —in(d—
P(®) = [(@la)f* = | e /2y Zmel a0l (162)
n=0 ’

la cual no tiene una solucién analitica sencilla. Sin embargo, para |«| >> 1 esto permite
aproximar la distribucién Poissoniana de ntimero de fotones en el estado coherente por
una Gaussiana, de esta manera la distribucion que se obtiene es:

2 2
P(®) = ( ’70:’ )1/26—2|a\2(<1>—9)2 (1.63)
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PP

\ 4

% o>

Figura 1.5: Representacién de un estado coherente en el espacio de cuadraturas y su respectiva distribucién de fase para

la] >> 1.

Tenemos precisamente que los estados coherentes poseen una distribucién de fase gaus-
siana.

1.9.3 Distribucién de fase para los estados térmicos

Debido a que los estados térmicos son estados mixtos, es decir no se puede definir
para ellos un estado propio que describa sus propiedades estos quedan completamente
representados por el operador densidad dado por (1.58) y la distribucién de fase para
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estos estados térmicos 1
P(®) = o—(®|ra|®). (1.64)

Reemplazamos los estados de fase de Sussking y Gloggower (10) y el operador densidad
dado por (1.58) obtenemos que la distribucién de fase para los estados térmicos estd
dada por

1 1 &<, @
P(®) = — " 1.
(®) 27r1—7_znz:0(1+ﬁ) (1.65)
al resolver esta serie el resultado de la distribucion de fase es
1
P(®)=— (1.66)
27

al igual que los estados nimero de fotones la distribucién de fase de los estados térmicos
es una distribucion constante lo que indica que la fase es completamente aleatoria, esta
entre 0 y 27 cada valor de fase es igualmente probable como se muestra en la figura 1.4.

1.9.4] Distribucién de fase para los estados de fase |)

La distribucién de fase para los mismos estados de fase |®) que son estados propios del
oeprador de fase ® (ver Apéndice 10 ) estd dada por

p(®) = [{®|®,,)[* (1.67)

dénde |®,,) es un estado de fase arbitrario. La proyeccién de los estados de fase arbi-
trarios |®,,) sobre estos estados de fase |®) en el formalismo de Sussking Y Glogower
esta dado por

(B|D,,) =Y e m(@=om) (1.68)
n=0

esta serie es una serie de Fourier y su resultado es una delta de Kronecker, luego se
tiene que la proyeccion de un estado de fase arbitrario sobre los estados de fase es:

(D|D,,) = 000, (1.69)

en base en este resultado la distribucién de fase para los estados de fase es una funcione
delta bidimensional.

Se ilustra graficamente un estado de fase y su respectiva probabilidad figura 1.6, donde
se muestra que sus respectivas proyecciones sobre los estados de fase son un delta de
Kronecker.
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| P(¢)

X |9.>

Figura 1.6: Distribucién de fase para los estados de fase




Capitulo

PLANTEAMIENTO DE LA FASE INCLUYENDO
LA TRANSFORMACION DE FOURIER
FRACCIONARIA

En este capitulo se demuestra como la transformaciéon de Fourier fraccionaria esta pre-
sente en los estados de fase de los formalismos de Sussking y Glogower y Pegg v Barnett.
El operador de fase de Pegg vy Barnett que esta definido en el espacio finito-dimensional
también se puede formular introduciendo la transformacién de Fourier fraccionaria don-
de aparece un nuevo operador que se define como un operador exponencial de la fase y
estudiamos algunas de sus propiedades.
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* SECTION 2.1

TFFr EN LOS ESTADOS DE FASE DE SUSSKING Y
GLOGOWER

Los estados de fase |®) deducidos a partir del formalismo de Sussking y Glogower (10)

) =Y e n),
n=0

observando que ¢™®| n) dentro de la sumatoria es el resultado de aplicar el operador
exponencial complejo ¢¥® (donde N es el operador ntimero de fotones) sobre el estado

|n) que son sus funciones propias ya que cumple la ecuacién de valores propios

eu%‘m = emq)]n), (2.1)

donde el operador exponencial complejo e'N® precisamente se puede escribir semejante
al operador transformacién de Fourier fraccionaria (1.5) donde la phase ® es el orden
fraccionario como se muestra

A~

Fo =N, (2.2)

Introduciendo este nuevo resultado a los estados de fase |®) se obtiene

D) =Fo > | n) (2.3)

si se define el estado numeral |#) a la suma de estados ntiimero en el espacio infinito
dimensional como:

#) =) In) (2.4)

que facilita la escritura de los estados de fase como una transformacion de Fourier
fraccionaria del estado numeral |#)

|B) = Fol#). (2.5)

Este es nuestro primer resultado que muestra cémo la transformacién de Fourier frac-
cionaria comienza a ser parte del estudio de la fase. En la ecuacién (2.5) se observa como
los estados de fase |®) y el estado numeral |#) (suma de estados nimero de fotones)
son un par de Fourier de orden fraccional, es decir se puede ir de un espacio a otro con
una transformacién de Fourier fraccionaria, lo cual facilita los cdlculos y muestra una
interpretacion del significado de la fase cuantica.
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* SECTION 2.2

TFFr EN LOS ESTADOS DE FASE DE PEGG Y
BARNETT

De igual forma que los estados de fase de Sussking y Glogower, los estados de fase
orto-normales en el subespacio (s+1)-dimensional |0,,) propuestos por Pegg y Barnett

|Om) = (2.6)

inBm
\/F Z ).

Lo de adentro de la sumatoria es el resultado de aplicar el operador exponencial complejo
e'Nom sobre el estado In).

N ny = mOm ), (2.7)

este operador se puede escribir como el operador transformacion de Fourier fraccionaria

T, = eNom, (2.8)

donde 6,, es el orden fraccionario en el espacio (s + 1)-dimensional.
Los estados de fase quedan escritos introduciendo el operador transformacion de Fourier

fraccionario (2.8) como:
1 R s
Fi n). 2.9
et ML 29)

Si se define el estado numeral a la suma de los estados nimero en el subespacio ¥y

=> |n) (2.10)

Esto facilita la escritura de los estados de fase como una transformada de Fourier
Fraccionaria de la suma de estados nimero en el subespacio ¥, (s+1)-dimensional
como:

|Qm> =

1
vVs+1

Al igual que con los estados de fase de Sussking y Glogower los estados de fase de Pegg
y Barnett también poseen una transformacion de Fourier fraccionaria implicita, que

|Om) = Fonl#)s. (2.11)



TFFr EN LOS ESTADOS DE FASE DE PEGG Y BARNETT 35

permite asimismo utilizar sus propiedades.
Si tomamos el producto interno Los estados (2.9) son una base ortonormal completa
para ¥, como se muestra

1 S S .~ R
(Ot 1) = — > n |f*m,f9m|n> (2.12)
n'=0 n=0
_ 1 i ein(Gm—Qm/)
s+1 o
I < o /
— min(m—m )/s+1
s+1 nz:% c
1— 621'7r(m—m,)
a (s 4 1)[1 — e2im(m’=m)/s+1]
=0

’
mm

2mm

donde se ha tenido en cuenta que 6,, = 0o+ T este resultado demuestra que la base

s+
|0,m) es un conjunto ortonormal.

Se demuestra su relacién de completez dada por:

S 0Ol = — < 3" Fa, <Z \n><n|) s, (213)

m=0 n=0
1 S
= FonFy
S + 1 Z 67n Hm
m=0

=1

lo cual prueba que |6,,) es conjunto completo.

2.2.1| Propiedades del estado |#)

El estado numeral |#) (2.10) es un estado cuya norma es infinita es decir

o

(#l#) = Y _(nln) — o0 (2.14)

n=0
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este estado es la suma de todos los posibles estados nimero de fotones.
De los estados de fase del formalismo de Sussking y Gloggower (10), tomando ® = 0 se
tiene que

@ =0)=Y " Oln) => "|n) (2.15)

comparando este resultado con lo que se definié como estado numeral 2.10, se tiene que
los estados de fase cero |® = 0) son los mismos estados |#) es decir

® = 0) = |#). (2.16)

La proyeccién de los estados de fase cero |® = 0) sobre los estados de fase |®) estd dada
por:

(®|P = 0) i i e~ (n|n’) (2.17)

n=0 p'—=0
(@0 =0) =) e (2.18)
n=0

lo cual es una serie de Fourier y el resultado de esta serie es la funcion delta de Dirac

bidimensional.
x

(@0 =0) =) e =5(2) (2.19)

n=0

Graficamente mostramos este resultado
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v

)

Figura 2.1: Distribucién de fase para los estados de fase cero

.
. K Y
.

donde el estado de fase cero esta sobre el eje de cuadratura X y su distribucion de
probabilidad es una funcién bidimensional de Dirac.

* SECTION 2.3

OPERADOR DE FASE CUANTICO

Para obtener el operador de fase introduciendo la transformacién de Fourier fraccionaria
se sustituyen los estados de fase encontrados (2.9) en la ecuacién del operador de fase
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(12)

’
n

3 27 - = > ® ’ /\,T
Dy =0, + G ;m (;fgm En: |n>) > (| Fy, (2.20)

Las dos sumatorias sobre n implica la suma de dos valores, uno cuando tienen valores
. ! . !’
iguales n = n , y otro cuando son diferentes n # n

~

Dy =0, s+1 Zm Fo,, Zyn n]—l—Z\n (n| ]-"9 (2.21)

n#n’
BN o R Zmﬁg Z\nxn’ﬂ
(s+1)2 4= " (s+1)? " "
0 1 27 8(8+ ZZ ,F | ﬁ__ﬂ
=0, mFo,,|n
(s+1)2 2 s+1 et om Om
S r=5t
:00—}-7T(8+1 S+1222m]:9 In)(n'|F, .

moptn/

el operador de fase queda descrito a través de la siguiente expresion

~ S
@ezeo+w(s+1 s+1 megm Zyn (n| fg (2.22)
n#n’

Este operador de fase posee la transformacion de Fourier fraccionaria, y permite ser
aplicado para la busqueda de los momentos de los estados cuanticos del campo elec-
tromagnético como lo son: los estados nimero de fotones, coherentes y estrangulados
(squeezed).

2.3.1 Operador exponencial de fase

El operador que se tiene dentro del operador de fase (2.22) que llamaremos como

m=Fo( Z ) (n' ) Fy (2.23)
n#n’
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que posee la forma de una transformacién de similaridad [10] la cual genera una rotacién
del operador }, ./ [n) (n'|, que denotaremos como Eg

Eo = In)(n| (2.24)

n#n’

se toma s — 0o en la sumatoria de la ecuacién (2.24), ya que es donde el operador
Es tiene un significado fisico. Tomando los diferentes valores de la suma

Ey=> In)n+1] (2.25)
Ey=> |n)(n+2] (2.26)
En=>In){n+m| (2.27)

Donde m toma cualquier valor entero diferente de cero m # 0 y que cumpla con la
condicion n +m > 0.

Observando F; de la ecuacién (2.34) y comparando con el operador exponencial de fase
de Sussking y Glogower (1.21) se aprecia que son los mismos operadores.

Debido a que los estados de fase de Sussking y Glogower (10) son estados propios del
operador exponencial de fase (2.34), investigamos si los mismos estados de fase son
también estados propios del conjunto de los anteriores operadores (2.27).

Para esto aplicamos el operador exponencial (2.27) sobre los estados de fase (10)

o0

En|®) =33 "0y ' +mln)e™® (2.28)

’
n

/
W +mns SOlamente cuando n = n —m el
resultado es 1, y para valores diferentes es cero, aplicando esto se tiene que

donde el producto interno (n" + m|n) = 4,

En|®) =" e™®n —m) (2.29)

n=m
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tomando los diferentes valores de la sumatoria

> emn —m) = e™?[0) + 1) 4 AR 4 (2.30)

n=m

factorizando e™® se tiene:

emPI0) + DR ) im0y L = e mP)0) 4 (1) + ePP2) +..]  (2.31)
= m?® Z e |n) (2.32)
n=0
donde la > ' €™®|n) es el estado de fase |®) ecuacién (10)
E,|®) = ¢™®|®) (2.33)

esto muestra que los estados de fase (10) son estados propios del operador exponencial
(2.27) con valor propio e™®.

Mostraremos algunas propiedades del operador exponencial Em Los respectivos adjun-
tos conjugados de los diferentes operadores de las ecuaciones (2.34),(2.26),(2.27) estén
dados de la siguiente manera

El = i In +1)(n| (2.34)
El = i In + 2)(n| (2.35)
El = Z |n 4+ m)(n| (2.36)

estos resultados permiten verificar la unitariedad de los operadores exponencial. Se
conoce que el operador de Sussking y Glogower F; no es un operador unitario, ya que
aparece el operador proyeccién |0)(0] como se demostrd en la ecuacién 1.24. Para el
operador Eg se tiene

BB} =Y " In)(n+2n' +2)(n| =1 (2.37)
n=0 /=0

!
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pero

EiF, = ZZ|n—I—2 |n<n+2|_z|n+2<n+2|_1—|1><1| 0)(0] (2.38)

n=0 ,/—0 n=0

Se observa que la presencia de los operadores proyeccion |1)(1| y |0)(0] hacen que el
operador Fs no sea un operador unitario

Si se analiza ahora el producto del m-ésimo operador exponencial de fase E,,, con su
operador adjunto ET como sigue

E.El =1 (2.39)
pero
m—1
" Ep=1— In)(n| (2.40)

Il
=)

n

Al igual que para E, el operador Z;”:_OI |n)(n| estropea la unitariedad del operador E,.

Es importante notar que cuando m — oo se tiene que:

m—1 o'}
i S oy = nh(n| =1 (2.41)
n=0 n=0
luego se tiene L R
lim E! E,, =0 (2.42)
m—0o0

m—1
[En EN]=T— 1= |n)(nl) (2.43)
n=0
m—1
=) _|n){n|
n=0
si se toma m — oo el conmutador es
lim [E,, ET ] =1. (2.44)
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El conmutador entre el operador exponencial de fase Em y el operador niimero de
fotones N, reemplazando el valor de E,, ecuacién (2.27) se obtiene:

(B, NJ =Y [n)(n+m|N =" Nin)(n +m| (2.45)

donde tenemos en cuenta el resultado de aplicar el operador N ala izquierda al dual
correspondiente del estado |n + m) que resulta en (n + m|N = (n +m), y aplicarlo al
estado |n) que es N|n) = n, reemplazando estos resultados

o0 o

(B, N1 =Y (n+m)[n)(n+m| = > nln)(n+m| (2.46)

n=0 n=0

—Zn|n n+m|+2m|n Y(n+m| — Zn|n><n—l—m|

n=0
- Zmyn><n+m\
n=0
=mE,,

Realizando calculos semejantes se demuestra el valor del conmutador entre el operador
exponencial de fase ET con el operador nimero de fotones N para esto se toma en
cuenta el valor de Ein dado por la ecuacién (2.36)

(Bt N = Bt N - NEL (2.47)
=Y In+m)(n|N =Y Nln+m)(n
n=0 n=0

= nfn+m)n|= Y (n+m)n+m)nl

= nln+m)(n|=> nln+m)n|—> _ mln+m)(nl
n=0 n=0 n=0
=-mY_|n+m)(n|
n=0
= —mE .

La aplicacién del operador exponencial Em de fase sobre el estado nuiimero de fotones
In) es:
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Enln) =Y " |n')(n' +mln) (2.48)

00
’
= § ’n >5n/ +m,n
nl

=n—m) Vn>=m

Es de notar que la aplicacién del operador exponencial actiia como un operador escalera
que disminuye m-veces el estado de energia.
Cuando n = m la aplicacién del operador exponencial sobre el estado |m) es precisa-
mente el estado de vacio R

E,,|m) = 10) (2.49)

El operador E! aplicado sobre los estados |n)

Ef[n) =Y "0 +m)(n'|n) (2.50)
=> |0 +m)d,
=[n+m)
(2.51)

que actia como un operador de creacion que aumenta m-veces el estado de energia.
Con lo anterior podemos deducir la aplicacién del operador exponencial y su adjunto
conjugado sobre los estados numeral (2.10)

Enl#) =Y In—m) Yn>m (2.52)

n

EfLl#) =) In+m) (2.53)

De la misma forma se demuetra las diferentes relaciones de conmutacion entre el ope-
rador exponencial, su adjunto conjugado y la transformaciéon de Fourier fraccionaria.

Conmutador entre el operador exponencial y el operador transformacion de Fourier
fraccionario R R
(B, Fo) = EnFo — FoFn, (2.54)
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reemplazando el valor del operador exponencial (2.27)

= Z [n) (n + m|Fo — Zﬁ¢|n><n+m| (2.55)

operando la transformacion de Fourier fraccionaria a los estados niimero

=" In){n+m|e™? =3 " e n) (n + m| (2.56)

n=0

abriendo el exponencial

=™ " [n)(n+m|e™® = " e |n)(n +m| (2.57)
n=0 n=0
factorizando -
= (e™m® — 1) Z e |n)(n 4+ m| (2.58)
n=0

y donde el resultado de ¢™®|n) = Fy|n) entonces se tiene

= (™ —1)Fs Y _ |n)(n+m]| (2.59)
= (™ — 1) Fo B, (2.60)

Conmutador entre el operador exponencial de fase F,, con el adjunto del operador
transformacién de Fourier fraccionaria F,.

[Ep, Fb] = B Fb — FiEn (2.61)
= In)(n+m|F} — wan (n+m|
n=0
= |n)(n+mlettm® — Z e~ n)(n + m)
n=0 n=0
= (e‘im@ -1) Z e |n)(n + m|
n=0

= (e7™® _ 1)\ FIE,,.
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Conmutador entre el adjunto del operador exponencial de fase FE,, con el operador
transformacién de Fourier fraccionaria

B}, Fol = Ef Fo — Fo L, (2.62)

=Y In+m)(n|Fe — Y Foln+m)(n|
n=0 n=0

= In+m)(nle™® =Y "0 4 m) (n|
n=0 n=0

= (14€¢™)) “|n+m)(n|e™®

n=0
= (1 +¢e™?) (Z!n + m><n|> Fo
n=0
S~ =

= (eim¢ - 1) m -

Conmutador entre el adjunto del operador exponencial de fase Em con el adjunto del
operador transformacion de Fourier fraccionaria

B, F] = ElLF} - FLE], (2.63)
=Y [n+m)(n|F =D Fhln+m)nl
n=0 n=0
= In+m)nle™® =Y e TRn 4 m)(n)
n=0 n=0

= (1+¢™)) "[n+m)(nje"
n=0

= (1—e ™ FLE].

Estas propiedades son de gran importancia ya que se desea determinar el resultado de
aplicar el operador de fase cudntico (2.22) a los estados de fase, para esto deseamos

saber el resultado de aplicar los operadores ]?gm Emﬁgm a los estados de fase |P)

ﬁGmEmﬁgm|(I)> = ﬁemE\m Zein(¢—9m)|n> (264)

n=0
dénde Y27 en(®=0m)|p) es el estado |® — 6,,)
se tiene

Fon B Y ™ n) = Fy Ep|® —0,,) (2.65)
n=0
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= Fp, @0 — 6,

0o
_ eim(‘I’me) Z ei"®]n>
n=0

_ 6z‘m(<1>—0m) |cI)>

(2.66)

(2.67)

(2.68)

este resultado demuestra que la aplicacion del operador ﬁgm Emﬁgm agrega una fase 6,,

a los estados de fase |®).
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FASE EN LOS PRINCIPALES ESTADOS DEL
MODO UNICO DEL CAMPO
ELECTROMAGNETICO

En la seccion previa encontramos una nueva forma de escribir los estados de fase intro-
duciendo la transformacién de Fourier fraccionaria y que lleva a un operador de fase
cuantico que permite medir la fase cuantica para describir las propiedades de fase de
los principales estados del campo electromagnético.

* SECTION 3.1

ANALISIS DE LA FASE DE LOS ESTADOS NUMERO
DE FOTONES |n)

Empezamos nuestro analisis de la fase determinando la distribuciéon de fase para los
estados numero de fotones, donde la probabilidad de medir un valor particular de la
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fase en el espacio s + 1 dimensional es

Pal) = () G.1)

los estados de fase |6,,) son los estados que tienen incluida la transformacién de Fourier
fraccionaria en el subespacio s+1 dimensional (2.9), realizando el producto interno

s

(Omln) = (n|F} |n) (3.2)

n=0

operando la transformacién de Fourier fraccionaria sobre los estados ntimero

1 N, . 1 ‘
0,,|n) = n'|n)e Mm — _—__=infm 3.3
(i) = 7 S e = S (33
con el anterior resultado la norma al cuadrado esta dada por
(Olm) P= —— (3.4)
" s+1 .

reemplazando estos valores en la ecuacion de distribucién de fase para los estados niime-

ro (3.1), obtenemos
1

2
Esto muestra que la distribucion de fase de los estados niimero es aleatoria, es decir que
toda fase es igualmente probable, lo cual es consistente con las medidas de incertidumbre
en fase para los estados niimero de fotones.

Graficamente

P,(0.) (3.5)
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P(®)

A

1/211

- ¢

211

Figura 3.1: Distribucién de fase para los estados nimero de fotones

En la figura 3.1 se muestra que la distribucion de fase de los estados nimero es una
distribucién de fase uniforme como se esperaba.

El operador encontrado (2.22), permite una descripcién de las propiedades de fase de
los estados del campo electromagnético.

El valor esperado del operador de fase en un estado niimero esta dado por la siguiente:

(n|®g|n) = (n] 490+7T( +1 szfg n) (| F | |n) (3.6)

m petn'

<n@9\n>:60(n|n)+7r(8+1><n\n s+1 sznm n) (| F} In) (3.7)

mn#

S

1) (38)

(n|®g|n) =6, + 7

éste resultado llega a ser un valor esperado real en el limite cuando s tiende a infinito [2]

(n|®g|n) = lfm <eo t ) . (3.9)
S$—00

(s+1)
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De forma similar se usan los resultados encontrados con la transformacién de Fourier
fraccionaria para determinar las fluctuaciones de fase para los estados niimero de foto-
nes.

Se toma el operador cuadrado de fase y reemplazamos los valores de los estados escritos
como una 1T F'F, se obtiene:

= 016m) (Ol (3.10)

las fluctuaciones de fase esta dada por

(n|®2|n) = 262 (0| n)]? (3.11)
donde 5
2 _ m 2
0=, = (0, + Py 1m) (3.12)

tomando los valores obtenidos en la ecuacion (3.4) la fluctuacion de fase serd

S

~ 1 47 472 T8
d2ln) = 02 2 3.13
(n|®gIn) s+1z<o+s+1m+(s+l)2m+s+1> (3:.13)

s

:$+1Z +s+ Z +s—|—1 Z 2

realizando las sumatorias y simplificando, la fluctuacion de fase es

~ s 2 ,8(2s4+1)
n|®2n) = 6> + 20, T ——— + —p2 2
<|9|> o 08+1 3 (S—|—1)2
este es el resultado para las fluctuaciones de fase de los estados nimero en el subespa-
cio s + 1 dimensional usando los estados de fase como una transformacién de Fourier
fraccionaria.
Tomando el limite cuando s tiende a infinito

(3.14)

~ 4
lim (®3), = 62 + 20,7 + §7r2 (3.15)

5—00

se obtiene para todo estado niimero incluyendo el estado de vacio

7T2

(n|®2|n) — (n|®g|n)? = 3 (3.16)
Este resultado verifica que todo estado nimero incluyendo el estado de vacio posee
una fase completamente aleatoria como es de esperar, ya que cumple el principio de
incertidumbre debido a que una incertidumbre nula del nimero de fotones implica una

maxima incertidumbre en la fase.
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* SECTION 3.2

ANALISIS DE LA FASE DE LOS ESTADOS
COHERENTES |a)

Las propiedades de los estados coherentes son examinadas desde el punto de vista del
formalismo de Pegg y Barnett incluyendo la definicién encontrada de los estados de fase
como una transformacion de Fourier fraccionaria del estado de fase cero. La distribucion
de fase de los estados coherentes estda dada por

Po(0m) = [{Om] )| (3.17)

reemplazamos el valor del estado coherente en la base de estados nimero de fotones
(1.47) al igual que los estados de fase (1.30) para encontrar la amplitud de fase

1
vs+1

Escribiendo « en su forma polar, en términos de una amplitud r y una fase £ de tal
forma que a = re’, se tiene:

() = (|} |a) (3.18)

!

1 2 z > rh . ~ ’
O,,]a) = ———e " /2 —— e &n|F! |n 3.19
aplicando la transformacién de Fourier fraccionaria al estado ntimero de fotones

S

1 2 Tn in(E—0m,
(Op|ar) = VT ﬂzme (€=6m), (3.20)

Con éste resultado se calcula la distribucién de fase cudntica de los estados coherentes

n

1 2 s rh .
Po(0p) = ——|e™ /Y " ——em(E=0m) 2 3.21
(B) = gl 2 D0 T ) (321)
Graficando esta expresién para r = 0, 1,4, y se toma un valor grande para r con el fin
de garantizar que los resultados sean posibles. Por ejemplo s = 100, y se escoge el valor
de 6y como —m



ANALISIS DE LA FASE DE LOS ESTADOS COHERENTES |a) 52

r=4ﬂ

R
D 0.10 -
o,
0.05 ~ =1~
r=0 A N
0.00 —d
—97 0 vil

Figura 3.2: Distribucién de fase para los estados coherentes

En la figura anterio 3.2 para r = 0 se tiene el estado de vacio, la distribucién de fase
es uniforme y tiene el mismo valor que la distribucién de fase de los estados niimero
de fotones como era de esperar, (ver figura 3.1). Para las otos valores de r las distri-
buciones son gausianas donde se muestra que al aumentar r la varianza es més pequena.

El valor esperado del operador de fase (2.22) para los estados coherentes es:

S n 27
(s+1) (s+1

(a| Dol = (a|b, + E > mF, EoF), |o) (3.22)

reemplazando el valor del estado coherente en base de estados nimero de fotones se
tiene:

~ s o PO
(a|®Bola) =0, + 71— + )2(a|ZmF9mE¢}"§m|a> (3.23)

+1 (s+1
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determinamos el resultado de la aplicacién de estos operadores sobre el estado coherente

Fo EaFy |a) (3.24)

Se empieza por la aplicacién del operador tranformacién de Fourier fraccionaria adjunto
conjugado ]:9 sobre el estado coherente |«)

Fi la) = eTlol2 3 T emintn ) (3.25)
" — n!
Escribiendo o = re’:
ﬁgm|a> =e /2 Z . en&=0m) |p), (3.26)

n=0 m

Aplicando el operador exponencial E,, sobre este mismo estado (3.26)

EnF) Ja) —e—rz/QZ nE=0m) B In) (3.27)

Haciendo uso de la propiedad del operador exponencial de fase (2.22) tenemos:

Fi |y = e/ Z (E=0m) |y, — ). (3.28)

Y por tdltimo aplicando el operador transformaciéon de Fourier fraccionario al resultado
anterior

.7-"T ) = e/ Z zn(E Om) in=m)¥m |y ) (3.29)

simplificando

Fo EmFy ) —6_7"2/22 ‘ Z<nf—m9m>|n—m> (3.30)
n.:

reemplazando el valor del estado coherente en la base de estados nimero la parte donde
se involucra este estado:

<a\<f>ela>:90+w8j1 s+1 a|zmefr2/22 EnE=mOn) [y ) (3.31)
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reemplazando el valor del estado coherente adjunto conjugado (a| en la base de estados
namero se tiene:

s 21 2 r2n—m L . ,
-0 —r —in & _in(€—0m) i(n—m)0m .
0+3+1+(5—|—1)2;m6 ;Z/ —(n—m)!\/me e e (n'|n—m)
(3.32)
del producto interno tenemos:
<n/|n —Mm) =0y (3.33)

simplificando obtenemos que el valor esperado tiene la siguiente forma:

(|fm]) = 60+ emE=0m) (3.34)

mws 4 2 Z 2 Z T.Zn—m
me
s+1  (s+1) 4 — /(n—m)lvn!

este el es valor esperado de fase en la base de estados coherentes.

* SECTION 3.3

ANALISIS DE LA FASE DE LOS ESTADOS
TERMICOS

La distribucién de fase para los estados térmicos esta dada por
P(0) = o (01700 (3.35)
= o 1P '

donde consideramos los estados de fase (2.9) y el operador densidad dado para los
estados térmicos (1.58)

Z By ES 1) (0| Fo, | #) (3.36)

n:O

P(6) =

27 (S+1

reemplazando el valor de los estados |#) dados por la ecuacién (2.10) obtenemos

_ s

P0) =5 T 7) Z Z n'|F§, In) (] Fo,, n') (3.37)

=0 n =0

3
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operando la transformacion de Fourier fraccionaria a los estados nimero |n) y realizando
la suma tenemos

1 = n
P9) = " )
(6) 27(1 —n) n:0(1+n) (3:38)
cuyo resultado es
1
P(0) = o (3.39)

Donde este resultado es caracteristico de un sistema que posee una fase completamente
aleatoria que estd [4] entre 0 y 27, muy semejante a los resultados obtenidos para la
distribucién de fase de los estados ntimero de fotones |n). Estos son consistentes con
los resultados obtenidos en la teorfa [6]. esta distribucién puede ser usada para calcular
los promedios, tales como el valor esperado dado por

N 1 2
(O, = — 0P (0)do (3.40)
2 Jo
y la fluctuacién de fase
2
Py = — [ 02P(0)do (3.41)
2m Jo

Debido a que la distribucién de fase es uniforme el valor esperado es 7 y la fluctuacion
de fase 472 /3 y asi su incertidumbre es

T
V3
que son los mismos resultados obtenidos para los estados niimero de fotones y esta de
acuerdo con la teoria de que son estados de fase aleatoria.

20 = /(0 — (6)3, = (3.42)

* SECTION 3.4

ANALISIS DE LA FASE DE LOS ESTADOS
ESTRANGULADOS (SQUEEZED) |¢)

La distribucion de la fase para los estados estrangulados esta escrita por

Pe(0) = [(0lov, )] (3.43)
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donde los estados estrangulados estan dados por la ecuacién (1.52), y reemplazando
junto con los estados de fase (2.9) tenemos que la densidad de fase para los estados
estrangulados esta dada por la expresion

Pe(0) =

s i 1|Z<n|3?§mf7(a)§(§)|0>|2 (3.44)

Donde se aprecia la transformacion de Fourier fraccionaria. En estudios subsecuentes se
deben a realizar los cédlculos pertinentes para determinar la distribucién de la fase apli-
cando las propiedades de la transformacion de Fourier de orden fraccional y realizando
los diferentes conmutadores entre los operadores .Fgm, D(a)y S(§).
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

El desarrollo del trabajo contempla el estudio de la fase cuantica teniendo en cuenta la
transformacién de Fourier fraccionaria que es deducida en los estados de la fase en los
formalismos de Sussking-Glogower y Pegg-Barnett.

Inicialmente se da cuenta que en los formalismos de Sussking - Glogower y Pegg -
Barnett hay una transformacién de Fourier de orden fraccional que permite formular
los estados de la fase de una forma mas sencilla y permite utilizar las propiedades de
la transformacion de Fourier fraccionaria al estudio de la fase.

Se formula el operador de fase cuantico que incluye la transformacion de Fourier frac-
cionaria, el cual es utilizado para determinar el valor esperado, fluctuaciones y la incer-
tidumbre en la fase de los estados del campo electromagnético tratados en el presente
trabajo.

Encontramos las distribuciones de fase para los estados ntimero, coherentes, térmicos
y estrangulados (squeezed), usando los estados de la fase en el formalismo de Pegg y
Barnett, que incluyen la transformacién de Fourier fraccionaria, con lo cual se abre un
nuevo camino para estudiar la fase.

Con éste trabajo se da apertura a una nueva forma de estudiar la fase cudntica, un
tema que ha sido de gran debate a lo largo de la historia y que atin es objeto de estudio.
Se espera seguir con estudios de la fase cuantica aplicando esta nueva formulacion que
como se muestra en el trabajo es consistente con los resultados obtenidos en la teoria
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hasta ahora desarrollada.
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Apéndice

ESTADOS PROPIOS DE FASE

Demostraciéon de los estados de fase de Sussking y Glogower.

Los operadores exponenciales de Sussking y Glogower (1.21) son una funcién exponen-
cial del operador de fase por lo cual es correcto afirmar que se cumple la ecuacién de
valores propios

E|D) = €®|D) (A.1)

donde |®) son los estados propios del operador de fase ®. Los estados de fase se pueden
escribir como una combinacién lineal de los estados de niimero de fotones o estados de
Fock |n)

=> Culn). (A.2)

Se determina el valor de la constate C),, para esto se sustituye el operador exponencial
ecuacion (1.21) y los estados de fase (2) de la ecuacién (1) se obtiene:

Zm Y(n +1|( Z(J In')) = @Zc In') (A.3)

ZZC In)(n+1ln') = @ZC’ In') (A.4)

n=0 ,'—o
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donde el producto interno (n + 1|n’) = 4, 11, la delta de Dirac es igual a uno solo

! .7
cuando n = n — 1 tenemos la ecuacién
o0 o
! @
E Cyln —1)=¢' E Cry1ln + 1)
n=0 n=0

esta ecuacion se satisface solo si los coheficientes de ambos lados son iguales
i®
Cn+2 =e€ CVnJrl
luego se cumple

P
Cn =e€ Cnfl

esta es una formula de recurrencia luego por accion repetida tenemos
Cn = 614)0”_1 = e’mC’n_g = ... = emq)C'O

asi que los estados de fase son
o
@) =C, > e™n)
n=0

tomando la constante C, = 1 se tiene los estados de fase como

[e.9]

@)= ™| n),

n=0

(A.5)

(A.10)
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OPERADOR DE FASE DE PEGG Y BARNETT

El operador hermitico que representa el angulo de fase introducido por Pegg y Barnet [1],
dado por la ecuacion 1.35, y tomando 6,, = 6, + ?T”f y reemplazando este valor en el

operador (1.35) se tiene:

By = Z (eo + 27””) 16,2) (6] (B.1)

— s+1
S 27_‘_ S
=0, Z’OMMQWH_S 1 Z 10,3) (O
m=0 m=0

tomando en cuenta que |,,) es una base completa ortonormal como se demostro en la
ecuacion (2.13) resulta

S

~ 2
o= 0o+ > 1[0) (6] (B.2)

m=0
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