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Resumen

Titulo: Construccién de un cédigo MHD con dos fluidos para el estudio de la dindmica del plasma en la atmdsfera

solar

Autor: Paula Camila Wandurraga Sanabria m
Palabras Clave: Magnetohidrodindmica, Fisica Solar, Métodos Numéricos, Modelado Numérico.

Descripcion: Los fluidos parcialmente ionizados abundan en el universo en estructuras como las nubes moleculares,
iondsferas planetarias y discos protoplanetarios, ademds de algunas capas terrestres como la iondsfera y la
termoésfera, y particularmente en el caso de la atmésfera solar, en la regién de la cromésfera. En esta zona del
Sol, ocurren diferentes fenémenos como las espiculas, las oscilaciones periédicas de 3 minutos, los loops frios,
las prominencias, entre otros, haciendo que su estudio sea de gran interés. En este trabajo de investigacion,
se construye un cédigo que resuelve las ecuaciones de la Hidrodindmica y de la Magnetohidrodindmica, con
el fin de modelar un plasma parcialmente ionizado, constituido por una especie neutral y una especie cargada
(iones + electrones), que se acoplan por medio de colisiones y generan calor debido a su interaccién. Para
garantizar la correcta implementacién de las ecuaciones y de los métodos numéricos, se realizan diferentes
pruebas numéricas: la primera se lleva a cabo en el régimen lineal y consiste en la propagacion de ondas
acusticas en un medio uniforme, para la cual existe una solucién exacta bajo determinadas condiciones. El
resultado numérico obtenido con el cédigo, reproduce de manera exacta y precisa la solucién analitica, para un
valor dado del pardmetro de colisiones. Posteriormente se realiza una prueba no lineal unidimensional, el tubo

de choque, cuya solucidn exacta es conocida tanto para un fluido Hidrodindmico (tubo de Sod), como para uno

Trabajo de Investigacién de Maestria en Matematica Aplicada.
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Magnetohidrodindmico (tubo de Brio-Wu), es decir, para un plasma parcialmente ionizado desacoplado. La
solucidn arrojada por el cédigo para un plasma desacoplado, es consistente con la analitica, y para el caso de
un plasma acoplado, se observa que las colisiones modifican la estructura de cada fluido, para que converja a
una misma solucién. Por otra parte, la dltima prueba no lineal se desarrolla en dos dimensiones, el vértice de
Orszag-Tang, cuyos resultados para el plasma desacoplado, simulan favorablemente la morfologia tipica de la
prueba. El caso acoplado demuestra la influencia indirecta del campo magnético sobre las particulas neutrales,
y de estas dltimas sobre la dindmica del fluido ionizado. Adicionalmente, como aplicacién del cédigo en fisica
solar, se realiza un modelo de la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz en la interfaz entre la corona solar y una
prominencia, cuyo material estd parcialmente ionizado. Los resultados muestran que un acople mds fuerte
entre los fluidos, conlleva a una mayor amplificacién de los campos magnéticos, siendo ésta una de las posibles
causas del calentamiento coronal y de la aceleracién de las particulas del viento solar. Se concluye que, tanto en
las pruebas numéricas, como en la aplicacion fisica, las colisiones entre las particulas cargadas y las neutrales,
acoplan el sistema, de tal manera que su evolucién converge hacia una solucién tipo atractora, donde ambas
especies tienden a un mismo comportamiento. Esto se presenta debido a que los campos magnéticos actdan
indirectamente sobre las particulas neutrales mediante las colisiones, y estas transfieren parte de su energia
cinética al fluido cargado, disminuyendo el efecto tipo tensién superficial que presenta el campo magnético, lo

que implica que la especie neutral suavice su morfologia y que la especie cargada se inestabilice.
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Abstract

Title: Construction of an MHD code with two fluids for the study of plasma dynamics in the solar atmosphere E]
Author: Paula Camila Wandurraga Sanabria
Keywords: Magnetohydrodynamics, Solar Physics, Numerical Methods, Mathemetical Modeling.

Description: Partially ionized fluids are abundant in the universe, in structures such as molecular clouds, planetary
ionospheres and protoplanetary disks, some terrestrial layers such as the ionosphere and thermosphere, and
particularly in the chromosphere of the solar atmosphere. In this region of the Sun, there are different phe-
nomena such as spicules, periodic 3-minute oscillations, cold loops, prominences, among others, making the
behavior of the partially ionized plasma an interesting topic to study. In this research, we built a code that sol-
ves the Hydrodynamic and Magnetohydrodynamic equations to model a partially ionized plasma, constituted
by a neutral specie and a charged specie (ions + electrons), which are coupled through collisions and generate
heat due to their interaction. To guarantee the correct implementation of the equations and numerical methods,
we carried out different numerical tests: the first one in the lineal regime and consists of the propagation of
acoustic waves in a uniform plasma, which exact solution is known under certain conditions. The numerical
results obtained with the code precisely reproduce the analytical solution for a determined value of the colli-
sions parameter. Subsequently, we perform a 1D nonlinear test, the shock tube, which exact solution is known
both for the Hydrodynamic fluid (Sod tube) and the Magnetohydrodynamic fluid (Brio-Wu tube), i. e., for a
partially ionized plasma without any interaction. The solution provided by the code for the uncoupled plasma

is consistent with the analytical solution, and for the coupled plasma, we observed that the collisions modify
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the structure of both species, converging to the same solution. On the other hand, the last nonlinear test was the
2D Orszag-Tang vortex, which results for the uncoupled plasma simulated the typical morphology of the test.
The results for the coupled plasma demonstrated the indirect influence of the magnetic field on neutral particles
and the influence of the latter on the dynamics of the ionized fluid. Furthermore, we made an application of the
code in Solar Physics through the model of the Kelvin-Helmholtz instability in the interface between the solar
corona and a prominence, whose plasma is partially ionized. The results showed that strong coupling between
the fluids leads to a greater amplification of the magnetic fields, which is one of the possible causes of the coro-
nal heating and the acceleration of the solar wind particles. We concluded that, both in the numerical tests and
in the physical application, the collisions between the charged and neutral particles coupled the system, leading
its evolution towards an attractor-type solution, where both species behave similarly. This occurs because the
magnetic fields act indirectly on the neutral particles through collisions, and these transfer some of their kinetic
energy to the charged fluid, which reduces the surface tension effect of the magnetic field and therefore, softens

the morphology of the neutral specie while the charged fluid become unstable.
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INTRODUCCION
El plasma parcialmente ionizado es muy comun en el universo, estd presente en las nubes
moleculares (Mouschovias et al., 2011), las iondsferas planetarias (Ballester et al.,|2018)), los discos
protoplanetarios (Kataoka and Sato, [2017), entre otros. Particularmente, en la atmdsfera terrestre
se encuentra en la iondsfera y termdsfera, y en la atmdsfera solar, en la capa de la cromdsfera
(Leake et al., 2014)). En esta region, el plasma se puede modelar como un fluido parcialmente ioni-

zado que estd compuesto por una especie neutral y una especie cargada (iones+electrones) (Judge,

2006).

La presencia de fluidos parcialmente ionizados en las diferentes estructuras galdcticas y re-
giones de estrellas y planetas, hace que el estudio de su dindmica sea de gran interés y por esto,
multiples fendmenos se modelan siguiendo la composicién de un plasma constituido por una espe-
cie cargada y una especie neutral. En modelos cromosféricos, es crucial tener en cuenta la especie
neutral y su interaccion con los iones, ya que la produccion de calor debido a estas interacciones,
domina sobre efectos como la reconexion magnética y el calentamiento 6hmico, y es tan fuerte
que puede generar fendmenos como los jets cromosféricos (Al Shidi et al., 2019). Por otra parte,
un modelo numérico 3D del fendmeno de granulacion en la cromdsfera, realizado con el cédigo
JOANNA, permiti6 demostrar que el calentamiento coronal, que inicia desde la cromdsfera, se
presenta debido a la liberacién de calor, producto de las colisiones entre la especie cargada y la

neutral (Murawski et al.,|2020). A su vez, en la propagacion de ondas, la energia debido a los cho-
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ques entre las especies, equilibra las pérdidas de energia radiativa y térmica en la atmésfera solar
(Wojcik et al., 2020), manteniendo un perfil de temperatura que concuerda con las observaciones
en las que se basa el modelo semiempirico de Avrett and Loeser (2008), el cual incluye el calenta-

miento coronal.

En particular, existen fendmenos cuyo material es plasma parcialmente ionizado, como las
espiculas y las prominencias solares. Estas dltimas estan hechas de material cromosférico denso y
frio, inmerso en la corona solar (Parenti, 2014), lo cual resulta en un plasma de dos especies que
genera fendmenos no lineales (van Tend, |1980; Melis et al., 2021]) como lo son las inestabilidades
(Wiehr et al., [2019). La presencia de una prominencia implica la existencia de campos magnéticos
que proveen un soporte contra la gravedad (Lopez Ariste et al., 2006} [Paletou, [2008) y aislamiento
térmico respecto a su entorno (Gibson, 2018)). Aunque se han reconocido, estudiado y caracteri-
zado gran cantidad de prominencias, aun no se conoce dicho fendmeno en su totalidad. Una de
las preguntas abiertas acerca de estas, es su capacidad de extenderse verticalmente a lo largo de

diferentes escalas gravitacionales sin colapsar (Zirker and Engvold, [2017]).

Muiltiples observaciones han evidenciado la presencia de inestabilidades de Kelvin-Helmholtz
(IKH) en prominencias solares. En particular el Solar Optical Telescope a bordo de la sonda Hi-
node registrd la presencia de una inestabilidad acoplada de Kelvin-Helmholtz y Rayleigh-Taylor
en la frontera de la prominencia (Berger et al., 2017). Ademads, a partir de los datos tomados por

el espectrografo IRIS, se observo la formacion de IKH en prominencias (Hillier and Politol [2018))
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y con el telescopio NVST se detecté una IKH en un modo kink de este mismo fenémeno (Yang
et al., 2018). Cabe mencionar que esta inestabilidad no se presenta unicamente en las prominen-
cias solares, también se genera en otras regiones o fendmenos solares activos como las eyecciones
de masa coronal (Ofman and Thompson, 201 1; [Zhelyazkov, 2015)), las fulguraciones (Yuan et al.,
2019)), los jets cromosféricos (Kuridze et al., 2016; L1 et al., [2018)), el viento solar (Kieokaew et al.,

2021)), entre otros.

Las simulaciones de IKH que se llevan a cabo siguiendo el modelo de plasma parcialmen-
te ionizado, concluyen que los campos magnéticos ejercen fuerzas de manera indirecta sobre la
especie neutral y esta ultima cede energia cinética a la especie cargada, debido al acople de las es-
pecies por medio de las colisiones (Martinez-Sykora et al., 2015). Esto implica una suavizacion de
los vortices de la IKH para el fluido neutral, a diferencia del caso totalmente desacoplado, donde
dichos vortices son muy definidos y pronunciados (Hillier, 2019). Adicionalmente, la velocidad
minima necesaria para que se genere una IKH en un fluido totalmente ionizado, estd relacionada
con la velocidad de Alfvén, pero para el modelo de plasma parcialmente ionizado con colisiones,

dicho minimo toma valores més bajos (Martinez-Gomez et al., 2015)).

Diferentes simulaciones de inestabilidades de Rayleigh-Taylor en prominencias solares han
demostrado que el acople entre las particulas cargadas y las neutrales, mediante el impacto de la
fuerza magnética sobre la especie neutral. Ademds de la relacion entre la intensidad del campo

magnético paralelo a la discontinuidad y su capacidad para reprimir la generacion y crecimiento
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de la inestabilidad (Popescu Braileanu et al.,[2021).

Con la anterior motivacidn, en este trabajo se construye un c6digo numérico que modela
un fluido parcialmente ionizado constituido por dos especies: una neutral y una ionizada, las cua-
les estan acopladas mediante colisiones. Para esto, se parte del c6digo MAGNUS (Navarro et al.,
2017), sobre el que se implementa un médulo numérico que calcula el acople del plasma mediante
los términos de colisiones entre las particulas neutrales y las ionizadas. Para lograr esto, es nece-
sario modificar tanto las variables conservativas, los flujos numéricos y las fuentes, como también
los métodos numéricos. Se verifica la implementacion de las ecuaciones y de los métodos numéri-
cos mediante pruebas numéricas, tanto en el régimen lineal como en el régimen no lineal, para un
plasma parcialmente ionizado desacoplado y acoplado. Finalmente, como una aplicacién en fisica
solar, se resuelve el problema de la formacién y evolucién de una IKH en la interfaz entre una pro-

minencia y la corona solar, para el modelo de fluido totalmente ionizado y parcialmente ionizado.

El trabajo de investigacion estd organizado de la siguiente manera: En la Seccion (1] se pre-
sentan los fundamentos de la Magnetohidrodindmica (MHD) para un modelo de plasma parcial-
mente ionizado constituido por una especie neutral y una especie cargada. Este sistema de ecua-
ciones se incluye en el cddigo MAGNUS a través de un médulo numérico, donde se incorpora la
interaccion entre las especies debido a las colisiones. Posteriormente, en la seccién 2] se describen
los métodos numéricos que se implementaron para lograr resolver las ecuaciones en el régimen no

lineal, ademdas de un modelo de programacién en paralelo para optimizar el tiempo de computo.
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Con el objetivo de verificar la correcta implementacion de las ecuaciones y de los métodos numé-
ricos, se realizaron 3 pruebas: Primero se resuelve el problema de propagacion de ondas acusticas
en un medio uniforme en el régimen lineal, tanto analitica como numéricamente. Luego se reali-
zan dos pruebas en el régimen no lineal: Los tubos de choque de Brio-Wu y Sod, en los que se
comprueba la capacidad del cddigo de manejar diferentes choques, y el vortice de Orszag-Tang, el
cual genera vortices y turbulencia MHD. En la Seccién 4] se propone una IKH como aplicacion del
codigo, para lo que se impone inicialmente una interfaz que separa una prominencia de la corona
solar, y se perturba transversalmente dicha interfaz para generar la inestabilidad. Por ultimo, en la

seccion [5|se muestra la discusion y las conclusiones de este trabajo de investigacion.
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1. ECUACIONES DE LA MAGNETOHIDRODINAMICA PARA DOS FLUIDOS
Los fluidos parcialmente ionizados se componen de una especie neutral y otra cargada, la
cual contiene iones y electrones (Oliver et al., 2016). El sistema de ecuaciones que modela este

tipo de plasma se puede obtener a partir de la ecuacién de Boltzmann

of F df _
ar YV LV (E)wu - v

donde f es la funcién de densidad de probabilidad, v es el campo de velocidades en el espacio
de fase, V; el vector gradiente, F el campo de fuerzas externas que actdan sobre el fluido, m la
masa de las particulas, Vy el vector del operador derivada respecto al campo de velocidades v, y
(df/dt),,,; el término de colisiones entre las particulas del sistema. La ecuacién de Boltzmann (1))
se multiplica por la funcién arbitraria @ = @(v) y se integra respecto al espacio de momentos para

encontrar la ecuacion general de transporte de Boltzmann (Bittencourt, 2004)
d n d
57 (1e{@)e) + Ve (ne{@v)e) = = (F- Vy0), = [E <"e<w>s>] ) @)

donde el subindice € indica la especie de particula, n es la densidad de nimero de la particula y
los paréntesis angulares denotan el valor medio de la cantidad acotada. En la atmdsfera solar se
encuentran particulas neutrales, iones y electrones, pero la aproximacion a un plasma parcialmente

ionizado, reduce el sistema a una especie neutral y una cargada. Segun la teoria de la MHD para un
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solo fluido, dicha especie cargada representa a los iones y electrones, aproximandolos a una sola es-

pecie constituida por protones, ya que la masa del proton es mucho mayor que la masa del electron.

Las ecuaciones de conservacion de la masa para un elemento de fluido, se encuentran cuan-

do la funcién de peso @ = mg es la masa de las particulas €

dpn B
ot +V- (ann) - 07 (3)
Ipi .
W +V- (prl) - 07 (4)

donde p es la densidad de masa, V el campo de velocidades y los subindices n, i denotan las va-
riables relacionadas con la especie neutral y la especie cargada compuesta por iones+electrones,
respectivamente. Cabe resaltar que procesos como los de recombinacién y de ionizacién, no se

consideran en este trabajo, por lo que no se presentan términos de fuentes en las ecuaciones (3[4)).

Las ecuaciones de movimiento o segunda ley de Newton se deducen cuando la funcion de
peso @ = mgv es la cantidad de movimiento en el espacio de fase, se desprecian efectos como
la viscosidad, la resistividad, el flujo de calor, entre otros, y inicamente se tienen en cuenta las

colisiones entre las especies

2 (p,Vy
%‘FV’ (PnVn @V +PI) = o (Vi = V,) + paug, (5)

9 (piVi BoB B-
—(g; )+v. in,-®V,-—%+(Pi+—H>I] = 0 (Vo — Vi) +pig, (6)
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donde P es la presion cinética del gas, g la aceleraciéon de la gravedad, cuyo valor aproximado
para la atmésfera solar es |g| = 274 ms~2, B el campo magnético de la especie ionizada y o el
coeficiente de colisiones entre las particulas neutrales y los iones+electrones (Draine, |1986). En
las ecuaciones (5[ se observan las fuerzas que actian sobre el elemento de fluido, como lo son
la fuerza de contacto entre los elementos de fluido mediante el gradiente de presion, la fuerza gra-
vitacional y la fuerza magnética para el caso de la especie cargada. Adicionalmente, el término
o, (V;—V,) estd relacionado con las colisiones entre las especies, el cual se interpreta como una
fuerza de interaccion que modifica la dindmica de las particulas en el plasma. Cabe recalcar que
el fluido cargado estd bajo la aproximacién de la MHD no relativista, por lo que el tiempo carac-
teristico es mucho mds grande que el tiempo que tarda la luz en viajar una determinada distancia,
haciendo que esta teoria esté en el régimen de bajas frecuencias y largas longitudes de onda. Como
consecuencia, no existen corrientes de desplazamiento, las acumulaciones locales de carga en el
tiempo son despreciables y las corrientes eléctricas fluyen en circuitos cerrados, lo que implica que
la densidad de fuerza eléctrica sea mucho menor que la densidad de fuerza magnética y por tanto,

se pueda despreciar (Priest, 2014).

Las ecuaciones de conservacion de la energia para ambas especies se hallan cuando la
funcion de peso @ = %mgv -v es la energia cinética de las particulas €. Los procesos de pérdida o
transferencia de energia que se tienen en cuenta son las colisiones entre las especies, la produccion

de calor relacionada con las colisiones y la energia perdida debido al trabajo realizado por la
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gravedad. Estas ecuaciones quedan escritas como

IE, .
5tV L(Ent B) Val = 0V (Vie Vo) + O + pug- Vi ™

JE; .

W—FV- [(Ei—}—Pi)V,'—B(Vi'B)] = acVi‘(Vn _Vi)‘|‘Q§'n+pig'Vi7 ®)

donde Q™ es la produccién de calor debido a la interaccién entre las especies y E la densidad de
energia total, dada por

. . B
+ Pnén, E; = + pie; + TR 9

siendo e la energia interna especifica. Al igual que en la ecuacién de conservacion de la cantidad
de movimiento, la aproximacion de la MHD para bajas velocidades y bajas frecuencias hace que
la densidad de energia eléctrica sea mucho menor que la densidad de energia magnética, por lo
que es posible despreciar la energia eléctrica en la ecuacion de conservacion de la energia para la

especie ionizada.

Por ultimo, la ley de Maxwell-Faraday y la condicion solenoidal para el campo magnético

estdn dadas por las siguientes expresiones

B
2Z LV (V;oB-BaV;) =0, (10)

V.B=0, (11)
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siendo la ecuacién (10) un acople con la ley de Ohm cuando se desprecia el calentamiento 6hmico

y se aproxima bajo la teoria de la MHD no relativista.

El término de produccién de calor debido a la interaccién entre las especies se compone de
dos partes: En la primera se tiene en cuenta la cantidad de colisiones que se presentan entre las
especies mediante la rapidez relativa entre ellas y en la segunda se expresa la transferencia de calor
entre las especies por medio de la temperatura relativa (Leake et al., 2014). Este término se escribe

como

O = e [§ Vi~ VaP+ 32 (1 -1,)| (12)

0 = ac |4 IVi= V" + 3% (1, 1)) (13)

donde kp es la constante de Boltzmann, 7' la temperatura y m; la masa de la especie ionizada, que se
aproxima a la masa del protén, ya que ésta es mucho mayor que la masa del electrén. El coeficiente
de colisiones entre las particulas neutrales y los iones+electrones, denotado por @, es fundamental
en este trabajo de investigacion, ya que es el pardmetro que cuantifica la interaccion que hay entre
las especies (Braginskii, |1965; Ballester et al., 2018). En caso de que este término sea nulo, se
tiene un plasma con dos fluidos desacoplados que se comportan de manera independiente, pero a

medida que su valor va aumentando, se evidencia el impacto de las colisiones y la generacion de
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calor debido a estas (Draine, |1986). El coeficiente de colisiones sigue la forma

o149 S (T T
© 3 64 N ox \mi o omy, PiPns

donde m,, es la masa del neutrdn, y los pardmetros s y &. se expresan como

Vi_Vn Tl Tn 1/2 Oin
s:g; Cr = |i2kB <_+_>:| ) éc_

- 9
Cr m; my m; +my
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(14)

(15)

siendo 0;, la seccidn transversal de colisiones entre las especies, cuyo valor depende del modelo

utilizado. Particularmente, existe el modelo clasico de las hard spheres (van Beijeren and Ernst,

1979) y el modelo VK (Vranjes and Krstic, 2013), que tiene en cuenta fendmenos cudnticos como

variaciones debido a la temperatura, correcciones de indistinguibilidad cudntica, entre otros. Ya

que el codigo se disend para llevar a cabo simulaciones en fisica solar, mas especificamente en

la atmésfera solar, el término ¢, toma valores mucho mayores que la velocidad relativa entre las

especies (Oliver et al., 2016) y por lo tanto, es vdlido aproximar s — 0, lo cual implica que

i 4 (1297 2y
o0 3 64 — 3

y por consiguiente, la expresion para el coeficiente de colisiones para la atmdsfera solar es

4 8ks (T, T,
=3 & \/—B (—’+—”) PiPn-
T m; my

(16)

7)
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Se observa que los valores de temperaturas y densidades estdn relacionados con la regién a modelar
y el pardmetro &, se relaciona con la intensidad de la interaccion a analizar, ya que es directamente
proporcional a la seccion transversal de colisiones oj,. Entre los diferentes modelos numéricos, en
los que el plasma se compone de dos especies, se encuentra una amplia gama de valores para la
seccion transversal de colisiones, estos valores se recopilaran en la tabla[I] junto con los trabajos

en fisica solar en los que se han usado.

Modelo Cin [M?] Simulaciones
Braginskii (1965) |
Zaqarashvili et al[(2011) |
1.41x 10719 [ ILeakeetal(2012) |
7.5% 10719 Oliver et al. (2016) |

1.16 x 1018 Leake et al. (2013)
VK 1.6 x 10718 -

Hard Spheres | 4.7x10720 |

Tabla 1
Valores de la seccion transversal de colisiones para el modelo de las hard spheres y VK, junto con
los trabajos en los que han sido usados dichos valores.

Finalmente, para cerrar el sistema de ecuaciones (3HIT)), se asume una ecuacién de estado

para un plasma en equilibrio

P, = ('}/— l)pnen = k_BpnTna P = ('}/_ l)piei = k_BpiTl" (18)
m m

n

donde 7 es el coeficiente adiabdtico, que corresponde a un valor de ¥ = 5/3 para un gas mono-

atdmico no relativista. Es importante resaltar que, aunque la ecuacién de estado corresponde a la
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de un gas ideal, esta se obtiene a partir de la teoria de Debye-Hiickel y del teorema del virial (ver
apéndice [I). Aun asi, ya que el fluido es colisional y genera calor debido a las colisiones, no se

interpreta fisicamente como un gas ideal.

1.1. Formulacién conservativa

Con el fin de resolver numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales, dado por @-@, mediante métodos numéricos como los volimenes finitos acoplados a
métodos de alta resolucion para la captura de choques, es necesario escribir el conjunto de ecua-
ciones en su forma conservativa. En consecuencia, se obtiene un sistema de ecuaciones no lineal
hiperbdlico de primer orden (Toro, |1997), el cual se expresado como

JQ JF, JF, OJF,
W—F dx + dy * dz

V-B=0, (20)

=S, 19)

donde Q es el vector de cantidades conservativas, Fy, Fy, F, son los vectores de los flujos a lo largo

de cada direccion espacial y S el vector de fuentes. El vector Q viene dado por

T
Q = (prnpianxaMl’l}anzaMix»Ml'y?Miszn?Ei7BXaBy7BZ) ) (21)

siendo My, =m,Vy, y Mi, = m;Vi, las p-ésimas componentes del vector cantidad de movimiento

para la especie neutral y para la especie cargada, respectivamente. La p-ésima componente del
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vector de flujo se calcula de la siguiente manera

M,,
M;,
M, M, M2\
e oo (s )
M, M, M>\ ]
e - (- )
My M, M2\
el -0 (8- 5] 8
M; M; [ M? B2
—— —BBp+ |(y—1) (Ei_Zp >_(Y_ )7 Oxp
_ M; M; [ M? B2
Fp— >i P_Bpr+ (’}/—1) (Ei—zpn)—(}/— )7 5yp
M;.M; [ M? B2
M by (=) (B 5 ) - (=25 ] 8
2
M; M? B> B
—L2 N YE; — (y— 1)z~ — (y—2)— | — —2(M; B, +M; By, +M; B
e vt - D3~ -5 | - 2084 M8+ B
i (Mipr —M; B,)
1
— (MipBy — M,-},Bp)
pi
; (Ml-pBZ — Ml-zBp)
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Por ultimo, se elige un sistema de referencia tal que la gravedad actie a lo largo de la direccion

negativa de z, es decir, § = —|g;|k, con lo que el vector de fuentes se escribe como
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0
(5 5)
O -
Pi Pn
(5 =%0)
O, - — —
pi Pn

()
‘\pi Pu n8:

L M M M;, ]‘4ny Mi, My, j
Pn i Pn Pi Pn Pi Pn
Mn Mz an M; M, M, .
sz x T +Mly ) v + Ml.Z e = + Qil’l_
Pn Pi p pi

n

0

donde se observa que las colisiones implican transferencia de momento lineal y energia cinética

entre las especies, ademds de la produccion de calor debido a esta interaccion.
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1.2. Estructura caracteristica
La implementacién de un sistema de ecuaciones conservativo, bajo los esquemas numéricos
anteriormente mencionados, requiere conocer la estructura caracteristica de dichas ecuaciones.

Esta se calcula mediante la matriz Jacobiana de los flujos respecto a las variables conservativas

_ IFy(Q)

JP_W7 (22)

cuyos valores propios representan las velocidades caracteristicas del sistema a lo largo de la direc-
cién p. Para el sistema dado por las ecuaciones (I9]20), los valores propios son

112:‘/

, ip

Ba=Vi,tva,, Ae=Vi,Etv,,, 8=V tv, (23)

291011 = Va,,  M2,13 = Vi, T Vn, (24)

donde vy, es la velocidad de Alfvén a lo largo de la direccion p (Alfven, |1943), que se interpreta
como una oscilacién transversal incompresible, que se propaga a lo largo de las lineas de campo
magnético, utilizando la tensién magnética como la fuerza restauradora (Tomczyk et al., 2007). La
velocidad del sonido para la especie neutral vy, y para la especie ionizada vg;, vienen dadas por las

siguientes expresiones

(25)
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y la rapidez de las ondas magnetoacisticas rdpida y lenta, relacionadas con el campo magnético a

lo largo de la direccion p, se denotan como Vrys VI, respectivamente, y se calculan como

1/2
2 2 2\ 2
_ | si Z ) — 42 26
Vrp ) 2,up1 + 2\/(vs1 + Up; VSLVAP ) ( )
, ) 5 1/2
Ve B 1 B2
nm | B (e ) e, | =

siendo B es la magnitud del campo magnético, dado por B> = B2 + Bg + B%.

Por otra parte, los vectores propios del sistema de ecuaciones representan los diferentes
modos de oscilacion de las ondas y se usan en algunos métodos numéricos como el resolvedor de
Riemann aproximado de Roe (Roel [1981)). Sin embargo, métodos basados en la discretizacién con
volumenes finitos acoplada al método HLL no requiere los vectores propios, sino Unicamente la

estructura de valores propios del sistema (Harten et al., 1983).
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2. METODOS NUMERICOS

Para construir el cédigo, se parte de MAGNUS (Navarro et al., 2017): Un c6digo MHD
para fisica solar, que modela un plasma totalmente ionizado incluyendo los efectos de la resistivi-
dad 6hmica y el flujo de calor. Cabe mencionar que este codigo es la derivacion Newtoniana del
codigo relativista CAFE (Lora-Clavijo et al., 2015). A MAGNUS se le afiadieron médulos donde
se implementaron las ecuaciones que describen la dindmica de un plasma parcialmente ionizado
constituido por una especie cargada (iones + electrones) y una especie neutral, y se modificaron
los métodos numéricos requeridos para solucionar este sistema de ecuaciones. Adicionalmente, se
implement6 la herramienta de programacion en paralelo, OpenMP (Chandra et al., 2001), que dis-
minuy6 y optimiz6 la carga computacional mediante el uso de los diferentes procesadores, niicleos
e hilos del equipo de cémputo, aumentando la velocidad de ejecucion de determinadas tareas. A

continuacién se presentan los métodos numéricos utilizados para la construccion del cédigo.

2.1. Método de lineas

Para la resolucion de las ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas dependientes del
tiempo con condiciones de frontera, se implement6 el método de lineas (Schiesser, [2012), el cual
consiste en la discretizacion de la parte espacial del sistema de ecuaciones diferenciales parciales
(I9]20), para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en cada punto de la malla
numérica, que se evoluciona con un integrador temporal como un Runge-Kutta. Por otra parte, la

ecuacion de ligadura del campo magnético se resolvié mediante el método de transporte de flujo
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restringido, el cual integra la ley de Faraday en cada elemento de volumen (ver apéndice [2)).

2.2. Discretizacion: Voliimenes finitos

Para el proceso de discretizacion de la parte espacial de las ecuaciones se implement6 el
método de volumenes finitos, ya que, debido a la presencia de discontinuidades y choques en
las variables de estado del sistema, no es posible utilizar un método de discretizacién como las
diferencias finitas. La discretizacion de las derivadas ordinarias bajo la aproximacién de volimenes
finitos acoplado al método de lineas, se expresa como

dQujr) _  Farrj2jn) —Fai1y20  Fyajrrzn —Fyaj-124
dt Ax Ay

_ Foijir1/2) —Foijr—172)
Az

+8(i,j.k) (28)

donde F,(i+1/2,jk)> Fy(i j+1/2,k)> F2(i,jk+1/2) son los promedios espacio-temporales de los flujos en
las interfaces de las celdas y Ax, Ay, Az son las resoluciones espaciales en cada una de las dimen-

siones del dominio.

2.3. Método de alta resolucion para la captura de choques
2.3.1. Esquema HLL. Para calcular los flujos numéricos en las interfaces, se utiliza
el esquema HLL propuesto por Harten, Lax y van Leer (Harten et al., |1983). Este método permite

calcular los flujos promediados con los valores propios de la estructura caracteristica previamente
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encontrada, de la siguiente manera

A117‘/[F1L7(i—i-1/Z,j,k) - All7nF§(i—i-1/2,j,k) +l AM (Q (i+1/2,j.k) Q(Li+1/2,j,k)>

P P
donde Q 1/2,7.K)° %1 +1/2,j0) SON las variables conservativas reconstruidas a derecha e izquierda
L
de la intercelda, respectivamente, FR D(i+1/2,).0) (Q (i+1/2,7.0) ) F p(i+1/2,7.0) (Q (i+1/2,)k )

son los flujos en la direccion p, evaluados en dichas variables. Los valores 7%” , 7L]’7” son los valores
propios maximo y minimo en la direccién p, respectivamente, y se calculan como

A= méx((),lffj,llfj), A= mfn(O,?Ll’fj,llfj), (30)

siendo AX y AL los j-ésimos valores propios de la matriz Jacobiana (23). Estos autovalores maxi-
Pj Pj

mo y minimo representan las ondas que se desplazan mds rdpidamente a derecha e izquierda del

dominio en la direccién p. Para calcular los flujos correspondientes a las variables conservativas a

izquierda y derecha de la intercelda, se requiere un limitador lineal de pendiente.

2.3.2. Método limitador lineal de pendiente. En este codigo se utilizan métodos

lineales que permiten reconstruir las variables conservativas a derecha e izquierda de la intercelda,
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mediante aproximaciones por rectas dadas de la siguiente manera

A
Q12w = Qi1 k) = T Kp(i1,jk)» 3D

A
Q(Li+1/2,j,k) = Qi + 5 Kp(i,jk)> (32)

donde Qy; ; 1) es la variable conservativa evaluada en el punto (i, j, k) del dominio numérico, Ap
es la resolucion del dominio numérico en la direccién p, la cual se calcula como Ap = p;yq 1) —
PG.,jk) Y Kp(i,jx) es la pendiente de la variable conservativa a lo largo de la direccion p, en el punto

(i, J,k), que se puede calcular con métodos como el MinMod, MC, SuperBee, entre otros.

2.3.2.1. MinMod. El MinMod es un limitador lineal cldsico y simétrico de segundo
orden y es uno de los métodos més difusivos (LeVeque et al., 2002). Su objetivo es eliminar las
oscilaciones numéricas que se generan debido a los choques y discontinuidades en las variables
conservativas del modelo. Para esto, se aproxima la pendiente de la variable utilizando sus valores

en los puntos contiguos, como se expresa a continuacion

Qi) —Qu-1,j0) Qu+1,i6) — Qijik) ) (33)

Ky(i,j k) = minmod ( A , A
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siendo la funcién minmod

(

a, silal<|b| A ab>0,

minmod(a,b) = b, sila|>|b| A ab>0,

0, siab<O0,

\

la cual retorna la pendiente con menor magnitud y en caso de que los signos de las pendientes sean
diferentes, se interpreta como un minimo o méaximo local y por lo tanto, arroja el valor de O para

la pendiente.

2.3.2.2. MC. El limitador de diferencia central monotonizado (MC, por sus siglas

en inglés) propuesto por van Leer (1977), calcula la pendiente como

. Qs —Qu-1,j0) Qi) —Qu-1.jk) ~Quir1,j0 — Qijik)
Ky(i,j,k) = minmod ( TAx ,2 A ,2 A ) , (34

donde compara la pendiente centrada con dos veces la pendiente de cada lado, permitiendo cap-
turar mejor los choques o discontinuidades, a diferencia del MinMod, que los suaviza. De igual
forma, la precision que tiene este método y la poca disipacion que incluye, genera oscilaciones

numéricas en los choques.



Construccion de un cédigo MHD con dos fluidos 35

2.3.2.3. SuperBee. El SuperBee es un limitador con precision de segundo orden

introducido por Roe (1985), cuya pendiente es

B (1) (2)
Ky(i,j k) = maxmod <Kx(i,j,k)’ Kx(i,]',k)) ’ 53

siendo maxmod una funcién que retorna el argumento con el médulo mds grande. Las pendientes

V) y K;E(zi),j,k) se calculan como

x(i,j,k)

oo Qi) = Qi-1.jk) Q1.0 — Quijiky

Kx(u’k) = minmod <2 A , A , (36)
© Qeiji) = Qi-1.jk)  irt.jik) — Qijik
Kei.j k) —mmm"d< e A ) G7

donde se compara la pendiente de un lado con dos veces la pendiente del otro lado mediante la
funcién minmod y finalmente arroja la pendiente mas grande en modulo. Este método aproxima
las discontinuidades con suficiente precision, aunque tiende a retornar valores de pendiente mds

grande que los reales.

2.4. Paso de tiempo adaptativo: Condicion de Courant-Friedrichs-Lewy
Con el fin de garantizar la convergencia de la solucién numérica, se utiliza el criterio de
estabilidad de von Neumann, que consiste en descomponer la solucién del sistema de ecuaciones

(T9120) en series de Fourier (Thomas, [1998). Este criterio reduce a que el pardmetro de Courant-



Construccion de un cédigo MHD con dos fluidos 36

Friedrichs-Lewy, C.;, debe ser menor o igual a 1, es decir

A"
A — <1 38
siendo At" la resolucién temporal para un nivel de tiempo n 'y Ml’}] la rapidez de la onda mds ripida
en el nivel de tiempo n, que viaja en la direccion p. Debido a esto, el paso de tiempo se eligid

siguiendo la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy (Courant et al., |1928)), 1a cual se escribe como

Ax Ay Az
A AR A2 )

A" = Ccfl X min (39)

cuyo objetivo es evitar que la onda mds ripida del sistema avance mds de un paso espacial durante
un paso temporal. Ademas de esto, es importante tener en cuenta que esta condicion depende de la
dimension espacial de la simulacion (Titarev and Toro, 2005)): Para sistemas 2D, 0 < C.p; < 1 /2y

para un sistemas 3D, 0 < C.; < 1/3.

2.5. Adimensionalizacion

Para evitar errores numéricos como la pérdida de cifras significativas o una gran acumula-
cién de errores de redondeo (Muller et al., 2010), se lleva a cabo un proceso de adimensionaliza-
cién de los datos iniciales de las variables conservativas, de tal manera que los calculos numéricos
se realicen con estos valores ya adimensionalizados. Este proceso relaciona las variables fisicas

con las variables adimensionalizadas mediante valores tipicos de densidad, rapidez y longitud del
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problema a simular, como se muestra a continuacién

o= (40)

donde el subindice a denota la variable adimensionalizada, el subindice O representa el valor tipico

con el que se va a adimensionalizar y / es longitud. Las demds variables se adimensionalizan como

p-t p_ B E - L —_£ (41)
a pOV()2 , a VO\/m’ a POV02 y 8a V()le ,
t & O in_ Q" (42)

la = 7= — ’ Oq = ) — /377
AT S Polo “ il “ poVs /il

siendo ¢ el tiempo. Para los problemas de fisica solar en el caso especifico de una prominencia, los

valores de adimensionalizacién son py = 10~ kg/m?, Vo = 10° m/s y Iy = 10®m.

Una vez implementados los métodos numéricos mostrados, junto con el sistema de ecuacio-
nes conservativas y la paralelizacion con OpenMP, es necesario verificar el correcto funcionamien-
to del codigo mediante pruebas que validen las capacidades del cédigo para resolver choques y
manejar discontinuidades, turbulencia MHD, y en general, problemas de fisica solar en el régimen

no lineal.
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3. PRUEBAS NUMERICAS
Para probar la capacidad del c6digo de simular la propagacion de ondas, se hace una prueba
lineal, la cual consiste en perturbar un medio uniforme en estado de equilibrio, para generar la
propagacion de ondas acusticas. Con el objetivo de encontrar su solucién analitica, se asume que
los efectos gravitacionales y la produccion de calor debido a las colisiones son despreciables, y que
no hay presencia de campo magnético (Popescu Braileanu et al., 2019). Este problema se resuelve
con diferentes resoluciones numéricas y se compara con su solucién analitica, lo que permite de-

mostrar la convergencia del codigo.

Por otra parte, se llevan a cabo las pruebas del tubo de choque de Brio-Wu y de Sod en el
régimen no lineal, en las que se impone inicialmente una discontinuidad en las variables de esta-
do y se permite que el sistema evolucione, originando ondas de rarefaccion, de contacto, MHD,
entre otras (Brio and Wu, |1988)). Esta simulacion se realiza para diferentes valores del pardmetro
de colisiones, demostrando que cuando éste es mayor, la dindmica de la especie neutral afecta a
la especie cargada y a su vez los campos magnéticos tienen una incidencia indirecta en la especie
neutral, por medio de las colisiones. El caso particular en el que no hay ningun tipo de interaccién
entre las dos especies que componen el fluido, se genera un sistema de ecuaciones que tiene solu-
cion exacta (Lora-Clavijo et al., 2013} Takahashi et al., 2013)), cuya comparacién con la solucién
numérica garantiza la precision del cédigo y valida los métodos numéricos implementados en el

cddigo.
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Finalmente, para verificar que el c6digo maneja correctamente la dindmica de las turbulen-
cias MHD, los vértices y los choques, se aplica una prueba 2D en el régimen no lineal, en la que el
fluido estd rotando a tiempo inicial y evoluciona hasta que se desarrolla un vértice en el centro del
dominio, seguido de una fase turbulenta (Orszag and Tang, |1979)). Se comprueba que el coeficiente
de colisiones acopla las especies, por lo que los resultados tanto de la especie ionizada como de la
especie neutral, convergen a una misma solucion atractora, lo que indica que los campos magnéti-
cos modifican indirectamente el comportamiento de la especie neutral y parte de la energia cinética
de las particulas neutrales se transfiere a la especie ionizada. Adicionalmente, se calcula la diver-

gencia del campo magnético para todas las simulaciones, obteniendo valores menores a 2 x 1011,

3.1. Ondas Acusticas en un Medio Uniforme

La propagacion de ondas acusticas en el régimen lineal se modela partiendo de un medio
uniforme, sin presencia de campo magnético, que se perturba y genera dichas ondas. Para llevar a
cabo esta prueba, se sigue el desarrollo analitico del articulo de |[Popescu Braileanu et al. (2019),
lo cual permite obtener una solucion exacta del problema y los pardmetros necesarios para imple-

mentar el problema numérico en el cddigo, con el objetivo de comparar ambos resultados.

3.1.1. Solucion Analitica. Para obtener la solucién exacta del problema en el ré-
gimen lineal, se desprecian los efectos de la gravedad, g = 0, y la generaciéon de calor debido a

las colisiones, Q" = 0. También se elige la direccién de propagacién de las ondas acusticas a lo
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largo del eje z, se considera un medio uniforme, es decir, un medio en el que las variables de es-
tado toman valores constantes a lo largo de todo el dominio, y se omite la presencia de campos

magnéticos B = 0. Aplicando estas suposiciones, el sistema de ecuaciones (318) reduce a

8aptn L9 (i;nZVnz) _o, (43)

% + p,,VnzaaL;Z + 881;” =t (Vi, = Vi), (45)
% + a% [(En+P) Vo] = oV, (Vi, — Vi) 47)
% + a% [(Ei+P) V] = Vi (V. = Vi), (48)

donde los subindices n, i denotan las especies neutral y cargada, respectivamente. Para poder

estudiar la propagacién de dichas ondas, el estado de equilibrio se perturba de tal manera que las

variables de estado perturbadas se escriben como

Pn,i = Pn,iy +pn,i17 Pn,i = Pn.,io +Pn,i17 Vn,iz = Vn,ila (49)

donde el subindice O representa el estado base y el subindice 1 representa la perturbacion. In-

troduciendo estas expresiones en las ecuaciones (43}48)) y linealizandolas, se obtiene el siguiente



Construccion de un cédigo MHD con dos fluidos 41

sistema de ecuaciones

P, WV, _ 9Ipiy . Wiy _
o —|—Pnoa_Z =0, o1 +pl08_z =0, (50)
oV, OJP, Vv, JP
pnoa_l‘1 + le = O (Vil _an)v Pig atl T 8z1 = O (an _Vil)’ Gh
0P, > 9Pn, _ P, 2 9P, _
at — uSI’l() at = 0’ 8[ — usi() a[ = 0, (52)

siendo @, es el coeficiente de colisiones entre particulas cargadas y neutrales evaluado en el

estado de equilibrio, y
YE, Y

) uSl'() - )
P no p 10

(53)

Usng =

son la velocidad del sonido de la especie neutral y cargada, respectivamente, en el medio uniforme.

El sistema de ecuaciones (50H52)), se puede resolver de manera analitica asumiendo que la

solucién es una onda plana de la forma

{Vn17 ‘/i17 pn17 pi17 P}’lla 1)11} = {UYH Ui7 R}’H Ria Pm I)i}ei(w[_kZ)7 (54)

donde {Un, Ui, Ry, R;, Py, Pl-} son las amplitudes de las variables perturbadas, @ es la frecuen-

cia de oscilacion y k el nimero de onda. Es importante resaltar que tanto las amplitudes de las
variables como la frecuencia de oscilacion corresponden a niimeros complejos. Al reemplazar la
solucion (54) en el sistema (50H52)) se obtienen unas relaciones de recurrencia llamadas relaciones
de polarizacién (Popescu Braileanu et al., [2019), las cuales permiten expresar las amplitudes de

las velocidades y las presiones en términos de las amplitudes de las densidades perturbadas y en el
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estado de equilibrio

= O g OR 2 R Pl R
_kpn07 l_kpi()? n — sno ny l SiQ 1y

2,2
R 0 — ik*u Ugp, + 0PI D

— , 55
Rn aC() pno ( )

i0* + aw?® (piy + pny) — i0K> (u?no + ufio) — 0k> ot (piguPsio + Py, ) + ik ul, i uh, =0,

siendo esta ultima la relacién de dispersion, cuyas soluciones son

2 2 2
o, = Mar |OPT 2—(“’”) + 18—2(“’”) i 2PT 2—(apT> (56)

4 kug, kug, kug, kug, kug,

4 kug, kug, kg, kug, kug,

2 2
0)374:kusT jOPT Ly (apr) \18_2<apr> L0 %P1 2_(apr) 57

donde pr = p,, + pj, es la densidad total, Pr = B, + P, la presién total y us, = \/YPr/pr la

velocidad del sonido calculada con la densidad total y la presion total.

Adicionalmente, como la solucidn tipo onda plana expresada en (54)), se construye a partir
de amplitudes y frecuencias que pueden ser complejas, es decir que pueden ser escritas como

z=re'? dicha solucién toma la forma

Ay =A%, + A7 e "' sin(wget —kz+0), (58)
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siendo Ag, y A, las partes real e imaginaria de la amplitud de una variable perturbada A; arbitra-

ria, Wge Y Oy, las partes real e imaginaria de la frecuencia, respectivamente, y tan 0 = Ay, /Age. Se
observa que este resultado contiene un término de amortiguamiento dado por la parte imaginaria
de la frecuencia: Cuando este valor es positivo, la solucién contiene una envolvente negativa que
termina por disipar la onda, en cambio, si dicho valor es negativo, la envolvente es positiva y por

tanto la amplitud de la perturbacién crece.

Los parametros que se utilizaron para encontrar la solucién se tomaron del articulo de Po-
pescu Braileanu et al.[(2019), para poder comparar el resultado del c6digo con la solucion exacta
y también con la solucién numérica del articulo, dichos pardmetros estdn registrados en la tabla 2]
Las velocidades del sonido de ambas especies se calcularon a partir de las expresiones dadas por
y las temperaturas mediante las ecuaciones de estado para cada fluido (18]), asumiendo que

m; =m, = 1.66x 102’ kg.

Especie Neutral Especie ionizada
Py = 9.96 x 1077 kg/m’ Pi, = 0.5p,
P,, =0.35Pa P, = 2P,
Usny = 7.652 x 10° m/s Usiy = 2gn,
T,, =4227K Ti, = 4T,,

Tabla 2
Pardmetros para la especie neutral y cargada en el estado de equilibrio, para la prueba de propa-
gacion de ondas actisticas. Valores tomados de |Popescu Braileanu et al.|(2019).

Ademas de esto, el coeficiente de colisiones se calcula a través la expresion (17) con las

variables evaluadas en el estado de equilibrio, cuyo valor es o, = 3.633 x 10~* kg/m’s, el cual
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corresponde a una seccion transversal de colisiones de o;, = 8.623 X 10~ m2, También se toma
el valor de la amplitud de la densidad de la especie cargada como R; = 1073 Pi, Y con las relaciones
de polarizacion (53)), se obtienen las amplitudes de las demds variables. Por dltimo, para completar
la caracterizacién del problema, se escribe el nimero de onda como k = 27n/L, = 2.06 m~1, sien-
do n un nimero entero arbitrario, que se asume como n = 11 para este caso, dando como resultado

que la longitud del dominio a lo largo del eje z es L, = 33.551 m.

3.1.2. Solucién numérica. Para la implementacion numérica de la solucion, el da-
to inicial corresponde a la solucién analitica evaluada en ¢t = 0. El tiempo final de la simulacién
se calcula utilizando un valor caracteristico para la velocidad, que en este caso es la velocidad del
sonido, de manera que us,, = L;/t; = 7652.95 m/s. El dominio de la simulacién es 1.5D, debido a
que la prueba es 1D pero se lleva a cabo en un cédigo 3D, por lo que el dominio numérico utiliza-
does (—0.033551 <x <0.033551) m x(—0.033551 <y <0.033551) m x(0.0 <z<33.551) m,
cuya malla numérica es uniforme y estd conformada por (Ny x N, x N;) = (4 x 4 x 4000) puntos,
siendo la ventana temporal de simulacién z € [0,4.384 x 1073 ] s. El factor de Courant es C, r1=0.1
y se eligen condiciones de frontera periddicas en la direccion z y salientes para las demds caras de

la caja.

Con el fin de comprobar que la solucién numérica tiende a la solucion analitica, es necesario
realizar una prueba de convergencia, la cual verifica la estabilidad y la consistencia de los métodos

numéricos implementados en el cddigo. Una solucién numérica es convergente en un tiempo ¢, si
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|" ! — 1| — 0 cuando Ap — 0y Ar — 0, siendo ¢ el vector solucién exacta de un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales y C el vector solucién numérica correspondiente (Landinez
et al., 2021). La convergencia relaciona la disminucién del error en términos de la precision de la

discretizacion.

La solucién para la velocidad se presenta en la figura [T, donde se observa el fendmeno
de amortiguamiento de la onda acustica respecto al tiempo adimensionalizado (14 = t7), para las
especies neutral y cargada. Se realiza una comparacion cualitativa entre la soluciones analitica y
numérica de la perturbacion de la velocidad para las especies neutral y cargada (filas 1 y 3 de la
figura (1| respectivamente), donde se evidencia que la soluciéon numérica reproduce correctamente
la solucién analitica. Ademds, para completar la prueba de convergencia, se calcula de manera

cuantitativa la diferencia entre la solucion analitica y la numérica mediante la cantidad

Ani:V

s MyiAnalitica Vn (59)

»INumérica ?

cuyos valores son menores del 2 % respecto a la solucion analitica, en todos los casos (filas 2 y 4

de la figura[I)). Este calculo se realiza para tres resoluciones espaciales, con diferente cantidad de
puntos a lo largo del eje z, siendo N,; = 1000 puntos, N,» = 2000 puntos y N3 = 4000 puntos, y sus
resultados estdn consignados en la tabla 3] Es notorio que al aumentar el refinamiento de la malla
numérica, se disminuye el error porcentual de la velocidad de propagacién de la onda acustica para
cada una de las especies, lo que permite concluir que el cédigo es convergente con un factor de

convergencia de aproximadamente 1.5.
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Figura 1. Soluciéon numérica de la perturbacion de la velocidad para las especies neutral y cargada,
y su comparacién con la solucién analitica en funcién del tiempo adimensional(z4 = 4.3841 x 1073
s). De la fila superior a inferior: Comparacion entre las soluciones analitica y numérica para la
velocidad de la especie neutral, diferencia entre la solucién analitica de velocidad de la especie
neutral y su solucién numérica para 3 resoluciones diferentes: N;; = 1000 puntos, N,; = 2000
puntos y N,3 = 4000 puntos a lo largo de z, comparacion entre las soluciones analitica y numérica
para la velocidad de la especie cargada y diferencia entre la solucion analitica de velocidad de la

especie cargada y su solucién numérica para 3 resoluciones diferentes.
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(Ny x Ny x N;) | max(A,) [m/s] | max(A;) [m/s] | max(Error % V,, ;)
(4 x 4 x 1000) 0.170 0.173 1.93%
(4 x 4 x 2000) 0.070 0.071 0.75%
(4 x 4 x 4000) 0.028 0.029 0.33%

Tabla 3

Valores mdximos para el error absoluto de la velocidad de propagacion de la onda acustica (A ;),
tanto para la especie neutral, como para la especie cargada, y su correspondiente error porcen-
tual con respecto a su solucion analitica, para 3 resoluciones espaciales. Se observa la autocon-
vergencia del codigo, debido a que al aumentar la resolucion, disminuye el error porcentual de la
solucion numérica respecto a la exacta.

La propagacion de la onda acustica se evidencia en la figura 2| en la que se grafica la ve-
locidad de las especies neutral y cargada (filas superior e inferior, respectivamente), respecto a
z/L;, para tres valores de tiempo. A tiempo inicial 7/t4 = 0.0, se observa que la solucién para la
perturbacién de la velocidad es una oscilaciéon con una determinada amplitud. En un tiempo pos-
terior 7 /t4 = 0.2 la amplitud de la onda ha disminuido y ésta se ha desplazado en el espacio. Para
el dltimo tiempo de la figura ¢ /z4 = 0.4, la oscilacién es ain mas pequefia en amplitud y sigue
viajando hacia la derecha. Esto es consistente con la forma de la solucién analitica (58), segtin la
cual la onda se propaga en el espacio mientras su amplitud disminuye, ya que la envolvente esta

en funcion del tiempo.

Por otra parte, comparando con los resultados obtenidos por Popescu Braileanu et al.[(2019),
se observa que las soluciones presentadas en la figura[I] son similares a las obtenidas en la figura
3(c) del articulo. Cabe resaltar que el codigo discretiza las ecuaciones diferenciales con volimenes

finitos, mientras que en el articulo de Popescu Braileanu et al. (2019) se realiza con diferencias
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Figura 2. Solucion numérica de la perturbacion de la velocidad para las especies neutral y cargada
(superior e inferior, respectivamente) en 3 instantes (t /t4 = 0.0,¢/t4 = 0.2 y t /t4 = 0.4), en funcién
de la distancia adimensional en la direccion z.

finitas. Esto presenta una ventaja, ya que permite resolver problemas en el régimen lineal de ma-
nera correcta como la propagacion de las ondas acusticas, donde la solucién numérica resultante
es consistente con la analitica. Adicionalmente, el codigo tiene la capacidad de resolver problemas
en el régimen no lineal, donde las variables de estado pueden presentar discontinuidades, como en

los tubos de choque.
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3.2. Tubo de choque de Brio-Wu y de Sod para un fluido parcialmente ionizado

La prueba del tubo de choque es un problema de Riemann, el cual consiste en un fluido
que estd dividido por una membrana removible y cuyos valores iniciales de las variables de estado,
son constantes pero diferentes a la derecha e izquierda de la membrana. Cuando la membrana es
removida, el fluido empieza a moverse y a generar ondas y choques debido a la discontinuidad
inicial en sus variables y a la no linealidad del sistema de ecuaciones. El tubo de choque hace parte
del régimen no lineal y su finalidad es verificar la capacidad del c6digo de manejar correctamente
los choques y la propagacion de diferentes tipos de ondas, como la de rarefaccion, las de contacto,

las MHD, entre otras (Sod, [1978; [Brio and Wul, [1988)).

Esta prueba hace una extension del tubo de choque de Sod para un fluido Hidrodindmico
(HD) y del tubo de choque de Brio-Wu para un fluido MHD, a un tubo de choque para fluidos
parcialmente ionizados. De modo que el estado inicial estd dado por las condiciones iniciales del
tubo de choque de Brio-Wu para la especie cargada y las del tubo de choque de Sod para la especie

neutral, las cuales se escriben como

(1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.75, 1.0, 0.0), para x <0,
(p7VX7Vy7VZ7poX7BvaZ) =

(0.125, 0.0, 0.0, 0.0, 0.1, 0.75, —1.0, 0.0), para x>0,

para ambas especies. El dominio numérico de las simulaciones es 1.5D y corresponde a (—0.5 <

x <0.5) x (—0.0025 <y <0.0025) x (—0.0025 < z < 0.0025), cuya malla numérica es unifor-
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me y estd conformada por (N, x Ny X N;) = (1600 x 4 x 4) puntos, siendo la ventana temporal de
simulacién ¢ € [0,0.1]. El factor de Courant es C,.s; = 0.2, se desprecia la gravedad y se eligen

condiciones de frontera salientes para todas las caras de la caja.

La primera simulacion de esta prueba corresponde al modelo de dos fluidos desacoplados,
es decir, sin el coeficiente de colisiones, ni el término de produccién de calor, lo que corresponde
a &, = 0. En la figura [3| se observa que para el caso del fluido HD aparecen 3 tipos de ondas:
a) Onda de rarefaccion, la cual se evidencia en la disminucion de la densidad y la presién. ») Onda
de contacto, que se define como una superficie que separa zonas con diferentes densidades y tem-
peraturas, pero esta en equilibrio respecto a la presion, por lo que no aparece en la estructura de
dicha variable. ¢) Onda de choque que corresponde a la discontinuidad inicial y se presenta cuando
dos lineas caracteristicas convergen. Por otra parte, en el caso del fluido MHD, aparece una onda
de rarefaccion, seguida de una onda compuesta que contiene un choque que se propaga hacia la iz-
quierda unida a una onda de rarefaccién, una discontinuidad de contacto que inicamente es visible
en la densidad, un choque que se propaga hacia la derecha y finalmente una onda de rarefaccion

(Jiang and Wu, [1999).

Este caso particular tiene solucion exacta conocida, lo que permite comparar y verificar que
la solucién numérica sea correcta. Para esto, se utilizé la solucién analitica del tubo de choque de
Sod presentada por Lora-Clavijo et al. (2013) para el fluido neutral y la solucién exacta no regular

calculada por [Takahashi et al.|(2013) para el fluido cargado. En la figura [3| se compararon ambas
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Figura 3. Comparacién entre la solucién exacta (linea negra continua) y los resultados del cédigo
(puntos rojos) en t = 0.1 para un plasma parcialmente ionizado y desacoplado. Se observa que la
solucién numérica del problema se aproxima en gran medida a la exacta. De izquierda a derecha y
de arriba a abajo, las variables son: Densidad de la especie neutral, componente x de la velocidad
de la especie neutral, presion de la especie neutral, densidad de la especie ionizada, componente x
de la velocidad de la especie ionizada, componente y de la velocidad de la especie ionizada, presion
de la especie ionizada y campo magnético a lo largo del eje y de la especie ionizada.
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soluciones en ¢ = 0.1, donde se observa que la solucién numérica, que estd dada por los puntos
rojos, reproduce la solucion analitica, representada por la linea continua, ya que genera cada uno
de los choques y ondas que se propagan en este problema especifico. El cédigo MAGNUS repro-
dujo la solucién analitica del tubo de choque de Brio-Wu con gran veracidad, para el caso en que
&, = 0. En la tabla 2 del articulo del c6digo Navarro et al. (2017) estdn consignados los resultados

del anélisis de convergencia.

Posteriormente, para analizar el efecto de las colisiones en la estructura de las ondas ge-
neradas por el tubo de choque, se realizaron tres simulaciones con diferentes valores del para-
metro de interaccion entre las especies. Los valores se eligieron motivados en la tabla (I} siendo
estos a) &, = 10, cuya seccién eficaz de colisiones equivale a 6;, = 3.33 x 1072° m? y tiene el
mismo orden de magnitud que el modelo de hard spheres. b) &, = 100, cuya seccién eficaz de
colisiones equivale a 6j, = 3.33 x 107!° m? y representa un modelo intermedio entre el cldsico
de hard spheres y el cuantico de VK. ¢) &, = 1000, cuya seccién eficaz de colisiones equivale a
Gin = 3.33 x 10718 m? y tiene el mismo orden de magnitud que el modelo VK. Este tltimo valor,
aunque es el doble del valor tedrico para el modelo VK y no representa ninguno de los modelos
tedricos estudiados, se tiene en cuenta con el objetivo de analizar el comportamiento del plasma

parcialmente ionizado, con acoples de tal magnitud.

Los resultados de estas pruebas, junto con el caso desacoplado, se recopilan en la figura

M en la que se muestra la evolucién de las variables de estado del tubo de choque en 7 = 0.1. Se
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Figura 4. Solucioén del tubo de choque de Brio-Wu en t = 0.1, para 4 valores del parametro de inter-
accion entre las especies. De izquierda a derecha y de arriba a abajo, las variables son: Densidad de
la especie neutral, componente x de la velocidad de la especie neutral, presion de la especie neutral,
densidad de la especie ionizada, componente x de la velocidad de la especie ionizada, componente
y de la velocidad de la especie ionizada, presion de la especie ionizada y campo magnético a lo
largo del eje y de la especie ionizada.
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observa que para un plasma parcialmente ionizado desacoplado (linea ptrpura), existen estados
constantes a derecha e izquierda que separan las ondas de rarefaccion, de contacto y los choques.
En ese caso, el plasma se comporta como un fluido MHD y uno HD entre los que no existe ningin
tipo de interaccién. Por otra parte, cuando el acople toma los valores de &, = 10 (linea turquesa)
y &, = 100 (linea salmén), se observa que estos estados dejan de ser constantes. Por el contrario,
para el caso de &, = 1000 (linea oliva), las colisiones entre las especies hacen que el sistema se
relaje, que estos estados vuelvan a ser constantes y que las soluciones de la especie neutral y de la
especie cargada, tiendan a una misma solucién. El acople hace que el campo magnético modifique
la dindmica de las particulas neutrales mientras que estas le entregan energia cinética a las carga-
das. A medida que se presentan mds interacciones entre las especies, es decir, que el valor de &,
aumenta, mayor cantidad de energia cinética se transfiere de la especie neutral a la cargada, hasta
lograr romper el efecto tipo tension superficial que ejerce el campo magnético sobre la especie

ionizada (Chandrasekhar, [1981)).

Con el fin de visualizar la tendencia de las soluciones de ambas especies a una misma, en
funcién del pardmetro de colisiones, en la figura[S|se grafica la densidad y presién relativas entre las
especies neutral y cargada, para los cuatro valores de &,. En el caso desacoplado, ya que no existe
interaccion entre las especies, cada una evoluciona de manera independiente, presentando grandes
diferencias en el comportamiento de las variables de estado. Por el contrario, cuando &, = 10, la
especie neutral y cargada colisionan, cambiando la dindmica de ambas especies, las variables de

estado de la especie neutral tienden a la morfologia de la especie cargada y viceversa. Este efecto
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se acentua para la simulacién con &, = 100 y es ain mds visible en el caso de &, = 1000, ya que,
como el acople es mayor, la influencia de una especie sobre la otra es mds fuerte. Dicho fendmeno
se evidencia en la disminucién de las densidades y presiones relativas entre las especies, cuando el

parametro de colisiones aumenta, haciendo que el sistema converja a un mismo estado.
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Figura 5. Solucién del tubo de choque de Brio-Wu en ¢ = 0.1. A la izquierda se muestra la di-
ferencia entre la densidad de masa de la especie cargada y de la especie neutral y a la derecha
la diferencia entre la presion de la especie cargada y de la especie neutral, para 4 valores del pa-
rametro de interaccion. Se observa que a medida que el pardmetro de colisiones &, aumenta, la
diferencia entre las soluciones para la especie cargada y la neutral disminuye, tendiendo a una

solucién tipo atractora.
Para comprobar la consistencia de los métodos numéricos del cédigo construido, se realiza

una prueba de autoconvergencia, para lo que se calcula la norma L; del error, que sigue la expresion

1 N
LI(N):N];)‘pikQN_pikva (60)

donde N es el nimero de puntos en la malla numérica y py, es la densidad la especie cargada,
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cuyos valores fueron arrojados por un simulacién con un dominio numérico que contiene N, = N

puntos. La cantidad de puntos N se eligié como

Nn-l—l = 2NT[7 ne [173]7 (61)

siendo N1 = 200 puntos. Adicionalmente, el cdlculo de 1la norma L del error se llevo a cabo para

cuatro valores del pardmetro de colisiones.

En la figura [0] se presentan los resultados del cdlculo de la norma L; del error, donde se
observa que la norma del error disminuye cuando el refinamiento de la malla numérica aumenta.
Ademas de esto, el andlisis para los diferentes parametros de colisiones muestra que a medida que
aumenta el valor de &, el término de fuentes suaviza la dindmica del plasma mediante el acople
y por tanto, la norma L; disminuye. Pero, cuando este pardmetro es muy grande, las fuentes de
las ecuaciones empiezan a convertirse en términos rigidos, y los métodos numéricos se vuelven
inestables al momento de resolver estas ecuaciones. Una solucién para este problema es impo-
ner una mayor resolucién numérica del dominio (Burden et al., |2015), lo que implica aumentar
el tiempo de ejecucion de la simulacién. Esta alternativa se aprecia en la figura [6] ya que para
un mismo pardmetro de colisiones &, la norma del error decrece cuando la cantidad de puntos
del dominio es mayor. Otra de las soluciones es implementar un integrador que logre manejar los
términos rigidos (Dahlquist, |1963)), como el esquema de integracion implicito-explicito (IMEX)

(Pareschi and Russo, [2005), lo cual no se realizé debido a que los mayores valores de &, utilizados
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en fisica solar, corresponden al modelo VK, cuyo pardmetro de colisiones es &, =~ 480 (ver tablal[l).
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Figura 6. Norma L; del error para la densidad de masa de la especie cargada, para el tubo de
choque de Brio-Wu en un tiempo ¢ = 0.1. El cédlculo se realiz6 para cinco resoluciones numéricas
diferentes y con cuatro valores del pardmetro &, de colisiones.

3.3. Vértice de Orszag-Tang

El vértice de Orszag-Tang es un problema 2D que comprueba la capacidad del c6digo para
manejar los choques y turbulencias MHD (Orszag and Tang, 1979). Inicialmente se propone un
sistema en el que, tanto el fluido, como su campo magnético, estdn rotando y evoluciona hasta

producir un voértice en el centro del dominio, dicho estado inicial es

1.0 —sin(2 in(4
(PanVyaVz;P;BxyByaBz) = 107 —sin(27‘cy), sin(27‘cx), 007 77 Sln; ny)v Sln(YEX)v 0.0 )
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para ambas especies. El dominio numérico es 2.5D y corresponde a (0.0 <x < 1.0) x (0.0 <y <
1.0) x (0.0 <z <0.008), cuya malla numérica es uniforme y estd conformada por (N, X Ny x N;) =
(500 x 500 x 4) puntos, siendo la ventana temporal de simulacién 7 € [0,0.8]. El factor de Courant
es C.p; = 0.2, se desprecia la gravedad y se eligen condiciones de frontera periddicas para todas

las caras de la caja.

La evolucion del vértice de Orszag-Tang para un plasma desacoplado se muestra en la
figura [/, mediante la densidad de las especies neutral y cargada (columnas izquierda y derecha,
respectivamente) sin tener en cuenta interacciones entre las especies. La fila superior corresponde
at = 0.30, donde se observa que en el sistema rotante, la especie cargada es mas dindmica que la
especie neutral debido a las ondas de Alfvén y magnetoacusticas que se generan por la presencia
del campo magnético. La fila central corresponde a ¢t = 0.48, donde ya se formo el vortice en ambos
casos, pero la especie cargada presenta mas morfologia por los efectos del campo magnético. La
fila inferior muestra la evolucién del sistema en t = 0.74, luego de que se disip6 el vortice: La
especie neutral contiene ondas propagidndose, mientras la especie cargada constituye un fluido
turbulento. La estructura caracteristica, resultado de esta prueba (ver figura[7)), se compara con la
obtenida por diferentes codigos en dos y tres dimensiones (Rosswog and Price, 2007; [Stone et al.,
2008; [Benitez-Llambay and Masset, |2016; Burns et al., 2020), que resuelven las ecuaciones de
la MHD para un fluido con distintos métodos numéricos, algunos de ellos espectrales, y cuyos
resultados permiten verificar la consistencia y el correcto funcionamiento e implementacion de las

ecuaciones y los métodos numéricos del cédigo construido.
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Figura 7. Solucién del vértice de Orszag-Tang con &, = 0. Se muestra la densidad de la especie
neutral y cargada (columna izquierda y derecha, respectivamente) a través del mapa de colores, con
sus respectivas lineas de campo de velocidades. La fila superior corresponde a ¢t = 0.30, la central

at =0.48 y la inferior at = 0.74.
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Por otra parte, se llevan a cabo simulaciones con diferentes valores del pardmetros de co-
lisiones entre las especies, donde nuevamente se observa que la soluciéon de ambas especies con-
verge a una tnica solucién, cuando &, aumenta. En la figura [8| se muestran las densidades de las
especies neutral y cargada (columnas izquierda y derecha, respectivamente) luego de t = 0.48,
para los valores de &, = 10 (fila superior) correspondiente a ¢;, = 3.33 X 10720 m2, &, = 100 (fi-
la central) correspondiente a o;, = 3.33 x 10712 m? y &, = 500 (fila inferior) correspondiente a
0, = 1.66 x 10718 m2. Para el caso con menor acople (§, = 10), es posible reconocer la seme-
janza de la morfologia entre ambas especies, donde se nota que la estructura es diferente al caso
desacoplado. Esto indica que, asi como la especie neutral se afecta por la influencia indirecta del
campo magnético, también la especie cargada se modifica debido a que las particulas neutrales le
transfieren energia cinética. Para el siguiente valor del pardmetro de colisiones &, = 100, se lo-
gra observar que el vortice de la especie neutral tiene una estructura mas definida y similar al de
la especie ionizada. Y para el acople &, = 500, la morfologia de ambas especies es muy similar,
alcanzando una solucién tipo atractora. Cabe resaltar que las escalas de la densidad de masa y
las lineas de campo de velocidades de ambas especies, también convergen a una misma solucion

cuando el pardmetro de colisiones aumenta.

Adicionalmente, se calcula la presion de ambas especies para el modelo de plasma desaco-
plado, a lo largo del eje x en el tiempo ¢ = 0.48. En la figura 0] se observa el perfil de presién en
y = 0.312 para la especie ionizada (linea purpura del panel superior), el cual reproduce la morfo-

logia esperada segun el trabajo realizado por Londrillo and Del Zanna (2000). Asimismo, se realiza
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Figura 8. Densidad de las especies neutral y cargada (columna izquierda y derecha, respectiva-
mente), para el vortice de Orszag-Tang, con sus respectivas lineas de campo de velocidades en un
tiempo de t = 0.48, donde la magnitud de la densidad estd dada a través del mapa de colores. La
fila superior corresponde a un pardmetro de colisiones &, = 10 (o;, = 3.33 X 10720 m?), la central
a &, =100 (0;, = 3.33 x 1072 m?) y la inferior a &, = 500 (o;, = 1.66 x 10718 m?).
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Figura 9. Distribucién de la presion de la especie cargada y neutral (fila superior y central res-
pectivamente) para el vortice de Orszag-Tang, a lo largo del eje x para y = 0.312, en un tiempo
t = 0.48, tomando cuatro parametros de colisiones (&, =0, , = 10, {, = 100 y &, = 500). La fila
inferior muestra la diferencia entre las presiones de ambas especies, donde se observa la naturaleza
atractiva de la solucién cuando el acople entre las especies es mayor.

el mismo procedimiento para la estructura de la presion en y = 0.428 para las particulas cargadas,
presentada en la figura [I0] (linea pirpura del panel superior), y se compara cualitativamente con
los resultados obtenidos por Ryu et al.| (1998)), mostrando que el cddigo construido es consistente

con otros codigos numéricos MHD. Seguidamente, para medir cuantitativamente la tendencia del
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Figura 10. Distribucion de la presion de la especie cargada y neutral (fila superior y central res-
pectivamente) para el vortice de Orszag-Tang, a lo largo del eje x para y = 0.428, en un tiempo
t = 0.48, tomando cuatro parametros de colisiones (&, =0, , = 10, {, = 100 y &, = 500). La fila
inferior muestra la diferencia entre las presiones de ambas especies, donde se observa la naturaleza
atractiva de la solucién cuando el acople entre las especies es mayor.

plasma parcialmente ionizado hacia una solucién tipo atractora, se calcula la diferencia entre la
presién de la especie neutral y cargada, para 4 valores de &,. En los paneles inferiores de las figu-
ras [9]y [I0] se presentan los resultados, en y = 0.312 y en y = 0.428, respectivamente. Se observa

que cuando el fluido estd desacoplado (linea purpura), la presién de ambas especies es totalmente
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diferente, pero a medida que se aumenta el valor del pardmetro de acople, la estructura de la pre-
sion de la especie neutral y de la especie cargada tienden a una misma solucién y por lo tanto, su
diferencia tiende a cero. Por dltimo, con el fin de verificar la correcta implementacion del método
de transporte de flujo restringido, se calcula la magnitud de la divergencia del campo magnético en
t = 0.48, para los cuatro valores del pardmetro de colisiones. Estos resultados se presentan en la

ﬁgura donde se observa que su magnitud maxima, en todos los casos, no supera 1.7 x 10711

Se logran completar satisfactoriamente las pruebas numéricas en el régimen lineal y no li-
neal, que verifican la consistencia de los métodos numéricos implementados en el cédigo. Luego
de esto, se procede a realizar una aplicacion en fisica solar para simular un evento en especifico en
el que se presenta un fluido parcialmente ionizado. Particularmente, para este trabajo de investiga-

cion, se elige modelar la IKH que se presenta entre una prominencia y la corona solar.
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Figura 11. Divergencia del campo magnético en voértice de Orszag-Tang, en un tiempo de t = 0.48.
La magnitud de la divergencia del campo magnético estd dada a través del mapa de colores, para
los valores de &, = 0 (panel superior izquierdo), &, = 10 (panel superior derecho), &, = 100 (panel
inferior izquierdo) y &, = 500 (panel inferior derecho).
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4. INESTABILIDAD DE KELVIN-HELMHOLTZ EN PROMINENCIAS SOLARES

La IKH se desarrolla entre dos fluidos en movimiento relativo, cuando se perturba trans-
versalmente la interfaz que los separa (Chandrasekhar, |1981; Drazin and Reid, [1981; |Pimentel
and Lora-Clavijo, 2019). En la atmoésfera solar se presentan las condiciones necesarias para que
se forme dicha inestabilidad, ya que el Sol exhibe fendmenos eruptivos, en los que se crea una
interfaz entre el fluido en movimiento y las capas exteriores de la atmdsfera solar con las que inter-
actia, y debido a su naturaleza no lineal, constituyen un ambiente propicio para la generacion de
inestabilidades. Se ha verificado la existencia de la IKH en la atmésfera solar mediante imagenes
de satélites en Orbita y en tierra, los cuales permiten observar la estructura caracteristica de dicha
inestabilidad en la corona solar durante eyecciones de masa coronal (Foullon et al., 2011; |Ofman
and Thompson, [2011), fulguraciones (Yuan et al., 2019)), prominencias (Xue et al., 2021) e inclu-
so en el viento solar (Kieokaew et al., |2021). La figura 12| exhibe una eyeccién de masa coronal
observada por el SDO/AIA, en particular por el telescopio en la longitud de onda de 1314, el cual
se enfoca en capturar material en fulguraciones. Y en el caso de las prominencias, en la figura
[13] se presentan ondulaciones de una IKH en la interfaz entre una prominencia y la corona solar,

observadas por el IRIS/AIA en la longitud de onda de 171A.

Esta inestabilidad, surge cuando dos capas de fluido, que estdn bajo la accién de campos
magnéticos, se mueven paralelamente entre ellas, con diferentes velocidades, generando asi una

interfaz que las separa, la cual sufre una perturbacion transversal. Posteriormente, la cresta de la
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Figura 12. Eyeccién de masa coronal donde se observan ondas de Kelvin-Helmholtz en la regién
encerrada con la linea punteada. La imagen fue tomada por el SDO/AIA y sus coordenadas X,Y
tienen su origen en el centro del Sol. Imagen recuperada de la investigacion realizada por

etal} QOT1).

perturbacion es deformada debido a la velocidad del fluido y se convierte en un vértice. Por dltimo,

se disipa la inestabilidad y el fluido permanece en un régimen turbulento (Chandrasekhar, [1981).

Estas etapas necesarias para la formacion de un vértice en una IKH estdn ilustradas en la figura[14]

la cual fue recuperada de la investigacion realizada por Philippi et al.| (2015)).

Desde el punto de vista energético, cuando los fluidos a ambos lados de la interfaz estan

bajo la accion de campos magnéticos, la IKH transforma energia cinética en energia magnéti-

ca, amplifica la intensidad de los campos magnéticos (Nishikawa et al., 2014) y produce eventos

de reconexién magnética (Lapenta and Knoll, 2003), donde se convierte la energia magnética en
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Figura 13. Prominencia solar inactiva observada por el IRIS/AIA el 30 de Junio de 2015. Captura
del Sol en la longitud de onda de 171A (panel superior izquierdo), la caja negra encierra la promi-
nencia solar. En la imagen de la prominencia en el canal Si IV (panel superior derecho), se encierra
la zona donde se genera la IKH con una caja blanca. La imagen de la inestabilidad en la prominen-
cia (panel inferior) muestra su evolucidn, donde la parte izquierda del dominio es la corona solar
y la parte derecha es el material perteneciente a la prominencia, en el panel 3 ya existen ondula-
ciones tipicas de esta inestabilidad, que pueden convertirse en vortices. Imdgenes recuperadas de
la investigacion realizada por Hillier and Polito (2018)).

energia cinética y térmica (Takamoto, |2018). Estos efectos son relevantes en fisica solar ya que se
relacionan de manera directa con algunas de sus preguntas abiertas como el calentamiento coronal

(Zhelyazkovl, |2015), 1a fuente de los intensos campos magnéticos presentes en la corona y la ace-

leracion del viento solar.
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Figura 14. Inicialmente, existe una interfaz que separa dos fluidos que se mueven con una velo-
cidad relativa entre ellos, esta interfaz es perturbada transversalmente y debido a la velocidad de
los fluidos, la cresta de la perturbacién es desplazada hasta que forma un vértice. Esta imagen fue

recuperada de la investigacion realizada por [Philippi et al.|(2015).

Para implementar dicho fenémeno de manera numérica, se considera un medio con presién
constante F;, = Py = 6 Pa y campo magnético uniforme en todo el dominio B = B; k, donde
Bz = 3.88 G para prominencias inactivas, cuyos campos magnéticos oscilan entre 3 Gy 15 G

(Mackay et al., 2010). Luego se modela la frontera entre las dos zonas, correspondientes a la

prominencia y a la corona solar, de la siguiente manera

(Pc—Pp)

Pin = Pp + 2

[1 +tanh (i)] : (62)

w

donde p, = 107! kg/m? es la densidad de la prominencia dParenti et a1.|, |2012|), pe=5x10"12

kg/m? es la densidad de la corona solar y w = 0.1 km es el ancho de la frontera entre los dos

fluidos. Se impone la velocidad de los fluidos a ambos lados de la interfaz como

v =g S [ (2], (63)
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siendo v;, = 70 km/s la velocidad longitudinal de la prominencia (Mackay et al., 2010) y v, =
—500 km/s la velocidad longitudinal de la corona solar. Posteriormente, para excitar la inestabili-

dad de Kelvin-Helmholtz, se perturba transversalmente la frontera

Vi, = Vg sin(47mz)e” 0'1)2, (64)

donde v, = 5 km/s es la velocidad de la perturbacion.

Esta configuracidn inicial se evoluciona durante una ventana temporal de z € [0,10] s, en
un dominio numérico 3D de (—500 < x < 500) x (—2.5 <y <2.5) x (0 <z < 1500) km, con
una malla numérica uniforme de (N, x Ny x N;) = (800 x 4 x 1200) puntos. Como integrador se
elige un Runge-Kutta de segundo orden, como método limitador de pendiente el MC, el factor de
Courant C.r; = 0.5 y las condiciones de frontera se consideraron periddicas en z, pero salientes

para las demaés caras de la caja.

En la figura[15] se observa que cuando el fluido estd desacoplado, es decir, con &, = 0 (fila
superior), el fluido ionizado no se inestabiliza, ya que la energia de la perturbacion aplicada no es
suficiente para curvar las lineas de campo magnético, el cual tiene un comportamiento equivalente
a una tension superficial en la interfaz, disipando la perturbacion aplicada (Chandrasekhar, |1981).
Por otro lado, la especie neutral genera vortices, como se puede apreciar en la lineas del campo de

velocidades, y en la estructura tipo Kelvin-Helmholtz de la frontera que separa ambos fluidos. Se
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Figura 15. Densidad de la especie ionizada y la especie cargada (columnas izquierda y derecha,
respectivamente) para el caso sin acople (&, = 0) y con un parametro de acople de &, = 100 (filas
superior e inferior, respectivamente), para una IKH en ¢ ~ 2.37 s. Se observa que cuando las es-
pecies estan desacopladas, la inestabilidad no se desarrolla, pero los efectos de las colisiones en el
caso del fluido acoplado, genera vértices tipicos de la morfologia de una IKH.
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realiza otra simulacién con el mismo dato inicial, pero con un pardmetro de colisiones &, = 100,
que corresponde a o, = 3.33 x 10~'° m?, cuyos resultados se presentan en la ﬁgura (fila infe-
rior). Se observa que ambas especies desarrollan una IKH con vértices menos definidos respecto al
caso desacoplado. La especie neutral, al interactuar con las particulas cargadas, les entrega parte de
su energia cinética, permitiendo que se curven las lineas campo magnético y que se formen vorti-
ces, mientras que los campos magnéticos actian de manera indirecta sobre las particulas neutrales,

mediante las colisiones, modificando su estructura.

Adicionalmente, en la figura[I6]se calcula el promedio de la energia magnética normaliza-
da por su valor inicial, para ambos valores del parametros de colisiones &,. Se observa que para el
caso desacoplado, donde no se forma la inestabilidad, la energia magnética permanece constante e
igual al dato inicial. Pero cuando se modela el mismo sistema con colisiones y por consiguiente, se
genera la IKH, los campos magnéticos se amplifican, haciendo que la energia magnética aumente

mas de un 228 % de su valor inicial.

Para generar una IKH en un fluido MHD y amplificar los campos magnéticos, es necesario
que la velocidad relativa entre los fluidos a ambos lados de la interfaz, supere un umbral dado por la
velocidad de Alfvén. Por tal razén, en el caso de las especies desacopladas, no se forman vortices,
se disipa la perturbacién aplicada y se reprime la inestabilidad, pero en el caso acoplado, los efec-
tos de las colisiones propician la aparicion de voértices y la evolucion de la IKH (Martinez-Gomez

et al., 2015)). Otra manera de inestabilizar la interfaz, manteniendo las especies desacopladas, es
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aumentar la velocidad relativa entre las capas de fluido, por lo que se llevan a cabo otras simula-
ciones, donde el valor de la velocidad longitudinal del material que compone la prominencia es

vz, = 500 km/s (Rusin and Rybansky, 1982).

2.25 1 — & =0
—— £ =100
2.00 1 /

1.75 A

1.50 1 /

1.25 1 /

1.00 - ———/

t [s]

Figura 16. Promedio normalizado de la energia magnética de la especie ionizada para el caso sin
acople &, = 0y con un parametro de acople de §, = 100, durante la evolucién de una IKH.

Con este nuevo dato inicial, se obtuvieron los resultados presentados en la figura[I7] donde
se muestra la morfologia de la IKH para las dos especies, cuando el plasma est4 desacoplado (fila
superior). Se observa que la especie neutral tiene una estructura mds pronunciada y vortices mas
definidos en comparacion con la especie ionizada (Martinez-Gomez et al., [2015), cuyos vortices
estdn mas suavizados, ya que no se inestabiliza con tanta facilidad debido al efecto tipo tension
superficial que ejerce el campo magnético (Chandrasekhar, 1981)). Por otra parte, para un acople

de &, = 100 (fila inferior), se observa que la morfologia de la inestabilidad para ambas especies
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Figura 17. Densidad de la especie ionizada y la especie cargada (columnas izquierda y derecha,
respectivamente) para los casos desacoplado &, = 0 y acoplado &, = 100 (filas superior e inferior,
respectivamente), para una IKH en ¢ ~ 2.42 s, junto con las lineas del campo de velocidades.
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es muy similar: La especie ionizada defini6 mejor la estructura de los vortices (Hillier, [2019) y la
especie neutral se suavizod, alcanzando una solucidn tipo atractora para ambas especies. Se demues-
tra que el campo magnético no permite la formacidn definida de las inestabilidades, pero el acople
entre las especies hace que la energia cinética de las particulas neutrales se transfiera a la especie
cargada y propicie la generacion de la IKH con estructuras mas pronunciadas, convergiendo a una

solucidn atractora para ambas especies.

Por otra parte, en la figura [I§] se muestra la velocidad relativa entre la especie cargada y
la especie neutral en cada punto del dominio numérico, para los casos de un fluido desacoplado y
fluido con acoples de &, = 10, &, =50 y &, = 100. Se observa que a medida que se aumenta el
valor del pardmetro de colisiones, disminuye la diferencia entre el campo de velocidades neutral y
cargado. En la tabla[4] se registraron los valores maximos de velocidad relativa con respecto a cada

valor del parametro de colisiones, donde se evidencia la naturaleza tipo atractora de la solucion.

& 0 10 50 100

max (|v; —vy,|) [km/s] | 765.12 | 82.66 | 26.22 | 23.38

Tabla 4
Valores mdximos para la velocidad relativa entre la especie neutral y la especie cargada para
diferentes valores del parametro de colisiones.
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Figura 18. Velocidad relativa entre la especie ionizada y la neutral, para los casos de fluido desaco-
plado &, = 0 (panel superior izquierda) y acoplado con &, = 10 (panel superior derecha), &, = 50
(panel inferior izquierda) y &, = 100 (panel inferior derecha), para una IKH en ¢ ~ 2.42 s.
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Ademds, en la figura[I9se graficé el promedio de las energfas interna, cinética y magnética
(filas superior, central e inferior, respectivamente), normalizadas respecto a su dato inicial, para
el fluido ionizado y neutral (columnas izquierda y derecha), con diferentes valores del pardmetro
de colisiones &,, a cada paso de tiempo. Se observa que la energia cinética y la energia interna
se transforman en energia magnética durante la formacién de la IKH, amplificando los campos
magnéticos hasta un valor médximo (ver tabla[5)). Posteriormente el sistema tiende a un estado de
relajacion mientras pasa de ser un fluido inestable a un fluido turbulento, lo cual excita nuevamen-
te la IKH produciendo voértices menos definidos y cada vez mds espaciados temporalmente, que
amplifican el campo magnético en menor proporcién. Cabe resaltar que, como las condiciones de
frontera en las direcciones x, y son salientes, el plasma que abandona el dominio por estas fron-
teras, lleva consigo una determinada cantidad de energia cinética que no se tiene en cuenta en la

figura.

Es importante notar que cuando se acopla el sistema, parte de la energia cinética del fluido
neutral se transforma principalmente en energia magnética, aumentando la amplificacion de los
campos cuando el acople es mayor. Este fendmeno de amplificacion estd fuertemente relacionado
con eventos como la reconexiéon magnética (Takamoto, |2018)) o fendmenos como el calentamiento
coronal y la aceleracion de las particulas del viento solar (Zhelyazkov, 2015), y se calcula como

_ [BX(1)aVv

7= [B2(0) dV’

(65)
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Figura 19. Promedio volumétrico normalizado de las energias interna de la especie cargada (panel
superior izquierdo) y neutral (panel superior derecho), cinética de la especie cargada (panel central

izquierdo) y neutral (panel central derecho) y magnética (panel inferior) en cada paso de tiempo,

para 4 valores del pardmetro de colisiones (§, =0, &, = 10, {, =50y &, = 100).
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donde se promedia el campo magnético en el volumen V de la simulacién y posteriormente se
normaliza respecto a su valor inicial. La amplificacion del campo magnético en funcién del para-
metro de colisiones estd registrado en la tabla[5] donde se hace evidente el crecimiento del campo

magnético cuando las especies cargada y neutral de un fluido estdn acopladas mediante colisiones.

& 0 10 50 100

max (/) | 3.136 | 4.234 | 4.282 | 4.295

Tabla 5
Valor mdximo de la amplificacion del campo magnético debido al efecto del acople entre las espe-
cies mediante las colisiones, con respecto al pardmetro de colisiones.

Por tltimo, en la figura[20|se calculd la divergencia del campo magnético con los pardmetros
&, =0y &, =100 (columnas izquierda y derecha respectivamente). Este resultado se presenta tanto
para el modelo inicial con velocidades tipicas de las prominencias (fila superior), como para el
modelo con velocidad longitudinal méxima para este fenémeno (fila inferior). Se muestra que los
mayores valores que toma la magnitud de la divergencia del campo magnético, en todos los casos,

es de 2 x 10712 T/Mm, aproximadamente.
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Figura 20. Divergencia del campo magnético para el modelo con velocidad longitudinal v,, =70
km/s para la prominencia (fila superior) y para el modelo con v;, = 70 km/s (fila inferior), en los
casos desacoplado &, = 0 y acoplado &, = 100 (columnas izquierda y derecha, respectivamente),
paraunaIKHenr ~2.42s.
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo se realiz6 la deduccion de la ecuaciones de la MHD para el caso de un fluido
parcialmente ionizado, compuesto por una especie neutral y una especie cargada (iones+electrones),
teniendo en cuenta las colisiones entre especies y la produccion de calor debido a estas. Este siste-
ma de ecuaciones fue implementado en el c6digo CAFE-MAGNUS, junto con los métodos numé-
ricos necesarios para su funcionamiento. Se comprobd la consistencia de los métodos numéricos
implementados mediante pruebas numéricas en una y dos dimensiones, las cuales se extendieron
para fluidos parcialmente ionizados. Por ultimo, se utilizé el cdédigo para modelar una inestabi-
lidad de Kelvin-Helmholtz en la interfaz entre una prominencia y la corona solar, se analizé su
morfologia y los efectos de las colisiones entre las especies, las cuales permiten el desarrollo de la

inestabilidad en la interfaz y aumentaban la amplificacion de los campos magnéticos.

La primera prueba realizada fue la propagacién de ondas actsticas en un medio uniforme,
en el régimen lineal. Se obtuvo la solucidn analitica para un determinado valor del parametro de
colisiones, la cual sigue la forma de una onda con amplitud decreciente. Se implementd la prueba
numérica y se resolvié con volimenes finitos, obteniendo una oscilacién que se desplaza mientras
su amplitud disminuye, muy similar a la encontrada por |Popescu Braileanu et al.| (2019) con dife-
rencias finitas. Dicha solucién numérica se compar6 con la analitica, obteniendo un error menor al
2 9% para una resolucién espacial dada y un error menor al 0.33 % para un dominio numérico cuatro

veces mds refinado, comprobando asi la convergencia del cédigo.
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Posteriormente, se llevé a cabo la prueba numérica del tubo de choque de Brio-Wu y del
tubo de choque de Sod, en el régimen no lineal, mediante los que se verific6 el correcto manejo de
los choques en las variables de estado. Primero se reprodujo la prueba para un fluido desacoplado,
es decir, para un fluido MHD y uno HD, y se compararon los resultados con la solucion analitica
de los problemas, obteniendo que las soluciones numéricas reproducen las exactas (Lora-Clavijo
et al., 2013; Takahashi et al., 2013). Cabe resaltar que el c6digo MAGNUS ya se habia sometido a
la prueba del tubo de choque de Brio-Wu, para un fluido totalmente ionizado (Navarro et al., 2017).
Se aplicaron las mismas pruebas para un plasma parcialmente ionizado, con diferentes valores del
parametro de colisiones. Se evidencid que a medida que aumenta este parametro, los estados cons-
tantes entre las diferentes ondas que se propagan en el tubo, dejan de ser constantes, hasta que
el acople es tal que relaja el sistema, los estados vuelven a ser constantes y las soluciones de las
particulas cargadas y neutrales tienden a una misma solucién. Se calculd la presion relativa entre
ambas especies y se confirmé la convergencia de las soluciones de ambas especies a una solucién
tipo atractora, cuando la cantidad de colisiones en el sistema aumenta. Ademas, se hizo la misma
prueba del tubo de choque para cinco resoluciones espaciales diferentes y para cinco valores del
parametro de colisiones, encontrando que la norma L; del error disminuye a medida que la resolu-

cioén numérica aumenta.

Con el objetivo de comprobar la capacidad del cédigo de evolucionar turbulencias MHD

en el régimen no lineal, se aplic6 la prueba 2D del vértice de Orszag-Tang, la cual consiste en
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un sistema inicialmente en rotacion. A medida que evoluciona este sistema, se generan vortices
en el fluido, los cuales posteriormente se disipan debido a la turbulencia. Los resultados 2D de la
evolucion de la prueba, tienen la morfologia esperada para la densidad de masa de un plasma total-
mente ionizado (Rosswog and Price, 2007; Stone et al.,|2008; Benitez-Llambay and Masset, 2016,
Burns et al., [2020). Se calcul¢ el perfil de presion para el fluido cargado desacoplado y se com-
pard6 cualitativamente con los resultados obtenido por Ryu et al.| (1998); Londrillo and Del Zanna
(2000), comprobando la consistencia del c6digo numérico con otros cédigos MHD. También se
estudio el comportamiento del fluido HD desacoplado, observando que su evolucién es similar a la
de la especie cargada, con la diferencia de que no presenta turbulencia. Por otra parte, se realiz6 la
prueba para un fluido parcialmente ionizado, con diferentes valores del término de colisiones. Se
encontrd que la dindmica de ambas especies se modifica respecto al caso totalmente ionizado, ya
que la especie neutral le transfiere energia cinética a las particulas cargadas, mientras que el campo
magnético afecta indirectamente a las particulas neutrales. Por ultimo para esta prueba, se calcul
la diferencia entre la presién para ambas especies, encontrando que para un plasma desacoplado,
cada especie actua de manera independiente, sin embargo, cuando hay colisiones entre ellas, se
presenta un cambio en su estructura. Esta interaccion, disminuye la diferencia entre las soluciones
para las especies neutral y cargada, a medida que el pardmetro de colisiones crece, convergiendo

asi a una solucidn tipo atractora.

Finalmente, luego de verificar la consistencia de los métodos numéricos, se modeld una

inestabilidad de Kelvin-Helmholtz en la interfaz entre una prominencia y la corona solar, para di-
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ferentes valores del pardmetro de colisiones. Se partié de un modelo donde el valor de la velocidad
se tomo del rango tipico para las prominencias. Se observo que para el caso del fluido parcialmente
ionizado desacoplado, la tension magnética inhibe la formacién de la inestabilidad en la especie
cargada, aunque esta se desarrolla en la neutral, cuyos vértices son muy pronunciados y definidos.
En cambio, cuando los fluidos estdn acoplados, la dindmica de la especie neutral vence el efecto
de tensién magnética de la especie cargada y se genera una inestabilidad en ambas especies, con
vortices menos definidos. Ademas de esto, se simulé la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz, donde
la velocidad de la prominencia se tom6 mucho mayor al caso anterior, basada en valores existen-
tes pero atipicos para este tipo de fendmeno. Asi se garantizé la existencia de vortices en ambas
especies, sin necesidad de acoplar el plasma. Se observd que para el caso desacoplado, la espe-
cie neutral tiene vortices més definidos que la especie ionizada. Pero al acoplar las especies, los
vortices de las particulas ionizadas definen su estructura y las soluciones para ambas especies con-
vergen a una misma. El andlisis energético de la evolucion de la inestabilidad permiti6 relacionar
la disminucién de la energia cinética antes de la formacidn de la inestabilidad y el aumento de la
energia magnética, estableciendo que la generacion de la inestabilidad posibilita la amplificacion
de los campos magnéticos. Se calculd la velocidad relativa entre ambas especies, encontrando que
para el caso de mayor acople, la diferencia de velocidades es del 2.86 % con respecto al caso des-

acoplado, ya que el comportamiento de las especies tiende a una solucion tipo atractora.

Adicionalmente, durante este trabajo de investigacion, se publicé un articulo con el titulo

“Propagacion de Ondas de Alfvén Torsionales en una Atmdsfera Solar Estratificada” en la Re-
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vista de la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. Ademads se presentd
una charla titulada “Magnetic field amplification due to twisted velocity field perturbation at the
solar atmosphere” en la XVI Reuniéon Latinoamericana de la Unidén Astronémica Internacional
(LARIM 2019). Actualmente se estd escribiendo un articulo con los resultados de este trabajo de
investigacion junto con el director del presente trabajo PhD. Fabio Duvan Lora y un estudiante
de maestria que estd realizando su trabajo de investigacion sobre la teoria de la radiacién en la
atmosfera solar utilizando la opacidad multigrupo, con el fin de estudiar los efectos de la radiacion

en la propagacion de ondas MHD.
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APENDICES
Apéndice A. Ecuacion de Estado de un Gas Ideal
La teoria de Debye-Hiickel (Debye and Hiickel, |1923) indica que la distribucion del poten-
cial electrostatico promedio alrededor de una ion con carga Zye es

(@) = 2ol (66)

donde las cantidades entre los paréntesis angulares representan promedio temporal, r es la distancia
a la que se mide el potencial, medido desde el ion y Ap es la longitud de apantallamiento de Debye,
la cual se calcula como

ksT
2 __AB 2
M= §a NeZ2, 67)

donde kp es la constante de Boltzmann, 7' es la temperatura y Ny, la concentracion de iones con
carga Zgye. Por otro lado, el teorema del virial (Goldstein et al., 2002) indica que la energia cinética
total de un sistema de particulas estable, se puede calcular utilizando la energia potencial total del

sistema

I I
(L gmivi) = —5 (LK mi). (68)

Teniendo en cuenta que para un gas a temperatura 7, el teorema de equiparticion de la teoria

cinética indica que el promedio de energia cinética de cada d&tomo estd dado por %kBT, por lo que
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la energia cinética promedio total del plasma es

1 3
(Y 5mivi) =Y. NaV SksT, (69)
i o

siendo V es el volumen del plasma. La energia potencial del teorema del virial expresada en (68))
se puede dividir en dos partes, separando la contribucién debido a la presion y la parte debido a la

interaccion de Coulomb
1 1 P 1 c
_§<Z,Fi'ri>:_§<z,Fi 'ri>—§<z,Fi "Ti), (70)

donde Ff es la fuerza que se ejerce sobre la la i-ésima particula (Bittencourt, 2004) debido a las
colisiones con las paredes del contenedor, por lo que se escribe el diferencial de dicha fuerza como
de = —PndA, donde el vector n es el vector normal a la superficie de la pared del contenedor.

Asi, su contribucioén a la energia potencial total del sistema es

1 P 3
—E(zi:Ff-ri>:§/n-rdA:§PV, (71)

y Flc es la fuerza de Coulomb que ejercen todas las particulas del sistema sobre la i-ésima particula.

Asumiendo un par de iones j, k con cargas Zje, Zye y ubicadas en posiciones rj, Iy respec-
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tivamente, la fuerza que ejerce k sobre j es

Z:Zpe?
fik=—"5—rj, (72)
rjk

donde rj; =r; —r;. Y la energia potencial de j debido a la presencia de k es

Z:Zpe?
Uje =t -t = =", (73)
er

de esta manera, se deduce que la energia potencial de todo el sistema de particulas debido a las

fuerzas de Coulomb es

YFor= ) Ui (74)

todos los pares j,k
Ya que la energia potencial de j debido a k es igual que la de k debido a j, entonces la energia

potencial total del sistema se puede escribir como

1 Zje
U =5 Y. Ze0, @=) (75)
i

todos los pares j,k JFi Tij

donde ¢/ es el potencial experimentado por el i-ésimo ion debido a las fuerzas de Coulomb de los

demas iones del plasma.

Reescribiendo en términos de las especies de los iones y tomando su promedio tempo-
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ral, se obtiene la siguiente expresion

(Y F{ -r; Zz eq!) ZNaVZae((pa> (76)

donde el promedio temporal del potencial electrostatico es el potencial segin la teoria de Debye-

Hiickel de la ecuacién (66) menos el potencial del ion

, (T
r=0

_ {@e—m _ @}
r r

[aeeo)

r=0

realizando la expasion en series de Taylor de la funcién f(r) =e™" /2D _ 1, alrededor de r = 0, se

obtiene que

(r=0)+ 0’ ~
r=0

foy= [ 1|+ [_ie—%] (78)

_
)«D )vD’

r=0

reemplazando este resultado en la ecuacién (/7/)), se encuentra el potencial promedio que actia

sobre un ion de carga Zye

(@) = 0 (79)

entonces la energfa potencial debido a las fuerzas de Coulomb obtenida en (76) se puede reescribir

como

c o\ NoZZV
ZF ) Z . (80)

o

y de esta manera, se puede expresar la contribucion de las fuerzas de Coulomb a la energia potencial
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total del sistema como

1 2 NgZ2V &S [ 1\ V2 32
S (k_T) Y (Naz2) V. 81)
B o

Utilizando las expresiones (69), (71), (81)), se obtiene la ecuacién de estado de un plasma

parcialmente ionizado (Kelly, 1963))

1
P= NkBT<1——>, (82)
; * 18N

donde N representa el nimero de iones dentro de la esfera de Debye. Cuando N > 1 las particulas
interactian con otras particulas dentro de su esfera de Debye, pero no produce cambios abruptos

en su movimiento e implica que el plasma se pueda modelar como un gas ideal.



Construccion de un cédigo MHD con dos fluidos 102

Apéndice B. Transporte de Flujo Restringido

El método de transporte de flujo restringido (FCT por sus siglas en inglés) se basa en la
integracion de la ley de Faraday en cada elemento de volumen, con la finalidad de discretizar los
campos magnéticos para que al evolucionarlos se satisfaga con errores de precisiéon numérica la

ausencia de monopolos magnéticos (Evans and Hawley, [1988), si en principio V - B=0.

Teniendo que en el marco de referencia del fluido, el campo eléctrico es despreciable E'~0
y en el marco de referencia Euleriano E' = E +¥; x B =0, se obtiene una relacién entre el campo
eléctrico y magnético en el marco de referencia Euleriano E = —V x B. Po otro lado, se define
Q = ¥; x B de tal manera que la ley de Faraday en términos de esta nueva variable se escribe como

%:wﬁ, v.B=0, (83)

donde la ligadura del campo magnético garantiza la ausencia de monopolos magnéticos y por tanto
se debe cumplir para poder obtener resultados vélidos fisicamente. Partiendo de dicha ligadura (83))

e integrandola en un volumen V

/V-Edvz]{ BdA= [ B-dA +---+ [ B-dA¢=0, (84)
% v A

siendo cada dA; el elemento de drea de cada una de las caras del cubo infinitesimal dV, el cual
se ilustra en la figura 21] se obtiene que la relacién entre la ligadura y la ecuacién (83) se expresa

como
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i/Bﬁd,Z: o.dl. (85)
dt Ja 0A

(i-Y2,j+%,k+%) (i+%,j+%2.k+1%)

Figura 21. Elemento de volumen de la intercelda centrado en un punto arbitrario (i, j, k) pertene-
ciente a la malla numérica.

A continuacioén se realiza un procedimiento con la finalidad de hallar la evolucion temporal
de cada componente del campo magnético empezando por la componente x, de tal manera que se
utiliza la cara lateral derecha denotada como A1, la cual se muestra en la figura[22] Se desarrolla la

integral cerrada de (83) en dicha cara, de manera que

i3 A k3 A
- i1 Q(xiﬁLl/2’y’Z’<—1/2)'3"l3""/k L QXir1/2,Yj41/252) - 2dz
-1 !
12 ) k+% . )
- -2
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(i+'%,j-Y2,k+7%) < (i+Y2,j+%,k+%%)
B*(i+1,j,k)
\'% @ AN
Z
L
(i+%,j-Y2,k-12) (i+%2,j4+14,k-12)

Figura 22. Cara lateral derecha del elemento de volumen de la figura

donde los valores de las componentes de Q en el centro de las aristas del cubo se calculan como
los promedios de los valores Q' a lo largo de cada arista y de igual manera se define el valor de
la componente x del campo magnético (B*) en el centro del cubo como el promedio del dicha

componente del campo en toda la cara Ay, es decir

A
nl

fk+

k—

=
rol!

Qy(l+%,],k+%) (xi+1/27y7zk+1/2)'ydy7

I
o= BII—

Bl-

Qz(l—i_%vj—i_%ak) Q(xi+l/27yj+l/27z)'2dzv

N —

B(i+1,j.k) = ALlfAlE-dA’l,

sustituyendo las definiciones anteriormente mencionadas en la ecuacién (86) se obtiene la expre-
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sion

dB*(i+3,j,k) 1 L1 1]
Tl e A A O R G WAs 0]

L o1 o
— g (@ ke 3) = Qi+ 3,k = 3] (87)

la cual representa la ecuacién de evolucion de la componente x del campo magnético en el centro
de la cara A;. Se lleva a cabo un desarrollo similar para las otras dos caras (posterior y superior)
y se obtienen las ecuaciones de evolucion para las componentes y, z del campo magnético en el

centro de dichas caras.

Para el célculo de los valores de las componentes de €2 en las aristas, es necesario acudir a

los flujos adyacentes, representados en la figura 23] los cuales se definen como
Fim=,lpm_"p!

) (88)

donde F'™ es el flujo que apunta en la direccién [ para la componente m del campo magnético, de

tal manera que se cumple lo siguiente
Q= —FY =F", Q' =F%=—F%, Q= —F*=FY, (89)

por lo tanto, la n-ésima componente de €2 en la arista se calcula como el promedio de los valores
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(Ljk+1) F% (i+%,j,k+1)  (+1jk+1D)
L d @

F7%(i,j,k+%%) (+%jkdv)  F22(i+1,jk+%)
™ o el

T

(k) F*2(i4+%,j,k) (i+1jk)
[*) d [*)

B T . L T LT T TSy [,

______________________________________________________

Figura 23. Flujos en las caras de los cubos de las interceldas, los que son necesarios para calcular
(i1 g 1
Q(i+ 5, j,k+ 3).

dicha componente de Q en las caras adyacentes, lo cual en término de los flujos es

1
Qi j+ g k+3) =3 [P0+ 3.k + F=(0 j+ 3,k +1)

—F¥(i,j,k+3)—F2>i,j+ 1,k+3)], (90)

1
Q(i+1,j,k+1)= 1 [F(i, jok+3) - F&(i+1,j,k+ 1)

—F%(i+3,j,k) —F<(i+3,jk+1)], 1)
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1
Qz(l+%3]+%ak> = Z [ xy(l+%’]ak)+ny<l+%7]7k+1)

—F(i, j+3,k) = F*(i+1,j+3,k)], (92)

los cuales estan evaluados en los centros de las caras y por tanto se calculan como el promedio de

los puntos adyacentes que pertenecen a la malla

FP(i+ 1L, k) = YFP (i, j,k) + FP(i + 1, k)],
FP(i, j+3,k) = Y[FP (i, j,k) + FP (i, j+ 1,k)), (93)

F(i,j,k+ 1) = S[FP(i, j.k) + F(i, j,k+1)],

donde los valores de la parte derecha de las ecuaciones (93)) se encuentran siguiendo la definicién
de flujo mostrada en la ecuacién para cada punto de la malla. De esta manera se completa
el método FCT ya que se conocen los flujos, los cuales permiten calcular la evolucioén de las
componentes del campo magnético con las componentes de Q, garantizando de esta manera que
la condicién de ausencia de monopolos magnéticos se cumpla numéricamente (Lora-Clavijo et al.,
20135). La evolucién de los campos magnéticos en las caras del cubo se promedian para obtener
dicha evolucién en los puntos de la malla y posteriormente mediante un integrador se calculan los

campos magnéticos en la malla.
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