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RESUMEN

TITULO: SIMULACION DEL CAMPO MAGNETICO PRODUCIDO POR HILOS CON CORRI-
ENTES ESTACIONARIAS E IMANES CON MAGNETIZACION CONSTANTE APLICADO A LAS
TRAMPAS MAGNETICAS TIPO ESPEJO, MINIMO-B, Y CERO-B.

AUTOR: OTERO OLARTE, Oswaldo."

PALABRAS CLAVES: Trampa magnética, Simulacién de campos magnéticos, Plasma, Resonancia
Ciclotronica Electrénica, Bobina, Iman permanente.

DESCRIPCION: Como un aporte a la simulacién computacional del confinamiento magnético y
calentamiento de plasmas de Resonancia Ciclotrénica Electrénica (RCE), este trabajo estd dedicado
al calculo y posterior andlisis de los campos magnéticos generados por bobinas e imanes permanentes
requeridos en trampas magnéticas, entre las cuales podemos mencionar la tipo espejo, minimo-B y
cero- B. Para ello se resuelve numéricamente la ecuacién de Biot-Savart en el caso de las bobinas con
corriente estacionaria y la ley de Ampere para el caso de los imanes permanentes. El estudio incluye
la caracterizacién de las zonas RCE asi como la visualizacién del campo vectorial en las trampas
magnéticas previamente mencionadas. Adicionalmente, en el caso de las trampas tipo espejo y mini-
mo- B, se determina la razén de espejo, dada la importancia de esta cantidad en la descripcién del
confinamiento.

*Trabajo de Grado.
TEscuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Mao Tsetung Murillo Aceve-
do., Ph.D (C).



ABSTRACT

TITLE: SIMULATION OF THE MAGNETIC FIELD PRODUCED BY WIRES WITH STATIONA-
RY CURRENT AND MAGNETS WITH CONSTANT MAGNETIZACION APPLIED TO THE
MAGNETIC MIRROR TRAPS, MINIMUM - B, AND ZERO-B."

AUTHOR: OTERO OLARTE, Oswaldo .

KEYWORDS: Magnetic trap, simulation of magnetic fields, plasma, Electron Cyclotron Resonance,
coil, permanent magnet.

DESCRIPTION: As a contribution to the computational simulation of magnetic confinement and
heating of plasmas ECR (Electron Cyclotron Resonance), this work is dedicated to the calculation
and subsequent analysis of the magnetic fields generated by permanent magnets and coils required
in magnetic traps between which we can mention the mirror trap, minimum-B and zero-B. To do
this, we solved numerically the Biot-Savart law in the case of the coils with stationary current and
the Ampere law in the case of the permanent magnets. The study includes the characterization of the
ECR areas as well as the display of the vector field all of this applied to the magnetic traps mentioned
above. Additionally, in the case of the mirror type trap and minimum-B trap, it is determined the
ratio of the mirror, because it is important in the description of confinement.

! Bachelor thesis.
TEscuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Mao Tsetung Murillo Aceve-
do., Ph.D. (C).



INTRODUCCION

El confinamiento magnético busca atrapar y retener particulas cargadas aprovechando principalmente
dos propiedades del campo magnético. La Primera es que toda particula tiende a moverse en forma
de espiral a lo largo de las lineas de campo, de tal manera que no se afecta su desplazamiento en
direccién paralela al mismo. La segunda es que de acuerdo con la magnitud del campo, la particula es
expulsada o reflejada a las zonas donde el campo es débil, lo que es conocido como fenémeno de espejo
magnético [Greyner 1998]. Atendiendo la relevancia de estas premisas, se han propuesto y construido
diversos dispositivos tratando de encontrar una configuracién apropiada de la geometria y magnitud
del campo, y asi prolongar el tiempo de vida de las particulas al interior de la trampa. Dicha tarea ha
sido el objeto de estudio en numerosos trabajos a partir de la mitad del siglo pasado [Geller 1996].

Actualmente en el Grupo de Investigacién de Fisica y Tecnologia del Plasma y Corrosién (FITEK),
adscrito a la Escuela de Fisica de la Universidad Industrial de Santander, bajo la direccién del Ph.D. Va-
leriy D. Dugar-Zhabon, se estd realizando un estudio tedrico de plasmas RCE (Resonancia Ciclotrénica
Electrénica) confinados en trampas magnéticas tipo espejo, minimo-B y cero-B [Dougar-Jabon 2002].
Para la generacién de estos campos de confinamiento, suelen ser utilizados elementos tales como bobi-
nas e imanes permanentes [Geller 1996], [Baiborodov 1963], [Dugar-Jabon 2000]. Razén por la cual es
necesario elaborar una herramienta que permita reproducir los campos producidos por dichos elemen-
tos.

En este trabajo se determina el campo magnético producido por hilos en linea recta, circulares y
elipticos por los cuales fluyen corrientes estacionarias. Generamos un campo bobinar a partir de la su-
perposicién de las contribuciones producidas por espiras circulares con corriente. También calculamos
el campo de un iman en forma de paralelepipedo con seccién transversal rectangular y magnetizacion
constante. La obtencién de estos campos se reduce a la solucién de muiltiples integrales, ante la im-
posibilidad de encontrar soluciones analiticas para todas las expresiones, es necesario utilizar métodos
numéricos.

Con ayuda de estos resultados y los esquemas fisicos presentados en [Geller 1996], [Baiborodov 1963]
y [Dugar-Jabon 2000], se determinan los campos de confinamiento para cada una de las trampas,
las zonas RCE y la razén de espejo para las trampas tipo espejo y minimo-B [Geller 1996], dada la
importancia de estas cantidades en la descripcién del confinamiento del plasma.



CAPITULO 1

HILOS CON CORRIENTE
ESTACIONARIA

1.1 CORRIENTES ESTACIONARIAS

Por corrientes estacionarias entendemos un flujo continuo que no produce variaciéon de la nulidad de
carga en ningun lugar del conductor [Grifftihs 1999]. Cuando una corriente fluye su magnitud es I,
la cual debe ser igual en todos los puntos del conductor para cualquier instante, en caso contrario
tendriamos acumulaciones de carga lo que impediria mantener el caracter de corriente estacionaria.
Esta propiedad es usada principalmente en magnetostatica y se puede representar matematicamente
haciendo nula la derivada parcial de la densidad de carga respecto a la variable temporal:

op

ot
Las corrientes estacionarias al igual que las cargas puntuales no son reales, estas hacen parte de un
modelo que pretende explicar algunos fenémenos de naturaleza magnética, la gran mayoria presentes
tinicamente en los libros de texto; sin embargo pueden ser tomadas como aproximaciones bastante
aceptables para fines précticos.

0 (1.1)

1.2 LEY DE BIOT-SAVART

En 1819 el fisico y quimico danés Hans Christian Oerstedt observé que los hilos con corriente esta-
cionaria generan campos magnéticos, sus estudios permitieron concluir que las corrientes son fuentes
de campo magnético. Entre los anos 1820 — 1825, los fisicos franceses Jean Baptiste Biot, Felix Savart,
Andre Marie Ampere entre otros, plantearon y llevaron a cabo muchos experimentos, los cuales per-
mitieron establecer una ley que cuantifica la relacién entre la corriente y el campo magnético [Greyner
1998]. Esta relacién es conocida como la ley de Biot-Savart, la cual es presentada a continuacién:

B(r) = 1/”‘;:?1{ (1.2)
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donde dr’ - elemento de longitud vectorial a lo largo del hilo o conductor, R =r —r’ - vector que va
desde la posicion del diferencial de camino hasta el punto de observacion y c¢ - velocidad de la luz en el
vacio. Cabe sefialar que la integracién se realiza a lo largo del camino por el cual circula la corriente.

Finalmente contamos con una expresiéon que cuantifica la relacién entre la corriente y el campo. La
cual, no solo depende de la magnitud de la corriente que circula por el hilo y del punto en el que se
desee calcular el campo magnético, sino que ademas incluye la geometria del conductor. Con ayuda de
esta ley, se determina el campo producido por conductores con diferentes formas.

1.3 HILO FINITO EN LINEA RECTA

Empezamos tomando un hilo finito en linea recta, esta eleccién se debe a que tal caso posee una
solucién analitica, la cual nos permitird corroborar la exactitud de nuestros célculos. Posteriormente
modelaremos hilos circulares y elipticos (espiras), con el objetivo de recrear el campo generado por
una bobina a partir de la superposicion de las contribuciones producidas por espiras circulares. Con-
sideramos un hilo recto finito ubicado en el espacio, por el cual circula una corriente estacionaria tal
y como se muestra a continuacion:

Figura 1.1: Hilo Finito en Linea Recta con Corriente Estacionaria.

De acuerdo con (1.2) es necesario describir la geometria del conductor, es decir, establecer el camino
por el cual circula la corriente. Para ello tomamos la siguiente expresién r’ = (ry — ro) 7 + ro, donde
0 < 7 <1, en la cual se relaciona la forma recta del conductor a través de un parametro 7. A partir
de r’ podemos obtener la correspondiente expresién para un elemento infinitesimal de camino:

dr’' =sdr donde s=r;—rg (1.3)

Ahora, necesitamos una expresién para R de acuerdo a lo establecido por (1.2). Para facilitar la no-
tacién hemos tomador —rg = x i+~ j+ ( k.

R=(x—s7) i+ (v—5,7) j+((—5.7) k (1.4)

A partir de (1.4) podemos determinar una expresién para el médulo de R con la siguiente estructura
R = \/a — 2b71 + g72 donde a = x2? + % + (2, b=x5;+7sy+(s. yg:sg—i—si—l—sz.
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Al introducir estos resultados en la ley de Biot-Savart descrita en (1.4), obtenemos la expresién que
vamos a utilizar para calcular el valor del campo magnético producido por un hilo en las condiciones
de interes:

I
B=-sxD (1.5)
c

Donde:D:/1 (X = so7)dT i+/1 (v —sy7)dr j+/1 (C—s.7)dr i
’ [a_257+972} 0 {a—2b7+g72} 0 [ 2

e
(S

a — 2bt + g72

La expresién (1.5) requiere la previa solucién del conjunto de integrales presentado anteriormente.
Dicho sistema sera resuelto de dos formas; Primero plantearemos el método numérico, en virtud del
cual determinaremos el valor de las integrales y luego presentaremos la soluciéon analitica obtenida.

1.3.1. SOLUCION NUMERICA DE LAS INTEGRALES

A continuacién, presentamos la aproximacién que utilizaremos para el cdlculo de integrales en aquellos
casos en los cuales no sea posible establecer una solucién analitica:

b n—1
A
/a fa) e~ 22 20[24]0(@) £ @) (A0)] (1.6)
Donde: f (z) - funcién a integrar, a y b - limites de la integral, Az - paso, n - ntimero de segmentos
en los que se divide el intervalo a integracién, z; = x; + Axz/2 coni = 0,1,2,... donde g = a -
variable a integrar para la funcién aproximada.

1.3.2. SOLUCION ANALITICA DE LAS INTEGRALES

Como podemos notar, las tres integrales poseen idéntica estructura, por lo tanto basta resolver una de
ellas para obtener la solucién completa al sistema. Inicialmente, tomamos el primer termino y traba-
jamos en el denominador del integrando, tenemos a—2b7+g7?2 y lo reescribimos como g [ (t—b/g)?+4¢?],
donde ¢® = a/g — (b/g)? para reducir y facilitar la notacién. Gracias a esto, podemos hacer el sigu-
iente cambio de variable, sea u = 7 — b/g, al derivarla obtenemos du = dr. Luego de introducir estos
resultados en el primer termino de D definido en (1.5), este toma la siguiente forma:

b
D, =g % <x — 5'9 ) I —s,9"3 Iy (1.7)

Donde: I; e I5 - Integrales por resolver. Para determinar la solucién analitica a la primera integral,
utilizamos una sustitucién trigonométrica, sea u = gtan6, al derivar obtenemos du = gsec? 0 df. Al
introducir estos valores en I;, podemos obtener su solucién mediante integracién directa. A contin-
uacién presentamos la expresion obtenida para esta integral:

1= 7u§:q* cosfdf = q °|sinf| =q °g~ — 1.8
e L R e I
u? 4 ¢2|”
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Ahora, tomamos I3 y aplicamos la misma sustitucién trigonométrica. Al igual que I, ésta toma la
forma de una integral cuya solucién podemos determinar en forma directa. Observemos:

1
I :/%é = q‘l/sin9d9 = q_l{— cos@} =— 5 (1.9)
{uz + qz} ’ (7‘ - b) +q?
g 0

Finalmente, introducimos los resultados obtenidos en (1.8) y (1.9) en la expresién (1.7). Luego de
aplicar los correspondientes limites de integracién, obtenemos la solucién para el primer termino.

ve= () o) e Al S e o

Los otros terminos presentes en D, se determinan mediante un proceso analogo al desarrollado para
calcular D;. A continuacién presentamos las expresiones para D, y D,:

= (V_Sf) <9a162> [\/%—F\%} +S;y L/a—gib—s—g_\}ﬁ}
(1.11)

o () (0) [ty ] Lo

1.3.3. EXPERIMENTO DE PRUEBA

Estudiaremos un caso particular correspondiente a un hilo finito en linea recta, cuya longitud es
200[cm] y por el cual circula una corriente estacionaria igual a 5,0 x 10'3[Statamperio] (1[Statamperio]
= 3,3356 x 107 19[A]), el cual esta situado a lo largo del eje Z de coordenadas, tal y como es representado
en el siguiente esquema:

/

Figura 1.2: Orientacién del Sistema de Referencia Espacial: 1-Hilo Recto Finito y 2-
Plano Central Transversal (PCT).
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1.3.4. VISUALIZACION DEL CAMPO VECTORIAL

A continuacién, presentamos el campo vectorial obtenido mediante la aplicacién del método numérico
para la solucién de las integrales (1.5), correspondiente al hilo recto finito descrito anteriormente:

BKE

Figura 1.3: Vista XY del Campo Magnético generado por un Hilo Recto en el PCT.

En la figura 1.3 podemos observar el caracter circular del campo alrededor del hilo (Vease Figura 1.4)
y como la magnitud disminuye conforme nos alejamos de él en direccién radial, tal y como es esperado.

Figura 1.4: Lineas del Campo producido por un Hilo Recto. Fuente [Greyner 1998].

1.3.5. PRUEBA DE EXACTITUD DE LOS RESULTADOS

Tomamos al azar 15 puntos del espacio, teniendo en cuenta que estos no deben coincidir con el hilo
conductor, los cuales han sido denominados experimentos 1-15 y expuestos en la Tabla 1.1. Luego,
determinamos las componentes del campo magnético en cada uno de esos puntos, utilizando la solucién
analitica de las integrales obtenida en la seccién (1.3.2) y el método aproximado expuesto en (1.3.1).
Esos resultados son presentados en la Tabla 1.2, con excepcién de la tercera componente, ya que en
este sistema dicha componente es nula. Gracias a lo anterior, se logra verificar la exactitud de los
valores obtenidos mediante el calculo numérico de integrales, ya que al comparar estos resultados con
los conseguidos analiticamente, no se presentan errores superiores al 0,001 %. Es importante resaltar
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que este test de exactitud, nos brinda confiabilidad en los resultados, lo cual nos permite continuar
implementando dicha aproximacién numérica en futuras simulaciones.

Tabla 1.1: Puntos del Espacio seleccionados para el Test de Exactitud.

Experimento | Punto de Interes
# xzlem] | y[em] | z[em]
1 —-0,5 | =0,5 | =125
2 -15 | 10 | —-10,5
3 —-25 | =20 | 85
4 -3,5 | 3,0 4,5
5 0,5 | =05 | =125
6 1,5 2,0 -9.5
7 25 | =20 | 6,5
8 3,5 3,0 2,5
9 1,0 0,0 0,0
10 -1,0 | 0,0 0,0
11 0,0 1,0 0,0
12 0,0 | —1,0 | 0,0
13 3,5 3,0 —8,5
14 -15 | 3,0 7,5
15 35 | =20 ] =05

Exp. Solucién Analitica Solucién Numérica
% | B B,[C] B,[C] B,[C]
1 3333,245993 | —3333,245993 | 3333,246044 | —3333,246044
2 —1025,468789 | —1538,203183 | —1025,468789 | —1538,203183
3 650,066133 —812,582666 650,066133 —812,582666
4 —470,085999 | —548,433666 | —470,085999 | —548,433666
5 3333,245993 | 3333,245993 | 3333,246044 | 3333,246044
6 —1066,324342 | 799,743256 | —1066,324342 | 799,743256
7 650,069183 812,586479 650,069183 812,586479
8 —470,088097 548,436113 —470,088097 548,436113
9 —0,000000 3333,166679 0,000000 3333,169973
10 —0,000000 | —3333,166679 0,000000 —3333,169973
11 | —3333,166679 0,000000 —3333,169973 0,000000
12 3333,166679 0,000000 3333,169973 0,000000
13 —470,078120 548,424474 —470,078120 548,424474
14 —888,380817 | —444,190409 | —888,380817 | —444,190409
15 409,923458 717,366051 409,923458 717,366051

Tabla 1.2: Resultados obtenidos usando la solucién numérica y analitica.
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1.4 HILO CIRCULAR

Consideramos un hilo circular de radio r, ubicado sobre el plano XY cuyo centro geométrico esta
situado en (0,0, z,) y por el cual circula una corriente estacionaria. Vamos a trazar el camino por el
que circula la corriente, para este caso contamos con la ecuaciéon de una circunferencia en coordenadas
cartesianas. Usando trigonometria logramos determinar una expresién para cada coordenada x y y, las
cuales describen el camino circular a través de un parametro ¢, el cual permite establecer los limites
y la variable de integracién, con lo cual obtenemos r’ = rcos @ i+ rsing j + z, k.

A

Figura 1.5: Hilo Circular con Corriente Estacionaria.

A partir de r’ determinamos una expresién para el elemento infinitesimal de camino:
dr' =r[—sing i+ cose jlde (1.12)

Con estos resultados y de acuerdo con (1.4), encontramos una expresién para R, observemos:

R=(z—rcosg) i+ (y—rsing) j+ (z—z) k (1.13)

Al introducir estos resultados en la ley de Biot-Savart, obtenemos una ecuacién que nos permite calcular
el campo magnético generado por un hilo circular en cualquier punto del espacio.

B

. (1.14)

[(x —rcosp)’ 4 (y — rsing)’ + (z — 28)2} :

Ir/% [(z—zs)cosgoi—i—(z—zs)singoj+(r—ysingo—xcosgo) l;} dp
== /.

A continuacidn, estudiaremos el caso correspondiente a un hilo circular de radio r = 4,5[cm], por el
cual circula una corriente I = 2,7 x 10*2[statamperes] y con z, = 0,0[cm] (Vease Figura 1.6). El campo
vectorial obtenido para este caso, es presentado en la Figura 1.7, en la cual podemos apreciar que la
magnitud del campo es mayor en la regién proxima al hilo, y disminuye conforme nos alejamos de el,
a lo largo del eje de la espira, el cual coincide con el eje Z de coordenadas. Adicionalmente, podemos
observar la curvatura que poseen las lineas de campo en la region cercana al conductor. Debido a
que la espira posee un radio mayor al radio de visualizacién del campo, tales las lineas no alcanzan a
cerrarse (Vease Figura 1.8). Para el caso de la espira circular, no contamos con una solucién analitica
general que nos permita determinar el valor exacto de cada una de las integrales que definen las
componentes del campo, sin embargo, contamos con una solucién que nos permite conocer el valor del
campo en puntos ubicados sobre el eje de la espira [Grifftihs 1999]. Dicha solucién, es utilizada como
valor exacto y punto de comparacion para cotejar los datos obtenidos mediante la implementacién
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del método numérico. Para efectuar el test que ratifica la exactitud de los resultados, hemos tomado
algunos puntos sobre el eje de la espira y determinado el valor del campo utilizando ambos métodos,
los porcentajes de error obtenidos no superan el 0,001 %.

Figura 1.6: Orientacién del Sistema de Referencia Espacial: 1-Espira Circular y 2-Plano

Central Longitudinal (PCL).
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Figura 1.7: Vista YZ del Campo Magnético generado por un Hilo Circular en el PCL.

Figura 1.8: Lineas de Campo producido por un Hilo Circular. Fuente [Greyner 1998|
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1.5 HILO ELIPTICO

Consideramos una espira eliptica con semiejes a y b, ubicada sobre el plano XY cuyo centro geométrico
esta situado en (0,0, z5) y por el cual circula una corriente estacionaria (Vease figura 1.9). Ahora,
vamos a describir la forma del conductor, para ello contamos con la ecuacién de una elipse en coorde-
nadas cartesianas, gracias a la trigonometria logramos determinar una expresién para cada coordenada
x vy y, quienes describen el camino eliptico a través de un parametro ¢, el cual, establece los limites
y la variable de integracién, con lo cual obtenemos r’ = acos¢ i+ bsin ¢ j +2, k A partir de r’,
obtenemos la expresién para el elemento infinitesimal de camino:

dr' = [—asing i+ bcosp j]dp (1.15)
La expresién obtenida para R es presentada a continuacion:

R=(z—acosp) i+ (y—bsing) j+ (z—z) k (1.16)

Figura 1.9: Hilo Eliptico con Corriente Estacionaria.

Ahora, al introducir estos resultados en la ley de Biot-Savart, obtenemos una ecuaciéon que nos permite
calcular el campo magnético generado por un hilo eliptico en cualquier lugar del espacio:

B="=
c

(1.17)

1/2” {b(z—zs)cosgoi+a(z—zs)singaj+(ab—aysingo—bxcoscp) l;] de
0

e

[(m —acosp)’ + (y —bsing)® + (z — 23)2}

Para esta geometria, hemos estudiado dos casos: El primero, consiste en tomar los semiejes iguales
(a = b = 4,5[cm]), con lo cual, este hilo pasa a convertirse en una espira circular. El valor de la
corriente que circula por el hilo es el mismo utilizado para el caso del hilo circular. El campo vectorial
obtenido para el primer caso, es identico al presentado en la Figura 1.7, tal y como era esperado. En
el segundo caso, se tomaron los valores correspondientes a los semiejes, de tal forma que un semieje
corresponde al doble del otro (2¢ = b = 9,0[cm]). El campo vectorial obtenido para este caso es
presentado en la Figura 1.10. En el cual, podemos observar como las lineas de campo en la region
cercana al conductor, no alcanzan a cambiar su direcciéon de la misma forma que en el caso de la
geometria circular, debido a que el semieje sobre el eje Y, es el doble del radio de la espira circular.
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Figura 1.10: Vista YZ del Campo Magnético generado por un Hilo Eliptico en el PCL.

Adicionalmente, la magnitud del campo en el origen del sistema de coordenadas para el caso de la
espira circular es 125,6637[G], mientras que para el hilo eliptico 96,884482[G].

1.6 BOBINA MAGNETICA

Vamos a obtener el campo magnético generado por una bobina, a partir de la superposicién de las
contribuciones producidas por espiras circulares por las cuales circula una corriente estacionaria.

Figura 1.11: Bobina Magnética alimentada con Corriente Estacionaria.

Para este caso, hemos determinado el campo producido por una bobina en las siguientes condiciones:
la corriente que circula por las espiras es I = 9,6 x 10'?[statamperes], posee 8 espiras longitudinales y
5 espiras transversales, el radio de la primera espira es 5,0[cm] y el didmetro del alambre es de 0,5[cm].
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En la Figura 1.12 presentamos el campo obtenido, el cual es més intenso en la regién central debido a
su cercania a las espiras que constituyen la bobina, observemos:
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Figura 1.12: Vista YZ del Campo Magnético generado por una Bobina en el PCL.



CAPITULO 2

IMANES

Las expresiones que rigen la magnetostética estan consignadas en dos leyes fundamentales, la primera
de ellas es la ley de Gauss para el campo magnético y la segunda es la ley de Ampere, dichas leyes
representan el punto de partida que permite determinar el campo producido por un material magne-
tizado. Para deducir una expresion que permita obtener el campo magnético producido por un iméan
es necesario tomar en cuenta algunas propiedades matematicas, como primera medida en las regiones
donde la densidad de corriente es nula, la expresion para la ley de Ampere se reduce a V. x H = 0,
este hecho nos permite introducir un potencial escalar magnético ¢,,, gracias al cual es posible escribir
a H de la siguiente manera:

H=—-V¢, (2.1)

Esta expresion es valida solo en las regiones en las que tomamos J = 0, es decir la regiéon que no es
imén, la cual es de interés para nosotros, ya que esta es la zona en la que deseamos conocer el valor
del campo. En nuestro estudio no estamos interesados en obtener el campo al interior del material, no
obstante es pertinente mencionar la forma de hallar éste. Para ello se cuenta con la expresién (2.2),
que permite analizar lo que ocurre con el campo al interior del material (sin corrientes de conduccién),
introduciendo en las ecuaciones al vector de magnetizacion.

B=H+4rM (2.2)

Vamos a considerar un cuerpo que posee una magnetizacién bien definida M (r), tal descripcién con-
cuerda con la estructura que presentan los materiales ferromagnéticos, en los cuales la magnetizacion
practicamente no esta ligada a los campos externos para intensidades de campo moderadas [Jackson
1998]. Si aplicamos la divergencia a la expresién (2.2), considerando la ley de Gauss, V-B = 0, y
el resultado obtenido en (2.1); aparece una expresién equivalente a la ecuaciéon de Poisson en elec-
trostética 1til en magnetostatica V2 ¢,, = — 47 p,,, donde p,, = — V-M - densidad efectiva de carga
magnética, la cual representa las fuentes que producen el campo magnético.

La solucién expuesta en [Jackson 1998] para ¢,, es la siguiente:

b = /‘/V’<11%>~Mdv (2.3)

donde M - vector de magnetizacion local, por lo tanto ¢,, representa el potencial escalar para una
distribucién dipolar, con lo cual es posible afirmar que una configuracién de forma arbitraria con
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una magnetizacion bien definida produce un campo dipolar orientado por el momento magnético to-
tal de la distribucién. Ahora es posible llevar la expresién (2.3) a una forma mas general [Jackson 1998]:

v (2.4)

M - ds vV’'-M
¢m: _/
14

R
donde s(V) - superficie que envuelve al volumen correspondiente al material. Esta expresién nos permite

modelar imanes teniendo en cuenta algunas propiedades del material, basta con definir M y luego
asignar la geometria del objeto.

s(V) R

2.1 IMAN CON MAGNETIZACION CONSTANTE

Una aplicacion importante resulta cuando se considera una magnetizacién uniforme, ya que el segundo
termino a la derecha de (2.4) se anula, y solo las contribuciones producidas por las integrales sobre
las superficies son las responsables de la generacion del campo. En nuestro trabajo vamos a simular el
campo producido por un material con magnetizacién constante, en forma de paralelepipedo y seccién
transversal rectangular, de acuerdo al esquema presentado en la figura 2.1.

Figura 2.1: Sistema de Referencias Cuerpo Magnetizado.

A partir de la figura 2.1 describimos la magnetizacién presente en la barra:

My |cos i+ sin6 j} En la barra
M= (2.5)
0 Afuera de la barra

Para determinar el campo magnético producido por un material en las condiciones ya mencionadas,
contamos las expresiones (2.1) y (2.4). Al analizar la barra magnetizada, notamos que solo contribuyen
dos superficies en la formacién del campo, aquellas en las cuales el vector de magnetizacién y el
diferencial de superficie son paralelos o antiparalelos, las cuales hemos denotado como II; y Il5. Para
el resto, el producto punto entre estas dos cantidades se hace nulo, ya que en esos caso, tales vectores
resultan perpendiculares entre si.
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Figura 2.2: Cuerpo con Magnetizacion Constante.

A continuacién presentamos la expresién que caracteriza a las fuentes del campo magnético:

x'cosf+y'sinf = R; (2.6)

El subindice que acompana a R puede tomar dos posibles valores, i = 1 0 ¢ = 2 dependiendo del plano.
Ahora, definimos el diferencial de superficie de la siguiente forma:

dz'\/(dz")? + (dy')? [cos 0i+sinf j} Tapa superior de la barra
ds = (2.7)
—dz'\/(dz")? + (dy")? [cos 0i+sing j] Tapa inferior de la barra

Podemos transformar esta expresién, en una cuya estructura sea méas comoda para trabajar, para
lograrlo primero extraemos del radical el diferencial dz’, luego tomamos la expresién (2.6), al derivar-
la obtenemos dy’/dz’ = — cot §. Al introducir este resultado en (2.7) y utilizando trigonometria, el
diferencial de superficie toma la siguiente estructura:

dz'dx’

- | sin 4]

ds cosd i—ﬁ—sin@j} (2.8)

A continuacidn, se establecen los limites de integracién para la coordenada z’:

J;llecosH—gsinﬁ mngQCOSH—%sinﬁ
lelecOSO—l—gsinG szzRchSQ—i—%sinQ

Igualmente, presentamos los limites para la coordenada z':

7 =—= y 29 = — (2.10)

Tomamos los resultados obtenidos en (2.5), (2.6), (2.8), (2.9) y (2.10), al introducirlos en (2.4), alcan-
zamos la siguiente expresion para el potencial escalar magnético:

Om = P2 — ¢1 (2.11)

Donde ¢; corresponde al potencial generado por la tapa inferior del paralelepipedo y ¢- al producido
por la tapa superior.
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A continuacion presentamos sus correspondientes expresiones:

M, 72 fTRy dz'dz’
1= sind| J, /.
1 1 ( R

2
z—x')’+ (y sinle +x’cot0> +(z—2")?

(2.12)

sin 6

M / /% dz'dz’
2_|sin0| R
(

R 2
z—a')’+ (y—2+x’cot9> +(z—2")?

Si bien estas expresiones poseen una solucién analitica [Ravaud 2009], en nuestro trabajo las resolvemos
de la siguiente manera: Las expresiones para ¢1 y ¢ poseen una estructura idéntica, por lo tanto basta
con resolver una de ellas para obtener la solucién completa del potencial escalar magnético. Vamos
a trabajar sobre ¢, lo primero que haremos sera determinar la solucién analitica para la integral en
z', denotada como Tj. Tal solucién, se obtiene en dos etapas, en la primera realizamos el siguiente
cambio de variable, sea v = z — z’, al derivarla obtenemos dz’ = — dv. Con lo cual, la integral obtiene
la estructura:

2
iz + 2z’ cot 0) (2.13)

Donde 7 = (z —a')* -
onde 1= (x x)+(y -~

dv
S
VoZ +r?
En la segunda etapa efectuamos una sustitucion trigonométrica, sea v = rtant, al derivarla obtenemos
dv = rsec? tdt. Gracias a esto, T} toma la forma de una integral cuya solucién aparece en tablas:

T = —/sectdt = —In|sect + tant| (2.14)

Luego de regresar a la variable inicial y aplicar los limites de integracion, tal integral toma la forma
Ty =Ti, —T1_. En virtud de la solucién obtenida para T, podemos reescribir el potencial generado
por la tapa inferior como ¢; = ¢1, — ¢1_. En forma andloga, obtenemos la solucién para el termino
que complementa el potencial escalar magnético. Finalmente, la expresién (2.11) toma la forma:

Gm = P2, — Ga_ — P1, + P1_ (2.15)

Cuyos terminos son descritos a continuaciéon:

My [T
o1, = 0 / dz’ In
z1

| sin 6|

My [
e — / dz’ In
|sinf| /.,

I 2
z—z1+ (z—x’)2+<y—.1+x’cot9> +(z—2)°
s

ind

Q

R 2
z— 29+ (a:—x’)2+(y— ! +x’cot0> +(z—22)2

sin 6

Q

(2.16)

My [T
¢2+ = 0 / daj/ In
T2

| sin 6|

R 2
Z_Zl+\/(x_xl)2+(y_s;ir129+x/COt9> —|—(z—zl)2

// /N~
N~ ~

p2_ =

M mRz R 2
enf] /ac drin z_z2+\/(x_xl)2+ (y_sin20+xlcow> te-a)

Aprovechando la estructura obtenida para el potencial escalar, podemos determinar una solucién
analitica para todas las componentes del campo magnetico. Vamos a trabajar con la primera compo-
nente: acorde con la expresion 2.1, debemos aplicar la derivada parcial respecto a la variable espacial
x sobre el potencial. Gracias a esto, obtenemos una expresion para esta componente con la siguiente
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estructura B, = Bw2+ — B, — Bw1+ + B;, . Todos los terminos que conforman la primera compo-
nente, poseen la misma estructura, razén por la cual, basta con determinar la solucién para uno de
ellos, y de esta forma podemos alcanzar la solucién completa de B,. Trabajamos en el primer termino:

M TRy — 2" dx’
Broy = ~75 °9| / (x—2f) do (2.17)
sin
22 12 4 (2 - ) <z—zl +4/r2 + (z—z1)2)
A partir de la expresién (2.13) podemos elaborar el siguiente cambio de variable:
u=x'+cosf(ysinh — Ry) — xsin 0
2
2 u 2
re = + h® donde 2.18
sin? @ ) ) Ry 2 R, . 2 ( )
h=z"+ [y — — — | y— = cos@ — xsinf
sin 6 sin 0
Con ayuda de la expresién (2.18) reescribimos Bw2+ de la siguiente manera:
Bx2+ ZMQ‘SiHG‘Il—MQ|SiH0|pxIQ (219)
Donde I; e I son integrales a resolver y p, = & + cos6 (y sinf — Ry ) — xsin” 6.
La solucién a la primera integral se obtiene por integracién directa:
udu . TRy
L= = {ln (|sm0|(2721)+ u2+q2)] (2.20)
Vu?+q? {zle |sm¢9\+\/u2+q] ©2

Donde ¢% = sin? 0 [h% + (2 — 21 )?].
La segunda, es una integral de tabla, para aplicar tal solucién es necesario llevar la integral a una

forma apropiada. Para ello, hacemos la siguiente sustitucién trigonometrica, sea qtant = u, al derivar
obtenemos gsec?tdt = du, luego de introducir estos resultados, obtenemos:

(2.21)

I / du / dt
2 = = -
[u? + ¢2 {(zle)|sin0|+ /u2+q2} q+ |sinf| (z — z1) cost

Al aplicar la solucién expuesta en [Hedrick 1957], la segunda integral adquiere la siguiente forma:

q+u+/u?+q? ) |sin | "
q—u+\u+¢’

_ ¢ 2.22
h|sinf| aretat h|sin 6| (222)
Z2
Al introducir los resultados obtenidos en (2.20) y (2.22) en (2.19), obtenemos:
By, = Mo|sind)| [ln (|Sin9|(zle)+ u2+q2)] Rz
x2
21 g2 “ha
<Q+u+ u2+q2>+(z_z1)|sin9|
2 Mo py —u+ A uf+

_Zob arctan 1 a (2.23)

h|sin |

2

Para llegar a la expresién final para BJz2+ debemos regresar a la variable original y aplicar los limites
de integracidn, lo cual es posible gracias a (2.18).
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A continuacién presentamos las expresiones finales para By, , By, v By, que se obtienen mediante
_ + _
un proceso analogo al utilizado para dedeterminar B-”?Jr :

By, = Mp|sinb| [ln(\sin@\(z—zg)—&— u2+q2)} "
x2
q+u+/u?+q? : i
+ (2 — 22) | sin 6|
2 Mo pq q—u+\/u?+g¢?
— ———— |arctan (2.24)
h h|sin @)

Z2

Para el caso de B,, , las expresiones para u, h? y p. son las mismas definidas para Bgc2+7 en este

termino ¢® = sin? @ [h? + (z — z)?].

By, = Mp|sind| [ln(|sin9|(z—zl)—|— u2+q2>] "

Z1

TRy
/o2
q<Q+u+ “ —|—q> (z—2z1) |sind]

q—u+\u?+¢’

h|sin |

_ 2 Mo py

(2.25)

arctan

Z1

Para B,, tenemos: u = z/ + cosf(ysind — Ry) — xsin?0, h? = 22 + (y — Ry/sin0)? — [(y —
Ry/sinf)cos —xsinf)?, p, = x +cosf(ysinh — Ry ) —xsin®Oy ¢ =sin?0[h% + (2 — 2 )?].

B,, = Mjy|sinb)| [ln (\sin@\(z—zﬂ—&— uz—i—qz)]ml
@ .
q<Q+u+ u2+q2>+(z_z2)|8in9|
— % arctan q-ut Vet (2.26)

h|sin @)
1
Las expresiones que definen u, h% y p, son las mismas definidas para el termino anterior, por otra

parte ¢ = sin? 0 [h% + (2 — 22)?].

Ahora, trabajamos con la segunda componente del campo, al igual que lo hicimos con la componente
anterior, podemos reescribirla como B, = By,z+ - By, — Bler + By, . Tomamos el primer termino y
resolvemos la integral de la siguiente manera:

Ry / /
b M, /acRQ <y ~snd + 2’ cot 0> dz 0o
Y2 - . 0 .
|sinf] 2+ (z— ) <z—z1—|— r2+(z—z1)2)

Utilizamos el cambio de variable definido en la expresion (2.18), en virtud del cual, logramos reescribir
By, de la siguiente forma:

B —Mo \sin@\cot@]l —M0|sint9|py IQ (228)

Y2, T

Donde p, = y— R/ sinf+ [2?sinf—cosf (ysinf— Ry )] cot . Las integrales I; y I> son idénticas a las
obtenidas en la componente anterior, presentadas en las expresiones (2.20) y (2.21) respectivamente.
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Gracias a esto, podemos determinar la solucion analitica para By2+ de la siguiente manera:

Ra

By2+ = —Mo|sin9|cot9{ln(|sin9|(z—21)+ u2+q)L

qtut Vet 21) |sinb)] N
Z1
q—u+\/u?+¢?

h| sin 6]

2 M,
_f0by arctan

(2.29)

T2

Para llegar a la expresion final para By2+ debemos regresar a la variable original y aplicar los limites
de integracion. Los otros terminos que dan forma a esta componente se obtienen en forma andloga.

wRZ

By, = —M0|sin9|cot0[ln (\sin@\(z—zz)—&— u2+q2>}

<q+u+\/u2+q

x2
TRoy

) (z — 22) | sind|

2 M, —u+\/u? +
_20Py | rctan 4 < (2.30)
h h| sin 6]
T2
2 : : 2 _ 29052 ERY
Para B,, , u, h* y p, son los mismos definidas para By,, vy q° =sin O[h?+ (z—22)7].
By, = —Mo|sinf|cotf {ln (| sinf| (z — z1) + Vu? + qQ)} "
z1
. g+u+u?+ g2 1) |sind| "
1
2 My py q—u+\/u?+¢?
———— |arctan (2.31)
h h|sin 6|

Z1

Donde u, h2, p, v ¢* se modifican respecto a las definidas anteriormente. En esta caso, tomamos
u=1x"+cosf(ysind — Ry ) —xsin®0, h? =22+ (y — Ry/sinf)? — [(y — Ry/sinf)cosd — xsind]?
py=y— Ri/sinf+ [2%sin60 — cosd (ysinf — Ry )]cotf y ¢> =sin® O [h? + (2 — 21 )?].

le

B, = —M0|sin9|cot0[ln (\sin@\(zfzz)+ UZJF(JZ)}

<q+u+\/u2+q

x1
TRq

+ (2 — z2) | sin |
q—u+ul+q

h| sin 6]

2 M,
_tMoby arctan

(2.32)

x1

Donde u, h% y py son las mismas definidas para el termino anterior y ¢? =sin6 [h2 + (2 — 22)2].

Finalmente, buscamos la solucién para la tercera componente del campo magnético. Para determinar
B, es conveniente replantear la obtenida a partir del potencial escalar cuyos terminos son presentados

n (2.16), ya que a partir de este conjunto de expresiones, no es posible encontrar una solucién com-
pleta de forma analitica y necesitariamos métodos numéricos para efectuar los calculos, situacién que
podemos evitar. Para ello, tomamos los terminos que describen el potencial escalar expuestos en (2.12)
y hacemos el cambio de variable planteado en la expresién (2.18), con lo cual cambiamos la integral
en z’ por una en la variable u. Esta integral posee una disposicién ansloga a la presentada en (2.13) y
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cuya solucién fue expuesta en (2.14). Gracias a lo anterior, obtenemos una expresién para el potencial
escalar magnético, conservando la misma estructura presentada en (2.11) con los siguientes terminos:

xR, + k1 + \/(le + k1) +sin? 6 [hQ +(z — z')z}

zZ2
¢1:M()/ dz’ln
z1 2 - 2 2 /2
21+ k1 + 4/ (x1 + k1) +sin G[h +(z—z)}

(2.33)

TR, + ko + \/(sz + ko) +sin? 0 [hQ + (z — z’)ﬂ

29
(bg = M()/ dz'ln
= xg—i—kg—i—\/(m2+k2)2+sin20[hz—i—(z—z’)ﬂ

Donde k1 = cosf (y sinf — Ry ) — xsin?0 y ko = cosf (y sinf — Ry ) — xsin® 6.

En virtud del potencial descrito en (2.33) y de la expresién (2.1), podemos presentar esta componente
como B, = B,, — B,,. Solo falta determinar la integral en z’, para ello vamos a aprovechar que la
unica diferencia al derivar respecto a z o z’, es la aparicién de un signo negativo. A continuacién, pre-
sentamos la solucién analitica obtenida para los terminos que dan forma a esta componente del campo:

TR, + ko + \/($R2 + ko)® +sin? 0 [h2 +(z — 22)2}

B., = M|l
Ty + ko + \/(:vg + k2)2 +sin?6 {hz +(z— 22)2}
(2.34)
TR, + ko + \/(CI:R2 + ko) +sin? 0 [h2 + (z — zl)Q}
—1In
Ty + ko + \/(xg + k2)2 +sin%6 [hQ +(z — 21)2}
2 .92 2 2
TR, + k14 ¢/ (xR, +k1)” + sin* 0 [h + (2 — 22) }
B, = M |l
1+ ki + \/(1'1 + k1)2 +sin%6 {hQ +(z— 22)2}
(2.35)

TRr, +k1+ \/(le +k1)? +sin? 0 [hz +(z— 21)2}

—In

1+ kL + \/(xl + k1)2 +sin%6 [hQ +(z — 21)2}

Estudiamos un caso particular: Acorde con la Figura 2.1, definimos R; = 4,7[cm], Ry = 7,1[cm],
6 =90°, a = 2,5[cm], b = 21,0[cm] y My = 2,21[KG]. El iman aqui descrito, se encuentra por fuera
de la zona de simulacién (Vease Figura 2.3), para la visualizar de una mejor forma el campo vectorial
obtenido, presentamos dos vistas del mismo. En la Figura 2.4, podemos apreciar que en la region
cercana al polo norte del iman el campo es intenso, pero a medida que nos alejamos la magnitud
disminuye. Igualmente podemos ver que en z = 10,0[cm]| las lineas de campo se curvan buscando el
polo sur. Tal descripcién corresponde con lo expuesto en [Greyner 1998]. En la Figura 2.5, tambien
podemos apreciar este comportamiento, en virtud de las dimensiones que se han utilizado, ocurre a
partir de x = 1,5[cm)].
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Figura 2.3: Orientacién del Sistema de Referencia Espacial: 1-Imén.
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Figura 2.4: Vista YZ del Campo Magnético generado por un Imén en el PCL.
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Figura 2.5: Vista XY del Campo Magnético generado por un Iméan en el PCT
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2.2 CASO ESPECIAL

Las expresiones obtenidas en la seccién 2.1 no permiten reproducir el campo magnético generado por
un imén situado en 8 = 0 o 8 = 7, es decir paralelo al eje X, ya que estas se indeterminan. Este caso
especial y lo estudiaremos a continuacion, de tal manera que su solucién complemente la obtenida en
la seccién anterior y asi podamos resolver el problema de forma general.

Ay
T¢< R »>|< R >

I P et T . BT I
v

Figura 2.6: Sistema de Referencias Cuerpo Magnetizado (Caso Especial).

A partir de la figura 2.3, definimos el vector de magnetizacién presente en la barra, para 8 = 0 tenemos:

My i En la barra
M = (2.36)

0 Afuera de la barra
Ahora, definimos el diferencial de superficie de la siguiente manera:

dz'dy' i Tapa superior de la barra
ds = (2.37)

—dz'dy’ i Tapa inferior de la barra

Los limites de integracién se definen de la siguiente manera, para la integral en z ' utilizamos los mismos
expuestos en (2.10) y para y’ tenemos:

a
n=—z y Y2 = (2.38)

a
2 2

Al introducir estos resultados en (2.4), obtenemos una expresién para ¢,, con una estructura idéntica
a la presentada en (2.11) pero los siguientes terminos:

N

dz'dy’

(y—y")*+(z =2

2

(2.39)
dz'dy’

-y +(z-2")

¢2Mo/:2/:2 \/(fo2)2+

Tomamos ¢1, primero vamos a determinar la solucién a la integral en z’, para ello, hacemos un cambio
de variable, sea v = z — z’, al derivarla obtenemos dv = —dz’. Gracias a esto, la integral adquiere una
estructura idéntica a la presentada en (2.13) y cuya solucién fue expuesta en (2.14), en esta ocasién
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tomamos 72 = (x— Ry )?+ (y—y’)?. Ahora, podemos reescribir el primer termino del potencial como
¢1 = ¢1,. — ¢1_, al igual que lo hicimos en la seccién anterior. De la misma forma se trabaja con ¢a,
con lo cual, el potencial escalar toma la forma ¢, = ¢2, — P2 — ¢1, +¢1_:

Y2
o1, :Mo/ dy’In (z—zl+\/(:C—Rl)2+(y—y’)2+(z—z1)2>
Y

1

b1 :Mo/yzdy’ln<z—22+\/($—R1)2+(y—y’)2+(z—22)2)
y

1

(2.40)

$2, = My dey’ln (z—z1+\/(m—R2)2+(y—y’)2—|—(z—zl)2)

Y1

o :MO/JQdy'ln (z—z2+\/($—R2)2+(y—y’)2—|—(z—z2)2)

Y1

Ahora, procedemos a determinar las componentes del campo magnético. Vamos a trabajar en la solu-
cién de la primera componente, en virtud de la estructura obtenida para el potencial, ésta toma la
forma B, = B;, — Bz, — Bs, + Bz, . Tomamos el primer termino:

+ - + -

Y2 _ /
B, = —Mo/ (z — Rs) dy (2.41)
@+ -y’ <zzl+ q2+(yy’)2>

Donde ¢2 = (z — Ry)*> + (2 — z1)°. Para hallar la solucién analitica a la integral presente en (2.41),
hacemos el siguiente cambio de variable, sea u = y—y’, derivando obtenemos dy’ = —du. Al introducir
estos resultados, notamos que ésta posee la misma estructura expuesta en (2.21) y cuya solucién fue
presentada en esa misma expresion. Por lo tanto podemos encontrar la solucién de la siguiente manera:

Y2
+u+ u? + ¢?
(J(q q>+(2—zl)

2 M, t vt Vet
2, = o0 |arctan P

B, (2.42)

Y1

La expresion final para este termino, aparece luego de regresar a la variable y’ y aplicar los limites
de integraciéon. El procedimiento desarrollado para obtener B, , es utilizado en forma andloga para
encontrar la solucién a los otros terminos que completan esta componente. Observemos:

Y

g+ut it P ’

q + (2 — 22)
q—u+/u?+ g

B,, =2DMj |arctan P (2.43)
Y1
En este caso tenemos ¢> = (2 — Ry )? + (2 — 22 )2,
VS Y2
gtutvety +(z—21)
By, =2 My |arct gtV 1 2.44
o, = o0 |arctan R (2.44)

Y1

Para este termino ¢ = (x — Ry )%+ (2 — 21)2.
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y
atut Ve P oy ’
— 22
qg—u+\/u?+q?

CU—Rl

B,, =2Mj |arctan (2.45)

at

Tomamos ¢2 = (2 — Ry )*+ (2 — 22)°.

La segunda componente del campo magnético se obtiene de la misma forma en que trabajamos con la
anterior. Primero, tomamos By2+

b2 (y—y')dy’
2
e+ -y’ (Z—Z1+ q2+(y—y’)2)

La solucién a la integral presente en (2.46), se obtiene de la siguiente manera: primero, hacemos el
siguiente cambio de variable, sea u = y — y’, al derivar obtenemos dy’ = —du. Luego de introducir
estos resultados, notamos que ésta posee la misma estructura que la integral expuesta en (2.20). A
continuaciéon presentamos la expresiéon final para este termino:

B

(2.46)

= M,
Y2, 0

z—21+\/(I—Rz)2+(y—y2)2+(2—21)2

B = M() In

(2.47)

Y2,

z—zl+\/(x—R2)2+

El procedimiento seguido para obtener By2+7 es utilizado de forma andloga para resolver los otros
terminos que completan esta componente.

(—y)*+(z—=)

Z—Zg+\/($—R2)2+

(y—12)* + (2 — 22)°

B,, =M, : : : (2.48)
Z—Z2+\/(£E—R2) + W —y) +(z—2)
2=z (@ =R+ y—p) +(z—n)

B,,, = Mo In y : : : (2.49)
cma @B+ (y—9)’ + (2 =)
z— 20+ 1/(x— Ry)* + Y-y 2 (z— =)

I e  Chat AU  Ct 250

z_z2+\/(x—R1)2+(y—y1)2+(2—22)2

Para encontrar la ultima componente del campo, es conveniente partir desde la expresién (2.39), en
la cual se presentan los terminos que dan la forma inicial al potencial escalar magnético para el caso
especial. Trabajamos en la solucién del primer termino: Tomamos ¢ = (z— Ry )?+ (z—2')? y luego
hacemos el siguiente cambio de variable, sea v = y—y’, derivando obtenemos —du = dy’. Al Introducir
estos resultados en ¢;, cambiamos la integral en y’ por una en u. Esta posee una estructura idéntica
a la presentada en (2.13), cuya solucién fue expuesta en (2.14). De la misma forma trabajamos en la
solucion de ¢4, obteniendo los siguientes resultados:

2

F2) _ —R 2 B 2 .,

¢1=M0/ dz"1n y yl*\/(x )+ W—y) +(z—-27)
o y—y2+\/($—R1)2+(y_y2)2+(2_2,)2

(2.51)

(y—y1)° + (z—2")?

(y—y2)* + (2 —2")?

b=y [ "z vty R
2 = 0
. y—yz+\/(:v—R2)2+
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Aprovechando la estructura obtenida para el potencial escalar y en virtud de la expresion (2.1), pode-
mos presentar la solucién para esta componente del como B, = B,, — B,,, con los siguientes terminos:

gy @ R+ (g — )+ (2 — 2)°

y—y2+\/(x—R2)2+(y—y2)2+(z—z2)2

B.,= M, |l

(2.52)
—In y_y“L\/(f”—Rz)2+(y—y1)2+(z—z1)2
y-ht \/(m_R2)2+(y—y2)2+(z—z1)2
B, = M, |ln y—y1+\/(x_R1)2+(y_y1)2+(z_22)2
| y‘y2+V(x—R1)2+(y—y2)2+(z—z2)2
(2.53)

y—y1—|—\/(x—R1)2+(y—y1)2+(z—z1)2

y—y2+\/(x—Rl)2+(y—y2)2+(2—21)2

—In

A continuacién, presentamos los resultados obtenidos para un caso particula: El imédn esta situado en
f = 0, posee las mismas dimensiones y magnetizacién descritas en la seccién anterior. Observemos:
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Figura 2.7: Vista XY del Campo Magnético generado por un Iméan en el PCT.

Para el caso # = 7, los inicos cambios que se producen en las ecuaciones, son los signos de las siguientes
cantidades R, Ro y My, estos pasan de ser positivos a ser negativos.



CAPITULO 3

TRAMPA MAGNETICA TIPO ESPEJO

La trampa tipo espejo puede ser obtenida mediante la superposiciéon del campo producido por dos
bobinas [Murillo, Guerrero 2008] y [Dugar-Zhabon 2010]. Tales elementos magnéticos son situados en
los extremos de una cavidad con la que comparten el mismo eje de simetria; ademas estas son alimen-
tadas con corrientes estacionarias de igual magnitud y direccién. Consecuentemente el campo presenta
maxima intensidad en la regién proxima a las bobinas, y conforme se acerca al centro de la trampa
va reduciéndose hasta hacerse minimo. Este dispositivo fue considerado por muchos como la solucién
al problema del confinamiento del plasma, teniendo como ventaja adicional su facil construccién y
puesta en funcionamiento, pero en corto tiempo fueron descubiertos algunos problemas originados por
la forma convexa de la curvatura del campo, la cual produce una inestabilidad magnetohidrodindmi-
ca [Dugar-Jabon 2000]. Sin embargo, esta configuracién magnética ha contribuido con el desarrollo de
diversos dispositivos tecnologicos, cuyas aplicaciones principalmente son la creacion de fuentes de rayos
X intensos [Dugar-Zhabon 2004}, la generacién de iones negativos [Dougar-Jabon 2001], entre otros.

3.1 SISTEMA FiSICO

S

Figura 3.1: Sistema Magnético Tipo Espejo: 1-Bobinas y 2-Camara Cilindrica.
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El sistema fisico es bastante sencillo, consta de una cdmara de descarga en forma cilindrica y un par
de bobinas, el cual es representado en la figura 3.1. Los datos de entrada para la cavidad, la frecuencia
de microondas y las bobinas utilizados en el generacién del campo tipo espejo, son presentados en dos
tablas de la siguiente manera:

Rlem] | Liem] | f[GHz|
64 | 161 | 245

Tabla 3.1: Datos de Entrada para la Camara Cilindrica y Frecuencia de Microondas.

Donde R - Radio y L - Longitud de cavidad cilindrica y f - Frecuencia de Microondas.

I[Statamperes] | N; | Ny i Sep
3,3 x 10'? 10| 3 | 8,436330 | 1,0

Tabla 3.2: Datos de Entrada para las Bobinas Magnéticas.

Donde I - Corriente que circula por las espiras, IV; - Nuimero de espiras longitudinales, Ny - Nimero
de espiras transversales, ; - Radio de la primera espira y Sep - Distancia entre espiras.

3.2 VISUALIZACION DEL CAMPO ESPEJO

El campo magnético de la trampa tipo espejo, posee una simetria axial, razon por la cual, solo pre-
sentaremos una vista de él, en el plano YZ (Vease Figura 3.2). En la cual, podemos apreciar que
la magnitud del campo decrece conforme desplazamos sobre el eje Z, acercandonos al plano central
transversal de la cavidad, ubicado en z = O[cm]. Adicionalmente, en esta regién el campo disminuye a
medida que nos alejamos del eje de la cavidad, es decir, a medida que nos acercamos a las paredes. El
campo magnético cerca a las bobibas alcanza los 1584,3[G|, mientras que en el centro de la cavidad es
906,63[G], con una razén de espejo igual a 1,75.
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Figura 3.2: Vista YZ del Campo Magnético de la Trampa Tipo Espejo.
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3.3 SUPERFICIES MAGNETICAS

3.3.1. SUPERFICIE RCE

La geometria de las lineas del campo magnético de confinamiento, juegan un papel muy importante
ya que junto con la ubicacién y forma de la zona de Resonancia Ciclotrénica Electrénica (RCE),
determinan en gran proporcién la distribucién del plasma al interior de la cavidad. La superficie RCE
correspondiente al campo tipo espejo arriba descrito, se obtiene cuando B = mcw/e, donde m y e es
la masa y carga del electron, c es la velocidad de la luz y w es la frecuencia de microondas con la que se
calienta el plasma [Dugar-Zhabon 2010] y [Murillo, Guerrero 2008]. En la Figura 3.3 se representan las
superficies de igual intensidad magnética para un campo tipo espejo, en la cual podemos observar que
el campo de mayor magnitud forma un hiperboloide de dos hojas, mientras que el de menor intensidad
produce una configuracién de hiperboloide de una hoja [Murillo 2008].

Intensidad
decampo
magnetico

Figura 3.3: Superficies de igual Intensidad Magnética.

Para el caso de una frecuencia de 2,45[GHz], el campo resonante es 875,89[G|, vamos a estudiar el caso
particular cuando la superficie RCE toma la forma de un hiperboloide de una hoja. Con el objetivo de
tener mayor claridad sobre la zona RCE, presentamos dos vistas en 3D, las lineas rojas corresponden
a curvas planas paralelas al plano XY, mientras que las azules son paralelas al plano YZ:

a. Hiperboloide de una hoja. b. Corte en el PCT.

Figura 3.4: Vistas XYZ de la Zona RCE (Trampa Tipo Espejo).
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La seccién transversal del hiperboloide en el plano central es una circunferencia de radio 2,3[cm], dicho
corte puede ser observado con mayor detalle en la Figura 3.5(a). La superficie RCE es cerrada y no

forma un hiperboloide de una hoja regular, el cual tiende a infinito, lo cual podemos apreciar en la
Figura 3.5(b).
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a. Corte Central Transversal. b. Corte Central Longitudinal.

Figura 3.5: Vistas XY y YZ del Corte Central Longitudinal y Transversal (Zona RCE).

3.3.2. OTRAS SUPERFICIES

Adicionalmente, presentamos la superficie magnética que se obtiene cuando B = 976,44[G], la cual

ratifica que a medida que el campo es més intenso, la superficie se desplaza longitudinalmente hacia
las bobinas (Vease Figura 3.3).

Figura 3.6: Vista XYZ de la Superficie Magnética.
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Al comparar su vista del corte central longitudinal (Figura 3.7) con la obtenida para la zona RCE,
Figura 3.5(b), podemos ver que la nueva superficie magnética se forma a partir de z = +2,4[cm], es
decir, se ubica detras de la zona de RCE. En la Figura 3.6, podemos observar que para esta intensidad

de campo magnético, la superficie posee forma de hiperboloide de dos hojas.
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Figura 3.7: Vista YZ del Corte Central Longitudinal de la Superficie Magnética.
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CAPITULO 4

TRAMPA MAGNETICA MINIMO -B

Tratando de encontrar una posible solucién al problema originado por la curvatura del campo tipo
espejo, M. Toffe y sus colaboradores proponen una nueva configuracién llamada minimo-B. Tal sistema
se obtiene al agregar un campo magnético transversal que aumenta en direccion radial a la trampa tipo
espejo, el cual es situado a lo largo de toda la cavidad [Baiborodov 1963].Tal campo puede ser generado
mediante diversos mecanismos, inicialmente se planteo el uso de un sistema formado por conductores
lineales, localizados de forma paralela al eje de la cavidad y distribuidos simétricamente en acimut cerca
a las paredes de la misma, las corrientes circulan en direcciones opuestas para conductores contiguos
[Baiborodov 1963]. Estructuras equivalentes son factibles mediante el uso de imanes permanentes
[Geller 1996], las cuales implementaremos en este trabajo para la formacién del campo complementario.
En el centro de esta trampa el valor del campo se hace minimo, motivo por el cual recibe el nombre
de minimo-B.

4.1 SISTEMA FiSICO

1

I

Figura 4.1: Sistema Magnético Minimo- B: 1-Bobinas, 2-Sextupolo Magnético y 3-
Cémara Cilindrica.
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El sistema fisico es bastante sencillo, consta de una cdmara de descarga (cavidad cilindrica), un par
de bobinas y el sextupolo, dicho sistema es representado en la figura 4.1. A continuacién, presentamos
los datos de entrada que describen la cdmara de descarga, la frecuencia de microondas, las bobinas y
el sextupolo magnético, utilizados en la formacién del campo minimo - B:

Rlem] | L[em] | f[GHz]
3.0056 | 25,0720 | 14

Tabla 4.1: Datos de Entrada para la Cavidad y Frecuencia de Microondas.

Donde R - Radio y L - Longitud de cavidad cilindrica y f - Frecuencia de Microondas.

I[Statamperes] | N; | Ny i Sep
9,6 x 10'? 8 5 | 7,295960 | 1,0

Tabla 4.2: Datos de Entrada para las Bobinas Magnéticas.

Donde I - Corriente que circula por las espiras, IV; - Nuimero de espiras longitudinales, Ny - Nimero
de espiras transversales, ; - Radio de la primera espira y Sep - Distancia entre espiras.

Ryjem] | Ryfem] | 6y | a[em] | blem] | My[KG]
4,7 7,1 30° 1 2,5 | 21,0 2,21

Tabla 4.3: Datos de Entrada para el Sextupolo Magnético.

Donde R; - Radio de la tapa interno, Rs Radio de la tapa externa del iman, g - Angulo para el primer
iméan, a y b - Dimensiones de la barra y My - Magnetizacién de la barra.

4.2 FORMACION DEL CAMPO MINIMO-B

El campo de la trampa Minimo- B, se obtiene a partir de la superposicién de un campo tipo espejo,
producido por un par de bobinas, y un campo transversal multicusp, generado por un sistema de
seis imanes, denominado sextupolo magnético. Para tener una mejor idea sobre el campo minimo-
B, se han construido varias figuras. En la Figura 4.2, se presenta el campo longitudinal tipo espejo,
la magnitud del campo en la regién cercana a las bobibas alcanza los 8247,707[G], mientras que en
el centro de la cavidad es 4540,475[G], con una razén de espejo igual a 1,82. El campo transversal
producido por el sextupolo magnético, corrige las inestabilidades magnetohidrodindmicas del plasma
confinado, propias de la trampa tipo espejo, ya que refuerza la componente en direccién radial del
campo en la regién central de la cavidad (Vease Figura 4.3), dado que la contribucién generada por las
bobinas es nula, hecho que podemos apreciar en la Figura 4.2. En la Figura 4.4 presentamos la vista
del campo magnético generado por el sextupolo en el plano central longitudinal (z = 0,0[cm]), en ella
podemos conocer con mas detalle, la regién en la cual, el sistema de imanes fortalece la magnitud del
campo cerca a las paredes de la cavidad. Tambien, observamos como las lineas de campo cambian de
direccién y magnitud, en la zona préxima a los extremos de la cdmara de descarga. Esto es debido
a que los imanes se encuentran ubicados entre z = £10,5[cm], mientras que la cavidad llega hasta
+13,0[cm)].
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Figura 4.2: Vista YZ del Campo generado por las Bobinas en el PCL.
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Figura 4.3: Vista XY del campo generado por el Sextupolo Magnético en el PCT.
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Figura 4.4: Vista YZ del Campo generado por el Sextupolo Magnético en el PCL.
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La magnitud del campo producido por la configuracion Minimo- B aumenta en direccién longitudinal
a medidad que |z| aumenta, lo cual podemos observar en la escala de colores que aparece en la Figura
4.5. Adicionalmente, podemos apreciar como el campo se hace minimo en el centro de la cavidad.
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Figura 4.5: Vista YZ del Campo generado por la Trampa Minimo- B en el PCL.

A continuacién, presentamos dos vistas de la regién aledafia a los extremos de la cavidad (z = £12,0
cm), en las cuales se presenta una disposicién para el campo més débil en forma de tridngulo. Al
observar las Figuras 4.6 y 4.7, notamos que tal simetria se presenta de maneras distintas en las dos
tapas, esto se debe a la forma de la curvatura que presentan las lineas de campo producidas por las
bobinas sumado al de los imanes que en cada tapa es diferente, mientras en la tapa izquierda (z = —12,0
cm) la componente radial del campo bobinar es positiva, en la tapa derecha (z = 12,0 cm) es negativa.
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Figura 4.6: Vista XY de la Trampa Magnética Minimo- B en el plano (z = —12,0 cm).
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Figura 4.7: Vista XY de la Trampa Magnética Minimo- B en el plano (z = 12,0 cm).

4.3 SUPERFICIES MAGNETICAS

4.3.1. SUPERFICIE RCE

El valor que toma el campo magnético RCE es 5005,102[G] y la forma de la superficie en el cual la
magnitud del campo posee dicho valor se denomima superficie RCE, la cual en este caso particular
toma la forma de un elipsoide achatado en los extremos, tal y como podemos apreciar en la Figura 4.8.

40
vem

Figura 4.8: Vista XYZ de la Zona RCE (Trampa Minimo- B).

Para determinar las dimensiones que caracterizan la superficie obtenida, presentamos dos graficas
que muestran los cortes en los planos transversales. Primero realizamos el corte central transversal
(z =0,0[cm)]), el cual nos permite visualizar una figura muy similar a un circulo de radio 1,9[cm].
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Figura 4.9: Vista XY del Corte Central Transversal de la Zona RCE.

Para encontrar el semieje Z, realizamos un corte en el plano central longitudinal en (z = 0,0[cm]), el
cual se ilustra en la Figura 4.11, obteniendo un valor de 2,85[cm)].
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Figura 4.10: Vista YZ del Corte Central Longitudinal de la Zona RCE.

4.3.2. OTRAS SUPERFICIES

En la Figura 4.11 presentamos la superficie magnética que se obtiene cuando tomamos B = 6201,6[G],
en la cual observamos que la forma sigue siendo la misma, es un elipsoide.

Figura 4.11: Vista XYZ de la Superficie Magnética.



4.3 SUPERFICIES MAGNETICAS 51

De igual forma que en el caso de la superficie RCE presentamos los cortes en los planos central
transversal y longitudinal, los cuales permiten caracterizar dicha superficie. En la Figura 4.12, podemos
apreciar como la vista del corte en el plano central transversal de la superficie magnetica, no posee una
simetria circular a diferencia del perfil obtenido para la zona RCE. Este comportamiento, se debe a la
cercania de algunos puntos de esta regién al sistema de imanes. Por otro lado, la geometria obtenida
para la vista del corte central longitudinal sobre plano YZ (Vease Figura 4.13) es idéntica a la obtenida
para la zona RCE. Observemos:

HO7 yem

357 rom
-
2 \
0s
! 20 s 20 E &0
- )
zom T — st //

Figura 4.13: Vista YZ del Corte Central Longitudinal de la Superficie Magnética.



CAPITULO 5

TRAMPA MAGNETICA CERO-B

En el ano 2000 el director del FITEK, propuso una nueva trampa para confinar plasmas llamada cero-
B. La caracteristica principal de este nuevo sistema es la ausencia de campo magnético en el punto
central de la cavidad y el incremento en el valor del mismo en todas las direcciones del espacio [Dugar-
Jabon 2000]. Las configuraciones minimo-B y cero-B hacen uso de idénticos elementos magnéticos
para la generacién del campo. La diferencia entre dichas trampas radica en la naturaleza del campo
longitudinal, mientras en minimo-B tenemos un campo tipo espejo, en cero-B contamos con un campo
cusp [Dugar-Jabon 2000]; tal campo puede ser obtenido si tomamos las corrientes iguales en magnitud
pero opuestas en direccién.

5.1 SISTEMA FiSICO

g

i

Figura 5.1: Sistema Magnético Cero- B: 1-Bobinas, 2-Sextupolo Magnético y 3-Cavidad
Cilindrica.

El sistema fisico es bastante sencillo, consta de una cdmara de descarga (cavidad cilindrica), un par de
bobinas y el sextupolo magnético, dicho sistema es representado en la Figura 5.1. Los datos de entrada
son los mismos utilizados en el capitulo anterior y descritos en las Tablas 4.1, 4.2 y 4.3.
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5.2 CAMPO CERO-B

La trampa magnética Cero - B se obtiene al superponer un campo longitudinal cusp, con uno transversal
multicusp, el primero es generado por un par de bobinas, mientras que el segundo es producido por
un sextupolo magnético, identico al utilizado en la trampa minimo - B. Para tener una mejor idea del
campo cero- B, presentamos varias figuras. En la Figura 5.2, presentamos una vista del campo emitido
por las bobinas en el plano central longitudinal (z = 0,0 [cm]), en el cual podemos apreciar que su
componente radial es positiva y aumenta a medida que nos acercamos al plano central transversal de
la cavidad.
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Figura 5.2: Vista YZ del Campo Bobinar en el PCL.

Por otro lado el campo transversal generado por los imanes, fortalece la magnitud del campo en la
regién contigua a las paredes de la cavidad. En la Figura 5.3, podemos apreciar con mas detalle este
comportamiento.
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Figura 5.3: Vista XY de la Trampa Cero-B en el PCT.
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Adicionalmente podemos afirmar que debido a la forma del campo bobinar (cusp), se fortalece la mag-
nitud campo en la region cercana a los polos sures de los imanes, dado que poseen la misma direccién,
mientras que las provenientes de los polos nortes se debilitan, ya que poseen sentidos contrarios (Ver

Figura 5.3).

En la Figura 5.4, podemos ver como la magnitud del campo cero-B aumenta conforme |z| crece. Esta
vista tambien nos permite apreciar como el valor del campo se hace nulo en el centro de la cavidad.
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Figura 5.4: Vista YZ de la Trampa Cero-B en el PCL.

5.3 SUPERFICIE RCE
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Ahora, determinamos la forma que posee la superficie RCE, la magnitud del campo magnético toma
un valor de 5001,07[G]. La forma se asemeja a un elipsoide achatado en los extremos pero de seccién
transversal no circular a diferencia de la obtenida en la trampa minimo- B. Para tener una mayor idea

de la forma de la zona RCE, en la Figura 5.5 presentamos una vista en tres dimensiones.

Para medir los semiejes del elipsoide, utilizamos los cortes en los planos centrales, tal y como lo hicimos
para la trampa minimo- B, para ello, construimos las Figuras 5.6 y 5.7. A continuacién, presentamos

una tabla que resume las dimensiones del elipsoide:

Semieje X [cm]

Semieje Y[cm]

Semieje Z[cm]

2,58

2.95

755

Tabla 5.1: Datos de la Superficie RCE.

Adicionalmente, podemos observar los campos vectoriales correspondientes a los planos situados en los
extremos de la zona de resonancia ciclotronica electronica. En las Figura 5.8 presentamos la vista XY
del campo magnético en el plano situado en (z = —7,55[cm]), que corresponde al extremo izquierdo de
la zona RCE, mientras que el derecho es expuesto en la Figura 5.9.
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Figura 5.6: Vista XY del Corte Central Transversal de la Zona RCE.
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Figura 5.7: Vista XY del Corte Central Longitudinal de la Zona RCE.
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Figura 5.8: Vista XY de la Trampa Cero- B en el Plano situado en (z = —7,55 cm).
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Figura 5.9: Vista XY de la Trampa Cero- B en el Plano situado en (z = 7,55 cm).



CONCLUSIONES

= A partir de la Ley de Biot - Savart y el principio de superposicién, hemos logrado reproducir el
campo generado por hilos conductores con diversas geometrias (Recta, Circular y Eliptica), lo
cual nos ha permitido establecer el campo producido por un sistema de Bobinas, necesario para
la obtencion de la trampa tipo espejo, minimo-B y cero- B.

= Desde el modelo fisico propuesto en el presente trabajo, se han obtenido una serie de ecuaciones
que permiten simular el campo magnético producido por un iman. Dichas expresiones repre-
sentan un gran avance, ya que al obtener soluciones analiticas para todas las componentes del
campo, ganamos exactitud en el calculo del mismo.

= Las graficas obtenidas para los campos correspondientes a las trampas magnéticas permiten al
investigador conocer la direccion del campo y el gradiente de magnitud, lo cual es vital para
determinar la direccién de la fuerza diamagnética, fundamental en el estudio del confinamiento
magnético.

= Fl estudio de las zonas de resonancia ciclotrénica electrénica aportado en este trabajo, es fun-
damental para el calentamiento de plasmas por microondas, ya que permite comprender los
campos involucrados en cada una de las trampas magnéticas vistas.
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