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Resumen: En este trabajo, se hace un estudio general de las contribuciones de las per-
turbaciones de multiples campos escalares, multiples campos vectoriales y de la expansion
anisétropa a la generacién de anisotropia estadistica en la perturbacién primordial en la
curvatura (. Dicho estudio se realiza a través del formalismo d/N. Alli, se consideran dos
casos especificos que determinan la forma del espectro de la perturbacién primordial en
la curvatura PC(E). El primero, surge cuando se considera la posibilidad de invarianza
ante rotaciones espaciales de los correladores de n puntos (isotropia estadistica), lo cual
es equivalente a tener expansién isétropa. El segundo, se origina cuando se considera
expansion anisétropa, lo que conlleva a obtener dos contribuciones adicionales con
respecto al primer caso a la generacién de anisotropia estadistica de (. Los resultados
obtenidos en este trabajo acerca de la anisotropia estadistica se aplican a dos modelos
inflacionarios vectoriales que han tenido una gran aceptacién en la comunidad cientifica:
el modelo de Hairy-inflation, en el que el campo escalar estd acoplado al campo vectorial
mediante la funcién cinética f y el modelo de Gauge-flation en el que se consideran tres
campos vectoriales de gauge sin presencia de campos escalares. Como resultados de estos
analisis, se excluye el modelo de Gauge-flation dado que para éste se obtiene un nivel
de anisotropia estadistica muy grande y, por ende, incoherente con las observaciones.
Adicional a este resultado, se logra explicar de manera satisfactoria el origen del signo
negativo del nivel de anisotropia estadistica en el modelo de Hairy-inflation. Para éste
ultimo, se estudia la dindmica inflacionaria a través de la teoria de los sistemas dindmicos,
de donde se obtienen los atractores y las condiciones respectivas sobre los pardmetros del
modelo que determinan la estabilidad del sistema.

Trabajo de investigacion.
2Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Yeinzon Rodriguez (Director).
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Abstract: In this work, we study the most general contributions due to scalar field per-
turbations, vector field perturbations and anisotropic expansion to the generation of sta-
tistical anisotropy in the primordial curvature perturbation (. This study was done using
the formalism dN. Here, we consider two specific cases that lead to determine the po-
wer spectrum of primordial curvature perturbation PC(E). In the first one, we consider
the possibility that the n point correlators in real space are invariant under rotations in
space (statistical isotropy), which it is equivalent to having isotropy expansion. The se-
cond possibility arises when we consider anisotropic expansion, what lead to obtain two
additional contributions to the generation of statistical anisotropy of ¢ compared with the
first case. The results obtained in this work about statistical anisotropy are applied to two
vector inflationary models that have been widely accepted in the scientific community:
the Hairy-inflation model, in which the scalar field coupled to vector field through kinetic
function f and the Gauge-flation model which considers three gauge vector fields without
the presence of scalar fields. As a result of these analyzes, the model Gauge-flation is ex-
cluded because it generates a level of statistical anisotropy very large and therefore it is
inconsistent with observations. In addition, we explain in a satisfactory way the origin of
the negative sing of the level of statistical anisotropy for the model Hairy-inflation. For
the latter, we study the dynamic inflationary through dynamical systems theory, where
the attractors are obtained and the conditions to establish the stability of the system are
specified.
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Introducciéon

Anélisis en los datos de la radiacién césmica de fondo (RCF) proporcionados por
los satélites COBE®, WMAP® y préximamente PLANCK?, y observaciones sobre la
distribucién de galaxias®, establecen que nuestro Universo luce homogéneo e isétropo
a grandes escalas. Esto implica que si dividimos el Universo en cubos de volumen de
aproximadamente 106Mpc?, éste luce en promedio homogéneo e isétropo con respecto
a todos los cubos, es decir que la distribucién de galaxias a dicha escala es homogénea.
Estas caracterfsticas (a grosso modo) constituyen el principio cosmolégico?, que a su
vez, sienta las bases tedricas en la construccién del conocimiento en la cosmologia moderna.

Uno de los principales propdsitos de la cosmologia es el estudio sobre el origen y
formacién de las estructuras a gran escala [2] (galaxias, clusters, superclusters) presentes
en nuestro Universo observable. Bajo este objeto de estudio, se han planteado diferentes
mecanismos en la generacion de estas estructuras. No obstante, el mecanismo fisico mas
aceptado es el propuesto por Alan Guth, en el que dichas estructuras se originan a partir
de la evolucién de la perturbacién en la densidad de energia durante un periodo de
expansion acelerada del Universo temprano denominado inflacion [3].

La cantidad mas importante de estudio en el Universo primitivo es la perturbacion
en la curvatura ¢, debido a que esta cantidad se conserva'® en escalas de superhorizonte
[4], siempre y cuando la presién del fluido césmico se pueda expresar como una funcién
unica de la densidad de energia. Ademds, la perturbacién en la curvatura ¢ determina
la perturbacién en la densidad de energia dp, definida sobre un slicing de curvatura
espacial constante y se originan mediante fluctuaciones cudnticas de campos escalares
durante el periodo inflacionario [2, 5]. Estas perturbaciones primordiales proporcionan
unas condiciones iniciales para la evolucién subsecuente del Universo perturbado [2]. De
aqui que los modelos cosmoldgicos estén basados en el concepto de inflacion, los cuales
requieren generar un espectro de las perturbaciones invariante de escala con gran precision.

De otra parte, estudios recientes senalan que existen varios indicadores significati-
vos de anisotropia estadistica impresa en la RCF [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. Segin andlisis de

®http://lambda.gsfc.nasa.gov/product /cobe.

Shttp://map.gsfc.nasa.gov.

"www.rssd.esa.int /planck.

Shttp://www.sdss.org.

9Siendo més riguroso, las caracteristicas de homogeneidad e isotropfa estadistica son las que realmente
establecen este principio.

10 Ademds ¢ es una cantidad invariante de gauge: por tal razén puede ser comparada con la observacién.
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INTRODUCCION 13

datos proporcionados en el séptimo ano del WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe) [13] se encontré evidencias de estructuras cuadrupolares y dipolares en la
distribucién de potencias en la RCF a todas las escalas angulares [8, 12]. Alli, Se observa
un alineamiento de los multipolos méas bajos a grandes escalas en el espectro de potencias
de la RCF, lo que conlleva a que exista una direccién preferencial en el Universo. Esta
anomalia es cuantificada por el nivel de anisotropia estadistica g¢, el cual actia como
discriminante entre los diferentes modelos inflacionarios propuestos para la formacion de
estructuras a gran escala. Sin entender completamente el significado estadistico de estas
anomalias, dado que podrian haber sido originadas a partir de errores sistematicos u
otros efectos de contaminacién [14], resulta atractivo estudiar modelos inflacionarios que
rompan la invarianza rotacional y que generen por ende niveles de anisotropia estadistica
coherentes con la observacion. Este es uno de los temas actuales de mayor interés en la
cosmologia inflacionaria.

Como motivacién a los analisis observacionales, se han propuesto diferentes mode-
los inflacionarios que consideran distintos tipos de campos y configuraciones con el fin de
generar anisotropia estadistica. Algunos de estos modelos se basan en campos vectoriales
[15], campos espinoriales [16], p-formas [17] y recientemente campos de gauge Abelianos
que transforman bajo el grupo U(1) [18] y campos de gauge no Abelianos que transforman
bajo el grupo de simetria SU(2) [19]. Cabe indicar que los modelos inflacionarios que in-
volucran campos escalares no generan anisotropia estadistica en coherencia con el teorema
del no cabello césmico'! [21]. De otra parte, varios modelos inflacionarios anisotrépos han
sido propuestos, presentando inestabilidades'? [22, 23, 24] tales como campos fantasmas.
No obstante, algunos modelos anisétropos estables han sido encontrados por primera vez
en la literatura [25, 26, 27|, siendo uno de estos y tal vez el mds relevante el propuesto por
Watanabe, Kanno y Soda [25] denominado Hairy inflation, en donde el campo del inflatén
es acoplado a un unico campo vectorial a través de la funcién cinética f. El estudio de
la naturaleza estadistica de las fluctuaciones primordiales en este modelo se presentan
en las referencias [28, 1, 29]. En dicho modelo, se obtiene un valor negativo del nivel de
anisotropfa estadistica g via teorfa de perturbaciones cosmoldgica [30]. Esta manera de
tratar las perturbaciones es demasiado larga y tediosa y oscurece el verdadero origen del
g¢ negativo alli obtenido. Este valor resulta incoherente con las observaciones actuales,
cuyo valor positivo se encuentra en el rango gc = 0.290 & 0.031 [8] excluyendo el cero a
mas de 90. Hay que resaltar que los andlisis de las observaciones no son absolutamente
confiables, dado que la direccién preferencial de esta senal estd sospechosamente alineada
a lo largo del plano del sistema solar, lo cual podria indicar que este efecto es debido a
errores sistematicos.

Una metodologia alternativa a la teorfa de perturbaciones cosmoldgicas (TPC), la
cual es valida sélo a escalas de subhorizonte pero a todos los ordenes en perturbaciones,
es el formalismo dN. Esta poderosa herramienta se emplea para calcular y analizar las
propiedades estadisticas de la pertubacion de la curvatura de una manera mucho ma&s
facil y clara comparada con la teoria de perturbaciones cosmolégica. Este formalismo
fue implementado por primera vez por Starobinsky a orden lineal [31], y por Sasaki y

HEste teorema establece que si universos homogéneos pero anisétropos son dominados por campos
escalares o por la constante cosmolégica, éstos rdpidamente (de forma exponencial) alcanzardn el estado
de isotropia [20].

2Esto se refiere a un comportamiento inadecuado de las perturbaciones, en donde las soluciones de las
ecuaciones lineales para las perturbaciones divergen cuando cruzan el horizonte.
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Stewart en [32], y extendido de forma no lineal para campos escalares en [4, 33| con el
fin de estudiar efectos de no gaussianidad. Recientemente se ha obtenido una expresién
para ¢ considerando adicionalmente al campo del inflatén un campo vectorial [34]. En
este mismo trabajo, este formalismo se ha aplicado a diferentes escenarios inflacionarios
(curvatén vectorial [18, 35] e inflacién vectorial [15]).

Antes de realizar un estudio de la TPC resulta de gran utilidad estudiar la dinamica
inflacionarial®, ya que es necesario extraer informacién del fondo que serd requerida
para un estudio a ordenes mayores. Este analisis se hace con el fin de establecer las
condiciones energéticas para las cuales se puede generar inflacién y, por consiguiente,
poder resolver los problemas clasicos de la cosmologia estandar. No obstante, el estudio
dindmico del sistema de ecuaciones diferenciales acopladas no lineales que proporciona
cada modelo inflacionario resulta dificil si no imposible de resolver cuando el sistema
contiene un numero grande de grados de libertad. Sin embargo, esta dificultad puede ser
superada al usar técnicas sofisticadas como la teoria de los sistemas dindmicos la cual se
ha implementado en el campo de la cosmologia [36, 37]. El uso de esta técnica permite
obtener informacién cualitativa sobre la evolucién y el comportamiento asintético de
los modelos inflacionarios, tras obtener los puntos criticos del sistema, particularmente
aquéllos que correspondan a atractores.

En el primer capitulo de esta tesis, se pretende proporcionar las herramientas ne-
cesarias para comprender el verdadero principio cosmolégico y sentar las bases tedricas
para el estudio de las propiedades estadisticas de la perturbacién primordial en la cur-
vatura. Los conceptos de homogeneidad estadistica, isotropia estadistica y gaussianidad
estudiados alli, establecen los fundamentos en los que dicha formulaciéon estd basada.
De igual manera, se construyen una serie de implicaciones que fueron desarrolladas a lo
largo de este trabajo. Més especificamente se obtiene una equivalencia entre expansién
anisotropa y no invarianza ante rotaciones espaciales de los correladores de n puntos para
las perturbaciones de los campos. Asi mismo, se encuentra una implicacién bicondicional
entre invarianza ante rotaciones espaciales de todos los correladores de n puntos de los
campos involucrados y expansién isétropa, argumentando las condiciones bajo las cuales
se satisface dicha implicacion.

Posterior a este andlisis, en el capitulo 2 se extiende el formalismo 6N para multi-
ples campos escalares y multiples campos vectoriales. Alli, se hace un estudio general
de las contribuciones de las perturbaciones de los campos escalares y vectoriales, y de la
expansion anisétropa a la generacién de anisotropia estadistica en la pertubacion en la
curvatura!®. A partir de este estudio, se obtienen dos expresiones nunca antes encontradas
en la literatura que determinan la forma del espectro de (: la primera, se consigue al
asumir expansion isotropa, lo que conduce a obtener una unica forma para el nivel de
anisotropia; la segunda forma del espectro, se obtiene al asumir expansion anisoétropa,
lo que conlleva a que existan tres direcciones preferentes, caracterizadas cada una de
éstas por un nivel de anisotropia estadistica y relacionadas con la naturaleza de los campos.

En los capitulos 3 y 4 se aplican las expresiones obtenidas acerca de la anisotropia

3Este trabajo es comtinmente llamado orden cero en teoria de perturbaciones cosmoldgicas.

1En la referencia [34], s6lo consideran las perturbaciones de los campos pero en un fondo isétropo
(expansién is6tropa). Contrario al caso presentado en este trabajo en donde se considera también expansién
anisétropa.
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estadistica al modelo de Gauge flation [19] y al modelo de Hairy inflation [25], lo que
permite obtener una explicacién del signo negativo de g; encontrado en este ultimo
modelo. Adicionalmente, al aplicar dichos resultados al modelo de Gauge flation en el
que aseguran que la anisotropia es diluida durante inflacién aun cuando hayan campos
vectoriales de gauge, se obtiene en este trabajo un nivel de anisotropia que en todo sentido
es incoherente con el valor observado, lo que conduce a que no sélo se descarte este modelo
inflacionario sino que a partir de esta dificultad, se planteen diferentes alternativas que
conduzcan a un g¢ positivo y consistente con los andlisis observacionales.

Finalmente, los resultados anteriores los cuales fueron obtenidos a partir del trabajo de
investigacién de esta tesis, se presentan en una serie de conclusiones. Adicionalmente, se
muestran alli las posibilidades de investigaciéon a futuro que surgieron a partir de esta
tesis, asi como los resultados del andlisis del modelo de Hairy inflation a través de la
teoria de los sistemas dindmicos.



CAPITULO 1

El Verdadero Principio Cosmoldégico

La caracteristica mas importante de nuestro Universo a gran escala, es la aproximada
homogeneidad e isotropia que se presenta en la distribucion de galaxias. Esta carac-
teristica constituye el Principio Cosmoldgico [2, 5, 30, 38] el cual es valido para regiones
observables del Universo mayores a 100 Mpc. Para regiones observables menores que dicha
escala, el Universo presenta notables inhomogeneidades (galaxias, clusters, superclusters)
es decir, que la distribucién de densidad de energia a pequenias escalas (menores que 100
Mpc) es inhomogénea. Dicho de otra forma, el Universo luce igual en todas las direcciones
con respecto a cualquier regién de volumen 10°Mpc?, y en consecuencia luce igual en
cada una de estas regiones. Sin embargo, qué se puede entender exactamente como un
Universo homogéneo e isétropo con respecto a todas las regiones a grandes escalas?

Como consecuencia de las observaciones, si se divide el Universo en cubos superio-
res a 106Mpc? se podra observar que el Universo luce en promedio homogéneo e isétropo
con respecto a todos los cubos. Bajo este principio, que surgié inicialmente a partir de una
concepcion filoséfica y que posteriormente resulto siendo coherente con las observaciones
modernas, se fundamenta el marco teérico actual de la cosmologial. De aqui la gran
relevancia del principio cosmoldgico y de las bases observacionales en las que se establece.

De otra parte, las estructuras a gran escala presentes en el Universo observable
son el producto de la evolucién de perturbaciones primordiales identificadas con la
perturbacién primordial de la energia, la cual se define en un fondo descrito por la métrica
de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

dr?

2 _ 2 2
ds® = dt —a(t) 1_7},(7.2

+ 7% (d6* + sin®0de?) | (1.1)
en donde t es el tiempo coésmico, 7, 6 y ¢, son las coordenadas espaciales comdviles,
a(t) es el factor de escala del Universo, y K es la constante de curvatura de una
hipersuperficie tridimensional (3D). Esta métrica presenta simetria de invarianza ante
rotaciones espaciales (isotropia) con respecto a todos los puntos y simetria de invarianza
ante traslaciones espaciales (homogeneidad). El principio cosmolégico no corresponde al

!La ecuacién de Friedman, la ecuacién de continuidad, el proceso de nucleosintesis, la evolucién postin-
flacionaria, etc.

16



CAPITULO 1. EL VERDADERO PRINCIPIO COSMOLOGICO 17

conjunto de simetrias descritas anteriormente para la métrica de FRW sino al mismo
conjunto de simetrias asociadas a las estructuras a gran escala. Estrictamente, este
conjunto de simetrias para las estructuras no se respeta, sin embargo, se puede hablar en
promedios de homogeneidad e isotropia con respecto a todos los cubos.

Como resultado de la verdadera interpretacién del principio cosmolégico, es necesa-
rio formularlo de una manera mas profunda a través de las propiedades estadisticas
de las perturbaciones cosmoldgicas, denominadas: homogeneidad estadistica, isotropia
estadistica y gaussianidad.

1.1. Descriptores Estadisticos en la Teoria de Perturbaciones

El mecanismo fisico encargado de generar la estructura a gran escala a través de las
perturbaciones primordiales es de naturaleza cuantica. De aqui que sea de interes estudiar
las propiedades estadisticas del mapa de perturbaciones por medio de los correladores de
n puntos de las perturbaciones [39]. Se define la perturbacién escalar 3(x) en el espacio
real, la cual puede ser expresada en términos de los modos de Fourier 5(k) a través de la
expansion

d3k

B(x) = / Wﬁ(k)e“‘"‘. (1.2)

Los correladores de n puntos de la perturbacién 5(x) se definen como promedios de pro-
ductos B(x1)B(x2.)..0(x,) sobre el ensamble de universos [40], en donde x1, 2, ..., , co-
rresponden a diferentes puntos espaciales 2
[ Pkdky Py, k) B(k K. ) gi(k1x1+ka x5k )
(Bx1)Blxa)--Bx)) = [ i T (B0 Bl0a).. Bl e .
(1.3)
De esta manera, las funciones de correlacion en el espacio fisico pueden ser estudiadas a
través de las funciones de correlacion en el espacio de momentum. Adicionalmente, es til
trabajar en el espacio de momentum porque los modos asociados con las fluctuaciones

cudnticas del campo escalar durante inflacién se convierten en fluctuaciones cldsicas una
vez salen del horizonte. Lo mismo aplica para la perturbacién primordial en la curvatura

.

1.2. Homogeneidad Estadistica

Se conoce de las observaciones que el mapa de perturbaciones no es homogéneo, sin
embargo puede que la funcién de distribucién de probabilidad de la perturbacién 5(x) que
origina dichas perturbaciones si lo sea. Lo anterior, se puede cuantificar de la siguiente
manera: si los correladores de n puntos son invariantes ante traslaciones espaciales, se dice
que existe homogeneidad estadistica [2, 30, 41], es decir

(Bt + d)Blxz + d)... B0 + d)) = (B(x1)B(x2)..-B(x0)), (1.4)

2Este promedio de ensambles es, segiin la expresién (1.2), sobre los modos de Fourier ya que son las
Unicas variables estocasticas.
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en donde d es algin vector que establece el monto de traslacién espacial. Para lograr esta
propiedad, es necesario expresar el argumento de la funcién exponencial de la ecuacién
(1.3) como la suma de varios términos de la forma f(x; — x;), lo cual es posible si los
correladores de n puntos en el espacio de momentum son proporcionales a la funcién
Delta de Dirac?:

(B(k1)B(k2)...8(ky)) = (27)°6* (k1 + ko + ... + k) Mp(ky, ko, ..., k), (1.5)

en donde Mpg(ki, ko, ..., k;,) se denomina el (n — 1) espectro. La homogeneidad estadistica
es absolutamente necesaria como un hipdtesis del teorema ergddico [20, 21] (para una
explicacién mas detallada véase el apéndice 1). De lo contrario, aun cuando haya un marco
tedrico bien elaborado en la cosmologia y una serie de datos significativos proporcionados
por las observaciones, no hubiese forma alguna de comparar la teoria con la observacién.
No obstante, mediciones de las anisotropias en la amplitud de las fluctuaciones de la RCF
indican que existe una diferencia entre hemisferios opuestos [42, 43, 44], dicha anomalia se
denomina asimetria hemisférica. Lo anterior implica que dentro de una regién pequena del
cielo dependa de manera general sobre la direccién de la region senialando diferencias entre
hemisferios diametralmente opuestos. Sin embargo, la asimetria hemisférica no se puede
explicar como efecto de la anisotropia estadistica en la perturbacion en la curvatura debido
a que la varianza de la temperatura es la misma en parches con direcciones opuestas del
cielo en vista que el espectro es invariante bajo el cambio de k — —k. Se concluye entonces
que la asimetria hemisférica requiere inhomogeneidad estadistica en la perturabacién en
la curvatura, por consiguiente el correlador (1.5) no puede ser proporcional a la cantidad
53(k1 +ko+ ... +k;,) (con un espectro dependiente de la posicién) [45, 46] pero en regiones
pequenas del Universo observable es razonable asumir homogeneidad estadistica.

1.3. Isotropia Estadistica

Una vez se ha asumido homogeneidad estadistica, se puede indagar sobre la invarianza
ante rotaciones espaciales de los correladores de n puntos en el espacio fisico, es decir, iso-
tropia estadistica [2, 30, 41]. De igual modo, se conoce que el mapa de perturbaciones no
es isotropo; sin embargo, puede que la funcién de distribucién de probabilidad de la per-
turbacion de los campos 3(x) si lo sean. Se define isotropia estadistica, si los correladores
de n puntos en el espacio real son invariantes ante rotaciones espaciales

(6(x1)B(x2)...6(xn)) = (B(x1)B(x2)--B(%n)), (1.6)

en donde X; = Rx;, con R denotando un operador de rotacion. Esta caracteristica de los
correladores de n puntos se consigue si el espectro n — 1 de las perturbaciones satisface

Mg(ky, Ko, ..., k,) = Mg(ki, ko, ... Ky), (1.7)

en donde la tilde representa el vector de onda que ha sido rotado en el espacio de
momentum a través del operador R.

Si se asume que el correlador de dos puntos es invariante bajo traslaciones espacia-
les (homogeneidad estadistica) considerando la posibilidad de invarianza ante rotaciones

3Esta no es la tinica escogencia.



CAPITULO 1. EL VERDADERO PRINCIPIO COSMOLOGICO 19

espaciales (isotropia estadistica), se definen las funciones de correlacién de dos, tres y
cuatro puntos para los modos de Py respectivamente como

(B(k1)B(ka)) = (2m)*6%(ky + ko) P3(k), (1.8)
(27)36% (ky + ko + k3) Bg(k1, ka2, k3), (1.9)
(27)36% (ky + ko + k3 + ka)T(ky, ko, k3, kq), (1.10)

=

ka

3
~ =
N
g
=~ =
NTEND
g
~ =
PN
| [

y asi sucesivamente.

En las expresiones anteriores Pg, Bg y T se denominan el espectro, biespectro y tries-
pectro respectivamente. En el argumento del espectro se ha considerado k = |k;| = |ka|,
y para el biespectro k; = |k;|.

Se ha observado para los correladores de dos y tres puntos, que el espectro y el
biespectro dependen de los nimeros de onda y no de los vectores de onda cuando se
considera isotropia estadistica. Caso contrario ocurre con el triespectro, el cual siempre
depende de todos los vectores de onda?.

Si la naturaleza de las perturbaciones es de caracter vectorial o tensorial, no hay
manera alguna que los correladores de n puntos en el espacio real resulten invariantes
ante rotaciones espaciales. No obstante, los espectros de la perturbaciones escalares
que acompafian los respectivos vectores o tensores de polarizaciéon pueden satisfacer la
condicién de isotropia estadistica (1.7).

Si se supone que durante la era inflacionaria se rompe la invarianza rotacional, de-
bido a la presencia de un campo vectorial que apunta en la direccién preferencial del
vector unitario i, la forma del espectro de potencias se modifica segin [47]

P,(k) = PI°(k)[L + g (k.)?] (L11)

En la expresion anterior Péso(k) es el promedio sobre todas las direcciones, g¢ es el nivel

de anisotropia estadistica y k es el vector de onda unitario.

El espectro Pgso(k‘) isétropo es parametrizado en términos de una amplitud Ac y
un indice espectral n¢ el cual indica la desviacién de la invarianza de escala del espectro

150 27T2 k nel

1.4. Gaussianidad

Un andlisis de las perturbaciones (k) en el espacio de momentum, conduce a determi-
nar si la funcién de distribucién que gobierna a (x) en el espacio real es gaussiana. Esta
caracterisica se determina si no hay correlaciéon entre las perturbaciones para diferentes

4Esto ocurre de manera general para los correladores con n > 4, dado que no se puede conseguir una
parametrizacién similar como la que se muestra en las ecuaciones (1.8) y (1.9), cuya dependencia se pueda
expresar sélo en términos de los niimeros de onda.



CAPITULO 1. EL VERDADERO PRINCIPIO COSMOLOGICO 20

vectores de onda
(B(k1)B(kz)) = (2m)°6° (k1 + ka) P5 (k). (1.13)

Adicionalmente, si los correladores impares con n > 3 son cero, se puede afirmar que la
funcién de distribucién de probabilidad para la perturbacién 5(k) es simétrica alrededor
del valor medio. Igualmente, si todos los correladores pares con n > 4 se pueden expresar
como una suma sobre todas las posibles formas de apareamiento de B(k)s de productos
de correladores de dos puntos, es decir

(B(k1)B(k2)B(k3)) = 0, (1.14)

(B(k1)B(k2)B(k3)B(ka)) = (B(ki)B(ke))(B(ks)B(ka)) + (B(k1)B(ks))(B(k2)B(ka)) +
(B(k1)B(k4))(B(k2)5(ks))
= (271') (S ( + k2)5 (kg =+ k4)P5(k1)P/3(k3) + 2 perm.,

(1.15)

se dice entonces que la funcién de distribucién que gobierna a la perturbacién 3(k)
es Gaussiana. En las expresiones (1.13) y (1.15) se muestra que es necesario asumir
homogeneidad estadistica como una condicién necesaria pero no suficiente para garantizar
gaussianidad. Siendo asi, se puede concluir que una perturbaciéon gaussiana es estadisti-
camente homogénea aun cuando ésta no sea estadisticamente isétropa.

Por consiguiente, la condicién de gaussianidad enunciada anteriormente, implica
que la funcién de distribucién de probabilidad para [3(x) en el espacio real, pueda ser
expresada como [40]

P(B(x)) = %e—ﬁ(x)/zw(x»? (1.16)

2m(B(x))

Es necesario indicar que la gaussianidad de f(k) no es una condicién suficiente para
garantizar la gaussianiad sobre [((x). De hecho, esta ultima perturbacién puede ser
expresada como una suma de cantidades no correlacionadas de (k), incluso cuando éstas
no sean gaussianas. Este hecho se conoce como el teorema el limite central [48].

Cuando las perturbaciones (k) no son gaussianas (considerando atin homogenei-
dad estadistica en los correladores de m puntos, en vista del teorema ergédico), los
correladores con n > 3 se expresan a través de correladores de n puntos conectados,
los cuales establecen una desviacién de la gaussianidad. Lo anterior conduce a que los
correladores de tres y cuatro puntos sean escritos respectivamente como

(B(k1)B(k2)B(k3)) = (2m)*6%(ky + ks + k3)Ba(ky, ko, ks), (1.17)
(B(k1)B(k2)B(ks)B(ka)) = (2m)°0°(ky + ko + ks + ka)Tp(ki, ko, ks, ky) +  (1.18)
(2)%6% (k1 + k2)6° (k3 + ka) Pg(k1) Ps(ks) + 2 perm.

Para el caso de la funcién de distribucién asociada a la perturbacion en la curvatura ¢, el
biespectro y el triespectro son parametrizados en términos de productos del espectro P,
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y las cantidades adimensionales fx7 v Ty respectivamente

6
Bg(kl, ko, k3) = ngL[P{(kl)Pg(kQ) + Perm.], (119)
1
Tg(kl, ko, k3, k4) = iTNL[PC(kl)P((kQ)Pdkl + k4| + Perm.] +
54

or 9L (ki ke, ks, k) + [Pe(ki) P (ko) P (ks) + Perm.] (1.20)

De las expresiones anteriores, se observa que todos los correladores son definidos una vez
el espectro se ha especificado. De otra parte, las cantidades fyr, TNz ¥ NI corresponden
a los niveles de no-gaussianidad. Del estatus observacional actual estas cantidades son los
descriptores estadisticos®, una vez la amplitud del espectro A¢ ha sido fijado al valor ob-
servado. Dichos descriptores cumplen la funcién de discriminar entre los distintos modelos
sobre el origen de las estructuras a gran escala.

1.5. Fundamento Observacional

El valor proporcionado por COBE para la amplitud espectral es Aé/ 2 = (4.957 +
0.094) x 107° [49]. La informacién mas reciente suministrada por el satélite WMAP para
el indice espectral muestra que ne = 0.96840.012 [13]. El nivel de no gaussianidad fnz, en
el biespectro B, después de 7 afios de resultados del satélite WMAP, estd en el rango de
—10 < fyr < 74 a 20 [13]. Segtn el quinto ano de resultados del WMAP, se encontré que
el valor para el nivel de no gaussianidad 7n, en el triespectro estd en el rango de —0,6 <
TNL/104 < 3.3, mientras que para gyr, se encontré que —7.4 x 10° < gy, < 8.2 x 10° [50].
Se espera que en un futuro WMAP reduzca el limite de no gaussianidad sobre fyr v 7
a 20 de tal manera que |Afyr| < 40 [51] y |Arnr| < 2 x 10* [52] respectivamente. El
satélite PLANCK promete reducir el limite a |A fyr| < 10 [51] y a |A7yz| < 560 [52] a 20.
Ademss, estudios de la linea espectral de 21 ¢m de emisién para el hidrégeno previo a la
era de reionizacién, proporcionaran conocimiento sobre los niveles de no gaussianidad con
una incertidumbre de |Afyr| < 0.2 [53, 54] y |A7n| < 20 [54] a 20 de confianza. Anélisis
en la RCF han proporcionado un valor para el nivel de anisotropia estadistica, en el rango
de g¢ ~ 0.290 & 0.031 [8] excluyendo el cero a mas de 90. La incertidumbre asociada a
esta cantidad segin la referencia [55] es |Ag.| < 0,3. Se espera que en un futuro WMAP
y PLANCK reduzcan el limite del nivel de anisotropia estadistica a 20 de tal manera que
|Age| < 0,1y |Age| < 0,02 respectivamente [55].

Junto con el nivel de anisotropfa estadistica g estudiado en la seccién 2.3.



CAPITULO 2

El Formalismo /N con Miiltiples Campos
Escalares y Vectoriales

2.1. La Perturbacién en la Curvatura (

En virtud de la suposicién de universos separados [2], se considera un gauge en el que
los threads sean coméviles y ortogonales a los slices de tiempo constante!. Por consiguiente,
la perturbacion en la curvatura ( se define sobre un slicing de densidad uniforme a través
de la métrica espacial?

gij = a®(x,t)7i5(x), (2.1)

en donde el término a(x,t) = a(t)e¢™*!) representa el factor de escala local y en donde el
determinante de ~;;(x) = (Ie");; es igual a uno®. De aqui que h tenga traza nula hi = 0 4.
La dependencia netamente espacial de 7;; se debe al hecho de que, bajo la suposicién de
universos separados, una vez se ha suavizado la perturbacion en la densidad de energia y la
métrica espacial a escalas fuera del horizonte, ésta debe coincidir con la métrica espacial
0;; del correspondiente universo no perturbado. A partir de la definicién del factor de
escala local se encuentra que

C(x,t) = d(lna(x, t)). (2.2)

Iniciando en un tiempo t;, correspondiente a un slicing plano, es decir con curvatura
espacial constante y terminando en un slicing de densidad de energia uniforme referente
a un tiempo t, se define la cantidad de expansién cuantificada en e-folds

N(x,t) = In [Z((j,f))} . (2.3)

'Este tiempo coordenado es definido para cada slice y en general no representa el tiempo césmico de
un universo no perturbado.

2De manera ansloga se define la perturbacién en la curvatura v sobre un slicing genérico.

3Esta condicién se impone debido a que el elemento de volumen debe ser una cantidad invariante
d'V = /—gd*z, siendo g el determinante de g,., .

4Esta cantidad debe dar cuenta de las perturbaciones primordiales tensoriales.

22
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A partir de esta expresién y de la ecuacién (2.2) se obtiene una forma de cuantificar la
perturbacién en la curvatura ¢ en el Universo temprano mediante la formula § N [33]

C(x,t) = N(x,t) — No(t) = 0N (x,t), (2.4)

en donde Ny = In [a?gi)} es la cantidad de expansion no perturbada. Cabe resaltar que la
escogencia de una época inicial no tiene ninguin efecto sobre 6N debido a que la expansién
cuando se va de un slicing plano a uno cualquiera es uniforme. Se elige como época inicial
un tiempo de Hubble después de que la escala del suavizado deja el horizonte durante

inflacion.

Bajo la suposicién de universos separados, el cambio en la energia dentro de un
volumen comoévil es dado por —PdV compatible con el hecho que el flujo de particulas
dentro o fuera de dicha regién es despreciable antes de la entrada del horizonte. Adi-
cionalmente, si la presion P es funcién unica de la densidad de energia p, es decir si la
presion es adiabdtica

P = P(p) (2.5)

se obtiene a través de la ecuacién de continuidad que C es independiente de la posicion
[2]. Sin invocar alguna teorfa de la gravedad® se encuentra que ( se conserva en escalas
fuera del horizonte [4] si se cumple la condicién (2.5).

Como un ejemplo se considera la época de nucleosintesis T ~ 1MeV, cuando la
escala mas pequena relevante se aproxima a la entrada del horizonte, el fluido césmico es
dominado completamente por radiaciéon P = p/3, implicando un valor constante de {(x).

2.2. La Formula 6 N

El formalismo dN® es una técnica que se usa para calcular la perturbacién primordial
en la curvatura en términos de las perturbaciones de los campos a la salida del horizonte ¢,
y de las derivadas del nimero de e-folds no perturbado. Para este trabajo, se considera el
caso mas general en el que la dinamica inflacionaria es conducida por n campos escalares
y m campos vectoriales. Asi, la perturbacién en los campos puede escribirse de manera
compacta por medio de la definicién

6(I>A = {(5¢],5A?}, (2.6)

en donde I (senalando campos escalares) corre de 1 a n, mientras que a (senalando campos
vectoriales) corre de 1 a m . El indice i denota las componentes espaciales de cualquier
campo vectorial. Se define las derivadas de N con respecto a los campos escalares y vec-
toriales de manera separada introduciendo la notacién [39]

Na={N;,N}, (2.7)

Nap = {N1; ,N}; , N}, (2.8)

5Esto se debe a que la ecuacién de continuidad se obtiene de forma alternativa mediante argumentos
termodindmicos [2].
5V4lido a todas las escalas pero no a todos los ordenes en teorfa de perturbaciones.
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en donde se ha considerado las derivadas mixtas de segundo orden de los campos ¢; y A?
definidas como N}’j = 90N/0¢ IA?. Por consiguiente, la perturbacién en la curvatura puede
ser escrita a través de los multiples campos escalares y vectoriales como una expansién en
serie de Taylor de la forma

1
C(x,t) = IN(0PA(x),t) = NodDP 4 + §NAB5(I)A5<I)B + ..., (2.9)

en donde se ha considerado dnicamente términos hasta segundo orden en la expansion.
Sin embargo, en este estudio, se considerara términos lineales ya que sélo se desea estudiar
el espectro de las perturbaciones y no otras funciones espectrales que surgen al consider
ordenes mayores en las perturbaciones, como el biespectro y el triespectro. De esta ex-
presién se observa claramente que las funciones de correlacién para la perturbacién ¢ se
pueden expresar como una serie perturbativa a través de las funciones de correlaciones de
las perturbaciones de los campos. Por esta razon, se expresa una vez mas, la perturbacion
¢ en términos de los modos de Fourier, lo cual conlleva a escribir la expresién (2.9) como
1 d3k:

C(k,t) = Nao®(k,t) + iNAB / W(S(I)A(k —k1)dPp(ky). (2.10)
Con el fin de encontrar el correlador de dos puntos y por ende la forma del espectro, se
realiza un promedio sobre el ensamble de universos de productos de la perturbacion ¢ (k)
con sus respectivos vectores de onda

(C(k1)C(ka)) = NaNp(0®a(k1)oPp(ks)) (2.11)
N (3¢ (k1)d(ka)) + NiN; (0 Ai(k1)dA; (ko))

En vista de la dependencia del correlador de dos puntos (o de manera general de n puntos)
para la perturbacién ¢ con respecto a los correladores de los campos involucrados, se tienen
las siguientes implicaciones que fueron construidas a lo largo de este trabajo y postuladas
de manera general:

e Como una conjetura, se tiene que’: si la expansién es anisétropa (con las perturba-
ciones de los campos viviendo en un fondo anisétropo) entonces existe un correlador
de las perturbaciones de los campos® (expresién (2.12)) tal que no es invariante ante
rotaciones espaciales.

e Ahora, en la direccién contraria negando la proposicion: si todos los correladores
de los campos son invariantes ante rotaciones espaciales entonces la expansion es
isétropa.

e Finalmente, si la expansién es isétropa (por ejemplo si el fondo es de FRW), enton-
ces todos los correladores son invariantes ante rotaciones espaciales, dado que para
las perturbaciones escalares no hay dependencia explicita del vector de onda en las

7Si bien, en este trabajo no se presenta una demostracién formal de esta afirmacién, resulta incoherente
pensar que no se cumpla, debido a que no existe una simetria en el fondo métrico y por ende en los
correladores de n puntos, los cuales son construidos a partir del fondo.

8Ya sea el del campo escalar o vectorial, dado que el correlador mixto de las perturbaciones siempre
se hace cero, asf el fondo sea anisétropo. Esto se debe a que no hay correlacién entre campos de diferente
naturaleza.
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ecuaciones de movimiento y, por ende en la solucién misma [30]. Para las perturba-
ciones vectoriales la condicién se puede relajar, de tal manera que los correladores
que sean invariantes ante rotaciones espaciales sean aquéllos que son construidos a
partir de las cantidades escalares que acompanan los respectivos vectores y tensores
de polarizacion.

Lo anterior se puede expresar de manera simbdlica como: sea p la expansiéon anisétropa
y ¢ la no invarianza ante rotaciones espaciales de los correladores, entonces: (p = q)
Sng =

En el siguiente estudio, se permitird la posibilidad que los correladores de dos pun-
tos de los campos presentes no sean invariantes ante rotaciones espaciales debido a que
la expansién es anisétropa. No obstante, es necesario asumir homogeneidad estadistica®
en los correladores asociados a los campos con el fin de obtener el espectro de las
perturbaciones. Esta caracteristica se expresa a través de la funcién delta de Dirac en la
ecuacién (1.8), la cual permite escribir los correladores de los campos presentes como

(6D 4(k1)0D (k) = (27)38(ky + ko) TLap (K1), (2.13)

en donde II4p = {Hu(k),Hl}j(k), ?J(k),ﬂg’(k)} corresponde al espectro de las pertur-
baciones de los campos escalares y vectoriales. Asi, el espectro de ( se relaciona con los
espectros Il 4p por medio de la expresion

(2m)?0 (k1 + ko) P (k1) = (27)?0 (k1 + ko) [NaNpIlap(ki)]. (2.14)
De esta expresién claramente se obtiene el espectro de ¢ a primer orden o a nivel arbol'”
Pr(k1) = NaNpIlap(ky). (2.15)

La expresion anterior exige determinar los espectros I145(k) de los campos para calcular
el espectro asociado a (. En el caso mas general, es posible que el espectro II45 de cada
campo, sea distinto, ya que estos espectros muestran una dependencia con el vector de
onda, debido a que la expansién es anisétropa. En esta situacion, el espectro de ¢ resultaria
estadisticamente anisétropo. Se define el correlador de dos puntos para las perturbaciones
escalar-escalar como

(601 (k1)0¢s (ko)) = (2m)*5(k1 + ko) 15 (k1). (2.16)
Los espectros de las perturbaciones vectorial-vectorial se definen como

(047 (k1)dAj (ko)) = (2m)°0° (kr + ko) T (k) (2.17)
en donde el espectro H?]b se define segin la referencia [34] como

I8 (k) = TI5" (k) P2 (k) + i1 7" (k) P (k) + 1. (k) P, (k), (2.18)

ong

9Como se ha expuesto en el capitulo 1.

°Cuando se consideran contribuciones de orden mayor de los correladores de las perturbaciones de los
campos, el cdlculo del espectro de ¢ no es tan claro a diferencia del caso presentado. En la referencia [56],
se introdujo una aproximacién diagramética denominada reglas de Feymann, para calcular el espectro a
ordenes mayores cuando se consideran campos escalares. Esta aproximacién sigue el mismo espiritu que
los diagramas de Feynmann de la teorfa cuantica de campos. En la referencia [39] se consideré ademss, la
posibilidad de incluir perturbaciones de campos vectoriales.
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que a su vez ha sido escrito en términos del espectro asociado a la componente longitudinal
ngng y los espectros que conservan y violan paridad P_ﬁb y P respectivamente. Estos
espectros estan definidos como
ab — ab ab
Pt = (PR + PP, (2.19)
siendo Pf;‘ib y P}jb los espectros asociados a la componente trasversal del campo vectorial

con polarizacién circular derecha (R) e izquierda (L) respectivamente'!. Estos espectros
estdn definidos mediante los correladores

(0AS(k1)SAY (ko)) = (27)*6° (k1 — ko) (K1), (2.20)

en donde se ha hecho uso de la condicién de realidad 5(—k) = p*(k), con A denotando
las distintas polarizaciones.

Adicionalmente, se definen los espectros

A I . I o s
77 (k) = 655 — kaky, 1™ (k) = ejrky, 17 (k) = kik;. (2.21)
Ahora, es posible determinar el espectro de ¢ en términos de las componentes de los espec-
tros asociados a los campos escalares y en términos de los espectros vectoriales definidos
anteriormente. Haciendo uso de la expresién (2.18) y de las definiciones de los espectros
(2.21), el espectro de ¢ (2.15) queda determinado segin la expresién

Pe(k1) = (N})?PL, (k1) +NENL (85— k1ikry) P (ky ) Saptieijkern P (Ky ) Saptk1ikny Pie, o (K1) dap),
(2.22)

en donde €;;; es el tensor totalmente antisimétrico. En la expresion para el espectro de
¢, no se ha considerado correlacion entre diferentes perturbaciones escalares y diferentes
perturbaciones vectoriales y se ha permitido considerar violaciones en la paridad en el
lagrangiano. Sin embargo, debido a argumentos de simetria, el término en el que esta pre-
sente P (k1) se anula. Por consiguiente, se obtiene de manera general (cuando se consi-
dera expansién anisétropa), el espectro de la perturbacién en la curvatura ¢ cuando estéan
presentes multiples campos escalares y multiples campos vectoriales

Pe(ki) = (NJ)*Piy (ki) + N{Nj (835 — kaikg) Py (ki) + NENJ ik Pl (k). (2.23)

2.3. Contribucién de las Perturbaciones de los Campos y de
la Expansion Anisétropa a la Generacién de Anisotropia
Estadistica en la Perturbacion Primordial en la Curva-
tura

En esta secccién se considera la posibilidad que haya violaciones de la isotropia es-
tadistica en los correladores de n puntos, lo cual implica modificaciones en los descriptores
estadisticos de la perturbacion primordial en la curvatura (. Como una posibilidad, para

HNuevamente estos espectros pueden depender del vector de onda, cuando se considera expansién
anisétropa.
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parametrizar la anisotropia estadistica (asumiendo homogeneidad estadistica) el espectro
se modifica de tal manera que adquiere una dependencia explicita con el vector de onda.
En esta forma, el espectro se parametriza segun la referencia [47] como

Pe(k) = PE°(k)[1 + ge (k.h)?. (2.24)

En las siguientes secciones se calculara el nivel de anisotropia estadistica debido a las
contribuciones de la perturbaciones de los campos y a la misma expansion anisétropa.

2.3.1. Anisotropia Estadistica con Expansiéon Isétropa

Como primer caso, se considera que la expansion es isétropa, de modo que los corre-
ladores de los campos sean invariantes ante rotaciones espaciales. En vista de lo anterior,
la ecuacién (2.23) se expresa ahora como

Pe(k1) = [(N§)* Pis(kr) + N2 PE(E D]+ (N - ki) [Plyg (k1) — P (K] (2.25)

En vista de la parametrizacién del espectro anisétropo (ecuacion (1.11)) y de la expresién
(2.25) para el espectro de (, se obtiene tantos niveles de anisotropia estadistica como
nimero de campos vectoriales presentes

a __ (rlgimg - 1)(Nza)2pi(k1)
N = NDRPL (k) + (NP2 PR

(2.26)

en donde se ha hecho uso de la definicién de la cantidad 7jong = Plong/P+ v se ha identi-
ficado el espectro is6tropo como

Pi*? = (N})*Py (k) + (NP (). (2.27)

Cabe indicar que aun cuando se haya considerado la parametrizacién (1.11), la cual sélo
considera una tnica direccién preferente, el resultado final muestra que existe a direcciones
preferenciales debido a los multiples campos vectoriales.

2.3.2. Anisotropia Estadistica con Expansion Anisétropa

A diferencia del caso anterior, se considera que la expansién sea anisétropa, lo que con-
lleva segun las implicaciones obtenidas en este trabajo, que los correladores determinados
por los espectros de las perturbaciones de los campos Fsg, Py, P—, Pjon4 no sean invariantes
ante rotaciones espaciales, lo cual es equivalente a que estos espectros sean dependientes
del vector de onda, generando por ende un espectro para ¢ de la forma

450 I 1 anra 7 a 150
Pe(ki) = (NJ)?PL(k)[1+ gig(ke - dsg)?] + NN (855 — kb)) PS50 (k) (1 +
g% (k- d)%) + NNk P10 (k1) (1 + gfong (k1 - dipg)?)- (2.28)

Como se observa en esta expresion, los espectros Psg, Py, P, Pjopg se han parametrizado
al igual que la expresién (1.11). Considerando sélo perturbaciones lineales, el espectro
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anisétropo toma la siguiente forma

Poki) = [(N2)2PLi%(ke) + NE2PS (k)] + gy (N2 PLi% (k) (ks - ) +
gL (NS (k) (Ry - d1)% + PE (k)N - Tep)? + PREse (k) (N - Ky)?,

el cual puede ser reescrito como
P50 ~ 9 1 ~a (1, N4 ~q a ’ 7¢
Pe(ki) = PF(k1)[1 + 9§¢>(k1 : d5¢)2 + 9% (ke - dy)? + G (NP (ke - N, (2.29)

con un espectro isétropo dado por la expresién (2.27). En la expresién anterior se ha
considerado la definicién N* = NN

Del espectro (2.29) se identifica ahora tres niveles de anisotropia estadistica, o lo
que es equivalente tres direcciones preferenciales, dos de los cuales son adicionales con
respecto al encontrado en el caso de expansién isétropal?. Cada uno de estos dos nuevos
niveles de anisotropfa estan asociados a la naturaleza de los campos presentes!'?

-1 g§¢(NI)2P1130(k1)
e (N])?Psy (k) + (N2 P (k1) (2.30)
G — gL (NM)2PE 0 (ky)

T (NP Pog (k) + (Nf)2P (k1) (2.31)
o (g = DOVE2PE (k) (2.32)

IN T ND)2 Prg(ky) + (NE2PE (k)

Este resultado nunca antes encontrado en la literatura, expone las contribuciones de las
perturbaciones de los campos y de la expansién anisétropa a la generacién de anisotropia
estadistica en la perturbacién en la curvatura ¢. Con el fin de obtener los valores de
los niveles de anisotropia proporcionados en las ecuaciones (2.30)-(2.32) y por ende poder
comparar con la observacion, es necesario realizar un estudio de la produccién anisétropal?
de particulas y hacer el calculo de las derivadas de N en un fondo anisétropo. Como se
observa, los espectros involucrados de manera explicita en los niveles de anisotropia son
isétropos, los cuales han sido calculados en la referencia!® [27] para las perturbaciones
vectoriales cuando éstas viven en un fondo hommogéneo e isétropo de FRW. De otra
parte, en este trabajo a diferencia del realizado en [34], se consideré la posibilidad de una
expansion anisétropa asociada a un fondo anisétropo pero homogéneo (por ejemplo, si el
fondo es de Bianchi tipo I [57]). De esta manera se obtuvo el espectro de la perturbacién
¢ en donde se observa de manera explicita la dependencia de los vectores de onda de las
perturbaciones.

12Fste nivel de anisotropia esta dado por la ecuacién (2.26), cuya forma funcional es similar a la expresién
(2.32) pero difieren en la cantidad N, la cual depende del fondo métrico.

13Sjendo mas exacto, en principio se tienen I y a niveles de anisotropia denotados como §§¢ y G4, debido
a los multiples campos escalares y vectoriales respectivamente.

14Este es un tema de estudio actual que se originé a partir del proceso de investigacién de la tesis.

15Ver ademas el apéndice A.



CAPITULO 3

Anisotropia Estadistica en Modelos con Miltiples
Campos Vectoriales

3.1. Modelo Gauge-flation

Se han propuestos diversos escenarios inflacionarios, los cuales involucran diferentes
tipos o configuraciones de campos: campos vectoriales (con tres campos mutuamente
ortogonales o un numero grande de campos orientados aleatoriamente en el espacio)
[15], campos de gauge Abelianos U(1) [25, 27], y recientemente campos de gauge no
Abelianos [19, 58], cuya triada mencionada en el modelo de inflacién vectorial [15], surge
de manera natural (en el espacio real), dentro de la simetria de gauge no Abeliana
del grupo SU(2)!. El modelo basado en estos tipos de campos preserva la invarianza
rotacional; esto quiere decir que si se hace una rotacién en el espacio abstracto (espacio
de isospin) y las propiedades del sistema no cambian (por ejemplo si la expansién sigue
siendo isétropa), en el espacio fisico (real) se tendréd igualmente invarianza rotacional, en
donde la orientacién relativa entre los campos no cambia al igual que sus magnitudes.
Estas caracteristicas de los campos proporcionan igualmente una expansion isétropa en
el espacio real. Como conclusién, se preservan las propiedades topolédgicas de estos dos
espacios dado que existe un homomorfismo entre O(3) y SU(2) [60].

Lo atractivo de esta teoria de campos de gauge no Abelianos, se debe a que es
ampliamente aceptada como un marco de trabajo en la construccién de modelos de fisica
de particulas, cuya configuracion como se ha mencionado, surge de manera natural,
contrario al caso de los campos vectoriales en el que no es usual encontrar este tipo de
configuracién.

3.1.1. Descripcién del Modelo

En este modelo se consideran campos de gauge no Abelianos que transforman bajo el
grupo de simetria SU(2), con Af, representando los campos vectoriales; en donde a son los
indices del algebra de gauge internos y p representa las componentes espacio-temporales.

!Esta configuracién de los campos es una solucién a las ecuaciones de campo y de movimiento, adem4s,
corresponde a un atractor del sistema [59)].

29
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Para este modelo, se fija un gauge temporal, como primera condicién para los campos:

6 = 0 y se permite asi mismo la siguiente configuracién?

AL = 6(1)07, (3.1)
de donde se observa que cada uno de los vectores de gauge se ubican en las tres direc-
ciones del espacio en coordenadas cartesianas, resultando en una configuracion de tres
vectores mutuamente ortogonales, los cuales coinciden con las componentes del vector A{
en un espacio interno. De otra parte, el escalar que transforma bajo transformaciones de
coordenadas es definido como o)

v="5 (3.2)

En cuanto al fondo métrico, se considera un fondo homogéneo e isétropo de FRW escrito
en coordenadas cartesianas como?

ds® = —dt? + a®(t)5;jda’da’. (3.3)

El lagrangiano escogido debe ser invariante de gauge, el cual es construido a partir de la
métrica g"” y el tensor de esfuerzos F,,. De aqui que

1 K N 9
L= _ZFﬁl’F#V + @(e’“’ TEFG)7 (3.4)
en donde €**A? es el tensor totalmente antisimétrico, k£ es una constante y se ha definido

el tensor de esfuerzos para una teoria de gauge como
Fl, = 0,A% — 0,A% — gep Ab A, (3.5)
cuya componentes equivalen a
; 2
By = 08¢, Ff = —gd’el;, (3.6)
con g siendo la constante de acoplamiento entre la materia y los campos de gauge y el
punto denotando la derivada con respecto al tiempo césmico. Nétese que el término F*4 en
el lagrangiano que describe este modelo es el que permite obtener la condicién energética

p+ 3P < 0y por consiguiente generar un periodo inflacionario lo suficientemente largo
para solucionar los problemas cldsicos de la cosmoldgia estandar [61].

3.1.2. Anisotropia Estadistica

En la referencia [59], se consideré inicialmente para este modelo un fondo métrico
anisotropo de Bianchi tipo I; sin embargo, a través del estudio de sistemas dinamicos, se
obtuvo que el atractor para este modelo es el descrito por la métrica de FRW, generando
después de unos pocos e-folds de inflaciéon una expansién isétropa en acuerdo con el
teorema del no cabello césmico [20, 21]. Este resultado se determiné a partir de un
parametro que caracteriza la expansién anisétropa A, cuyo comportamiento asintético
durante inflacién su es tal que toma el valor de 1 al final de este periodo, correspondiendo

2Considerar el pie de pagina 1.

3Este modelo también se estudia en un fondo homogéneo pero anisétropo de Bianchi tipo I [59], en donde
se encuentra que después de unos pocos e-folds, el estado del universo al final de inflacién se isotropiza, en
coherencia con el teorema del no cabello césmico [20, 21].
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al caso de un universo de FRW como se indicé anteriormente.

Los autores de este modelo senialan que como efecto de la configuracién de tres
campos mutuamente perpendiculares y que el atractor sea el descrito por la métrica de
FRW, las anisotropias son diluidas durante inflacién aun cuando se inicie con un fondo
métrico anisétropo. Esta afirmacion es bastante fuerte dado que la anisotropia estadistica
no soélo se origina como efecto de la expansion anisétropa. Se conoce que por lo menos
existen dos fuentes que generan anisotropia estadistica en la perturbacién primordial
en la curvatura ¢ como lo indican los resultados obtenidos en la seccién 2.3 de este
trabajo. Se ha identificado que una de estas fuentes se debe a la naturaleza misma de
las perturbaciones de los campos y, la restante, a la expansién anisétropa. De aqui, que
se esté interesado en conocer la contribucién de las perturbaciones vectoriales cuando se
tiene una expansién isétropa.

En primer lugar, es necesario indicar que las expresiones obtenidas en este trabajo
para calcular el nivel de anisotropia estadistica obtenidas a partir del formalismo dN
siguen siendo vélidas cuando se consideran campos de gauge no Abelianos [62].

De otra parte, como resultado de que no estén presentes campos escalares y que
los campos de gauge no Abelianos no tengan masa (7o, = 0) para este modelo, la
expresion (2.26) obtenida en este trabajo, proporciona un valor para g; = —1, resultando
inconsistente su valor absoluto? con el obtenido en la referencia (8] g = 0.290 £ 0.031
y en consecuencia, excluyendo este modelo como generador de las estructuras a gran
escala. Cabe resaltar que este es uno de los resultados méas importantes de este trabajo
de investigacién junto con las expresiones para el nivel de anisotropia presentadas en la
seccion 2.3, las cuales permitieron proporcionar un valor de g para este modelo.

En el capitulo 5, se expone un escenario alternativo con el fin de que el modelo de
Gauge-flation sea nuevamente incluido dentro de los modelos inflacionarios que son
consistentes con los parametros observacionales, lo cual implica a priori incluir campos
de gauge no Abelianos masivos tal que 15,4 # 0.

3.2. Modelo Hairy-inflation: Descripciéon del Modelo

En este modelo [25], se plantea una forma alternativa de generar inflacién mediante el
acoplamiento entre un campo vectorial sin masa A, y el campo del inflatén ¢. Este hecho
se ve reflejado en la accién mediante la funcién de acople f(¢) en el término cinético del
campo vectorial

5= [atey=g [-gmiR + 50,0009 ~ V() - 1P| )

En esta expresién R es el escalar de Ricci, V(¢) es el potencial del inflatén, m,, es la masa
reducida de Planck y F},, es el tensor definido como F},, = 9,4, — d, A, correspondiente

4Si bien, el signo negativo también podria generar alguna inconsistencia, es posible asimismo que el valor
reportado pueda contener errores, resultando sensible el cambio de signo ante tales errores. Sin embargo,
en este caso es el valor absoluto que presenta mayor dificultad debido a que dicho valor estd muy distante
del ancho de incertidumbre reportado.
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a un término cinético tipo Maxwell.

Con el fin de generar expansién anisétropa prolongada, se considera la métrica
anisétropa de Bianchi tipo I°, en donde la direccién del campo vectorial se orienta a lo
largo del eje z. De aqui que exista una simetria en el plano xy, de modo que la métrica
pueda ser expresada como®

ds? = dt* — 2D 27D (da? + dy?) + e 17Dz, (3.8)

y parametrizada a través del factor de escala global isétropo a = e® y el shear espacial
o, que caracteriza la expansion local. El pardmetro de Hubble H global se ha definido
como un promedio de los pardmetros de Hubble locales” H = %(Hx +Hy+ H,) = ¢
Dicha parametrizacién en la métrica, es consistente con el hecho que a = /—g, siendo g
el determinante de la métrica.

De otra parte, La razén entre el shear ¥ = a,/a, = &(t) y el pardmetro de Hub-
ble H: %, caracteriza el monto de expansiéon anisétropa presente durante la fase
inflacionaria, y es por consiguiente, una de las cantidades mas relevantes a estudiar
cuando se considera expansién anisétropa.

Se ha encontrado recientemente que este modelo inflacionario anisétropo [25], es el
primero de su especie en ser estable. Sin embargo, se ha obtenido para este modelo
un valor negativo del nivel de anisotropia estadistica (via teoria de perturbaciones
cosmoldgicas) cuya naturaleza es dificil de entender [28, 1, 63]. Esta dificultad se debe
a la complejidad en la soluciéon de las ecuaciones de evolucién cuando se consideran
perturbaciones. Cabe notar que un signo negativo de g¢ es inconsistente con el valor
reportado gc = 0.290 & 0.031 [8]; sin embargo, aun cuando esta inconsistencia no sea tan
robusta debido a los posibles errores en los anélisis de los datos que podria resultar en un
g¢ negativo, es de importancia estudiar el origen del signo negativo de g. proporcionado
para este modelo.

En la referencia [1] se estudia la realizacién mdas simple de este modelo, en la que
se considera inicamente un campo vectorial y un potencial cuadrético asociado al campo
escalar. Alli obtienen a partir de calculos numéricos y de trabajos analiticos una gréfica
de g¢ para diferentes valores de la constante numérica ¢, la cual indica el grado de
anisotropia. En la figura 4.1 obtenida en ese trabajo, se muestra la dependencia de la
escala de gc para el espectro de potencias asociado a los modos escalar-escalar® y se
observa que para cualquier valor de ¢ se obtiene un g negativo, el cual, como se ha
indicado es inconsistente con el valor reportado. El origen de este signo es dificil de seguir
mediante la teoria de perturbaciones cosmoldgicas. Por esta razén, en este trabajo, se
estudia la naturaleza del signo negativo del nivel de anisotropia estadistica g; a través
de las expresiones encontradas en la seccién 2.3, las cuales fueron obtenidas a partir
del formalismo §dN. Al final de este capitulo, se dard una posible explicacién sobre la

5Esta métrica tiene curvatura K = 0, cuyo valor no estd excluido por las observaciones.
SEn este trabajo se ha considerado la signatura (4,-,-,-).
7Se ha considerado que H; = Z—:
8Esta dependencia conduce alrrompimiento de la invarianza rotacional observada en los datos que
proporciona el WMAP.
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F1GURA 3.1. Dependencia angular del nivel de anisotropia estadistica para diferentes valores de
la constante c. £ es un modo asociado al espectro de perturbaciones y k, denota
la magnitud de un modo a la salida del horizonte al final de inflacién. Esta figura
fué tomada de la referencia [1].

naturaleza de los campos que conduce a obtener un signo negativo para el nivel de
anisotropia estadistica.

3.3. Estudio General del Modelo Cuando se Considera Cam-
pos Vectoriales de Gauge Masivos

En esta seccidn, se hace un estudio de la dindmica inflacionaria descrita por la acccion
(3.7) (modelo Hairy-inflation) de una manera mas general, en el que se considera un
campo vectorial abeliano A, el cual es invariante bajo un grupo de simetria U(1),
acoplado no sélo con el campo del inflatéon a través de la funcién cinética f sino que
se considera también la posibilidad de un nuevo acople debido a la presencia de masa
del campo vectorial. Este modelo es estudiado en la referencia [64], y es uno de las tres
posibles configuraciones que evita introducir inestabilidades en el sistema, tales como
campos fantasmas [22, 23, 24]. El estudio de la dindmica inflacionaria para dicho modelo,
se hard mediante la teoria de los sistemas dindmicos [36, 37] debido al gran numero de
grados de libertad presentes en el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas. Asi,
estudiar el modelo de Hairy-inflation es equivalente a estudiar el modelo descrito en [64],
en el caso especifico que el campo vectorial no tenga masa. Este hecho se vera reflejado en
una de las tres posibles soluciones del sistema, en el que uno de los atractores corresponde
al caso del modelo Hairy-inflation.

En vista de lo anterior, se considera un lagrangiano para un campo vectorial masi-
vo, acoplado con el campo del inflatén a través de la funcién cinética f y la funciéon masa
m, en el marco de la gravedad de Einstein
2
1

L= —%R - %(aﬂqﬁ)(@“qﬁ) —V(¢) - if(d»)FWFW +om(e)? A, Al (3.9)
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P
a partir de la métrica (3.8) y el lagrangiano (general) (3.9), el cual incluye un término de
masa para el campo vectorial®:

El paso subsecuente es encontrar las ecuaciones de campo: G, = 5T}, (con 87G = m;?)
1 m2th

1 (1, 1 . 1

&’ -6 = 3m2 [2¢2 +V(¢) - ggzzng - 2g“m2A§] ) (3.10)
iz
- -2 1 1 22 £ A2 2z, 2 A2
d+ 36" = s 3V(p) — 29 fAZ — g”m=AZ |, (3.11)
P
6+ 340 = = [—gzz FA2 + gzszAg} , (3.12)
P
en donde se observa de la métrica (3.8) que g** = —e20+40,

A partir del lagrangiano para el campo escalar y para el campo vectorial se puede
calcular el tensor de momentum-energia para cada campo respectivamente
oL
6,A) _ (¢,4)
Una vez obtenido el tensor momentum-energia de los campos involucrados y considerando
la ecuaciones de Euler-Lagrange,

G0, (0G0
w0 (%) =° .

se calcula las ecuaciones de movimiento para el campo escalar y para el campo vectorial
respectivamente:

¢+ 3dd + V'(¢) + By =0, (3.15)

¢ 2
A, + (a + 46— ?) A, + mTAZ —0. (3.16)

En la expresion (3.15) se ha considerado la definicion By = Ba—f + Ba—m, en donde
Bu g = g0 f A2, (3.17)
corresponde al backreaction'® debida a la existencia de la funcién cinética f, mientras que
BA-m = —g7mm/ A2, (3.18)

es el backreaction que origina la existencia de un término de masa en el lagrangiano,
correspondiente al campo vectorial. La prima en estas ecuaciones indica la derivada con
respecto al campo del inflatén. Asi mismo, la ecuacién de movimiento para el campo
escalar (3.15), se reduce a la ecuacién usual de Klein-gordon para un espacio-tiempo curvo
cuando no estan presentes las funciones de acople entre los campos escalar y vectorial

9Para un estudio mas detallado de la obtencién de las ecuaciones de campo y de movimiento véase el
apéndice B.

OFste efecto se debe a la relacién que existe entre el contenido energético y la geometria del espacio-
tiempo. Asi, perturbaciones en los campos generan perturbaciones en el fondo métrico 64, — dg... Este
hecho se ve reflejado en las ecuaciones de movimiento en donde se observan términos asociados a tal efecto.
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De otra parte, la primera ecuacién de movimiento (3.10) corresponde a la ecuacién
de Friedmann, cuando se considera un fondo métrico de FRW (o0 = 0) y cuando no
estd presente el campo vectorial, lo que implica que sélo se tiene el término cinético y el
potencial del campo escalar. El analisis anterior conlleva a pensar que el tercer término
de dicha ecuacién corresponda a la densidad de energia cinética y el Ultimo corresponda
al potencial del campo vectorial, lo que conduce a las siguientes definiciones

1 .
picin = 507 F Az, (3.19)

1
Vy = —igZZmQAg. (3.20)

Con el fin de generar un periodo inflacionario es necesario determinar algtin tipo de condi-
cién energética entre los campos presentes. Para ello, se analiza la ecuacién que determina
la expansién acelerada:

L edtaz>o0, (3.21)
a

la cual se obtiene justamente de las ecuaciones (3.10) y (3.11) en la forma:

TS

La ausencia del potencial del campo vectorial en esta ecuacion, conlleva a concluir que
esta cantidad no juega ningun rol en la dindmica inflacionaria; ademds, de dicha ecuacién,
se determina que el potencial escalar debe dominar sobre la energia cinética del campo
escalar y vectorial y sobre la cantidad o para conseguir la existencia de una época de
expansion acelerada.

De gran utilidad resultard la razon entre la densidad de energia de los campos
vectorial y escalar, y la razén entre el backreaction y la pendiente del campo escalar

PA
R=22 3.23
" (3.23)
Rp = V’(Qﬁ)' (3.24)

3.3.1. Ecuaciones de Campo y de Movimiento en el Espacio de Fase

El conjunto de ecuaciones diferenciales (3.10)-(3.12), junto con las ecuaciones de movi-
miento de los campos escalar y vectorial (3.15)-(3.16) conforman un conjunto acoplado de
ecuaciones diferenciales no lineales, cuya solucion analitica resulta altamente complicada.
En esta seccién y en la siguiente, se estudiara el comportamiento de las soluciones de dicho
sistema en el espacio de fase mediante el estudio de la teoria de los sistemas dindmicos
[64]. Como primer paso, se desea expresar la primer ecuacién de campo o la ecuacién de
Friedmann en cantidades dinamicas que sean adimensionales, resultando en la restricciéon

Y24at 4?2248 =1, (3.25)
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en donde se ha definido las nuevas variables dindmicas normalizadas!?

»= 2 (3.26)
= \/éipa’ (3.27)
Y= \/3‘;53 , (3.28)

_ %@7 (3.29)
= \/\3/20'/ (3.30)
u= aﬂf (3.31)

Estas definiciones permiten reescribir el sistema de ecuaciones acopladas de segundo orden
en un sistema auténomo de primer orden'?

d¥
o= AN 222 — 252 4+ 2(3%2 + 322 + 222 + 57), (3.32)
o
d
d—x = 32— M2+ T2 — 22+ 2(35% + 322 + 222 + 52), (3.33)
[0
dy 2 2 2, 2
o Azy + y(3X° 4 3z + 22° + 57), (3.34)
o
d
d—z = 22— 22% — T2z — px + 2(3%% 4 322 + 222 + 57), (3.35)
a
d
d—s — —5+ 255 + S5z + pz + 5(35% 4 322 + 227 + 52), (3.36)
&
dp 2 2 2, 2
== [(E—T)z+ (35% 4 32° + 227 + s7) |, (3.37)

en donde se ha definido las cantidades adimensionales que dependen tnicamente de los

pardmetros del modelo
/3 v/

[(a) = \/gmp (?) : (3.39)
Z(a) = V6m, <:f:> : (3.40)

HT0s puntos criticos del sistema se expresardn justamente a través estas cantidades, las cuales tienen
un sentido fisico bien definido.
12 7 2, . . . . , .
Notese que las dos tltimas ecuaciones de este sistema resultan de reducir el orden y estan directamente
relacionadas con la masa y con el potencial del campo vectorial. Vale la pena Recordar que este dltimo no
contribuye en la dindmica inflacionaria.
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Es conveniente definir los pardmetros de slow roll*® en términos de los pardametros del

modelo [65
[65] . )
e= 2L () = -\ (3.41)

2 \V 3

v 2
n= mlz) (V) = \/gmp)\/ + 2e. (3.42)
De igual manera se usa la formulacion de Hamilton-Jacobi, en donde se involucra la can-

tidad H(¢) en lugar de V(¢) en las ecuaciones dindmicas. Por consiguiente, en esta for-
mulacion, inflacién se describe de una manera méas natural. Los pardmetros de slow roll

en esta versién se definen comol*
€ ——£—322+3x2+222+52 (3.43)
H= "5 = ) .
ley
_ _-H 3.44
NH = €H 2en ( )

Como se ha mencionado, la obtencién de las soluciones analiticas al sistema de ecuaciones
(3.32)-(3.37) resulta altamente complicada debido al gran nimero de grados de libertad.
Sin embargo, se puede estudiar el comportamiento de las soluciones a partir de la estabi-
lidad de los puntos criticos. En la siguiente seccion se presentara un estudio general sobre
la teoria de los sistemas dindamicos, que permita analizar de una manera mucho mas facil
la evolucién de las soluciones que determinan la estabilidad y por ende la viabilidad del
modelo.

3.4. Analisis de la Dinamica del Modelo a Través de Sistemas
Dinamicos

A continuacion se presenta un andlisis de la estabilidad de los puntos criticos y por
consiguiente del sistema a partir de la teoria de sistemas dinamicos. En el apéndice D.
se presentan los elementos tedricos mas relevantes para su comprension. La metodologia
en la que se hace dicho estudio inicia con la obtencién de los puntos criticos del
sistema no lineal. Posteriormente, se construye la matriz M que conduce a encontrar
los valores propios y por ultimo, se analiza y se obtiene las condiciones (en términos de
los pardmetros del modelo A, I', Z) bajo las cuales el sistema dindmico presenta estabilidad.

Se presentard en este estudio el caso en que la masa del campo vectorial se hace

nula. Dicha consideracién permitird comparar la dindmica inflacionaria del modelo de
Hairy inflation con el andlisis via teoria de sistemas dindmicos.

3.4.1. Campo Vectorial sin Masa

Para este caso especifico se considera un campo vectorial sin masa, tal que S = u =
= =0, lo cual conlleva a que el sistema dindmico descrito por las ecuaciones [(3.32)-(3.37)]

3Esta condicién de slow roll o condicién de planitud recae sobre el potencial del inflatén y es una
condicién suficiente para generar una expansién casi exponencial o de cuasi de Sitter.
MEn en limite de slow roll eg — €y ng — 1 — €.
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se reduzca a

dx

= —3% +2—2%% — 227 — 202 + N(X? + 2% + 2 — 2¢?), (3.45)
o'
d
d—x = 32— M2 +T(1 -2 -2 —?) + (X2 + 22 +2 - 297), (3.46)
a
dy _ 2 2 2
d——)\:c—i-E +a2° 42— 2y°, (3.47)
o
a4yt —1=0. (3.48)

Para este sistema se encuentran tres posibles soluciones de los puntos criticos x¢, Ye, z¢, 2,
en donde dos de éstas soluciones presentan interés cosmoldgico. La primera solucién,
corresponde al caso de inflacién tipo Slow roll estandar. La segunda solucién no representa
un Universo inflacionario dado que la densidad de energia es dominada por el término
cinético asociado al campo del inflatén y parametrizado en términos de la cantidad x;
ademds, para esta solucién no es posible establecer la estabilidad del sistema. La tltima
solucién, la cual resulta de mayor interés, da lugar a una solucién en donde esta presente
el término cinético del campo vectorial a través del punto critico s. y adicionalmente se
produce una generacién de ¥, debido a la expansién anisétropa.

Introduciendo las perturbaciones descritas en (D.2) en el sistema de ecuaciones
[(3.45)-3.47], se llega a la forma de la ecuacién (D.3). De aqui, se construye la matriz M
del sistema lineal

1—2Tz+ 322+ %2 — 292 —2\y — 2I'y — dyx —2T'Y + 2%
M = Ay + 2xy A+ 22 42 + 22 — 632 29X
—4dx 4 22X —4y — 4y¥ —1 — 4% +3%2 + 22 — 2¢?

(3.49)

Una vez obtenidos los valores de los puntos criticos del sistema no lineal, se reemplazan
en la matriz M, y se determinan los correspondientes valores propios para cada conjunto
de puntos criticos. Cada uno de estos conjuntos, da lugar a estados dindmicos del universo
que seran estudiados de manera independiente.

Caso I. Solucion tipo Slow roll estdndar (SSE)

Para este caso, se encuentra los puntos criticos en términos de los parametros del modelo

A A\ 2
(xcaycazmzc) - _§7 1-— <3> 7070 ) (350)

los cuales determinan los valores propios de la matriz M de la solucién al sistema de
ecuaciones lineales

2 1
my = gA(F +A) —4, mog3 = —3 + g)\2. (3.51)

Con el fin de determinar la estabilidad de los puntos criticos es necesario establecer las
condiciones A < 3y A(I' + \) < 6, resultando en my, mo3 < 0, es decir, en puntos criticos
estables. La existencia de los valores de estos puntos criticos y de la estabilidad del
sistema, conduce a la generacion de una fase de expansion acelerada en donde tinicamente
estd presente el campo escalar (X. = z. = 0) a través del término cinético y del potencial
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en la dindmica inflacionaria.

Para garantizar la estabilidad del sistema se requiere que los pardmetros del mode-
lo sean constantes (lo cual corresponde a la solucién trivial) o no varfen significativamente
comparados con la escala de Hubble H. Esto respalda que la dinamica local de los
puntos criticos no dependa de los parametros del modelo. En caso de que se presente una
dependencia fuerte sobre dichos pardametros, se debe exigir unas condiciones mas rigurosas.

Un conjunto de condiciones mas rigurosas, suficientes pero no necesarias, estan de-
terminadas por A < 3 y A(I' + \) < 6, las cuales garantizan la estabilidad de los puntos
criticos a partir de los valores propios obtenidos numéricamente y representados en las
figuras (4.1) y (4.2). Dichas condiciones conducen a que y. ~ 1 consistente con la solucién

estandar de inflacién tipo Slow Roll ¢ < V (), ya que H? ~ V(@) en donde el inflatén

— 3m2>

rueda cuesta abajo a través de su potencial y domina la densidad de energia del universo.

F1curA 3.2. Regién del espacio de pardmetros para la cual no se presenta variaciones significativas
de los valores propios.

De otra parte, los pardametros de Slow Roll en la formulacién de Hamilton-Jacobi
definidos en (3.43) y (3.44) respectivamente toman los valores particulares
A2 A2
e =322 = = ==-= 3.52
H c 3" nu 3 2 ( )
Las condiciones A < 3 y A(I' + \) < 6 conducen no sélo a establecer la estabilidad del
sistema sino que conducen a un periodo inflacionario de tipo slow roll. En las figuras 4.1 y
4.2, se muestran las respectivas soluciones nuimericas de la parte real de los valores propios
de la matriz M en el espacio de fase, en donde se observa los valores de los pardmetros del

modelo para los cuales los valores propios son aproximadamente uniformes!®.

15Esto se evidencia en las regiones donde se presenta mayor planitud.
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FIGURA 3.3. Valor propio mq 2 en el espacio de pardmetros.

Caso II. Solucion Cinética Anisdtropa

La segunda solucién para los puntos criticos estd dada por el conjunto

Covemms) = 30041 (2) (3.53)
C?yc7 (63) c) — A? )M A . N

En esta solucion no estd presente el potencial del inflatén y. = 0 ni el término cinético aso-
ciado al campo vectorial. Como consecuencia de lo anterior, no se produce una expansién
inflacionaria; ademas, la energia del universo es dominada por el término cinético asociado
al campo escalar . = 1, lo cual garantiza poca anisotropia en la expansién.

Caso III. Solucion Vectorial Escalada (SVE)

En esta solucién el término cinénico pg;, (representado a través de la variable dindmica
z) del campo vectorial esta presente en la densidad de energia, contribuyendo de manera
significativa a la generacién de anisotropia estadistica a través de la expansion anisétropa,
lo cual es contrario a los casos previos en el que el campo vectorial no estaba presente.
Los puntos criticos para este caso corresponden a

($c, Yey Zey EC) = (—GAl()\ + F), A1Ag/ 24+ 2+ 6, A1As/ A2+ T — 6, 2A1()\2 + A — 6)) .
(3.54)

Con el fin de abreviar la notacién, en la expresién anterior se ha hecho uso de las

definiciones: Ay = (312 4+ 40X\ + A2 +12)7! y Ay = /3(312 + 2T\ — A2 + 12).

Considerando estos puntos criticos, los valores propios que se obtienen a partir de
la Matriz M (3.49), tienen una forma funcional con respecto a los pardmetros del modelo
mucho mas compleja. Esto conduce a que no se pueda analizar y establecer la estabilidad
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del sistema de una manera mé&s clara. Bajo esta dificultad, se grafica la parte real de
los valores propios con el fin de establecer las condiciones bajo las cuales dichos valores
propios no varian significativamente comparados con la escala de Hubble y por ende no
dependan de los pardmetros del modelo, de modo que se pueda establecer la estabilidad
de los puntos criticos. A partir de las condiciones encontradas en las figuras 4.3-4.5:
I' > Ay ' > 1 sereduce la forma funcional de los puntos criticos permitiendo analizar
la dindmica inflacionaria de una forma mucho més simple

2 VAI'=6 2(A\'—6
(xcvymszC) = <_f7 1, T ) ( 372 )) . (355)
Asi, las partes reales de los valores propios pueden ser aproximadas a los valores
3
Re(mp) ~ —3, Re(mags) ~ —3 (3.56)

que es lo que justamente se muestra en las figuras 4.3-4.5.

FicUurA 3.4. Valor propio m; en el espacio de parametros.

Bajo las condiciones de estabilidad I' > A y I > 1, se obtiene la densidad de energia a
partir de la restriccién de Friedmann (3.25): y. ~ 1, lo que indica que se tiene el campo del
inflatén en el régimen de slow roll, y es quien conduce la expansién inflacionaria a través
de su potencial. Para este caso tiene sentido determinar la razén de densidad energia

X 2
R= p;)cm _ #y? (3.57)
¢

la que evaluada en los puntos criticos y considerando que I' > 1 da como resultado

A6

Re e <1, (3.58)
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FigurA 3.5. Valor propio ms en el espacio de parametros.

lo que implica que la densidad de energia del campo vectorial es subdominante sobre el
contenido energético del universo tal que su efecto en la dindmica inflacionaria resulta
despreciable . De igual manera, se desea analizar el efecto que produce la razén del bac-
kreactions (determinada por la presencia del campo vectorial, ecuacién (3.24)) sobre la
pendiente efectiva del potencial:

~penlf T (2)?
Rp=——=17 = A(y) (3.59)

en donde se ha considerado las definiciones (3.38) y (3.39) de los pardmetros del modelo.
Considerando nuevamente los puntos criticos del sistema y las condiciones para establecer
la estabilidad del modelo, se obtiene

T[22\ 6-AT
Rp=-—~(2")~ . 3.60
o /\<y> AL (3.60)

Por consiguiente, la pendiente del potencial efectivo del campo escalar toma la forma

6
ere =" (3.61)
Como efecto de la condicién establecida para obtener la estabilidad de los puntos criticos
AL > 6, se reduce la pendiente del potencial del campo escalar originada por la presencia
del campo vectorial. Dicho de otra forma, el potencial resulta mucho més plano en donde

el campo rueda cuesta abajo a lo largo de su potencial.

Los pardametros de Slow-roll se determinan a partir de la condicion de estabilidad
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F1cUrA 3.6. Valor propio mgs en el espacio de parametros.

requerida para este modelo, entonces

2 20 Vom, (XN T
€EH X — ﬁH—?—FT(X—F), (3.62)
en donde se observa que ey < 1 de acuerdo con las condiciones de estabilidad.
Comparando los respectivos parametros de Slow-roll de ambos casos, se encuentra
que eg(SVE) = 1%GH(SSE), en donde se produce el mismo efecto que en el caso de
la pendiente del potencial efectivo ecuacién (3.61), resultando ey reducido para esta
solucion como efecto de la condicion de estabilidad.

Con el fin de cuantificar la anisotropia en la expansién y por ende poder comparar
con el valor estimado en la referencia [25] se tiene que

2., 2
Y. = 3% = gR < 1, (3.63)
lo que muestra que la anisotropia en la expansion evoluciona de la misma manera que la
razén de densidad de energial®, lo que implica segtin el resultado (3.58) que la expansién

anisétropa es pequena pero prolongada en coherencia con las observaciones mas recientes
|=| < 0.012 [66].

De otra parte, de las definiciones de los pardmetros del modelo se obtienen la si-
guientes relaciones

Ldf 1 dm
fda m da

22T = 2E. (3.64)

%Este valor es una generalizacién del resultado obtenido en la referencia [25], dado que no se ha esta-
blecido la forma funcional de V(¢).
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Se conoce de antemano segin la referencia [27] que f o< a=* y m o a, esto con el fin de
generar un espectro de las perturbaciones asociada a la parte longitudinal y transversal
que sean invariantes de escala. Considerando estas condiciones en el sistema (3.64), se
obtiene las siguientes relaciones

—4=22' y 1=2E, (3.65)

las cuales se satisfacen siempre y cuando la variable dindmica tome los valores

2
r=——= 9y x=

= (3.66)

[I].\ —

Nétese que el primer valor corresponde justamente al punto critico encontrado cuando el
campo vectorial no tiene masa, resultando consistente con la solucién atractora para la
funcién cinética f oc e 4. Esto muestra que este punto critico es un atractor del modelo!”.

De manera general, los valores propios para cada solucién obtenida (caso I y caso
IIT) dependen de los pardametros del modelo y estos a su vez podrian evolucionar en el
tiempo afectando la estabilidad de los puntos criticos y la del sistema mismo. Por esta
razon es necesario analizar la dependencia temporal de los parametros del modelo con el
fin de establecer la estabilidad del sistema.

3.4.2. Analisis de la Dependencia Temporal de los Parametros del Modelo

En esta seccién se busca determinar la evolucion de los puntos criticos con respecto
a los pardmetros del modelo, los cuales dependen del pardmetro temporal «. Para este
propdsito, es necesario considerar perturbaciones alrededor de los puntos criticos en una
vecindad local y analizar si la variacién de dichas perturbaciones con respecto a « no sea
significativa comparado con la solucién, tal que esta ultima pueda alcanzar el punto critico
y por ende ser un atractor del sistema. Dicho andlisis se hace con el fin de establecer si, en
realidad, los puntos criticos corresponden a atractores del sistema. Un anélisis més detallo
sugiere lo siguiente: si las soluciones se mueven mucho mas réapido que la evolucién de los
puntos criticos, la solucién alcanzara dicho punto obteniendo una solucién atractora; de
lo contrario, la solucién no correspondera a un atractor del sistema. Esto implica que la
dependencia de los puntos criticos con respecto al tiempo debe ser menor comparada con
la magnitud més pequeiia de los valores propios. Esta condicion se cuantifica a través de
la solucién de la perturbacién (D.4), de donde se consigue la razén fraccional

1d
~8 o, (3.67)

wda
en donde se encuentra que la velocidad de la solucién de la perturbacién corresponde a la
magnitud del valor propio. De aqui que se pueda establecer la condicién

1 dF,
F. da

= V6m, : (3.68)

/
c

Te
c

E

Fl
= ‘\/émpchz

en donde la prima denota la derivada con respecto al campo del inflatén y F, =
(Zey Yoy Zes Sey 2e). De lo obtenido anteriormente, ahora la condicién de estabilidad reque-

I7E] otro valor del punto critico corresponde al caso cuando se considera un campo vectorial masivo.
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rida se expresa como
1 dF,

F. da
Para que se cumpla esta condicén de manera general para cada conjunto de soluciones,

es suficiente con comparar la variable F,. que presenta mayor dependencia con respecto al
tiempo con la magnitud més pequenia de los valores propios encontrados.

Caso 1

= V6m, < |m1a23l. (3.69)

E

/

C
Terr
c

Se consideran los puntos criticos (3.55) que conducen a

1 dz. |\

;C do = \/6mp 3 s (370)
1 dy. A %’
— =6 — = 3.71
reda| = VO TG -7

que a su vez es equivalente a

1 dy. A2\ 2\
— = ~ V6 — | = 3.72
z. da Vo, < 3 ) 3 (3:72)

en donde se ha considerado la condicién de estabilidad A < 3. Comparando la dependencia
temporal de ambas variables se encuentra que

X

De esta relacion, se determina que la variable z. es la que presenta mayor dependencia
temporal. En cuanto a la magnitud més pequena de los valores propios, se tiene que en el
régimen de slow roll € < 1y como primer caso I' < A (condicién de estabilidad) que

1 dy.
Te do

1 dx.
T, do

(3.73)

Im 2| < |ms, (3.74)

lo cual puede ser constatado a partir de las soluciones ntimericas presentadas en las figuras
4.1 y 4.2 y de la expresién (3.51). En el otro régimen (I' 3> \) se encuentra a partir de
(3.51) que mg ~ —4 + %/\F con la nueva condicién de estabilidad AI' < 6. De esta ultima
condicidn, se tienen dos posibilidades: la primera, manifiesta que si % < AI' < 6, entonces
Im12| > |mg|. Ahora si: AI' < 3, se consigue que |mq 2| < |mg|. Siguiendo en el régimen
de slow roll, y considerando que la ecuacion (3.70) puede ser escrita como |2e — 7| se llega

a las condiciones:

1 dx.
T. do

9 Imia| =[—3+¢,
= |2 ’7’<{ Im3| = | — 4 + 2 + 2AT|.

Considerando las condiciones de slow roll € < 1y |n| < 1, se garantiza la primera
desigualdad. La segunda desigualdad se garantiza si se considera adicionalmente | — 4 4
%)\F\ > O(n), lo cual se consigue si no se esté cerca al punto de bifurcacién'® A\I' < 6. De
otra parte, si | — 4 + %)\I‘| > O(1), ambas desigualdades se pueden conseguir si |n| ~ 1,

8Este punto marca la frontera en donde la solucién deja de existir.



CAPITULO 3. ANISOTROPIA ESTADISTICA EN MODELOS CON MULTIPLES CAMPOS VECTORIALES46

es decir considerando también inflacién de fast roll [2]. Si los pardmetros del modelo
varian rapidamente, la estabilidad de los puntos criticos se puede conseguir imponiendo
las condiciones més rigurosas A < 3 y AI' < 6. De esta manera se asegura la viabilidad del
modelo, cuya magnitud més pequena del valor propio seria para esta situacion |my a| ~ 3.

Caso I1

Para esta solucién existen cuatro valores de los puntos criticos, denotados por F, =
(Zey Ye, 2e, 22). Con el fin de obtener expresiones que puedan ser comparadas de una manera
mucho més ficil para las cantidades requeridas en la condicién (3.69) se consideran las
condiciones I' > A y I' > 1, lo que conduce a obtener los siguientes valores

;C(ﬁj ~ 2v6m, ;—F;I)\,; : (3.75)
Sl Vo). (3.76)
L avim, AR m , (3.77)
L5 e BE)L e
Para esta solucién la magnitud mas pequena de los valores propios es mao3 ~ %, lo que

implica que Fi‘ggf
c

< O(1). Una condicién més fuerte sobre la anterior desigualdad ga-

rantizaria que el atractor sea alcanzado. Analizando la expresién (3.76), se observa que
\/émpf:—; ~ |n — 2¢|] < O(1), dado que se esta considerando el régimen de slow roll y la
condiciéon I' > 1. De manera evidente se consigue que \@mpli‘—; < 1, la cual estd presente
en las expresiones (3.75-3.78). La expresion (3.77) sugiere introducir una nueva condicién:
AL # 6 0 ya sea N'T" ~ —\I", lo que conlleva a que todas las expresiones puedan expresarse
a través de un tinica condicion mas fuerte dado que existe un término en comun entre estas:
mplf‘—;, y una relacién entre I' y la funcién cinética f (ecuacién 3.39). Por consiguiente

” N\ 2
) <<<)>) | ) o

Si la funcién cinética es de la forma f o e°®/™ en donde ¢ es una constante, la expre-
sién (3.79) es justamente cero. Como conclusién, si la funcién cinética es exponencial los
parametros del modelo adimensionales seran constantes. De otra parte, se requiere que
I' < 1/X para garantizar la condicién N'T" ~ —AI". Dicho requerimiento es coherente con

F/
r2

mp

la forma de la funcién cinética que se considera en la referencia [25]: f o el v 4 1o cual
es un caso particular de la funcién f.

3.5. Anisotropia Estadistica en el Modelo de Haziry inflation

A partir del estudio de sistemas dindmicos, se analiz6 la solucién inflacionaria cuando
el campo vectorial no tiene masa, y se obtuvo en dicha solucién una contribucién de la
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cantidad X, la cual indica un efecto de expansion anisétropa en la dindmica inflacionaria
proporcional a la densidad de energia R, sehalando una contribucién pequena pero
significativa a la expansion.

De otra parte, las expresiones (2.30-2.32) obtenidas en este trabajo, surgen a par-
tir de no asumir invarianza ante rotaciones espaciales (como resultado de considerar
expansion anisétropa) cuando estdn presentes multiples campos vectoriales y escalares.
Estas expresiones pueden ser aplicadas al modelo de Hairy-inflation, en cuyo caso, se
reduce de 2a + I expresiones a sélo tres?’.

Posiblemente la expresién (2.32) es la que proporcione una explicaciéon del origen
de un g negativo?! encontrado en este modelo y verificada ntimericamente en las
referencias [1, 29, 63| la cual se muestra en la figura 4.1. Esta afirmacién se basa en el
hecho de que el campo vectorial no tiene masa, lo que conduce a tener ry,,, = 0, es decir,
que no exista componente del espectro asociado a la polarizacién longitudinal. Como
consecuencia de lo anterior, se tiene gy < 0 dado que los espectros indicados en esa
expresion son definidos positivamente?? y las derivadas del ntimero de e-folds presentes
alli estan elevadas al cuadrado. Apoyados en nuestros resultados, es posible que en el
cdlculo de g; hayan considerando sélo el efecto de gy ignorando el efecto de los otros
niveles de anisotropia.

Sin embargo, no se ha dicho nada concreto con respecto a la contribucién de las
expresiones (2.30) y (2.31) a la generacién de anisotropia estadistica en la perturbacién
de la curvatura, que podrian eventualmente contribuir de manera negativa, siempre
y cuando las cantidades gsy y g4+ que deben ser calculadas a partir del proceso de
produccién anisétropa de particulas?® sean negativas. Aun cuando no se ha efectuado
este calculo, se puede afirmar que en vista del valor positivo g; = 0.290 £ 0.031 [8],
se requiere que dichos niveles de anisotropia contribuyan de manera positiva, o si es el
caso en que tales cantidades resulten negativas, se requiere que la suma de los valores
absolutos sea mayor que la cantidad gy, tal que la suma neta sobre las tres direcciones
preferenciales en el espectro de la perturbacién en la curvatura (2.29) conlleve a un g¢ > 0.

El anterior andlisis proporciona una explicacion nunca antes presentada sobre el
origen del signo negativo del nivel de anisotropia estadistica para el modelo de Hairy
inflation a partir de las expresiones encontradas en este trabajo, las cuales se obtuvieron
via el formalismo 6/N. Aun cuando dicho analisis carece de algunos resultados o cédlculos
concluyentes, proporciona una explicacién satisfactoria sobre el origen del signo negativo
de g¢ y, conduce igualmente, a un analisis mds robusto para tal explicacion.

YRecordando que en esta solucién sélo estd presente la contribucién del término cinético del campo
vectorial a la densidad energia del universo.

20En donde a es el nimero de campos vectoriales e I el nimero de campos escalares.

2! M4s especificamente, en este caso, la incoherencia sf es debida al signo.

22Para un andlisis més detallado de estas cantidades, véase el apéndice B.

Z3Este es un tema de estudio actual, motivado a partir de la elaboracién de esta tesis.



CAPITULO 4

Posibilidades de Desarrollo Posterior a la Tesis

4.1. Modelo de Gauge-flation

A partir de los andlisis realizados para cada modelo inflacionario acerca del nivel
de anisotropia estadistica y del mismo estudio dindmico del sistema, surgen diferentes
posibilidades de desarrollo que podrian generar niveles de anisotropia para estos modelos,
consistentes con los valores observados.

Una posibilidad de desarrollo es considerar campos vectoriales masivos en el mode-
lo de Gauge-flation. Este hecho se ve reflejado en el término de masa en el lagrangiano

1 K 1
L=— Fo, P + @(e“”)“’FﬁuF;\U)Q + om(t) AL AL, (4.1)
en donde se ha considerado el caso general de que la masa puede ser una funciéon del
tiempo o un término de interaccidn entre los campos.

Si el lagrangiano ya ha sido definido, es necesario estudiar si dicha configuracion,
la cual debe estar dentro de las posibles, no introduce inestabilidades en el sistema
como campos fantasmas [22, 23, 24]. Una vez se haya asegurado la estabilidad del
modelo, se pretende estudiar la dindmica inflacionaria mediante la teoria de los sistemas
dindmicos para determinar si el atractor métrico corresponde a un fondo de FRW o de
Bianchi tipo I, considerando o no la posibilidad de espansién isétropa segun sea el caso.
Dado que el nimero de grados de libertad del sistema aumenta en comparaciéon con
el modelo original de Gauge-flation, estudiar los puntos criticos del sistema mediante
la teoria de los sistemas dindmicos hace que el problema se reduzca de manera significativa.

La razén fundamental de incluir masa en este modelo se debe a la presencia de la
componente longitudinal del espectro, lo que conduce a que 74,4 7# 0. Segtin la expresién
(2.26), el signo del nivel de anisotropia estadistica cuando se considera isotropia estadistica
es proporcional al término (rjong — 1). Para este nuevo caso, su valor dependerd de la
razon Py, /P4, en donde se debe garantizar que Pyong > Py. De esta manera, este modelo
que dentro del contexto de fisica de particulas es muy atractivo, puede ser considerado
nuevamente como posible generador de las estructuras a gran escala de nuestro Universo
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observable.

4.2. Modelo de Hairy-inflation

Este modelo puede ser estudiado de una manera mas general. En las referencias
[27, 64] se estudi6 este modelo cuando el campo vectorial es masivo con un fondo métrico
homogéneo e is6tropo de (FRW). Por consiguiente, se estudié para este modelo el proceso
de produccién isétropa de particulas, obteniendo niveles de anisotropia estadistica lo
suficientemente pequenos en el espectro consistentes con las cotas observacionales. Lo
anterior se consigue siempre y cuando las componentes de los espectros sean comparables
Pyyng ~ P1. Una posibilidad, es estudiar el proceso de produccién anisétropa de particulas
para este modelo, es decir con un fondo homogéneo pero anisétropo de Bianchi tipo
I. De esta manera, se consideraran dos efectos que ya han sido estudiados en este
trabajo en la generacién de anisotropia estadistica: las perturbaciones de los campos
y la expansién anisétropa (ecuaciones (2.30-2.32)). Igualmente, serd necesario calcular
las derivadas del nimero de e-folds en un fondo anisétropo para poder calcular de for-
ma completa los niveles de anisotropia y por ende poder compararlos con las observaciones.

Debido a la correlacién que existe entre el biespectro y el espectro de las pertur-
baciones cosmoldgicas, asi como de otras funciones espectrales de orden mayor, la
anisotropia estadistica en el espectro da origen a efectos de anisotropia en el biespectro
y esto a su vez afecta los niveles de no-gaussianidad. Vale la pena recordar que, éstos
ultimos actian como discriminantes fuertes entre los diferentes modelos inflacionarios.
De esta manera, se pueden sentar algunas bases tedrica, a partir de estos estudios, para
calcular niveles de no-gaussianidad para modelos inflacionarios vectoriales con expansién
anisotropa prolongada.



APENDICE A

El Teorema Ergddico

El mecanismo cudntico encargado de la generacién de las perturbaciones cosmolégicas
en la teoria inflacionaria sélo permite predecir la probabilidad del valor de la temperatura
en un punto espacial del mapa de perturbaciones para un conjunto de universos. No
obstante, s6lo tenemos acceso a un tinico elemento del ensamble, por lo tanto no podemos
realizar la respectiva comparacién entre la teoria y la observacién. Esta dificultad puede
ser superada usando el teorema ergddico, el cual establece que el promedio sobre el
ensamble de sistemas es equivalente al promedio espacial sobre una tnica realizacion del
ensamble, nuestro Universo observable.

A continuacién, se presenta la construccién matematica del teorema ergddico y las
hipétesis fisicas en las que se estable. Se define la variable estocdstica real p(z) que
depende de la coordenada euclidiana D-dimensional’. Como primer hipétesis, se asume
invarianza traslacional de los correladores de n puntos (homogeneidad estadistica)

(p(@1 + 2)p(x2 + 2)...0(xn + 2)) = ((p(z1)P(22)...0(Tn)), (A.1)

en donde z es un cantidad que denota el monto de la traslacién espacial. Como segunda
hipétesis, se asume que los ¢’'s con argumentos muy distantes no estdn correlacionados.
Formalmente, esta condicion se expresa como

|lu — oo :

(p(z1 +u)p(ze +u).p(y1 —uwp(y2 —u)) — ((p(z1 +uw)p(x2 +u)...) (Y1 — w)p(y1 — u)...),
= ((p(z1)p(x2)...) (Y1) (Y1)--), (A.2)

en donde se ha hecho uso en la dltima linea de la primer hipétesis y se ha determinado
unicamente correlacién entre dos conjuntos: el de las 2’s y el de las y's. Por consiguiente,
el teorema ergédico se puede enunciar de la siguiente manera: Si el limite de la expresién
(A.2) se decae lo suficientemente répido con respecto a la separacién espacial, la diferencia
de la raiz cuadratica media entre cualquier producto de las variables p(z1 + z)p(z2 + 2)
promediados en un rango R de valores de z alrededor de un punto arbitrario zg y el

'En donde se ha fijado la coordenada temporal.
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promedio de ensambles con productos iguales desaparecen como R~ /2 para R grande.
Esto se define como

2
AL(z1,20,...) = <</ dPzNg(2)[p(z1 + 2)p(xo + 2)... — ((p(xl)@(m))]) > . (A3)

en donde se ha definido la funcién gaussiana®

1
Np(z) = —— e (z720)/R* (A.4)
cuya normalizacién se expresa como
/dDzNR(z) =1 (A.5)

Conforme R — oo la rafz cuadratica media Ar — O(R~P/2). Reemplazando la condicién
de normalizacién en la expresién (A.3), y considerando que

(o(a1)p(az)..) = / 4P = Np(2)p (1) (z2), (A.6)

entonces

AL(zy,20,...) = </ dP zNg(z) /dDwNR(w)[go(a:l + 2)p(x2 + 2)... — (p(x1)p(z2)...)]
[p(z1 + w)p(zs + w)... = (p(21)p(22)...)])- (A7)

Considerando la hipétesis 2, se consigue que

A% (x1,29,...) = (/ dPzNg(z) /dDwNR(w)Kgo(xl + 2)p(x2 + 2)...p(x1 + w)p(r2 +w)...)
—(p(z1)p(22)...)°]- (A.8)

Se considera los cambios de variable z = v+u y w = v —u, tal que: dzPdw?” = 2PdPvdPu.
De lo anterior, la expresion (A.8) se reduce a

D/2 Y
A% (xy,29,...) = <7r2RQ> /d“e_2” IR (21 + w) (w2 + u)...o(xr — u)p(ze —u)...)
~(p(z1)p(22)...)°]- (A.9)

En el limite cuando R — oo, la expresion anterior
A% (1, 29...) = 0. (A.10)

Finalmente, se consigue

/dDzNR(z)gp(ml + 2)p(x + 2)... = (p(x1)(22)...). (A.11)

En esta expresion, se considera el promedio sobre un tinico elemento del ensamble, con-
siderando todas las posibles traslaciones, es decir, que el promedio sobre el ensamble de

2Este tipo de funcién es un requerimiento para establecer el teorema ergédico.
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universos es equivalente al promedio espacial sobre una tnica realizacién del ensamble la
cual si se tiene acceso.



APENDICE B

Produccién de Particulas en un Fondo Isétropo

Como se observa en las expresiones (2.26,2.30-2.32) se debe calcular la parte isétropa
del espectro asociada al campo vectorial. El lagrangiano para un campo vectorial masivo
U(1) se expresa como

Lo =~ FO)FwF™ + Sm?(0) A, A (B.1)

A partir del principio variacional se obtiene la ecuacién de movimiento para el campo

vectorial
I(V—=9La) I(V=9La)\ _
oo (o) <O e

Se considera que la contribucién de energia del campo vectorial a la densidad de energia
del universo es despreciable, de modo que la la expansion se puede asumir como isétropa.
A partir de los anterior, se considera la métrica de FRW, en donde la expansién se puede
asumir como cuasi de Sitter (H ~ cte) durante este periodo. La ecuacién (B.2) se puede
escribir segin el lagrangiano para el campo vectorial como

m2A — \/1_78“[@ F@" AP — g AYY] = 0, (B.3)

o lo que es equivalente
[0, + 0uIn(v/—g)] f(OV A — 0" AY)] + m2a” = 0. (B.4)

Haciendo v = 0 y v = i, se obtienen las ecuaciones para la componente temporal y espacial
respectivamente

VA - V24, + (m;)2At =0, (B.5)
A+<H+§>A+T;L2A:0. (B.6)

Como inflacién homogeiniza los campos 0; 4, = 0, esta condicién junto con la ecuacién
(B.5) conlleva a una condicién adicional Ay = 0. De aqui que la expresién (B.6) luzca de
esa manera.
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Se analizan las perturbaciones en los campos vectoriales con el fin de generar un
espectro de las perturbaciones en escalas de superhorizonte

Au(t,x) = Ay(t) + 6A,(t,%). (B.7)

Esta perturbacion permite que las ecuaciones para las componentes de los campos ahora
se expresen como

. 2
VoA - 2 4+ M54, (B.8)
. A\ . om? oy foom
A+ |H+ = |0A+ —F0A—a “VOA=|= —2— —2H | ViA;. (B.9)
f f fom
Ahora, escribiendo las perturbaciones en términos de la expansién Fourier
6A,(t,x) = / di&m (t, k)e'kx (B.10)
172N - (27{')3 1724 € 9 .
la expresién (B.8) proporciona la relacién
i0i(k-0A)

SA; = (B.11)

K2+ (am)?/f

que al ser considerada en la expresién (B.9) resulta en

. £\ .. m? 2% i f) kou(k-0Ay)

(B.12)
Asi mismo, estas expresiones pueden ser escritas en términos de las componentes trasversal
y longitudinal mediante las definiciones

(5AK)

Al = 222 B.1

5 P (B.13)
. Kk(6A -k
. 5Al = 54I5A — (kQ) (B.14)
SA+ =6A — Al (B.15)
De aqui que

o + H+i a+m—2+ By’ AL =0 (B.16)

t f t f a — Y .

N (2H + g2 m2 k2

2 H i m__f - — Al B.1

o7 + ( 1 Ry at+f+ “) |9 (B.17)

Se define el campo fisico W = % y el campo canénicamente normalizado B = /fA, de
modo que las expresiones (B.16) y (B.17) se puedan reescribir como

.\ 2 . 2
8§+3H8t+% ;(;) —;-;H+4H2 +”}2+<Z) SWH, (B.18)
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2 AN P S F FANY )

s 3H+<2H+2 )(k/a) +m2/f at+2 2<f) 7 fH+4H +
it o f\ k) m? (RN

(H 2f> <2H+2m f> ja? +m2/f T f +<a> JOW! =0, (B.19)

B.1. Produccion de Particulas

Este proceso permite generar un espectro de las perturbaciones invariante de escala,
y por consiguiente determinar la forma funcional de las cantidades f y m. Como primer
paso, es necesario elevar a estatus de operador los campos involucrados, lo cual se hace
expandiendo en términos de los operadores de creacién y destruccién de la perturbacién!

d3k , ,
SW = / E Z ex (K)ax(k)wy (t, k)e > + ef\(k)&;(k)w:{(t, k)e~ k), (B.20)

endonde A = L, R, ||, con L y R denotando las componentes trasversales con polarizaciones
izquierda y derecha respectivamente y || representa la polarizacién paralela o longitudinal.
A partir de la configuracién del campo vectorial A, = (0,0,0, A,(t)) en donde se asume
que el vector k esta orientado en la direccion z, los vectores de polarizacién unitarios se
definen como . )

er = ﬁ(l,i,O), eR = ﬁ(l’ —1,0), ¢ =(0,0,1), (B.21)

y las relaciones de conmutacion se expresan segin

[ax(k), al, (k)] = (27)%5(k — k) S (B.22)

B.1.1. Componente Trasversal de la Perturbacion Vectorial

Se asume la forma f o a®, con « siendo una cantidad real. La ecuacién (B.18) puede
escribirse segin la expresién (B.20) como

. : 1 k2
wr, g+ 3HWwL R + —Z(a +4)(a— 2)H? + M? + <a) ] wr.r =0, (B.23)
en donde se ha definido la masa efectiva M = % Ademas, esta expresién se puede
reescribir a través del tiempo conformal 7 = _a% como
P |k + %2—1(@ +2a)772 ) | wp =0 (B.24)

Esta ecuacion se identifica como la ecuacién de Hankel cuya forma es

2_1/4
"y <)\2 - ”22/> w = 0. (B.25)

'Esta forma de escribir las perturbaciones es consistente con la condicién de realidad §W* (k) = 6W (—k).
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Dado que que M, < H,? se identifica que el orden de la funcién de Hankel es

1 M? 1
2 _ 2
1
v==tla+ll (B.27)

Se define la cantidad r = %, cuyo valor segin la condicién de campo ligero es r < 1. La

solucién general de esta ecuacién se expresa mediante la combinacién lineal
wp r = V—7ler(k)HD (=k7) + co (k) HP) (—k1)]. (B.28)
Usando la condicién para el vacio de Bunch-Davis® [67]
, _ 07 ikjen
(k/a}lﬁgngoo WL,R = \/ﬂe , (B.29)

valida para escalas de subhorizonte k& > aH, en donde se puede usar teoria cuantica de
campos para un espacio tiempo plano. Comparando esta solucién con la proporcionada a
través de la condicién de Bunch-Davis y considerando que en este limite Hl(,l)(k JaH) —

J 20l i(k/aH) g=i(r/2)[+1/2] ge encuentra que®
Wi = ﬁgjei”/Q(Vﬂ/?) HO (ka), (B.30)

en donde se ha encontrado que ¢; = 2—26”/ 2(v+1/2)  La solucién de la ecuacién de Hankel
(B.24) en términos del parametro de Hubble y del factor de escala a es entonces

I T ARy Pty B.31
WL, R = 2 Ke v ( /CL ) ( . )

En el otro régimen k < aH, se tiene que la solucién (B.31) puede ser aproximada como

ia=3/2 T E 7"
i _ T w2ty R B.39
fathsor PRET Tora oy HS 2H ) (B.32)
en donde se ha considerado que en este limite H,El)(k/2aH) — —ZT7(TV) (Q:H),,, yI'(v) =

ﬁ. Finalmente, el espectro de las perturbaciones determinado a partir de la amplitud
de las perturbaciones es

k 47 H\? [ k \*%
Pop=—5| lim wipf=——s (- : B.33
LR = 5] (k/aH) 0+ 2 [T(1—v)]2 (271') (2aH> (B-33)
Se observa segun esta ecuacion, que para obtener un espectro invariante de escala se
requiere que v = 3/2 y a su vez que @ = —1 43 segun la ecuacién (B.27). Estas condiciones

2F] asterisco denota el tiempo a la salida del horizonte. Esta condicién se impone para que el espectro
no se vea suprimido.

3Con el fin de generar un espectro en escalas de superhorizonte, se va al limite de escalas de subhorizonte
(en donde el espacio tiempo es plano) cuya solucién se conoce. De aqui se extrae informacién sobre los
valores de las constantes que determinan las condiciones iniciales.

4También se ha hecho uso de la relacién Hl(,Q)(k/aH) = H,Sl)*(k/aH).
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proporcionan un espectro invariante de escala para la componente trasversal del campo:
H 2
Prr=[(—] . B.34
L.R (277) (B.34)
4

La funcién cinética ahora se puede escribir de la forma f o a? o f < a4, en donde esta
ultima forma corresponde a un atractor, como se ha indicado en el capitulo 4.

B.1.2. Componente Longitudinal de la Perturbaciéon Vectorial

En este caso se asume m o a®, en donde 8 es una constante real. La ecuacién (B.19)
se puede escribir en términos de las cantidades o y 5 segin las relaciones f o a® y m o o
como

. 2—a+2p , 1 2—a+28\ ,, (k) )
——— | H ——(a—2 44+ —— | H - 1
w||+<3+ 5,2 ) )|+ 2(a )<a+ t e ) +{ (1479)
(B.35)
Resulta de utilidad la condicién sobre a; @ = —1 £ 3 y la condicién de campo ligero
parametrizada como r < 1, para reescribir la expresién indicada arriba como
. : 1 s (k)
W) (5 — o+ 28)Hw) + —i(a—Q)(Q—a+2ﬂ)H + p w) = 0. (B.36)
Similar al caso trasversal, la condicién de Bunch-Davis es
a~t .
lim —¢tk/all (B.37)

(kfal)stoo 1 /2R ’

en donde se ha multiplicado por el boost de Lorentz donde se toma un marco de referencia
en el que £ = 0, dado que no hay distinciéon entre las componentes longitudinales y
trasversales, en un marco de referencia en el que k£ # 0 [30]. El boost de Lorentz en
términos de la variables r es

(B 2
’Y=(G)M+M:\/1+:2. (B.38)

Considerando r < 1 dentro del horizonte, el boost de Lorentz se aproxima a v ~ 1/r.
Considerando el valor a = 2 en la ecuacién (B.36) se tiene que

2
l'[)H + (3 + QB)HZUH + <I;) w) = 0. (B.39)

Considerando el cambio de variable w) = a~B+20)/29p se llega a la ecuacién de Bessel

2
& (3225)21{2@ + (S) @ = 0. (B.40)

wH =0.



APENDICE B. PRODUCCION DE PARTICULAS EN UN FONDO ISOTROPO 58

Definiendo las cantidades v = i% y t = Ht y considerando expansién de Sitter a =
H(t—to)

ape , la ecuacién (B.40) ahora se expresa como
k2e—2t
" =2 —

la cual se identifica con la ecuaciéon de Bessel cuya forma es
W” + (\2e® — v )W =0, (B.42)

en donde la prima indica la derivada con respecto al tiempo ¢, cuya solucién general se
expresa como

W =C1J,(N) + Cad_,(N). (B.43)
Ahora, expresando la solucién en términos de la variable w, se tiene la solucion
wy = a7 T22(C1J, (kjaH) + CoJ_, (k/aH)]. (B.44)

Haciendo el limite cuando k/H — oo en esta solucién, con el fin de compararla con la
condicién de vacio (B.37), y considerando la aproximacién

lim  J,(k/aH) = \/Zcos[x —7/2(v+1/2)], (B.45)

(k/aH)—+00

se consigue la solucién general

~3/2 \/T O (kJalT) — ¢ ok jal] B.46
W) =" T entay ok al) = €T T (kfa )], (B.46)

en donde 7 = 1/2/9 + (2 — a + 28)2. En escalas de superhorizonte k/H — 0 dicha solu-
cién se reduce a

-32 /g i(m/2)[7+3/2) 1-v
m wp = ——— (= ) /o _ i . (B.47)
(k/aH)—0+ rN1-v)\M H sen(np) 2aH
Entonces, el espectro para esta componente es
167 H\ (H\? [ k \*%
P = — — . B4
1™ sen?(xp)[T(1 — )2 <M> <27r> <2aH) (B-48)

Para obtener un espectro invariante de escala se requiere que v = 5/2, entonces

H\? (H\’
P=(— — B4
= () () 40
en donde se ha considerado el valor I'(3/2) = 4/7/3. El valor de v = 5/2 requiere que

B = —1/2(3 £ 5) cuyo valor § = —4 es inaceptable (dado que r decae muy rapido) a
diferencia del valor 8 = 1 el cual produce un espectro invariante de escala con m x a.



APENDICE C

Ecuaciones de Campo y de Movimiento en el
Modelo de Hairy Inflation

C.1. Ecuaciones de Campo

El lagrangiano de materia considerado es
1 1 1
Lo = 5(0a8)(0°0) = V(9) = /() FagF™ + Sim(9)* Aa A (c.1)

Lot = 507 (0a0)(00) V() 1 /()97 5" (0 As—03An) B Ao —Do A+ 5857 AuA,,
(C.2)

Dado que
0L\

= Eoge

- gMV‘CM) (03)

=T = 0u0)000) — 5 F(O)0 FuoFos +m*(0) A, Ay — g0 (56" (0a0)(D6) ~ V(9) ~
O FaF® + 5m2(0)4aA%), (c4)

cuyas componentes son

Ty = S8 V)~ 5H@g™ A~ Sm(9)g7 AL (©5)
T = CUPLE V) - fO)5T A S0 AL, (CO)
T = GmA(@)A2— PV (G) L F(9)AL 4 Je (©7)
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De otra parte, considerando la métrica de Bianchi tipo I (expresion ()) las componentes
del tensor de Einstein son

Gy = 3a*—36° (C.8)
Guw = [-3d%+ 306 — 24 + 6 — 362]e2+%, (C.9)
G.. = [-3d°— 606 — 26 — 25 — 35°]e** 1. (C.10)

. . T,
De aqui que las ecuaciones de campo G, = %5, correspondan a
D

1 1. 1 : 1
22 22 -2 PR FA2 — Zg*F 2A2 11
R R T | (©1)
a4 3a% = 1 3V () — lgzz fA2 — g#*m? A? (C.12)
3m2 2 z 217
1 .

. . _ZZ £ A2 22,22 A2

G+ 3ac = 73m22, { GFfA2Z+ g% m AZ} : (C.13)

C.2. Ecuacién de Movimiento para el Campo Escalar

Se tiene la ecuaciéon de Euler Lagrange

O 5Ew) _, (005w
=0 (M) = e

en donde

W = VTIV6) ~ @0 FagFro + m(@)m () 4aA%),

8((\9/(575;1‘4) = /=gg™d,. (C.15)

Derivando esta expresion con respecto al tiempo y reemplazando las cantidades respectivas
en la ecuaciéon de Euler Lagrange, se obtiene

¢+3ad+V'(9) + S f'(0)g™ AZ — mm/ ()97 AZ. (C.16)
Considerando las definiciones del backreaction
1 )
Ba_y= §gzzf’A§, (C.17)

Ba-m = —g7mm/ A2, (C.18)

con By = Ba_j + Ba_y,, se consigue la ecuaciéon de movimiento para el campo escalar

b+ 3dd + V'(¢) + Ba. (C.19)
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C.3. Ecuacién de Movimiento para el Campo Vectorial

Se considera la ecuacién

I(vV—9Lm) I(vV—=9Lwm)
04, oo O < a(auAu];/[ ) -0 (€20
en donde
WSIEM) 1616 Fp. (C21)

Realizando la derivada respectiva y reemplazando las cantidades encontradas en la ecua-
ciéon de Euler Lagrange, se obtiene

m?(§) Az + 3cf () Az + f'(9) A + (=26 +46) f(9)A. + f(¢)A.. (C.23)
Finalmente, la ecuacién de movimiento para el campo vectorial esta dada por
2

A+ <a + 46— ;) A+ mTAz. (C.24)



APENDICE D

Teoria de los Sistemas Dinamicos

Definicion 1: Un punto singular de un sistema auténomo

i = f(z), (D.1)
es un punto € R" tal que f(z) = 0.

Definicién 2: Sea z un punto singular del sistema auténomo (D.1). Se dice que dicho
punto es un punto hiperbdélico singular si Re();) # 0 para todos los valores propios \; del
Jacobiano del campo vector f(Z). De lo contrario, el punto es llamado no-hiperbélico’.
El analisis cualitativo del sistema dindmico inicia con estudiar el comportamiento de las
soluciones cerca a los puntos criticos o en una vecindad. El proceso de determinar dicho
comportamiento se basa en estudiar el sistema de ecuaciones linealizado en los puntos
singulares [36, 37]. Se considera las perturbaciones alrededor de los puntos criticos para
determinar la estabilidad de las soluciones

T=T.+u Y=y +v, L=X.+w, z=2z.+a, S=Ss.+b0. (D.2)

Introduciendo dichas soluciones y considerando tinicamente perturbaciones lineales se llega
al sistema de ecuaciones linealizado

u u

P v

el =M| w |, (D.3)
a a
b b

LEn este trabajo se considera sélo puntos de tipo hiperbdlico.
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en donde M es la matriz con coeficientes constantes® que se construye a partir de los
puntos criticos, y, cuya solucién esta dada por

u (75} u9
v (1 V2
w | = w [+ | wy |+ .. (D.4)
a a a2
b b1 b2

en donde u;, v;, w;, a;, b; son las constantes de integracién del sistema y el indice ¢ denota
la dimension del subsistema en consideraciéon. Si los valores propios de la matriz son
todos positivos, todas las posibles soluciones en la vecindad & = 0 divergen de este punto.
De lo contrario, si todos los valores propios tienen parte real negativa, entonces todas la
soluciones convergen en el punto singular. De aqui se establece la siguiente equivalencia
topoldgica en la vecindad del punto singular entre el sistema de ecuaciones no lineales y
el sistema linealizado: si todos los valores propios del Jacobiano del campo vector para
un sistema de ecuaciones no lineales tienen parte real positiva, éste se clasifica como un
punto fuente y si todos los valores propios tienen parte real negativa el punto se clasifica
como un punto de sumidero.

En la mayoria de los casos los valores propios del sistema linealizado tendran una
mezcla de parte real positiva, negativa o cero. Por consiguiente, el espacio de fase R"
estd generado por los valores propios de M el cual se divide en tres subespacios distintos:
subespacio estable E¢ = gen(ey,ea, ..., €,), subespacio inestable: B¢ = gen(iy,ia, ..., %)
y subespacio central E¢ = gen(cy,ca,...,c,), en donde e; son los vectores propios cuya
valores propios tienen parte real negativa, i; son aquellos vectores propios con valores
propios positivos y ¢; son los vectores con valores propios igual a cero. Las trayectorias
en el subespacio estable tienden asintéticamente al punto singular en el futuro y aquellas
orbitas en el subespacio inestable tienden asintoticamente al punto singular en el pasado.
Para el caso no lineal la equivalencia topoldgica sélo se aplica para valores propios
diferentes de cero®. Aqui, el espacio de fase se divide de nuevo en subespacios estables
e inestables con direcciones tangentes a los subespacios del sistema linealizado E¢ y E°
respectivamente.

2Para el modelo en consideracién, éste no es necesariamente el caso. Se verd que puede existir una
dependencia temporal de los puntos criticos.

3E] comportamiento de este subespacio y por ende del sistema no lineal puede ser determinado por
técnicas més sofisticadas como el teorema de la variedad central o la teoria de formas centrales [68].



Conclusiones

1. En este trabajo se consideré a modo de conjetura, la equivalencia entre expansion
anisotropa y no invarianza ante rotaciones espaciales de los correladores de n puntos
de las perturbaciones de los campos, lo que implica que si todos los correladores son
invariantes ante rotaciones espaciales la expansién es isétropa. Igualmente, se obtuvo
la equivalencia entre expansién isétropa e invarianza ante rotaciones espaciales de
los correladores de n puntos de las perturbaciones de los campos, en donde los
correladores asociados a las perturbaciones vectoriales son construidos a partir de
las cantidades escalares que acompanan los respectivos vectores de polarizacién.

2. A través del formalismo N en donde se considerd el item 1, se hizo un estudio
general de las contribuciones de las perturbaciones de multiples campos escalares
y vectoriales y de la expansién anisdtropa a la generacion de anisotropia estadisti-
ca en (. Como primer caso, se asumié que los correladores de dos puntos de las
perturbaciones de los campos eran invariantes ante rotaciones espaciales (isotropia
estadistica). De esta consideracién, se obtuvo una expresién para el nivel de aniso-
tropfa estadistica denotado por g¢ (ecuacién (2.26)) la cual determina la forma del
espectro de la perturbacién en la curvatura ¢ de acuerdo con la parametrizacién
(1.11). Esta expresiéon funcionalmente es similar a la encontrada en la referencia
[34]; sin embargo, en nuestro caso se obtuvo tantos niveles de anisotropia como cam-
pos vectoriales involucrados (dado que a actia como un contador). De otra parte,
al considerar que los correladores de los campos no son invariantes ante rotaciones
espaciales, dado que en este caso la expansion es anisétropa, se obtuvo una nueva
forma para el espectro de ¢ (ecuacién (2.29)) y a partir de ésta, se observan tres
expresiones para el nivel de anisotropia estadistica las cuales estdn asociadas con
tres direcciones preferenciales, ecuaciones (2.30-2.32). Las dos primeras expresiones
estdn determinadas por la naturaleza de los campos presentes (escalar y vectorial)
y la restante es similar a la encontrada en el primer caso (cuando se tiene isotropia
estadistica) expresién (2.26). Sin embargo, es necesario aclarar que para este caso,
las derivadas de N dependen de un fondo anisétropo (métrica de Bianchi tipo I)
y no de la métrica de FRW. Las expresiones encontradas en esta tesis nunca antes
habian sido encontradas en la literatura y sientan unas bases tedricas para el estudio
de la no gaussianidad y de la anisotropia estadistica cuando se consideran primer y
segundo orden en la teoria de perturbaciones cosmolégicas.

3. Al aplicar los resultados mostrados en el item 2. al modelo inflacionario de Gauge-
flation se encontré que dicho modelo genera un nivel de anisotropia go = —1, re-
sultando en todo sentido inconsistente con el valor observado g = 0.290 & 0.031

64



CONCLUSIONES 65

reportado en la referencia [8]. Por consiguiente, este modelo es descartado como
generador de las estructuras a gran escala.

A partir de los resultados obtenidos en esta tesis (expresién (2.32)), se concluye que
el origen del signo negativo del nivel de anisotropia generado por el modelo de Hairy
inflation se debe a que el campo vectorial en este modelo es sin masa 7.,y = 0. Esta
afirmacion la respalda el hecho que las derivadas de N estan elevadas al cuadrado y
que los espectros sean siempre definidos positivamente.

Estos tltimos resultados, también dan lugar a nuevas propuestas que derivan en
estudiar estos modelos cuando los campos vectoriales son masivos. Esta consideracién
es una condicién necesaria como lo indican nuestros resultados, para obtener niveles
de anisotropia coherentes con la observacién.

Los espectros (2.25) y (2.29) indican que existen multiples direcciones preferentes
determinadas por el nimero de campos vectoriales y escalares presentes, ademas de
la direccion determinada por Ne. Este hecho, es inconsistente con la parametrizacién
(1.11) en la que sélo consideran un campo vectorial y por ende una tunica direccién
preferente, lo cual no debe ser necesariamente asi. Lo anterior, es un llamado que la
teoria hace a la observacién, sobre la parametrizacién a partir de un tnico campo
vectorial, la cual, como se ha mostrado no es la tinica posibilidad.

Por ltimo, se estudié la dindmica inflacionaria del modelo Hairy inflation a través
de la teoria de los sistemas dindmicos. Alli se encontré que el atractor del sistema,
mas especificamente z. = —% (caso III), es coherente con las condiciones necesarias
para obtener un espectro casi invariante de escala de las perturbaciones vectoriales
foca™?
encontré al igual que en la referencia [25] que la cantidad de expansién anisétropa X
es del orden del parametro de densidad de energia R < 1, mostrando que este modelo
genera un periodo inflacionario con expansién anisétropa prolongada y coherente con
las cotas observacionales ‘%’ < 0.012 [66].

, cuando el estudio de la produccién de particulas es isétropo [27]. Ademas, se
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