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magnético masivo de Bonnor [24], que representa una fuente estdtica con campo magnético y la solucién
de Manko et al [25], que ha sido presentada como el campo exterior de estrellas de neutrones rotantes.

En cada caso se analiza la estructura del potencial efectivo para el movimiento radial de las particulas en
el plano ecuatorial, que permite estudiar la naturaleza de las 6rbitas y su estabilidad. También se realiza
la integracion numérica de las ecuaciones de movimiento, con el fin de determinar la forma exacta de las
trayectorias de las particulas en el plano ecuatorial de la fuente central. Ademas se investiga la influencia
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Se encuentra que la presencia del campo magnético incrementa el rango de érbitas estables, permite en-
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INTRODUCCION

La estrella de neutrones es un sistema astrofisico realmente interesante desde el punto
de vista de la relatividad general. Hay multiples razones, entre ellas que los pulsares son
estrellas de neutrones y en consecuencia se dispone de una cantidad considerable de datos
observacionales, y que las estrellas de neutrones se constituyen en laboratorios naturales
para la fisica nuclear, debido a su gran densidad y amplia gama de posibilidades de materia
interactuante que las constituyen. Ademas, la comparacion de modelos tedricos de estre-
llas de neutrones, con la observaciéon directa de su radiacién, podria ayudar a revelar las
condiciones fisicas en el interior de estos objetos [1, 2]. De otro lado, en los tltimos anos
se ha descubierto un gran nimero de estrellas de este tipo [3, 4], con una caracteristica en
comtn: tienen cerca de la superficie campos magnéticos del orden de 10'* — 10' Gauss.
Esto hace que su estudio tenga un gran interés tanto observacional como tedrico.

Las estrellas de neutrones fueron descritas tedricamente en la década de 1930, a partir de
las teorfas del joven astrofisico Subrahmanyan Chandrasekhar [7], quien predijo que las
estrellas como el Sol, una vez que agotan su combustible nuclear y la fuente de energia
interna es incapaz de resistir el empuje de la gravedad hacia el ntcleo estelar, se contraen
precipitandose hacia su interior en segundos y generando presiones muy altas. En este
proceso los electrones son empujados hacia el interior de los nicleos atomicos y obligados
a combinarse con los protones formando neutrones. El resultado de este proceso es una
estrella de neutrones [8, 9], un objeto tan denso que tiene la masa del Sol en una esfera
con un radio cercano a 15 km. En 1967 Joselyn Bell-Burnell y Anthony Hewish, mientras
trabajaban en la identificacion de quédsares con un radiotelescopio de la Universidad de
Cambridge, Inglaterra, descubrieron senales de radio emitidas en forma de pulsaciones
periddicas de aproximadamente un segundo de frecuencia provenientes de una posicion en
el cielo; poco después, se localizaron, en distintas partes del espacio, un total de cuatro
fuentes. Era evidente que se habia descubierto un nuevo tipo de objetos. Dado que en
algunos casos se observaban mas de diez, y hasta treinta pulsaciones por segundo, la tnica
interpretacion plausible a ello era (y sigue siendo) que se trata de estrellas de neutrones,
girando rapidamente y creando fuertes campos gravitacionales y magnéticos a su alrededor,
campos millones de veces mas fuertes que los del Sol.

Existen cinco clases de configuraciones estelares en las cuales se reconocen efectos relativis-
tas significantes: enanas blancas, estrellas de neutrones, agujeros negros, estrellas superma-



sivas y clusters de estrellas relativistas. Esta clasificacion se realiza teniendo en cuenta el
tamano, la masa, la densidad, su formacién, etc [10]. La teoria més utilizada por su validez
experimental, y que describe satisfactoriamente las propiedades fisicas de estos objetos, fue
formulada por Einstein en 1915. La teoria de la relatividad general o simplemente teoria
de gravitacion de Einstein es considerada como la teoria mas viable para la descripcién
de objetos y fenémenos astrofisicos que involucran fuertes campos gravitacionales. Esta
brinda un tratamiento detallado de la gravitacion y el electromagnetismo en términos de
un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, no lineales y acoplado de segundo orden,
conocido normalmente como sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell. Resolver este sis-
tema de ecuaciones representa una gran dificultad; sin embargo, hoy se encuentran en la
literatura algunas soluciones [11], no todas de interés astrofisico y las que si lo tienen,
permiten describir apropiadamente objetos como estrellas de neutrones, enanas blancas,
agujeros negros, etc.

Es bien conocido que la mejor manera de entender la estructura de algiin campo es estudiar
la dindmica de particulas de prueba [12]. En relatividad general, donde la gravitacién es
representada por la curvatura del espacio tiempo de una variedad cuadridimensional, la
estructura del campo puede ser completamente estudiada a través de las geodésicas de
la variedad las cuales representan las trayectorias de particulas de prueba en la ausencia
de alguna fuerza externa. Junto con el campo gravitacional pueden haber otros campos
presentes tales como campos de Coulomb o campos de spin; en este caso, las trayectorias
de las particulas pueden ser geodésicas solamente si el campo gravitacional no interactiia con
estos campos externos [17, 18]. De otro lado, si la particula es cargada o tiene spin, entonces
su movimiento se desvia de la geodésica y su estudio podria revelar informacion acerca de
la interacciéon mutua de estos campos sobre la geometria y viceversa. El movimiento de
particulas sin carga alrededor de fuentes gravitacionales ha sido muy bien estudiado y
existen muchos trabajos al respecto; por lo tanto, este trabajo se dedica solamente al caso
del movimiento de particulas cargadas en una combinacién de campos gravitacionales y
electromagnéticos.

El movimiento de particulas cargadas en campos gravitacionales y electromagnéticos en
relatividad general ha llamado la atencién de muchos autores (ver [19, 20] y referencias
internas), debido a que permite conocer parametros fisicos importantes de los sistemas;
por ejemplo, la energia de enlace de la dérbita marginalmente estable de las particulas
“tes” determina en buena parte la eficiencia de emisién de energia por discos de acrecién.
Tipicamente para realizar estos estudios se utilizan soluciones sencillas, entre ellas las mas
utilizadas son la de Schwarzschild o Kerr, superpuestas sobre un fondo de campo magnético.
Prasanna y Varma [21] estudiaron el movimiento en un campo dipolar magnético sobre el
espacio tiempo de Schwarzschild, en este caso el vector potencial se obtiene suponiendo
que el momento magnético u es originado por un dipolo puntual situado en la fuente que
genera el campo gravitacional. Prasanna y Vishveshwara [20] lo hicieron para el caso de un
campo electromagnético superpuesto sobre la métrica de Kerr. Para su estudio consideran
el campo electromagnetico de dos tipos: el primero un campo dipolar magnético con un
campo cuadripolar eléctrico asociado debido a la rotacion de la fuente y el segundo, un
campo magnético uniforme que rodea la fuente central y es constante en el infinito. Aliev y



Ozdemir [19] estudiaron las érbitas marginalmente estables para el caso de geometrias de
Kerr y Schwarzschild sobre campos magnéticos externos y uniformes en el infinito. Mirza
[22] estudi6 el movimiento de particulas cargadas en el campo de una estrella compacta
lentamente rotante. Para modelar la estrella utilizo el espacio tiempo de Kerr y supuso que
el campo magnético (axialmente simétrico) es producido por un plasma axialmente simétrico
en la atmoésfera de la supuesta estrella. Por dltimo se encuentra el trabajo de Preti [23], el
realiza su estudio utilizando el espacio tiempo de Schwarzschild y considerando un campo
dipolar magnético producido por un “lazo” de corriente alrededor del agujero negro.

Los trabajos mencionados anteriormente tienen una caracteristica en comun: consideran
que el campo electromagnético es débil comparado con el campo gravitacional y por lo
tanto éste no afecta la geometria [18], es decir que el campo electromagnético no afecta la
curvatura del espacio tiempo pero la curvatura si podria afectar el campo electromagnético.
Lo novedoso del presente estudio es que se utiliza una solucion exacta de la ecuaciones de
Einstein-Maxwell en la cual se considera el efecto de los campos electromagnéticos sobre la
curvatura y viceversa.

El trabajo se ha organizado de la siguiente forma: En el capitulo 1 se presenta una breve
descripcion del movimiento de particulas cargadas alrededor de una fuente masiva, rotante
y con campo electromagnético en el marco de la relatividad general. Ademés se obtienen
las ecuaciones de movimiento considerando campos estacionarios y axialmente simétricos.
En el capitulo 2 se estudia el movimiento en el caso estatico, para ello se utiliza la solucién
exacta de Bonnor [24], que representa una fuente masiva magnetizada. Para esta solucion
se estudia en detalle el potencial efectivo y se integran las ecuaciones de movimiento para
observar las trayectorias de las particulas en el plano ecuatorial de la fuente central. El
capitulo 3 esta dedicado a estudiar el movimiento de particulas cargadas alrededor de una
fuente estacionaria con campo magnético. Este estudio se realiza con la soluciéon de Manko
et al [25] y nuevamente se analiza el potencial efectivo para el movimiento de las particulas
en el plano ecuatorial y se realiza la integracién numérica de las ecuaciones de movimiento.
Por ultimo, en el capitulo 4 se presentan los resultados obtenidos y se concluye.



CAPITULO

MOVIMIENTO DE PARTICULAS CARGADAS EN
RELATIVIDAD GENERAL

La existencia de campos magnéticos alrededor de algunos objetos compactos ocasiona que la
dinamica de particulas cargadas se vea alterada considerablemente, ya que esta interaccién
adicional puede modificar la estructura de sus érbitas [18], particularmente aparecen érbitas
que no son posibles cuando el campo magnético estd ausente. Las ecuaciones de movimiento
permiten realizar un estudio completo de la trayectoria de particulas cargadas en un espacio-
tiempo caracteristico, por esta razon este capitulo estd dedicado a la obtencion de las
ecuaciones que gobiernan el movimiento de particulas cargadas alrededor de una fuente
masiva, rotante y con campo electromagnético, en el marco de la relatividad general.

ECUACIONES DE EINSTEIN-MAXWELL

Las trayectorias de una particula con carga e y masa en reposo my, en un campo electro-
magnético en relatividad general, estan dadas por las ecuaciones covariantes de Lorentz

e
uf“ﬁuﬁ = g‘uﬁ, (1.1)

donde u® = dx®/dr es el vector cuadrivelocidad de la particula y F§ es el tensor electro-
magnético. El punto y coma denota derivada covariante, tomada con respecto al espacio-



ECUACIONES DE EINSTEIN-MAXWELL

tiempo asociado, cuya geometria estd dada por el elemento de linea
ds? = gapdr®da”. (1.2)

En general, las componentes del tensor métrico g,g pueden ser obtenidas como soluciones
de las ecuaciones de Einstein-Maxwell, que en su notacion usual se escriben

G

1
lza - —12 « - Ta ) 1

donde el tensor energia momentum 7,3, se escribe como

1

1 v
Taﬁ = E (Fa,qu - ZgaﬁFﬂVFu ) y (14)

con el tensor electromagnético F, g satisfaciendo las ecuaciones covariantes de Maxwell
F;%ﬁ =J% Fagp+ Fupa + Fapp =0, (1.5)
siendo J“ el vector corriente.

Para obtener las trayectorias de particulas cargadas en una variedad con espacio-tiempo
curvado por campos electromagnéticos, dados por F,z satisfaciendo (1.5) se puede resolver
(1.3) para g.g, usando este F,5 y entonces integrar las ecuaciones de érbita (1.1), usando
el gop asi obtenido. El problema inicial es entonces, resolver completamente este sistema
de ecuaciones para un campo electromagnético arbitrario, lo cual representa una gran difi-
cultad. Sin embargo, hoy se encuentran en la literatura soluciones [11], con algunas carac-
teristicas particulares que consideran campos con algunas simetrias que facilitan la solucién
del sistema de ecuaciones (1.3). Estas soluciones permiten describir apropiadamente obje-
tos astrofisicos, tales como estrellas de neutrones, enanas blancas, agujeros negros, estrellas
supermasivas, etc.

Un caso particular de soluciones son aquellas que representan campos estacionarios (o
estaticos) y axialmente simétricos (o esféricamente simétricos), en la literatura hay solu-
ciones de este tipo, pero no todas son astrofisicamente interesantes. Por lo tanto en el
estudio sélo se consideran soluciones de interés astrofisico [24], [25].
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ECUACIONES DE MOVIMIENTO

El elemento de linea de Lewis-Papapetrou [26, 27] describe los espacio tiempos estacionarios
axialmente simétricos y escrito en coordenadas esferoidales toma la siguiente forma:

ds® = gur d2® + gy, AY* + g dp® + 294, dt dp — gy dt?, (1.6)
e — ek (2% — y?) g = ek (2* — y?)
o flaz=1) » 7% f(l—=92) 7

Jop = f_lk‘2(l’2 - 1)(1 - y2) - fw,
Jtp = 2fw, gu = f,

donde g, son las componentes del tensor métrico y las funciones f, v y w sélo dependen
de las coordenadas x y y, que se relacionan con las coordenadas Weyl (p, z) a través de las
formulas

= (ry+7r2)/(2k), y= 0y —r)/(2k), 1= Vp*+ (2 F k)2

Si se considera una particula de masa mg y carga e moviéndose en presencia de una combi-
nacion de campos gravitacionales y electromagnéticos descritos por las funciones g.3 y por
el cuadrivector potencial electromagnético A,, el lagrangiano del sistema esta dado por [18]

1
L= §gaﬁz%ﬁ+eAaza, (1.7)
donde el punto denota la derivada con respecto al tiempo propio 7y (1) es el cuadrivector
de posicién de la particula. Si los campos son estacionarios y axialmente simétricos, el
lagrangiano es independiente de la coordenada temporal ¢ y la coordenada azimutal ¢, por
lo tanto hay dos constantes de movimiento

oL

. —-F, (1)
oL
;= (1.9)

donde E y [ representan la energia de la particula y el momento angular canénico, respec-
tivamente.

De (1.7), (1.8) y (1.9) se puede obtener
gw@_gtti: —(E—ﬁ’At), (1.10)

g¢ti+g¢¢¢:l_€A¢, (111)
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y de estas dos expresiones se obtiene ¢ y ¢, dadas por:

Gop (B —eAy) + g1 (I — e Ay)
gcpcpgtt+gt2<p
Qtt(l—eA )_gw( —eAt)

b = 1.13
e 9ut + 97, (1.13)

, (1.12)

Las ecuaciones de movimiento (1.1), pueden escribirse en forma extendida como:

d?z dxP dxY dx’
— T —— = F§ 1.14
ds? + By ds ds 0 ds’ ( )
con
Fuu = Au,u - A;,L,V) (].]_5)

y I'g,, son los simbolos de Christoffel. Asi, las ecuaciones correspondientes a las coordenadas
x y y estan dadas por

1 {agyy 2 09za .9

89W @2 8gtt tg + 2 <3gwt+ 814 )

LR VR P A T SR B ] BE
oty w10
v e A ek Al € riate )
—2e %t—2a§;y y} , (1.17)

en las cuales se puede reemplazar ¢t y ¢ para obtener asi un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias acopladas para las variables x(7) y y(7).

En el presente trabajo se estudia el movimiento de particulas masivas, por lo tanto el vector
cuadrivelocidad u® sera tipo tiempo, lo que se expresa como

Japuu’ = —1, (1.18)

lo cual permite obtener la siguiente ecuacién

) 1 . i . )
i? = ——— (1 + gyt + 9o’ + 20101 — gut®) | (1.19)

rx

util cuando el estudio se reduce al movimiento en el plano ecuatorial.



CAPITULO

MOVIMIENTO EN LA SOLUCION DE BONNOR

En el presente capitulo se estudian las trayectorias del movimiento de particulas cargadas
alrededor de una fuente estdtica y axialmente simétrica con campo magnético. Para tal
efecto se utiliza una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que se conoce
en la literatura como dipolo magnético masivo de Bonnor [24]. Se analiza en detalle el
potencial efectivo para el movimiento de las particulas en el plano ecuatorial, lo cual permite
estudiar la estabilidad de las 6rbitas. Adicionalmente se realiza la integracién numérica de
las ecuaciones de movimiento para determinar las trayectorias. El caso estatico se estudia
por su sencillez y porque puede revelar algunas caracteristicas generales del movimiento,
que podrian ser comunes con un caso estacionario. Por lo tanto, es interesante observar
qué similitudes y diferencias existen entre el caso estatico y el caso estacionario, cuando se
considera el movimiento de particulas cargadas alrededor de estas fuentes.

DIPOLO MAGNETICO MASIVO DE BONNOR

La solucién de Bonnor [24] es un espacio tiempo particular con la caracteristica de ser
estatico y axialmente simétrico y que fisicamente representa una fuente masiva magnetizada.
El elemento de linea caracteristico de estos espacio tiempos puede ser obtenido de (1.6)
haciendo w = 0. En coordenadas esferoidales, las funciones métricas f y v para esta solucién,
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pueden ser escritas de la siguiente manera [25]

. (@ = D8+ (1= )" o)
(=d2? + (k2% — y26)* + kma (22 — 1) k2 + (1 — 42)3))
2 _ 2 _ a2\ 54
kS (22 — 42)
donde § = p?/m?, d =m?/4, k = /d + §, m representa la masa de la fuente central y y el
dipolo magnético.

El campo electromagnético esta descrito por las componentes del cuadrivector potencial
A,, que para esta solucion en particular se escribe

A, = (0,0, A4,0) (2.3)

donde
A= (yz—l) (290(:102—1) k3+3m(x2—1)k2+2x(m2—y26+6)k+m(m2— (y2—3)5))u 94
o 2 (—k*zt + 2k2y202% — k3m (22 — D) a + km (y? — 1) dz + d? — y*0?) - (24
De las ecuaciones (1.7), (2.1), (2.2) y (2.4), se puede observar que el pardmetro i, sélo
aparece de dos formas: al cuadrado, a través de 9, y como factor en el potencial A,. Debido
a que cuando el parametro aparece como factor de algunas expresiones siempre aparece

multiplicado por la carga e, el potencial efectivo y las ecuaciones de movimiento, seran
invariantes bajo transformaciones de (e, p) por (—e, —pu).

ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Las ecuaciones de movimiento correspondientes a las coordenadas x y y se obtienen de
(1.16) y (1.17), haciendo g, = 0 (ya que w = 0) y A; = 0 segun (2.3), por lo tanto

.- 1 agyy .9 89@@ .92 8Qtt 2 8gmm .9 8gxx .. 814@ .
= —u D ~2 202 2.
. 2gm<8azy - ox ¥ Ox ox " dy W “or ¥ (25)
.. 1 OGur .o 0oy .o OGit ;o Ogyy .- Gy, . . 04, .
= — _Htp R LT P 2.6
! 29yy ( Ay v Ay v dy Ay Y Ox e dy (2:6)
De igual forma de (1.12), (1.13) y (1.19) se obtienen las ecuaciones para t, ¢ y &
. E
t = — 2.7
gt (2.7)
. 1
o = — ({—eA,). (2.8)
e

. 1 . ) )
A — (1 + gyyy2 + ngDQ - gtttQ) (2.9)

Trr
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Centrando el estudio al caso particular de trayectorias en el plano ecuatorial de la fuente
dado por y = 0, las ecuaciones (2.5), (2.8) y (2.9) toman la siguiente forma

. 1 dggpgo .2 dA(p . dgxx ) dgtt E ?
N - - = 2.10
v 2020 [ dz +ee dz © 7 dr ¥ dr \ gu ' (2.10)
1
p = —(l—ed,), (2.11)
e
1 E?
TT gut
aqui f se ha reemplazado de (2.7).
Sustituyendo la ecuacion (2.11) en (2.12) se obtiene
E2 = gxxgtti2 + &(f — €A¢)2 + it (213)

Pp

Esta tltima ecuacién, donde el término del momento angular dy/d7 ha sido eliminado para
introducir el momento angular canodnico, ¢ expresa la conservacion de la energia efectiva en
la direcciéon x y puede ser escrita como

E? = guogui® + Verss (2.14)
con g
Vepp = == (0 = eAy,)* + gu. (2.15)
e

Vers representa el potencial efectivo para el movimiento de las particulas en el plano ecua-
torial. Estudiando la estructura de Vs, para diferentes valores de las constantes [ y e, se
puede analizar la naturaleza de las orbitas y su estabilidad.

A continuacién se presentan algunas gréaficas del potencial efectivo V., las cuales permiten
dar una descripcién de las érbitas de las particulas. En las figuras 2.2, 2.1 y 2.3 se puede
observar que la presencia del pardmetro de dipolo magnético p altera considerablemente la
estructura del potencial efectivo. En estas figuras las lineas inferiores (superiores) represen-
tan el potencial en ausencia (presencia) de campo magnético. Se observa cémo, al introducir
el pardametro p aparecen Orbitas estables dadas por los puntos donde el potencial efectivo
es minimo. Ademads, se muestra que el radio de la érbita depende del signo de la carga de
la particula de prueba, siendo mayor en el caso de particulas cargadas negativamente.

2.2.1] Influencia del parametro

El parametro p representa el momento dipolar magnético y es el parametro encargado de
controlar la intensidad del campo magnético B de la fuente. Para el caso particular de
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— e=-15.2587
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—  e=15.2587
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0.7 b
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051 B

Figura 2.1: Potencial efectivo (2.15) para una particu- Figura 2.2: V,;; contra z para los mismos valores de
la de carga e = +15,259 que se mueve en la vecindad m, pyldelafigura 2.1. En este caso se tiene e = +2,045.
de una fuente masiva magnetizada [24]. Los pardmetros

fisicos son m = 2,215, u = 4,476, | = 3. La linea inferior

muestra el potencial efectivo para p = 0.

115—

110F —  e=-45776 B
b — =0 ]

105F # E
[ —  e=45776 b

1.00F

095F

0.90F

0.85F ]

0.80F ]

075 t L L L L L ]
0 10 20 30 40 50

Figura 2.3: Nuevamente Vs contra z, en este caso
se ha tomado e = +45,776.

estrellas de neutrones el campo magnético es del orden de 104 — 10 Gauss, es decir, un
valor del orden de 103 — 1032[Am?| para p. Para los cdlculos se han empleado unidades
naturales, por lo tanto se debe realizar la conversion adecuada de unidades, para garantizar
que se utilizan valores fisicamente aceptables de los diferentes parametros. A continuacién
se presenta la conversion de unidades para el momento dipolar magnético y para la carga:

[ 110G _ G _
HNat = IUO—4 Hox 10 67 4Nat = IUO—Q q * 10 37
C C

donde pine: V gnar Tepresentan los valores del momento dipolar magnético y la carga en
unidades naturales, respectivamente, po es la permeabilidad magnética del vacio, G es la
constante de gravitacion universal, p y ¢ los valores del momento dipolar magnético y la
carga en unidades de Sistema Internacional (SI), respectivamente.

Con la anterior conversién se tiene que una carga ¢ = 15,2587 en unidades naturales
corresponde a una carga ¢ = 5 X 102°[C]. Para el momento dipolar magnético yu, se tiene
que para pu = 18 x 103'[Am?], corresponde a un valor = 18,3104 en unidades naturales.
De lo anterior se puede observar que los valores utilizados para los parametros, pueden
corresponder a valores para estrellas de neutrones reales.
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En las figuras 2.4 se presenta el potencial efectivo (2.15) para diferentes valores del parametro
. Inicialmente se observa que cuando este parametro es diferente de cero aparecen érbitas
estables (ver figuras 2.2-2.1). La variacién del pardmetro u, permite observar que intro-
duciendo valores pequenos (u = 0,814, grafica 2.4a) aparecen tres tipos de 6rbitas: una
orbita interna estable, que corresponde al primer minimo del potencial efectivo, una inter-
media inestable correspondiente a un méaximo de V.;; y una externa, nuevamente estable,
que esta— relacionada con un segundo maximo en el potencial. En las graficas 2.4b y 2.4¢
se ha aumentado el valor numérico del pardmetro j, se muestra que el radio de la 6rbita ex-
terna estable aumenta, mientras que la 6rbita interna desaparece. De otro lado, el aumento
del momento dipolar magnético p, no siempre ocasiona que el radio de la érbita externa
estable aumente indiscriminadamente, ya que existe un valor de p para el cual el radio de
la érbita es maximo, de tal manera que si p sigue creciendo el radio de la orbita estable
empieza a disminuir. Si el pardmetro p es negativo como en la figura 2.4c, se observa el
mismo comportamiento que en el caso positivo.

@

5r ‘ T
[V 11F
41 i
[ — 4=0.203 [
[ \ ] 10
3+ — 4=0.814 i r
[ 09l
2p g [
[ \
s ] 08|
or 1 07}
. . . . .
2 4 6

1.04-

1.02-

0.98-

0.96 -

7\ L L L L L L Il L L L Il
0 20 40 60

©
=]

Figura 2.4: Veyy para una carga e = 45,776. Se
tomaron los parametros fisicos m = 2,215,0 = 15, e =
45,78. Cada curva se construye con un valor diferente del
parametro p.
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2:2.2 Influencia de la masa m de la fuente

Las observaciones han permitido efectuar mediciones bastante confiables sobre masas de
varias estrellas de neutrones, en especial de aquellas que son componentes de un sistema
binario. En las que se han estudiado, se ha logrado estimar el valor de su masa, que en
general, llega a valores cercanos de 1,44 M (masas solares) [28, 29] y en algunos casos podria
acercarse a las 2M,. Tedricamente existen varios trabajos que estiman que la masa de una
estrella de este tipo no superaria las tres masas solares [30, 31, 32, 33]. En esta seccién se
realiza un andlisis del potencial efectivo cuando se consideran diferentes valores de la masa
de la fuente. Los resultados se presentan en la figura 2.5. Se puede observar que para todos
los valores que se consideran siempre existe una Orbita estable, dada por los puntos donde
el potencial tiene un minimo; cuando se aumenta la masa de la fuente, el radio de dicha
orbita también aumenta. Este comportamiento se observa para diferentes valores de i, que
pueden ser positivos y negativos.

1.2+

10+

0.8+

0.6 -

Figura 2.5: Veyy para una carga e = 24,41 que se mueve en la vecindad de una fuente
masiva magnetizada [24]. Los pardmetros fisicos son p = 5,49, | = 12,5. La masa esta dada
en masas solares.

ORBITAS CIRCULARES

Considerando 6rbitas circulares se tiene x = x. = cte y por lo tanto £ = & = 0, donde z.. es
el radio de la 6rbita. En este caso la energia de la particula en su érbita circular, calculada
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de (2.14) es
Bz =2) = Vs = | 2200 — eA,)? + gu| . (2.16)
e

Se toma la expresién (2.15) para calcular los puntos criticos del potencial efectivo:

Wepyp

o =0. (2.17)

Resolviendo esta ecuacién para [, se obtiene el valor del momento angular de la particula
en su oOrbita circular:

dg dge] " dg dg dA
lL(z=2) = [Qtt dff - gwd—:ztf] {e [Awgttf - Awgwd—;t - gttgw—d; (2.18)
1
dA,\ > dgoe dges dgoo \2|?
ane | () Tt R - () | (2.19)

El signo =+ indica la direccién del movimiento.

INTEGRACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES

Las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12) permiten realizar un estudio completo de la trayectoria
de particulas cargadas en un espacio tiempo dado. La soluciéon analitica de estas ecuaciones
no fue abordada debido a su complejidad, por lo tanto se recurre a la integracién numeérica
para obtener un imagen cualitativa de la naturaleza de las 6rbitas para diferentes valores
de los parametros fisicos que aparecen en la ecuaciones. Para la integraciéon se recurre a la
ecuacién para ¢, la cual tiene la siguiente forma:

p=—— —e—1. 2.2
¥ Jpp | dx 6dxx (2.20)

Las ecuaciones a integrar son (2.10), (2.11) y (2.12). Para este fin inicialmente se necesita,
ademas de los parametros p, m y e, las velocidades iniciales ¢g, o y la posicion inicial xg
v ¢o. Para el caso de orbitas acotadas, del hecho que las particulas efectian movimiento

de Larmor, se puede considerar ¢ = 0 en algin z = xy. Asi se elige 9y = 0 en x = xy,
aplicando esta condicién a la ecuacién (2.11) se obtiene

I =cA,, (2.21)

y de (2.12)
G0 = &|oas. (2.22)
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Especificando p, m y e, zg, ¢o v E se tienen todos los valores iniciales necesarios para realizar
la integracion, cabe anotar que el parametro de momento angular [ queda determinado por
las condiciones iniciales, ademas por comodidad siempre se considera ¢y = 0. Una segunda
posibilidad para realizar la integracion es elegir cualquier valor para [ y calcular por medio
de la ecuacion (2.11), el valor inicial de la velocidad en la coordenada ¢

SbO = Sb|m=xo- (223)

A continuacién se presentan algunos resultados de la integracién de las ecuaciones (2.10),
(2.11), (2.12) y (2.4), se muestran las trayectorias de particulas cargadas en el plano ecuato-
rial de una fuente masiva con campo magnético [24], en el marco de la relatividad general,
ademas, con el fin de clarificar el andlisis, se presenta la grafica del potencial efectivo co-
rrespondiente a los parametros utilizados.

El conjunto de graficas, compuesto por las figuras 2.7, 2.8, 2.9 y 2.10, corresponden al
potencial efectivo mostrado en 2.6. Estas graficas son el resultado de la integracién numérica
de las ecuaciones de movimiento (2.10), (2.11), (2.12) y (2.4), la diferencia entre cada figura
es el valor asignado a la energfa. La figura 2.7 corresponde a una orbita circular estable
con radio xy = 2,714 y cuya energia es 0,710. A medida que la energia aumenta se puede
observar la variacion de las trayectorias que ahora estan acotadas entre dos radios y por
lo tanto, se puede decir que las particulas realizan un movimiento de Larmor. Para una
mayor claridad en la figura 2.6 se han dibujado los niveles de energia correspondientes a
cada trayectoria, con el fin de corroborar que efectivamente la particula se mueve entre dos
radios, que estan dados por cortes de la linea que representa cada nivel de energia con la
curva del potencial.

En las figuras 2.11, 2.12 y 2.13 se puede observar que el potencial tiene dos regiones de
estabilidad bien definidas. De 2.11 se puede concluir que existe una orbita estable muy
cercana a la fuente dada por el primer minimo, con un radio xqg = 1,03 y una energia de
E = 1,18, luego se observa una drbita inestable (méximo del potencial) con xy = 1,33 y
E = 1,97, por ultimo se tiene nuevamente una érbita circular estable (segundo minimo)
con rg = 3,92 y £ = 0,41. La figura 2.12 representa la trayectoria de una particula con
energia £ = 1,356 (linea roja) y que se encuentra en la primera region de estabilidad del
potencial. La figura 2.13 corresponde a una particula con energia £ = 0,675 (linea azul) y
que se encuentra en la segunda region de estabilidad del potencial. Se puede observar que
a diferencia de las trayectorias mostradas en las figuras (2.9), (2.8) y (2.10), las particulas
en este caso no describen movimiento de Larmor. Este comportamiento se debe a que sobre
la particula no solamente actian fuerzas de Coulomb, sino también fuerzas gravitacionales
y centrifugas y, por lo tanto, el tipo de movimiento y la forma de la trayectoria dependen
exclusivamente de como sea el balance de estas fuerzas.

Finalmente se compara la diferencia entre las trayectorias de dos particulas con cargas
opuestas. La figura 2.12 corresponde a la trayectoria para una particula cuya carga tiene
el mismo signo del parametro i, con esta restriccion el momento angular [ de la particula,
obtenido de la ecuacién (2.21), siempre es positivo y la direccién del movimiento es en el
sentido de las manecillas del reloj. En la figura 2.13, se ha presentado la situacion en la cual
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los signos de e y i son opuestos; en este caso, el momento angular [ siempre es negativo y
la particula se mueve en sentido contrario a las manecillas del reloj.
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Figura 2.6: Gréfica del potencial efectivo (2.15) como
funcién de z. Los parametros fisicos son m = 2,215, e =
15,256, p = 4,476, | = 11,764.

Figura 2.8: Similar a la figura 2.7, pero con E = 0,740,
zo =3, wo =0, o = 0,067 y ¢o = 0.
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Figura 2.7: Vista de las érbitas de una particula car-
gada positivamente moviéndose en la vecindad de una

fuente masiva magnetizada [24]. Se ha tomado m = 2,215,
e = 15,256, u = 4,476, | = 11,764, I = 0,710, zo = 2,714,
2o =0y ¢o = —0,022.

i 4

Figura 2.9: Similar a la figura 2.7, pero con E = 0,838,
zo =3, 0o =0,y 2o = 0,182y o = 0.

-6 -4 -2 0 2 )

Figura 2.10: Similar a la figura 2.7 pero con E =

0,925, g = 3, o =0, 9 = 0,248 y ¢g = 0.
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Figura 2.11: Gréfica del potencial (2.15) efectivo con ~ Figura 2.12: Similar a la figura 2.13, pero con E =

parametros fisicos m = 2,215, e = 45,776, p = 0,559, 1,356 y condiciones iniciales zg = 1,13, 99 = 0, &9 =

1=5. 2,878 y ¢ = —2,132.
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Figura 2.13: Similar a la figura 2.10, pero con
parametros fisicos m = 2,215, e = 45,776, p = 0,559,
I =5, E=0,675 y condiciones iniciales zog = 4, ¢9 = 0,
o = 0,202 y 9o = —0,047.
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Figura 2.14: Potencial efectivo (2.15) correspondiente
a los pardmetros m = 2,215, e = £15,256, p = +17,293,
1=9,96y e = +15,256, u = 17,293, | = —9,96.
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Figura 2.15: Vista de las 6rbitas de una particula car-
gada. Los pardmetros fisicos son m = 2,215, e = +15,256,
pn = 17,293, [ = 9,96, £ = 0,946 y las condiciones ini-
ciales zg = 3,5, w9 =0, 9 = 0,025 y ¢o = 0.

“a -2

0 2 4

Figura 2.16: Similar a la figura 2.15. Los pardmetros
que cambian son e = £15,256, p = F17,293 y | = —9,96.



CAPITULO

MOVIMIENTO EN LA SOLUCION DE MANKO

Una caracteristica de las estrellas de neutrones es la emision de radiaciéon por el movimiento
de particulas cargadas relativistas en su campo magnético [13, 14, 16] (estas particulas
pueden hacer parte de un disco de acrecién). Esto motiva el estudio de la dindmica de
particulas cargadas en la vecindad de estas fuentes, ya que revela informacién acerca de la
naturaleza de los objetos que producen los campos y la influencia sobre los procesos fisicos
que se llevan a cabo a su alrededor. Por tal razon, en el presente capitulo se estudia el
movimiento de particulas cargadas en el campo gravitacional y electromagnético, producido
por una fuente rotante.

SOLUCION DE MANKO

Esta solucion particular de las ecuaciones de Einstein-Maxwell es de interés en astrofisica,
por que puede ser interpretada como el campo exterior generado por una estrella de neu-
trones rotante y magnetizada; ademas, depende de cuatro parametros fisicos reales que son
la masa m, el momento angular total por unidad de masa a := J/m, el momento dipolar
magnético p y el momento cuadripolar de masa

m

Q= o ' 2 )~ (Bat D)o ) — 4
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de la fuente, este tltimo es arbitrario via el parametro b, que se puede interpretar como un
parametro de deformacion arbitraria de la fuente. Las anteriores caracteristicas permiten
realizar un estudio de la influencia que tienen los diferentes pardametros en el movimiento
de particulas cargadas alrededor de fuentes de este tipo. Es importante mencionar que
esta solucién ha sido utilizada para investigar caos en Orbitas geodésicas cuando no hay
campo magnético [36, 37]. Berti y Stergioulas [34] investigaron algunas propiedades de esta
solucion construyendo modelos interiores de estrellas de neutrones e igualandolos con la
solucién antes mencionada, imponiendo la condicion de que el momento cuadripolar de la
solucion numérica y la solucién analitica son iguales.

La correspondiente métrica de esta solucién esta dada por el elemento de linea axialmente
simétrico (1.6) y se puede escribir como [25]

da? dy?
i R N) RACAR CSR LY BCEY

ds? = —f(dt —wdp)* + k2 f 1 [62“’@2 —yz)(

en el cual los coeficientes métricos f, v y w son las siguientes funciones racionales de las
coordenadas x y y

f = E/D, & =FE/16k}2*—y*)* w=(y*—1)L/E,

E = {4k (@*-1)+0(1 - )]2 +(a—b)[(a—b)(d—d) — M?J(1 — y*)*}?
—16k*(2* = 1)(1 — y*){(a — b)[F*(2* — y*) + 20y°] + M?by*}?,

D = {4(k** — 6y*)? +2kMx[2k:2( 2 1)+ (28 +ab— b)) (1 —yH)] + (a —b)[(a —b)
x(d — &) — M?b)(y* — 1) — 4d*}* + 4y*{2k*(2* — 1)[kz(a — b) — M|
—2MbS(1 —y®) + [(a — b)(k* — 20) — M?b](2kz + M)(1 — y*)}?,

L = 8k*(z* — 1){(a —b)[k*(z* — y*) + 20y%] + M?by*}
x{kMz[(2kz + M)? — a® + b* — 2y*(26 + ab — b*)] — 2y*(46d — M?b?)}
—{4k*(2* = 1) +6(1 = y*) + (a = D)[(a — b)(d — &) — Mb)(1 — *)*}
X ((1 — ) {2M (2kz + M)[(a — b)(d — §) — b(M? + 25)] — 4M>b5

(a — b)(48d — M2b?)} — 8k2Mb(kz + M)(z? — 1)), (3.2)
donde ) 22 .
= m ._ 2 2 -
5.—m, d.—Z[m—(a—b)] Yy k:=+vVd+o.

El campo electromagnético de esta solucién estda descrito por las componentes eléctrica
Ay y magnética A, del cuadripotencial electromagnético A, = (0,0, A,, —A;). Estas dos
cantidades estan dadas por la parte real de los siguientes potenciales complejos

2ipC

® = AonB (3.3)
K

By = — (3.4)

A+2MB’
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donde
A = 4[(K*2® - 5y*)? — & — ik*zy(a — b)(2* — 1)]
—(1 = y)[(a—0)(d —8) — M?b][(a — )(y* + 1) + 4ikzy],
B = kax{2k*(z® — 1)+ [b(a — b) + 26](1 — y*)}
+Hy{2k?b(z* — 1) — [k*(a — b) — M?b — 2ad](1 — y*)},
C = 2Ky(x* —1) + [26y — ikx(a — b)](1 — y?),
K = (1-¢? <2k2(:v2 —1)[3m + 2kz + iy(a — b)]
+m{45 + (b — a)[(y* — 1)b + 2a]} + (m + 2kz)[m?* + §(1 — 3?)]
—2iy[(m?* + 2kam + 28)b — 2a5]>,u,
es decir,
At = RE[(I)l],
ASO Re[CI>2]

ORBITAS EN EL PLANO ECUATORIAL

Como caso particular se consideran las trayectorias de las particulas en el plano ecuatorial
de la fuente central, dado por y = 0 con lo cual y = 0 y 4 = 0. Con esta restriccion se
puede decir que las ecuaciones (1.12), (1.13) y (1.19) dan toda la informacién acerca de
la naturaleza de las 6rbitas. En este caso &, la otra primera integral, puede ser obtenida
directamente usando  y ¢ de (1.12) y (1.13) en (1.19), con lo cual se obtiene

9 1

" = _g D [D + gu (I — 6Aw>2 — Yo (B — eAt)2 — 21, (B —eA)(l - eAso)]v (3.5)

con D = guugu + gfw. Ahora, 7 es la velocidad propia de la particula en la direccion radial,
si se considera la ecuaciéon & = 0, se obtienen los puntos de retorno para la particula en su
orbita. En los puntos & = 0 la particula estd en equilibrio bajo la interaccion gravitacional,
electromagnética y de fuerzas centrifugas. Asi, la energia de la particula E,,;,, calculada
en & = 0, da la “energia potencial efectiva’que tiene la particula cuando esta sujeta a este
balance de fuerzas. Entonces, resolviendo la ecuacién & = 0 para E, se obtiene el “potencial
efectivo”denotado por V.ss, para la particula en su movimiento radial [18]. Estudiando la
estructura de V,.s¢, para diferentes valores de las constantes [ y e, se puede analizar la
naturaleza de las 6rbitas y su estabilidad.
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De la ecuacién (3.5), tomando & = 0, se obtiene la expresion para el potencial efectivo,
dada por

1 1
Vi =Be=cA— 22 (1—eA)+ — {D[gyp+ (1 — e A,)? ]}, (3.6)

e Yop

el signo 4 indica los estados de energia positivos y negativos para la particula.

En las figuras 3.1 - 3.5 se ha muestra la grafica potencial efectivo (3.6) contra z, para difer-
entes valores de los parametros fisicos de la solucién, con el fin de determinar la influencia
de cada uno de ellos sobre el potencial. Las figura 3.1 es la gréafica del potencial efectivo
en el caso estacionario de vacio, es decir en ausencia de campo magnético o u = 0, en este
caso se puede observar que el potencial es un funcién creciente y que no presenta maximos
(6rbitas circulares inestables) ni minimos (érbitas circulares estables). Las gréficas 3.3a y
3.3b (estas dos figuras corresponden a los mismos pardmetros, s6lo que se muestran en inter-
valos diferentes) también representan un caso estacionario de vacio, pero para un conjunto
de valores numéricos diferentes de los de la figura 3.1. En este caso el potencial tiene una
estructura diferente ya que posee maximos y minimos (ver figura 3.3a), sin embargo se ha
mostrado en la figura 3.3b que el potencial no es regular cerca a la fuente (este compor-
tamiento también estd presente en la figura 3.1). Un resultado importante se muestra en las
figuras 3.2 y 3.3¢, donde se ha dibujado el potencial efectivo, pero esta vez incluyendo un
valor diferente de cero para p. Se puede observar que la presencia del parametro de dipolo
magnético p altera considerablemente la estructura del potencial efectivo, se nota que al
introducir el parametro p aparecen orbitas estables dadas por los puntos donde el potencial
es minimo. Ademads, estas érbitas aparecen en una zona donde el potencial no era regular,
por lo tanto, podemos decir que la presencia del campo magnético, ademas, de aumentar
la posibilidad de encontrar érbitas estables también regulariza el potencial.

En las figuras 3.4 y 3.5, se muestra como varia el potencial efectivo cuando se cambian
los valores de los parametros a y b. Se puede observar que para todos los valores utiliza-
dos, siempre existe un minimo en el potencial, que esta relacionado con la existencia de
una Orbita circular estable, cuyo radio depende de los valores numéricos utilizados para los
diferentes parametros de la solucién. Los valores utilizados se toman de acuerdo a las refer-
encias: [34], donde se presentan soluciones numéricas interiores, que se obtienen utilizando
diferentes ecuaciones de estado y resolviendo numéricamente las ecuaciones de Einstein
y que representan estrellas de neutrones rapidamente rotantes, y la referencia [35] donde
se presentan las primeras soluciones numéricas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que
describen estrellas de neutrones rapidamente rotantes rodeadas por un campo magnético.
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Figura 3.1: Potencial efectivo (3.6) en funcién de =, Figura 3.2: Potencial efectivo para los mismos valores
para una particula con carga e = £15,26 que se mueve en  de m, a, e, by [ de la figura 3.1. En este caso se ha tomado
la vecindad de una fuente masiva magnetizada [25]. Los  p = 65,10.

valores numéricos son: m = 2,215, a = 1,5, b=0 p =0,

[ =5.
(a) (b)
[ i 60} 1
096} - [
[ X 40} ]
094f j [
I ) 2 ]
092f - —
[ 1 oj—J — ]
090F h [
[ ] -20f —
088l - [
? I -40f 1
086f - [
S S S S S S S S TS SR -0 oy g
5 10 15 20 25 30 1.0 12 14 16 18 20
(c)
: T L
106 \ B
\ — e=24.414
1041 \ B
\ —  e=-24414
102 B
100 B
0.98 - i
0.96 - B
0.94 B
S S T O Y S SO I O Y B H |

5 10 15 20 25 30

Figura 3.3: Potencial efectivo (3.6) en funcién de z,
para una particula con carga e = £24,414 que se mueve
en la vecindad de una fuente masiva magnetizada [25].
Los valores numéricos son: m = 2,215, a = 1,2, b = 0,5
w=9,356, | =5.
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Figura 3.4: Veyy para una carga e = 15,259 y momento angular [ = 5 que se mueve en la
vecindad de una fuente masiva magnetizada [25]. Los pardmetros fisicos son u = 6,51, b =1,
m = 2,126.
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Figura 3.5: Vepr para una carga e = 15,259 y momento angular [ = 12,5 que se mueve
en la vecindad de una fuente masiva magnetizada [25]. Los pardmetros fisicos son p = 6,510,
m=2215a=1,11.

INTEGRACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES

En esta seccion se presentan los resultados de la integraciéon numérica de las ecuaciones
de movimiento, para particulas cargadas en el plano ecuatorial de una fuente rotante con
campo magnético, descrita por la solucién de Manko et al y cuyo potencial efectivo fue
estudiado en la secciéon anterior. Las ecuaciones de movimiento en el plano ecuatorial de la
fuente central son obtenidas directamente de la ecuaciones (1.12), (1.13), (1.16) y (1.19),
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haciendo y = 0, con lo cual se obtiene:

i o= 29; [agi“’ o2 — 2e%t’ - ag;%'ﬂ = %ﬁ +2¢ (ag;pf-i- e%)] : (3.7)
¢ = —% [<9tt%—gw%> it + (gtp%—gttag;Sa)i@

= (—o Bt ) s (38)

2 = _gmi S D+ gu (=€ Ap) = gop (B — e A1) =291, (B — e A)(I — e 4,)), (3.9)

po leeE-el)tapl-cA)  _ gp(E-cA)tgul—cdy) 4

G Gtt + 9, G 9t + G2,

con D = gougu + 9, El sistema de ecuaciones (3.7)-(3.10) permite realizar el estudio
completo de la trayectoria de particulas cargadas en el espacio tiempo dado, a través de su
integracién numérica utilizando el método de Runge-Kutta-Fehlberg. Este procedimiento
se realiza fijando valores numéricos a los parametros de la solucion: la masa m, el dipolo
magnético i, el momento angular total por unidad de masa a y el parametro de deformacion
arbitraria b de la fuente, junto con la carga de la particula de prueba e y las condiciones
iniciales del sistema (&g, po, To, @o |y F).

En figuras 3.6-3.23, se presentan las trayectorias de particulas cargadas en el plano ecuatorial
de una fuente masiva rotante con campo magnético. Estas figuras son el resultado de integrar
el sistema de ecuaciones (3.7)-(3.10), en cada grupo de figuras se presenta la gréfica del
potencial efectivo correspondiente a los parametros utilizados. El resultado més importante
es que estas Orbitas no existen en el caso puramente gravitacional y que su aparicién se debe
al campo magnético de la fuente. De igual manera se puede observar que, aunque se tiene
el movimiento de una particula cargada en un campo electromagnético, su movimiento no
siempre es del tipo de Larmor.

En las figuras 3.24-3.27 se puede observar cémo se modifica el potencial efectivo y la trayec-
toria de las particulas, cuando se introduce el parametro de rotacién a. En este caso se tiene
que si a = 0, la solucién es la de Bonnor (caso estatico) y si es diferente de cero es la solucién
de Manko et al. (caso estacionario) con el pardmetro b = 0. Los valores numéricos para los
parametros m, p, e, 'y [ son los mismos en los dos casos. De esta “comparacién” se puede
decir lo siguiente: las curvas del potencial en el caso estético (3.24) y en el caso estacionario
(3.26) son del mismo tipo; respecto al radio de la érbita estable, se puede concluir que es
mayor en el caso estatico; es decir, que la drbita se acercd a la fuente cuando se introdujo el
parametro de rotacion; la energia de la érbita es mayor en el caso estacionario y por tltimo
se observa que la forma de las trayectorias de las particulas en el caso estético (3.25) y en el
caso estacionario (3.27) son muy similares, siendo en los dos casos movimiento de Larmor.
De lo anterior, se puede decir que para algunos casos muy particulares, las caracteristicas
generales del movimiento (pj: la forma del potencial, la forma de las trayectorias, el tipo
de movimiento, etc.), no dependen de la fuente.
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Figura 3.6: Grifica del potencial efectivo (3.6) como
funcién de z. Los parametros fisicos son m = 2,215, e =
15,259, © = 6,510, l =10, a =2, b= 0.
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Figura 3.8: Orbita acotada en sentido de las manecil-
las del reloj aunque la particula gira en sentido contrario.
Se han fijado los valores numéricos: £ = 0,90, xo = 1,4,
o = 0, &0 = 0,0,017 y o = —0,004.
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Figura 3.7: Orbita circular de una particula cargada
positivamente. Se ha tomado m = 2,215, e = 15,259,
©w=16,510,1=10,a=2,b=0, £ =0,0,88, z9g = 1,486,
2o =0y ¢o = 0,004.
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Figura 3.9: Orbita acotada que corresponde a los val-
ores numéricos: F = 0,92, zg = 2,1, po = 0, y £o = 0,016
y 0 = 0,165.

Figura 3.10: Nuevamente una érbita acotada. Se ha
tomado E = 0,94, 20 = 2, 9o = 0, 20 = 0,031 y o =
0,017. EL sentido de giro de la particula en su érbita es
el mismo de las figuras 3.8 y 3.9.
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Figura 3.11: Potencial efectivo (3.6) como funcién de  Figura 3.12: Orbita circular. Se ha tomado e =

z. Los parametros fisicos son e = 45,776, | = 17, p = 45,776, | = 17, p = 6,510, m = 2,067, a = 1,5, b = 3,
6,510, m = 2,067, a = 1,5, b = 3. E =0,832, z9 = 9,45, 20 = 0 y o = —0,014.
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Figura 3.13: Orbita acotada con valores numéricos: Figura 3.14: Orbita acotada que corresponde a los
E =0,880, x0 = 12, 99 = 0, ©9 = 0,101 y o = 002. valores numéricos: E = 0,940, zo = 14, o = 0, y @0 =
0,178 y o = 0,006.
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Figura 3.15: Orbita acotada. Se ha tomado E =
0,980, ¢ = 11,45, o = 0,311 y ¢o = 0,0002.
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Figura 3.16: Gréfica del potencial efectivo (3.6) como
funciéon de z. Los pardmetros fisicos son e = —45,778,

1=3,m=2,067, u=16,683, a=—12, b= —1,7T.

-20

Figura 3.18: Orbita acotada. Los valores numéricos

son: £ = 0,990, xo0 = 12, 9o = 0, 20 = 0,012 y ¢o
0,0011.
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Figura 3.17: Orbita acotada que se desvia ligeramente
de una érbita circular. Se ha tomado e = —45,778, | = 3,
m = 2,067, p = 16,683, a = —1,2, b = —1,7, E = 0,0,985,
xo = 11, 29 = 0,004 y o = 0,0014.
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Figura 3.19: Nuevamente una érbita acotada, en esta
ocasién con E = 0,995, zg = 11, o9 = 0, y & = 0,017
v ¢o = 0,0014. Obsérvese de que a pesar de consider-
arse una particula cargada en un campo magnético, el
movimiento resultante no es de Larmor, como en las fig-
uras 3.8 - 3.10 y 3.13 - 3.15]
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Figura 3.20: Potencial efectivo (3.6) como funcién de
. Se ha tomado e = 45,776, [ = 10, m = 2,067, u = 6,510,
a=15,b=0.

Figura 3.22: Nuevamente una érbita acotada, se ha
tomado E = 0,96, 0 = 5, 9o = 0, 29 = 0,044 y
po = —0,048.. Obsérvese que se presenta un movimiento
de larmor, que esta ausente en la figura 3.21, aunque las
dos son Orbitas acotadas.

Figura 3.21: Orbita acotada. Los valores numéricos
son e = 45,776, | = 10, m = 2,067, u = 6,510, a = 1,5,
b=0, £E=0,937, zg = 5,3, 29 = 0,008 y ¢9 = —0,003.
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Figura 3.23: Orbita acotada, nuevamente con
movimiento de larmor y que corresponde a los valores
numéricos: £ = 0,98, zg = 6, 9o = 0, y £9 = 0,0602 y
po = —0,0008.
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Figura 3.24: Potencial efectivo (2.15) para una
particula de carga 30,517 que se mueve en la vecindad
de una fuente masiva magnetizada [24]. Se ha tomado
[ =10, m = 2,215, u = 5,086.
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Figura 3.26: Potencial efectivo (3.6) en funcién de =,
para una particula con carga e = 30,517 que se mueve
en la vecindad de una fuente masiva magnetizada [25].
Los valores numéricos son: m = 2,215, a = 2, b = 0,
w = 5,086, [ = 10.
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Figura 3.25: Orbita acotada. Vista de las érbitas
de una particula cargada positivamente moviéndose en
la vecindad de una fuente masiva magnetizada [24]. Se
ha tomado m = 2,215, e = 30,517, u = 5,086, | = 10,
E =092, zg =6, 9 = 0,122 y 9 = —0,003.

Figura 3.27: Orbita acotada. Vista de las 6rbitas
de una particula cargada moviéndose en la vecindad de
una fuente masiva magnetizada rotante [25]. Los valores
numéricos son: m = 2,215, a = 2, b = 0, u = 5,086,
Il =10, E = 0,92, zg = 3, po = 0, &0 = 0,029 y
po = 0,002.



CAPITULO

CONCLUSIONES

Se estudio el movimiento de particulas cargadas en la vecindad de fuentes magnetizadas
estaticas y estacionarias. Para el estudio se utilizaron dos soluciones exactas de las ecua-
ciones de Einstein-Maxwell: la solucién de Bonnor [24], que representa una fuente masiva
estatica magnetizada, y la solucién de Manko et al. [25], que fue presentada como el campo
exterior de estrellas de neutrones rotantes. Estas soluciones dependen de diferentes parame-
tros, cada uno con una interpretacién fisica diferente. Como se mencioné en las secciones
2.2 y 3.2. el trabajo se centra en analizar dos aspectos: el primero de ellos, el potencial
efectivo de la particula en su movimiento radial y el segundo integrar numéricamente las
ecuaciones de movimiento, todo esto en el plano ecuatorial de la fuente central.

Para el caso del potencial efectivo, se encuentra que la presencia del campo magnético
modifica considerablemente la estructura del potencial, incrementa el rango de érbitas es-
tables, estabiliza orbitas originalmente inestables y en algunos casos lo regulariza. Esto se
puede observar en las figuras 2.1-2.3 para el caso estdtico y en las figuras 3.1-3.3 para el
caso estacionario. Dado que se consideran particulas cargadas, se encuentra que el radio de
las orbitas dependen del signo de la carga siendo mayor en el caso de particulas cargadas
negativamente.

Respecto a las trayectorias de las particulas, en el caso de érbitas acotadas, se encontraron
orbitas de dos tipos: las primeras corresponden a trayectorias de particulas que efectian
movimiento de Larmor, que se deben a la interaccion de la carga eléctrica de las particu-
las de prueba con el campo magnético de la fuente. Las segundas corresponden a oérbitas
acotadas que no son de tipo Larmor. Esto ocurre por que sobre la particula no solamente
actuan fuerzas de Coulomb sino también fuerzas gravitacionales y centrifugas, y el tipo de
movimiento depende exclusivamente de como sea el balance de estas fuerzas, que esta de-
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terminado por la eleccién del valor numérico particular de los pardmetros.

Se encontro que el andlisis del potencial efectivo no es suficiente para caracterizar comple-
tamente el movimiento de las particulas, ya que se siempre hay una fuerte dependencia de
los parametros y cualquier variaciéon en éstos puede cambiar por completo la naturaleza
del movimiento, mucho mas en soluciones tan complicadas como las que se estudiaron en
el presente trabajo y para las cuales los estudios analiticos son inalcanzables. Lo anterior
es una buena motivacion para el estudio mediante analisis numérico, ya que éste puede
dar cuenta de efectos més finos, por ejemplo, si el movimiento es del tipo Larmor o no; el
cambio en la direcciéon de rotacién de las particulas, aun cuando se mantienen constantes
los parametros de la fuente, la carga de la particula y el momento angular de la misma;
este cambio en la direccion de rotacién seria natural si se invierte el signo de la carga o
del momento angular. El efecto mencionado anteriormente se puede observar en las figuras
2.8-2.9, en el caso estatico y en las figuras 3.14-3.15 y 3.22-3.23, para el caso estacionario;
cabe notar que lo anterior no se puede observar si se estudia unicamente el potencial.
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