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“If | feel unhappy, | do mathematics to beco-
me happy. If | am happy, | do mathematics to

keep happy”.

Pal Turan



RESUMEN

TITULO: TEOREMA 90 DE HILBERT *
AUTOR: ANDRES LUCIANO BARRAZA MEDINA ™

PALABRAS CLAVE: HILBERT, APLICACIONES, PITAGORICAS.

DESCRIPCION:

En este trabajo, abordamos el Teorema 90 de Hilbert empezando con los elementos basicos necesarios
para definir este resultado. Posterior a esto, veremos algunas aplicaciones interesantes del Teorema 90
de Hilbert en la solucién de problemas matematicos. Problemas que involucran desde triplas pitagoricas
hasta condiciones para la irreducibilidad de polinomios. Por Gltimo, mostraremos una generalizacion de la

solucion para una ecuacion de Pell.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia
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ABSTRACT

TITLE: HILBERT'S THEOREM 90
AUTHOR: ANDRES LUCIANO BARRAZA MEDINA

KEYWORDS: HILBERT, APPLICATIONS, PYTHAGOREAN.

DESCRIPTION:

In this document, we address Hilbert's Theorem 90 by starting with the basic elements necessary to
define this result. After this, we will see some interesting applications of Hilbert's Theorem 90 in solving
mathematical problems. Problems from Pythagorean triples to conditions for polynomial irreducibility. Finally,

we will show a generalization of the solution for a Pell equation.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Dr. Hector Edonis Pinedo Tapia
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INTRODUCCION

En 1897, David Hilbert presentd su libro Theorie der Algebraischen Zahlkorper en el cual
aparece un teorema 90, que en términos modernos establece que, dada una extension
de Galois E|F con grupo de Galois G = Gal(E|F), vale que H'(G,E*) = 0, es decir,
el primer grupo de cohomologia de G con valores en E* es trivial. Este teorema es el
principal objeto de estudio en el presente trabajo y es conocido como Teorema 90 de
Hilbert, debido a que fue en esta obra donde obtuvo reconocimiento, acogio el nombre de
este matematico, sin embargo, este teorema fue descubierto por Ernst Eduard Kummer
para el caso especial de la extension de campos Q(¢,)|Q, siendo ¢, una raiz n—ésima
de la unidad y posteriormente generalizado, como se puede observar en ' por Emmy
Noether. Este resultado basado en la teoria de extensiones de campos, tiene diversas
aplicaciones desde condiciones para la irreducibilidad de polinomios hasta la obtencion
de triplas pitagoéricas.

En este proyecto estamos interesados en un cierto tipo de extensiones, llamadas extensio-
nes de Galois. Estas extensiones desempenan un papel importante en algebra debido a
que implican diversos resultados, como por ejemplo, la demostracion de la imposibilidad
de una solucién general para encontrar las raices de polinomios por medio de radicales de
grado mayor que 5, ademas, para nuestro caso servira de gran ayuda para fundamentar
el resultado principal.

Nuestro propdsito es estudiar el trabajo de Seewoo Lee 2 en el que se discuten los
elementos basicos necesarios para comprender la demostracion del Teorema 90 de Hilbert,
posterior a ello, observar este resultado en su version clasica y moderna y concluir mostran-
do las diversas aplicaciones que tiene el Teorema 90 de Hilbert para la solucion de
problemas en varias ramas de la matematica.

El trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera. Primero recordamos unos
conceptos basicos sobre extensiones de campos, seguido a esto, introducimos los elemen-

' AN ARTIN Emil y Milgram. Galois Theory. Notre Dame Mathematical Lectures, New Jersey, 1971.
2 Seewoo LEE. “Hilbert’s theorem 90”. En: Berkeley University Library (2018).



tos necesarios de la teoria de Galois, posteriormente, presentamos el concepto de G—mdd-
ulo, siendo G un grupo, hasta llegar a enunciar el Teorema 90 de Hilbert concluyendo
con algunas aplicaciones de este resultado para varios problemas en la matematica. Por
ejemplo, procederemos a encontrar la soluciéon de la ecuacion 22 + y*> = 1, para z,y
numeros racionales, llegando a una pequena generalizacidén de este problema. Ademas
de esto, estamos interesados en trabajar sobre extensiones de Kummer, en particular,
veremos que en el caso de una extension ciclica de Galois que contenga una raiz n—ésima
de la unidad, podemos mediante el Teorema 90 de Hilbert, conocer la forma explicita de
esta extension. Por otra parte, veremos una condicién de irreducibilidad para polinomios
con cierta forma y estructura, lo que nos llevara a probar, por ejemplo, que el polinomio,
2P —z — 1 es irreducible sobre IF,.. Por ultimo nos sumergiremos en el campo de funciones
racionales de una variable, observando que, para funciones que cumplan ciertas condicion-
es algebraicas, es posible hallar de manera explicita la apariencia de estas funciones.



1. EXTENSIONES DE CAMPOS

El propdsito de este capitulo es presentar los elementos basicos y necesarios para compre-
nder la idea en que se formula este trabajo de grado. Se expondran los resultados en
forma de teoremas y proposiciones abordando la teoria de extensiones de campos, mismo-
S, que seran utilizados en gran parte del recorrido de estas notas, esto, con el objetivo
de aproximarnos a los resultados principales. Las demostraciones de estos resultados
pueden ser consultadas en por ejemplo (3 y #). La seccidon 4.20 en 2 ofrece informacion
detallada sobre los temas centrales donde se fundamenta este trabajo, por lo que invitamo-
s al lector revisarla para una mayor comprension del presente documento.

1.1. PRELIMINARES

Definicion 1.1.1. Sea (F, +,-) un campo. Decimos que un campo E es una extension de
F si F' es un subcampo de E. Si E es una extension de F escribimos E|F .

Ejemplo 1.1.2. Es facil ver que R|Q es una extension del campo de numeros racionales
con las operaciones de suma y producto usuales en los numeros reales.

Notacion: Dado un campo F, denotaremos por F'|x] a su anillo de polinomios. Si todas
las raices de un polinomio p(x) estan en un campo, diremos que el polinomio rompe en
dicho campo.

Enunciaremos a continuacion el Teorema de Kronecker el cual garantiza la existencia de
raices para todo polinomio no nulo en alguna extension. Este resultado es considerado
como el Teorema Fundamental de la teoria de campos.

Teorema 1.1.3. Sean F un campo y f(z) un polinomio no constante en F[z|. Entonces
existe una extension E de F en la cual f(x) tiene una raiz.

Ejemplo 1.1.4. Considere f(x) = 2* — 2 € Q[z|. Dado que f(z) se descompone en R,
como f(r) = (x—+/2)(z++/2), sigue que R es una extension de Q que contiene las raices

de f(x).

3 J.A GALLIAN. Contemporary Abstract Algebra. Cengage learning, Minnesota, 2010.
4 AN DUMMIT D.S y FOOTE. Abstract Algebra. John Wiley & Sons, Vermont, 2004.
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Una pregunta que resulta natural es si dado un polinomio f(x) con coeficientes en algun
campo, podemos encontrar una extensién que contenga todas sus raices y ademas sea
la menor, en el sentido de contenencia. La respuesta es si y lo enmarcaremos en la
siguiente definicion.

Definicion 1.1.5. Sean E una extension del campo F y f(x) € F[z]. Decimos que f(x)
se descompone en E cuando podemos escribir a f(x) como producto de factores lineales
en E[z|. Si f(x) se descompone en E, pero no lo hace en un subcampo propio de E,
decimos que E es un campo de ruptura de f(z) sobre F.

Con la ayuda del Teorema de Kronecker 1.1.3 e induccion sobre el grado de f(z), se
prueba la existencia de un campo de ruptura para f(z). M&s exactamente se tiene.

Proposicion 1.1.6. Sean F un campo y p(z) € F|[x] un polinomio no constante. Entonces
existe E campo de ruptura de f(x) sobre F.

Si el lector requiere una prueba detallada de este resultado en ' la puede encontrar con
facilidad.

Ejemplo 1.1.7. Sea p(z) = 2* — 2 en Q|x] el polinomio que consideramos en Ejemplo
1.1.4. Vimos que p(x) rompe en R, sin embargo, el campo de ruptura para p(x) viene

dado por Q(v/2) = {r + sv/2 | r,s € Q}.

Un ejemplo un poco mas general, que permite visualizar la definicion de campo de ruptura
viene dado a continuacion.

Ejemplo 1.1.8. Si f(x) = 2% + a® en Clz], con a € R, es claro que f(x) rompe en C,
dado que f(z) = (x — ai)(x + ai). Sin embargo, un campo de ruptura de f(x) sobre Q es

Qi) = {r + silr,s € Q}.

Notemos que para un polinomio p(x) con coeficientes en F, el campo de ruptura de p(x)
es el menor campo que contiene a F'y a sus raices simultaneamente. A pesar que, por la
Proposicion 1.1.6, garantizamos la existencia del campo de ruptura, pero no afirmamos
nada acerca de la unicidad. Una pregunta vélida es, dado p(x) € F[x] ¢es Unico su campo
de ruptura? La respuesta a esta pregunta es el contenido del siguiente resultado.

Proposicion 1.1.9. Sean F un campo y f(x) € F|x]. Entonces cualquier dos campos de
ruptura de p(z) son isomorfos.
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Un hecho muy interesante que se deduce de esta proposicion queda plasmado a continuac-
ion.

Ejemplo 1.1.10. Sea p(z) = 2*> + 1 € R[z|, es facil ver que, R[z]/{z* + 1) y R(i) =
{r+si|r, s € R} son campos de rupturas de p(x) sobre R, asi las cosas, por la Proposicion

1.1.9, tenemos:
Rlz]/{z* + 1) 2 R(i) = {r + si|r,s € R} 2 C (1.1)

Este resultado fue descubierto por el matematico francés Augustin Louis Cauchy en 1847,
posteriormente fue generalizado y hoy es el llamado Teorema de Kronecker.

Definicion 1.1.11. Decimos que h(x) es un polinomio reducible sobre F si existen element-
0s no unidades f(z), h(z), € Flz| tales que h(x) = f(z)g(x). Caso contrario, decimos que
h(x) es irreducible sobre F.

Si E es una extension de campos de F, es posible ver a £ como espacio vectorial sobre
F', en otras palabras, los elementos de E son vectores y los de I escalares. Asi las cosas,
tiene sentido el siguiente concepto.

Definicion 1.1.12. Sea E|F una extension, decimos que E es una extension finita, si
la dimension de E como F-espacio vectorial es finita y lo denotaremos por [E : F] =

Estamos interesados en extensiones que cumplan ciertas propiedades sobre sus subcamp-
os. La siguiente definicion muestra un tipo de extension de interés en este trabajo.

Definicion 1.1.13. Sea E una extension de F. Decimos que o € E es algebraico sobre F,
si existe p(x) € Flz| no cero, tal que p(«) = 0. Caso contrario, es llamado trascendente.

Una extension E|F, donde todo « € E es algebraico sobre F, la llamamos una extension
algebraica de F, caso contrario, es llamada trascendente. Una extension E de F de la
forma F'(«), que se lee F extendido a «, es llamada una extension simple de F'y se define
como el menor campo que contiene a F'y a a simultaneamente.

El siguiente teorema relaciona las extensiones finitas con las extensiones algebraicas.

Teorema 1.1.14. Si E es una extension finita de F, entonces E es una extension algebraica
de F.

Veamos una breve aplicacidn de este resultado.
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Ejemplo 1.1.15. Dado que una R-base para C esta dada por Bg = {1,i}, tenemos que,
[C : R] = 2, de esa manera, por el Teorema 1.1.14, C es una extension algebraica de R.

El reciproco del Teorema 1.1.14 no es cierto, a continuacion, veremos una extension
algebraica de Q que no es finita.

Ejemplo 1.1.16. Q(\/2,V/2, v/2, ...) es una extensién algebraica de Q, sin embargo, no es
finita sobre Q.

Demostracion. Sea F = Q(v/2,v/2,v/2,...). En primer lugar, notemos que F es una
extension algebraica, para esto, sea x» € F, entonces existe k € Z, con la propiedad que,
r € Q(v2,V2,v/2,.../2), porlaProposicién 1.1.19, la extension Q(v/2, V2, v/2, ..., V/2)|Q
es finita y por tanto algebraica. Ahora bien, notemos que [F : Q] > [Q(3/2) : Q] = n, para
todo n € N, con lo que tenemos que, [F : Q] es infinita. O

Es posible demostrar que si E|F'y a € E, entonces si « es trascendente sobre F,
F(a) = F(z) = {% p(x), q(z) € Fla], q(x) # 0}, este Ultimo conjunto es llamado campo

de cocientes de F[z]. Por otro lado, cuando « es algebraico sobre F, entonces F(«) =
Fla]

(p(x))

de este ultimo polinomio queda garantizada por la siguiente proposicion.

, donde p(z) € F[z] es el polinomio de menor grado, tal que p(«) = 0. La existencia

Proposicion 1.1.17. Si o es algebraico sobre F, entonces existe un unico polinomio
monico p(x) € Flz] tal que p(a) = 0. Este polinomio es llamado el polinomio minimo
de « sobre F.

El polinomio minimo de un elemento sobre un campo dado cumple ciertas propiedades
que lo convierten pieza clave en el desarrollo del trabajo, para ejemplo de esto, tenemos
la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.18. Sea a € F algebraico. Entonces el polinomio minimo de « sobre F
es irreducible.

Demostracion. Sea « un elemento algebraico de F, y p(z) el polinomio minimo de «,
supongamos que es reducible, esto es, p(z) = f(x)g(z), es claro que, grad p(x) > grad
f(z) y analogamente, grad p(x) > grad g(x), como p(«) = 0, entonces f(«) = 00 g(a) = 0,
en cualquier caso, se contradice la minimalidad de p(x) y tenemos lo deseado. O

Cuando trabajamos extensiones simples, podemos conocer de manera detallada a la
extension, este hecho lo plasmaremos a continuacion.
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Proposicion 1.1.19. Sea F un campo y p(x) € F[z| un polinomio irreducible. Si a es
un cero de p(x) en alguna extension E de F, entonces F(a) = F[x]/(p(z)). Ademas, si
tenemos que, grad p(x) = n, entonces cada elemento de F(a) puede ser escrito de forma
unica como:

Cno1a" L cp0a™ 2 4 -+ cra + ¢, (1.2)

donde, cy,cy,...,c_1 € F.
Una aplicacién de la proposicidn anterior viene dada a continuacion.

Ejemplo 1.1.20. Consideremos el polinomio irreducible p(z) = z° — 6 sobre Q. Tenemos
que /6 es un cero de p(xz) y ademas, v/6 ¢ Q. Por lo tanto, aplicando la Proposicién
1.1.19, tenemos que:

Q(V6) = Q/(a* — 6) (1.3)
Y, el conjunto {1,65,65,6¢,65,66} es una base para Q(y/6) como Q-espacio vectorial.

En 1882, el matematico aleman Ferdinand von Lindemann probd que 7 no es el cero de
ningun polinomio no nulo con coeficientes en Q. Por esta razon, la Proposicion 1.1.19 no
es aplicable a la extension Q(7)|Q.

1.2. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE GALOIS

Definicion 1.2.1. Sea E|F una extension de campo. Entonces el conjunto de automorfismos
de E, {f : E — E| fes unisomorfismo}, sera denotado por Aut(E). Ademas, el conjunto
de automorfismos de E que dejan fijo a F se denotara por Aut(E|F).

Es bien conocido que, Aut(£) forma un grupo con la operacion dada por la composicion,
ademas, podemos probar lo siguiente.

Proposicion 1.2.2. Aut(E|F) es un subgrupo de Aut(E).

Demostracion. Note que Aut(E|F) # &, pues Idg € Aut(E|F). Ademas, dados f,g €
Aut(E|F)y z € F, se tiene que

(fog)(z) = flg(x)) = fz) = =,

de donde, f o g € Aut(E|F). Por ultimo, dado f € Aut(E|F), como f es biyectiva existe

14



/!, veamos que f~! € Aut(E|F), sea = € F entonces f(z) = z, de esa manera

como = € F se tom6 de manera arbitraria, tenemos que f~! € Aut(E|F) y podemos
concluir que Aut(E|F) es un subgrupo de Aut(E). O

Sean (E,+, x)uncampoy W C Aut(FE), un conjunto de automorfismos de E. El conjunto
fijado por W, denotado por E", se define por:

EV ={zc E|o(x) =2,Yo € W} (1.4)

La siguiente proposicion garantiza que el conjunto definido en (1.4) con las operaciones
heredadas de E tiene estructura de campo.

Proposicion 1.2.3. Sean E un campo y W un conjunto de distintos automorfismos de E,
es decir, W C Aut(E). Entonces E' forma un campo con las operaciones heredadas de
E.

Demostracion. Notemos que EY +# o, pues 1 € E". Ademas dados =,y € EY,
entonces o(z) = =y o(y) = y para todo ¢ € W. Luego, como ¢ es un automorfismo,
entonces; o(z +y) = = + y, de ahi que, z + y € E". Ademas, o(zy) = zy, asi zy € EW.
Para terminar, dado = € E" no nulo, tenemos que o(z~') = (o(z))”" = z~! para todo
o € W,asiz~' € E" con lo que concluimos que E" es un campo con las operaciones
de E. O

De ahora en adelante, cuando 1 forme un grupo con la operacién composicion lo denotar-
emos mediante G y a su campo fijado E“ por F'. Nuestro proposito en este momento es
observar como se relaciona el orden de dicho grupo G con la dimensién de la extension
E sobre F'. Dicho resultado, es parte fundamental en el desarrollo del trabajo.

Para probar este resultado, requerimos demostrar unos resultados previos. El primero de
ellos estable la independencia lineal de un conjunto finito cualquiera de automorfismos de
un campo dado.

Proposicion 1.2.4. Sean E uncampoyW = {oy,09,...,0,} unconjunto de automorfismos
de E. Entonces, W es un conjunto linealmente independiente. Es decir, si para todo x € F,

c101(x) + c202(x) + -+ + cuon(x) = 0, (1.5)
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entonces,cy =cy =---=c¢, = 0.

Demostracion. Para la prueba de este hecho, procederemos por contradiccién, es decir,
asumamos que existen ¢y, co, ..., ¢, € E, no todos ceros tales que:

101(2) + C202(x) + - - + con(z) = 0, (1.6)

para todo = € F.
Sea r el menor entero tal que ¢; # 0 para todo i € {1,2,...,r} y reordenando de ser
necesario se tiene,

c1o1(x) + ceoa(x) + -+ + ¢o0(x) = 0,

para todo x € E. Ahora bien, es claro que » > 1, pues de lo contrario, como o(1) = 1,
debido a que o, es un automorfismo, tendriamos que:

c1(1) = c1o1(1) =0,

lo que implicaria que ¢; = 0, que contradice la suposicion inicial.
Ahora, como los automorfismos de W son distintos, existe a € E tal que o,(a) # o.(a).
Asi las cosas, consideremos las siguiente expresion.

c1o1(ax) + ceoa(ax) + -+ + ¢o.(ax) =0 (1.7)

Como cada o; es un automorfismo, la expresion (1.7) equivale a lo siguiente:
c101(a)o1(x) + ca02(a)oa(x) + -+ - + crov(a)or(x) = 0 (1.8)
Ahora, por hipotesis tenemos que:
c101(x) + ca0a(x) + -+ - + ¢oop(x) =0 (1.9)
Multiplicando a ambos lados de (1.9) por o,.(a), obtenemos lo siguiente:
cro.(a)or(x) + caop(a)oa(z) + - - - + ¢.op(a)o.(x) =0 (1.10)
Restando (1.8) y (1.10) se obtiene:

c1(o1(a)—o.(a))or(z)+ca(o2(a)—0o.(a))og(x)+- - +crq1(0r—1(a)—0.(a))or—1(z) =0 (1.11)
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Pero tenemos que o4(a) — o,(a) # 0, esto viene del hecho de que o,(a) # o,(a). De
esa manera, la afirmacion (1.11) contradice la minimalidad de r. Asi, el conjunto de
automorfismos o4, 09, . . ., 0, €s linealmente independiente. H

La proposicion anterior fue probada por primera vez por el matematico aleman Richard
Dedekind (1831-1916) cuando queria garantizar la existencia de bases normales para
extensiones de campos con ciertas propiedades. Dicho resultado es considerado por
muchos matematicos como el punto de partida de la teoria de Galois moderna.

El siguiente resultado es una version mas general del teorema que queremos garantizar.
Para este caso, solo vamos a considerar un conjunto de automorfismos de un campo F.

Teorema 1.2.5. Sean E un campo y, F el campo fijado por W = {0y, 09, ...,0,} C Aut(E);
es decir, F = EV. Entonces [E : F] > n.

Demostracion. Procederemos mediante contradiccion, es decir, asumamos que [E : F| =
r<n,yque B={p,p,...,5.} esunabase para E|F como espacio vectorial. Entonces
dado 0 € E, existen escalares ¢y, ¢y, ...,c. € F, tal que:

0 =ci1B1+cafa, - -+ By (1.12)

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones homogéneas de r ecuaciones con n
incégnitas:

.

CGo1(B1) + Qo2 (Br) + -+ + Guon(Br)
C1o1(B2) + Goa(B2) + -+ + Guon(B2)

0
0

(1.13)

| C1o1(Br) 4 C2o2(Br) + - -+ + Cuon(Br) = 0

Como n > r, entonces existe al menos una solucién no trivial para el sistema 1.13; esto
es; existen (1, (s, ..., (, € E, no todos ceros, que satisfacen 1.13. Ahora, consideremos el
sistema obtenido a partir de 1.13, multiplicando cada ecuacion i por ¢;; es decir,
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(C10101(51) + Gc102(Br) + -+ Geron(Br) =

Cicoo1(B2) + C20202(.52) + o+ (a0 (f2) = (1.14)

\Clcro-l (5¢) + C20r0-2(ﬁ7") + -+ CTLCTO_W«(BW'> =0

Dado que cada o; deja fijo los elementos de F'y ¢; € F para todo j € {1,2,...,r},
entonces o;(c;) = ¢;, paratodo i € {1,2,...,n} y j € {1,2,...,7}. Luego, el sistema
(1.14) se puede expresar en la forma.

;

Goi(c1fr) + Goa(erBr) + -+ - + Guon(cifr)

0
Gro1(caBa) + Gao2(c2B2) + -+ + Cuon(c1f2) =0

(1.15)

| Go1(erfr) + Goalcrrfr) + -+ - + Guon(crBr) = 0

Sumando las ecuaciones de (1.15) y utilizando (1.12). Obtenemos,
C1o1(0) 4 C202(0) + - - - + (o, (0) =0 (1.16)

Como (;,(s,...,(, € E, no son todos ceros y § € E es arbitrario. La ecuacion (1.16)
implica que oy, 09, . .., 0, son linealmente dependientes. Lo que contradice la Proposicion
1.2.4.

O

Dado un campo K, denotaremos por K[z, xs, . . ., z,,| al anillo de polinomios en n variables
con coeficientes en K con las operaciones de suma y producto usual. Ademas, denotarem-
os por K (x1, s, ...,x,) al conjunto de funciones racionales en n variables sobre el campo
K. Es decir,

p(r1, T2, ..., Ty)
q(ajlaan v 73:71)

K(xy,xo,...,x,) = { :p,q € K[xy,29,...,2,],q # O}.

Es posible demostrar que el conjunto K(zq,xs,...,z,) con las operaciones del anillo de
polinomios es un campo, llamado campo de funciones racionales. Ahora bien, dado un
conjunto X, denotaremos por Sx al conjunto de todas las biyecciones de X en X, es
decir Sx = {f : X — X|f es biyectiva}. Dicho conjunto es un grupo con la composicion
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de funciones. Cuando X = {1,2,...,n} es un conjunto finito, Sx se denota por S,, y es
llamado grupo simétrico de permutaciones de orden n. Es bien conocido que el cardinal
de S, es |S,| = nl.

En el siguiente ejemplo veremos cémo aplicar el Teorema 1.2.5 para solucionar un problem-
a que relaciona el grupo simétrico y al campo de funciones racionales en n variables.

Ejemplo 1.2.6. Sea K uncampoy E = K(z1, s, ..., x,) € campo de funciones racionales

enn variables x1, x», ..., x,. Dado € S,,, definimos:
7T:EFE—> FE
f(xla T, ... 7$n) = f(zr(l)a Tr(2)y--- 7x7—(n)>7

La primera afirmacion es que el conjunto S, = {7|7 € S,} € Aut(E). En efecto, dados
TE :9; y f,g € E, entonces:

T(f(x1, 20y .oy xn) + g(x1, 20, .. ) =T(f + 9) (21, 22, ..., 7))
=(f + 9)(xr@), Tr@);s - - Tr(w)
= (@), Tr @)y s Tr)) + 9(Tr(1)s Tr(2)s 5 Tr ()
=7(f) +7(9).

Con el producto usual de funciones, es posible ver que:

T(f(x1, 2y xn) - g(x1, Toy .o x)) = T(f (21,20, ..., 20)) - T(g(21, 22, . .., T0)).

Ademas, es un ejercicio simple establecer que, (7)~! = 71, es decir, todo elemento
T € S, es un automorfismo sobre E y asi, S, C Aut(E).
La segunda afirmacion es que |S,,| > n!, para esto consideremos la siguiente funcion:

go:Sn—>§n

T T

y veamos que o es inyectiva, sean t,, € S, CON T, # T, entonces existe r, con1 <r <
n, tal que T (r) # 1=(r). Entonces, para f(x1,xs, ..., 2,) = 2, € E. T1(f) = &7 (1) # Trp(r) =
7>(f). Lo cual implica que ¢ es inyectiva y por tanto,
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n!=[S,| < ‘gn’

Ahora bien, por las condiciones anteriores y a consecuencia del Teorema 1.2.5 podemos
afirmar que,

(K (21,29, ...,2,) : K(x1,29,... ,xn)gﬂ > nl
Denotando a F' = K (x1,xs, . .. ,xn)gn, se concluye que,
[E: F]>n!

En estos momentos disponemos de las herramientas necesarias para poder demostrar
el teorema fundamental de esta seccion. Dicho resultado es un caso particular de 1.2.5
considerando al conjunto 1 como un grupo con la composicion.

Teorema 1.2.7. Sean E un campo y, G = {01, 04,...,0,} un grupo de automorfismos de
E. Si F es el campo fijado por G, entonces [E : F| = n.

Demostracion. Para esto, es suficiente ver que [E : F] < n, ya que a consecuencia del
Teorema 1.2.5 tenemos que [E : F| > n por lo que concluiriamos que [E : F| = n,
teniendo el resultado que queriamos probar.
Seaaj,as,...,qa, € E,conm > n. Probaremos que los «; son linealmente dependientes.
Con este objetivo, consideremos el sistema

4
zi01() + 2201 () + -+ + o () =0
x109(a1) + x202(an) + -+ - + Tpoa(a,) =0

(1.17)

110, () + 220, () + - - + TOp () = 0

Notemos que el sistema anterior, es un sistema homogéneo con n ecuaciones y m
incognitas y ademas m > n, por lo tanto existe una solucion no trivial, z1, zs, ..., z,, € E,
sin perdida de generalidad, digamos z; # 0, es claro que Az, Azo, ..., Az, €s también
una solucion del sistema para todo A € E, ademas por la proposicién 1.2.4 podemos
encontrar 6 € E tal que:

01(0) + 05(0) + -+ + 0,(0) = a £ 0 (1.18)

De esa manera, tomamos \ € E de manera que \z; = 6, en efecto existe x; # 0. Ahora
definimos y; = Az, para todo j € {1,2,...,n}, es claro que y; = #. Como los y; son
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también solucion del sistema (1.17), podemos asumir que nuestra solucion inicial de ;s
coincide con la solucion de los y;s, en particular podemos asumir que z; = 0,
Ahora aplicamos o; a cada una de las ecuaciones del sistema (1.17), obteniendo,

oi(z1)oi0k () + 0i(xe) o0k () + - - - + 04(x) o0k () = 0

Paratodo k € {1,2,...,n}, notemos que o;(x1), o;(x2), ..., 0;(x,,) €s también una solucion
para el sistema (1.17). Para ver la validez de este hecho es suficiente ver que el conjunto

{001,009, ...,0;0,} €s unareordenacion del conjunto {oy, 09, ...,0,}, es decir, debemos
ver que {o;01,0;09,...,0;0,} = {o1,09,...,0,}. Procederemos a mostrar cada una de las
inclusiones.

n {0,01,0,09,...,0,0,} C {01,09,...,0,} paratodoi = 1,2,... n, esto es claro, pues
dado un elemento en {o;01,0,09,...,0;02}, €l es de la forma 0,0, para algun k, pero
como G es un grupo, en particular cerrado con la operacion composicion, tenemos
que o;0; € G.

= Para ver la otra contenencia, note que o;0; = 0,04 Si y solo si o; = o, esto implica

que {o;01,0;09,...,0;0,} tiene n elementos pues cada uno de ellos es diferente y
por la afirmacién anterior, es decir, {0,01, 0,09, ...,0,0,} C {01,09,...,0,}, podemos
concluir que {001,009, ...,0,0,} = {01,09,...,0,}.

Por lo que podemos concluir que, o;(z1), o;(x2), . . ., 0;(x,,) €S una solucion para el sistema
(1.17). Ahora bien, como la suma de soluciones de un sistema de ecuaciones homogéneas
es también una solucién, tenemos que:

Tl = Z%’(%‘)
=1
es también solucién de (1.17) para j € {1,2,...,m}. Notemos que z} = >""" | 0;(x1) pero
sabemos que x; = 0, utilizando (1.18) obtenemos:

x| = Zaz(xl) = Zai(e) =a#0

Ademas, notemos que =), x5, ...,z € F.

m

n n n
on(af) = o | Y oilwy) | =D owoilay) = oilay) =
=1 =1 1=1
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Paratodoj=1,2,...,myk=1,2...,n,estoproviene del hecho que {001,009, ...,0,0,} =
{01,09,...,0,}. Porotro lado, como G es un grupo, entonces el automorfismo Id € G, por
el sistema (1.17), se tiene que:

/ / /
Ti00 + Tyt -+ T 0 =0

Donde =, 2,..., 2/ € F es una solucién no trivial de (1.17) debido a que =} = a # 0, lo
cual implicaria que el conjunto {«ay, as ..., a,,} es linealmente dependiente y obteniendo
lo deseado. O

El Teorema 1.2.7 es una herramienta de gran utilidad para resolver distintos tipos de
problemas, en particular, para el calculo de la dimensidn de un espacio vectorial sobre un
cuerpo fijado, como lo evidenciaremos a continuacion.

Ejemplo 1.2.8. Sea C el cuerpo de los numeros complejos con las operaciones de suma y
producto usuales. Consideremos el grupo de automorfismos de C dado por G = {1d, o1},
donde Id es el automorfismo identidad y o, es el automorfismo de conjugacion en C; es
decir,

c,:C—C

Z—Z

Dado que 1d* = 1d y 0? = 1d, sigue que G es un grupo con la operacién composicion de
orden 2, por lo que:
[C:C%=|G|=2

Pero, ;quién en es C® ?. Para responder esta pregunta recordemos que C% es el campo
fiiado por los automorfismos de G, es decir, los elementos » € C que estan en C¢ deben
verificar que o(z) = z, para todo o € G. Es claro que el automorfismo identidad fija todos
los elementos de C, de esa manera vamos a interesarnos en los elementos fijados por
oq.

Sea z € C, supongamos que =z = x + iy y que o,(z) = z, esto implica que, x — iy = = + iy
yasi,—y=y yx=ux. Porlotanto,z € R yy = 0.

Asi, tenemos que:

Cl={z+iylreRy=0} =R
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Lo anterior prueba que,
[C:R]=2.

Un ejemplo analogo y que relaciona una extension algebraica de Q, es el presentado a
continuacion.

Ejemplo 1.2.9. Considere el cuerpo Q(\/2) y seaG = {Id, s}, donde Id es el automorfismo
identidad y o es el automorfismo de Q(v/2) que mapea /2 en —/2, de manera andloga

al ejemplo anterior, es posible ver que G es un grupo con la operacion composicion y por

el Teorema 1.2.7, tenemos:

[Q(V2) : Q(V2)] =2,

pero el campo fijado por G es precisamente Q, asi:

[Q(v2): Q] =2.

El siguiente resultado establece bajo qué condiciones podemos determinar explicitamente
el conjunto Aut(E|F). Mas exactamente.

Proposicion 1.2.10. Sean Euncampoy G = {01, 04, ...,0,} un grupo finito de automorfi-
smos de E y F el campo fijado por G. Entonces cada automorfismo de E que deja fijo a F
esta en G; es decir, G = Aut(E|F).

Demostracion. Por el Teorema 1.2.7 tenemos que [E : F| = |G| = n. Procedemos via
contradiccion, es decir, supongamos que existe 7 € Aut(E|F) tal que 7 ¢ G. Consideremos
a H el subgrupo generado por G y 7. Entonces H tiene orden mayor que n. Pero H
también deja fijo a F, por lo tanto, [F : F] = |H| > n, lo cual contradice la conclusién
inicial. O
El Teorema 90 de Hilbert se fundamenta en las extensiones de Galois, por tal motivo, es

imprescindible definir y conocer las propiedades algebraicas que envuelve este tipo de
extensiones. Este hecho queda registrado a continuacion.

Definicidon 1.2.11. Sea E|F una extension finita. Si el campo fijado por Aut(E|F) es F;
es decir, EAEIF) — [ decimos que E|F es una extension de Galois. En este caso,
Aut(E|F) es el grupo de Galois asociado a E|F' y lo denotaremos como Gal(E|F).

Es importante disponer de diferentes caracterizaciones del concepto de extension de
Galois, por el hecho de que nos seran utiles en posteriores resultados. Las siguientes
definiciones nos permitiran lograr este objetivo.
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Definicion 1.2.12. Sea E|F una extension y p(x) € Flx].
» Decimos que p(z) € F[z] es separable en E, si p(x) no tiene raices multiples en E.

» Si E|F es una extension algebraica, decimos que E es separable si el polinomio
minimo de cada o € E es separable, de otra forma, la llamamos inseparable.

» SiE|F es una extension algebraica, decimos que E es normal si el polinomio minimo
para cada a € E rompe en E.

El siguiente resultado sera pieza clave para obtener una caracterizacion del concepto
de extension de Galois. En términos generales dicho resultado soluciona el problema de
extender un isomorfismo de subcampos a un isomorfismo de campos. Antes de mencionar
dicho resultado, debemos tener presente lo siguiente. Si £y E' son isomorfos, es decir,
existe ¢ : £ — E' unisomorfismo, podemos hallar una correspondencia entre los polinom-
ios con coeficientes en E'y los polinomios con coeficientes en £'. Dicha relacion esta dada
por:

donde,

p(z) = Zakﬁk — plx) = ) plag)a”
k=1 k=1

Teorema 1.2.13. Sean F y F' campos isomorfos. Sea p(z) € Flx] y p(x) el polinomio
correspondiente via isomorfismo en F[x]. Asumamos que Q|F y Q|F son extensiones de
campos en las cuales p(x) y p(x) rompen, respectivamente. Sea E el campo de ruptura
entreQQ y F de p(z). Sea E de manera analoga para p(z). Entonces, el isomorfismo entre
F y F puede ser extendido a un isomorfismo entre E y E.

Demostracion. Dadas las condiciones anteriores, factorizando p(z) € F[x] en Q, tenemos,
p(z) =(r—a)(x—ag)...(x — ay).

Factorizando p(x) € F[z] en (2

p(z) = (z —ay)(x —dy) ... (z — ay).
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De esa manera, al ser £/ el menor cuerpo que contiene a F'y las raices de p(x), tenemos,

Floy, s, ..., ay,). De forma andloga, F = F(dy,ds, ..., d,), es el campo de ruptura

de p(x) sobre F [ ]. Como F = F, entonces Flz]/(p(z)) = Flz]/(p(z)), y por lo tanto

( 1) = F(d), debido a que, por la Proposicion 1.1.19 tenemos que, Flz]/(p(x)) = F(ay)
Flz]/(p(x)) = F(c,). Procediendo de forma inductiva se prueba que

Flay, ..., an]/(p(w)) = Fldy, ..., an1]/ (p(x)),
y nuevamente por la Proposicién 1.1.19, tenemos F(ay, ..., o) = F(dy, ..., d,), que era
lo que queriamos probar. O

Observacion: El principio de induccién matematica afirma que si una proposicién P(n),
es tal que si P(n) es cierta, P(n + 1) vale, entonces P(n) es valida para el conjunto N.
Ahora bien, una version equivalente a este principio afirma que, si P(n+ 1) se tiene, P(n)
vale, entonces, la proposicion vale para el conjunto de numeros naturales. Este principio
sera utilizado para demostrar el siguiente resultado.

Teorema 1.2.14. Sea F un campo y p(z) € F|[z|, de la forma

p(z) =clx —ay)...(x — a.)pi(x) ... ps(z),

donde cada p;(x) es un factor de grado mayor que 1. Si E es el campo de ruptura de p(x)
sobre F y p;(x) no tiene raices mdultiples para cadai = 1,2, ...,s, entonces el conjunto de
elementos en E que son fijados por Aut(E|F') coincide con F.

Demostracion. Supongamos que grad p(z) = n y r es el numero de factores. Vamos
a proceder mediante el método de induccion matematica. Para la base de induccion,
tomemos a r = n, esto implica que p(z) rompe totalmente en F, asi F' = E es el campo
de ruptura y por tanto el campo fijado por Aut(E|F) = {Id} es precisamente F. Ahora,
supongamos que la proposicidon se verifica para r = k£ + 1 y probemos que también se
cumple parar = k.

Sea p(z) con k factores lineales. Si oy, es una raiz de de p;(x), el campo F' puede ser
extendido a F'(ay41) en el cual p(x) tiene al menos k + 1 factores. Factorizando p(x) con
las condiciones del teorema y cada p;(x) sobre F(«y41), tenemos:

plz)=clx —ay)...(x —a.)(x — agy1)(x — B1) ... (x — Bs)q1(2)qa() . . . ¢ () (1.19)
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Donde cada ¢;(x) es un polinomio irreducible sobre F'(«ay1) y de grado mayor a 1, obtenid-
os de la factorizacion de algun p,(z). Notemos que E continta siendo el campo de ruptura
de F(axy1) Y cada gx(z) no contiene factores repetidos, pues caso contrario, algun p;(z)
los tendria, esto contradice la hipétesis inicial.

Dadas las condiciones anteriores y por la hipotesis de induccion, si # € E es fijado por
Aut(E|F(ags1)), entonces 0 € F(agiq).

Ahora supongamos que ¢ € E es fijado por Aut(E|F'), ahora, como F C F(ay1), €s claro
que,

Aut(E|Flags1]) € Aut(E|F)

Luego 6 es dejado fijo por Aut(E|F[k + 1]) y por tanto 6 € F(a1)-
Asumamos que grad p;(z) = t, puesto 6§ € Flayy1], Sigue de la Proposicién 1.1.19, que
existen ¢y, ¢1,...,¢,1 € F, tal que,

0 =co+crapp +-- + Ct—1042111 (1.20)
Por el hecho que p;(z) no posee factores repetidos, podemos escribir:
p1(@) = (& — Q1) (T — pr2) - (T — Q) (1.21)

donde a1, anye, ..., arye SON las distintas raices de p,(x). Por el Teorema 1.2.14, los
automorfismos que mandan oy en ay;, para todo j € {1,2,...,t} estan en Aut(E|F).
Ahora bien, como 6 € F, sigue que 0 es fijado por los automorfismos, asi las cosas,
aplicando cada uno de los automorfismos a la expresiéon en 1.20, se tiene:

0=co+crap+--+ ctflaf;ll (1 22)
0=co+craga+---+ ct_loszjrlQ (1.23)
0=co+crap e+ + Ct—lOél;:i (1.24)
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y consideremos el siguiente polinomio,
o) = (co—0) + 1z + -+ gz’ (1.25)

Es facil ver, a consecuencia de las ecuaciones en (1.22),(1.23). . .,(1.24) que los elementos
ki1, s, - - -, Qitt, SON raices para el polinomio ¢(x), sin embargo, el grado de ¢(x) es
t—1. Luego, ¢(z) = 0 paratodo z € F(ax.1). Conlo que podemos concluir que (co—6) = 0,
asi,co=0¢ F.

De esa manera, por induccion matematica esta proposicion vale para todo n, que era lo
gue queriamos probar. O

Cuando trabajamos con grupos de automorfismos, la extension de campo E|EY posee
muy buenas propiedades desde el punto de vista algebraico. Un ejemplo de este hecho
viene enmarcado en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.15. Sean E uncampo y G = {01, 09, ..., 0, } un grupo finito de automorfis-
mos de E, y F el campo fijado por G; es decir, = E“. Entonces E|F es una extension
algebraica.

Demostracion. Sea o € FE, veamos que es algebraico sobre F. Para no recargar la
notacion, vamos a definir a; = o;(«) para todo i € {1,2,...,n}. Supongamos que r de
estos elementos son diferentes. Puesto que G es un grupo con la operacion composicion,
tenemos que el automorfismo identidad es uno de estos automorfismos; es decir, existe
jeA{L,2,...,n} tal que o; = Id. Luego, o; = o,(a)) = Id(a) = . Ahora bien, el conjunto
{oi01(), 0:09(v), ..., 0;0.(a) } consiste en r diferentes valores, debido a la inyectividad de
0;. Ademas, este conjunto esta contenido en:

{o01(a), 0;0%(), ..., 00,.()} = {o1(a),02(), ..., 0n(a)},

gue es una reordenacion de a, as, . . ., a,.. Dadas estas condiciones, procedemos a construir
el siguiente polinomio,

T

o(x) = [J(z — ), (1.26)

=1
lo primero que evidenciamos es que « es una raiz de ¢(z), esto a causa de que el factor
(x — «) aparece en la factorizacion. Basta probar que ¢(z) € Flz]. Para esto, sea o; € G,
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entonces,
7i(p(z)) = H it — ;) = H(Ui(l)w — i) = H(:v — i) = ¢(z), (1.27)

por lo tanto, los coeficientes de ¢(x) son fijados por o; para todo i = 1,2,...,n, de esa
manera los coeficientes estan en F, esto equivale a decir que, ¢(x) € F|x] que era lo que
queriamos probar. O

El polinomio ¢(z) definido anteriormente en (1.26) sera de ayuda para posteriores argumen-
tos debido a sus diversas propiedades. En particular, nos resulta importante el siguiente
hecho.

Proposicion 1.2.16. E/ polinomio ¢(z) definido en (1.26) es irreducible sobre F.

Demostracion. Sea p(x) € Flz| tal que p(o) = 0. A causa de que los coeficientes de
p(z) pertenecen a I, se tiene que estos son fijados por los automorfismos o, para i =
1,2,...,n, por lo tanto,

pla) = p(o:(@)) = 7i(p(0) = 5:(0) = 0 (1.28)

De esa manera, oy, as, ..., a, son raices de p(x), lo cual implica que grad p(x) > r. Asi,
¢(z) es el polinomio minimo de «, y por la Proposicion 1.1.18, ¢(z) es irreducible. O

Procedemos con el siguiente resultado que nos permite caracterizar las extensiones de
Galois.

Teorema 1.2.17. Sea E|F una extension de campos algebraica. Las siguientes afirmacion-
es son equivalentes.

1. E|F es una extension de Galois.

2. F es el campo fijado por un grupo finito G de automorfismos de E.
3. E es el campo de ruptura de algun polinomio separable de F'[z].
4. E|F es normal, separable y finita.

Demostracion. Procedemos con la prueba de las equivalencias de la siguiente manera.
(3) = (1). Supongamos que E es el campo de ruptura de algun polinomio p(x) € F|x].
Por el Teorema 1.2.14, F' es el campo fijado por Aut(FE|F). Luego E|F es una extension
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de Galois.

(1) = (2). Supongamos que E|F es una extension de Galois, por definicion E|F es finita.
Tomemos a G = Aut(E|F). Puesto que F es el campo fijado por G; es decir, FF = E“y
utilizando el Teorema 1.2.7 se tiene [E : F| = |G|. Luego G es finito.

(2) = (4). Sean G un grupo finito de automorfismos de F, y F' el campo fijado por G. A
consecuencia del Teorema 1.2.7, [E : F| = |G|. Luego E|F es una extension finita. Ahora
probemos que E|F es separable y normal. Sea a € E, tomemos la orbita de a sobre G y
construyamos ¢(x) el polinomio de la ecuacion 1.26, recordemos que ¢(z) es el polinomio
minimo de « y ademas, tiene grad ¢(z) factores distintos en E. Por lo tanto ¢(z) rompe
en factores lineales en E. Luego E|F' es normal y separable.

(4) = (3). por el hecho que E|F es una extension finita, existen ay, as, ..., o, € E tal que
E = F(ai,aq,...,04). Sea p;(x) € F[z] el polinomio minimo de «;, y consideremos,

p(z) = H pi(z) (1.29)

Por el hecho de que E|F es una extensién normal, cada p;(z) rompe en E. Luego FE
es el campo de ruptura de p(z). Adicionalmente, como E|F' es una extension separable
entonces p(z) es separable. O

Tener equivalencias de la definicion de extension de Galois nos sera de utilidad a la hora
de probar ciertos resultados, como caso particular de esto, podemos obtener un ejemplo
ilustrativo de una extension de Galois.

Ejemplo 1.2.18. Es bien sabido que [Q(v/2) : Q] = 2. A consecuencia de la proposicion
1.1.19, la extension Q(v/2)|Q es algebraica. Ademas, Q(v/2) es el campo de ruptura del
polinomio separable x> — 2, asi por el Teorema 1.2.17, tenemos que, Q(v/2)|Q es una
extension de Galois.

Ejemplo 1.2.19. Q(v/2,V3)|Q es una extensién de Galois, este hecho radica en que
Q(v2,V3) es el campo de ruptura del polinomio p(xz) = (2% — 3)(2* — 2) € Q|z], siendo
p(x) separable, debido a que tienes sus 4 raices distintas, de esa manera, utilizando las
equivalencias de la definicion de extension de Galois tenemos lo deseado.

En los ejemplos anteriores hemos visto como cierto tipo de extensiones sobre un cuerpo
dado son de Galois. En este orden de ideas, es de esperar que las extensiones simples
sobre un campo sean, en general de Galois, sin embargo, este hecho no es cierto y queda
enmarcado en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2.20. La extensién de campos Q(+/2)|Q no es de Galois. Puesto que el polinom-
io minimo de /2 viene dado por p(x) = x* — 2, sin embargo, p(x) no rompe en Q(+/2), por

lo tanto, la extension Q(~/2)|Q no es normal. Luego por el Teorema 1.2.17, tenemos que

la extension Q(+v/2)|Q no es de Galois.

Definicion 1.2.21. Sea E|F una extension de campos. Una subextension o también
llamado campo intermedio de E|F es una extension M|F con M C E, es decir, M es
una extension de campo talque F C M C E.

Cuando trabajamos con extensiones de Galois, una propiedad importante que cumplen
los campos intermedios es que preservan la condicién de ser de Galois. Este hecho es el
gueda indicado en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.22. Sean E|F una extension de Galois con G = Gal(E|F) y M un campo
intermedio de E|F. Entonces E|M es de Galois.

Demostracion. Sea E|F una extension de Galois. Por el Teorema 1.2.17 E es el campo de
ruptura de algun polinomio p(x) € F[x] separable, como F' C M entonces p(x) € M|[z] . De
esa manera, nuevamente por el Teorema 1.2.17 concluimos que E|M es una extension
de Galois. O

Definicion 1.2.23. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. El indice de H en G, denotado
por (H : G), es el menor numero de coclases tal que la union es G. Para un grupo finito
G y H un subgrupo, el indice viene dado por:
G|
(H:G)=—+— (1.30)
)=
Dada E|F una extension de Galois, con G = Gal(E|F) grupo de Galois, es posible hallar
una correspondencia entre los campos intermedios de E|F'y los subgrupos de Gal(E|F).
Dicha afirmacién es considerada como el teorema fundamental de la teoria de Galois y
gueda registrada a continuacion.

Teorema 1.2.24. Teorema fundamental de la teoria de Galois: Sea E|F una extension
de Galois con G = Gal(E|F), Existe una correspondencia uno a uno entre los subgrupos
de G y los campos intermedios de E|F, dada por la siguiente biyeccion:
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®:{H|H=<G} = {M|FCMCE}
Hw— EH

Con inversa dada por:

o {M|FCMCE}—{H|H=G}
M s Gal(E|M)

Ademas,

1. La correspondencia de inclusion es reversa, es decir, H, O H, < E' C B2,

2. Correspondencia entre sus indices, i.e, (H, : Hy) = [Ef2 : B,

Demostracion. Lo primero que debemos verificar es que efectivamente ¢! es la inversa
de &. Para esto, sea H un subgrupo de G. Veamos que Gal(E|Ef) = H, tenemos
que E|Ef es una extension de Galois por la Proposicion 1.2.22, entonces es finita y
por la Proposicién 1.2.10 tenemos que Aut(E|E") = Gal(E|E) = H. Para ver la otra
afirmacién, tomemos A un campo intermedio de E|F, por la Proposicion 1.2.22, E|M
es de Galois, por lo que, debido a la caracterizacion en el Teorema 1.2.17, M es el
campo fijado por un grupo finito de automorfismos, que viene dado por Gal(E|M). De
esa manera, vale que E“FIM) — M con lo que obtenemos lo deseado.

Procedamos con la prueba de las afirmaciones (1) y (2).

(1) Para esta afirmacion tenemos las siguientes implicaciones.

Es claro que si, H; O H,, entonces £t C E2, Reciprocamente, supongamos que £t C
E2 esto implica que Gal(E|E*™) D Gal(E|E!2), recordemos que Gal(E|E%) = H;
entonces H; D H,.

(2) Sea H; subgrupo de G y H, = {id} = 1, el subgrupo trivial de G, es claro que,
Ef: = g1 = F, entonces se tiene.

[E: B = |Gal(EB|E™")| = (Gal(E|E™Y) : 1) (1.31)
Para probar la afirmacion de manera general, consideremos:
(Hl . ].) = (Hl . HQ)(HQ . 1) (132)
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Y,
[E: E™) = [E: E™)[E™2 . B (1.33)

Por el hecho que,
[E: E%] = |Gal(E|E™)

Igualando (1.32) y (1.33), tenemos que:

(H, : Hy) = [E%2 . BH1]

]

Si el lector requiere mayor informacién acerca de la teoria de Galois, puede consultar ' y
® para obtener de manera clara y concisa detalles de esta teoria.

1.3. INTRODUCCION AL CONCEPTO DE G—MODULO

Vamos a definir un concepto que sera pieza importante para la formulacion del Teorema
90 de Hilbert. Su definicion viene dada a continuacion.

Definicion 1.3.1. Sea G un grupo. Un G-mddulo es un grupo abeliano M, junto con una
accion de G en M, es decir, una funcion G x M — M, que satisface:

" o(m+m')=om+om, paratodoc € G ym,m' € M.
m (o7)(m)=o(rm), paratodoo, 7€ Gym e M.
m lgm = m, paratodom € M.

Dado (M, +) un grupo abeliano. Entonces M es un Z—modulo. Este hecho queda garantizado
a continuacion.

Ejemplo 1.3.2. Sea M un grupo abeliano, entonces M tiene estructura de Z-mddulo,
mediante la siguiente funcion.

FiZxM— M

(n,m) — nm

5 J.S MILNE. Fields and Galois Theory. Princeton Mathematical Series, New Jersey, 2021.
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Es facil ver que f verifica las condiciones de G—modulo descritas en la Definicion 1.3.1.
Por lo tanto, M es un Z-mddulo.

A consecuencia del ejemplo anterior, se tiene el siguiente hecho.

Ejemplo 1.3.3. Sea R un anillo y M, (R) el grupo de matrices de orden n con la operacion
de suma usual dada componente a componente. Entonces M, (R) tiene estructura de
Z-modulo con la siguiente operacion.

(n, A) — nA,

donde, si A = (a;;). Entonces, nA = (na; ;).

Un ejemplo de G—mddulo relacionado con el tema de estudio de este trabajo, involucra
las extensiones de Galois y el grupo de Galois asociado. Dicho ejemplo queda enmarcado
a continuacion.

Ejemplo 1.3.4. Sea E|F una extension de Galois y G = Gal(E|F), entonces M = (E,+)
grupo abeliano, es un G—modulo con la accion de G en M dada por la evaluacion. Dado
que o es un automorfismo de E, entonces

o(m+m') =o(m)+ o(m’)
para todom,m' € M yo € G, ademas por la definicion de funcion se tiene
or(m) = o(tm)

por dltimo:

lem=m

para todo m € M, pues recordemos que 1 es el automorfismo identidad de E. Luego,
M = (E,+) es un G modulo con G = Gal(E|F).

La siguiente definicidn es necesaria para poder mencionar mas adelante al teorema

principal.

Definicion 1.3.5. Sea M un G-mddulo, definimos un homomorfismo cruzado, como una
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funcion, f : G — M, que verifica:

flor) = flo) +af(r),

paratodoo,t € G.

Lo primero veremos es que el conjunto de llegada de un homomorfismo cruzado es
efectivamente M, para esto, recordemos que el dominio de definiciéon es G, notemos
que o7 € G pues el producto que se efectla viene de G y tenemos que éste Ultimo es un
grupo, por lo que es cerrado. Ahora, por la definicion tenemos que f(o), f(7) € M y por
el hecho que M es un G-médulo o f(7) € M, asi tenemos que f(o) + o f(7) € M.

Un hecho importante de los homomorfismos cruzados es que cuando trabajamos con un
grupo ciclico de orden n generado por un elemento o, el homomorfismo queda totalmente
descrito por la imagen del elemento generador. La observacion anterior queda registrada
en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.6. Sea M un G-mdédulo con G un grupo ciclico generado por o y sea
f: G — M un homomorfismo cruzado, entonces f(c") = f(o) + of(o) +---+ "L f(0).

Demostracion. La prueba de este hecho la haremos mediante induccién matematica,
para el caso base con n = 2, se tiene que:

f(0®) = f(oo) = f(o) + o f(0)

Suponemos vale para n (hipotesis de induccion), es decir:

flo") = flo)+af(o) + -+ 0" f(0)

Veamos la validez para n + 1, esto es:

F(o™) = f(00™) = £(0) + o(f(6™) = f(0) + 0(f(0") = f(0) + 0 (o) + -+ 0" (o).

Utilizando la hipétesis de induccion y por M ser G—modulo, tenemos:

flo") = fo) +af(o) + -+ 0" f(o) + 0" f(0).
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Y asi concluimos la demostracion de la proposicion. O

Definicion 1.3.7. Sean (M,+) un grupo abeliano y x € M, llamamos homomorfismo
principal a f : G — M, tal que, f(o) = ox — z, paratodo o € G.

Si f es un homomorfismo principal, entonces f(o) = o(f) — 5, para algun g € My
f(r) =7(8) — B, ademas es claro que, f(o7) = o7(8) — 5. Entonces:

f@)+of(r)=0(B) =B +a(r(B) - B)

)
)

= 7(§) — B+ 07(8) — o (5)
= o7(5) — 6
= f(o7)

por lo que todo homomorfismo principal es un homomorfismo cruzado. Ademas, la suma
de homomorfismos cruzados es nuevamente un homomorfismo cruzado. Dado que si
f,g: G — M son homomorfismos cruzados, entonces.

Analogamente, la suma de dos homomorfismos principales resulta ser un homomorfismo
principal. Puesto que si f,g : G — M, sontal que f(o) = 08— By g(o) = oo — a, para
algunos 3, a € M, entonces.

(f +9)(0) = f(o) +g(0)
=of—-pf+oa—a
=of+oa—(f+a)
=o(f+a)=(B+a)
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Asi, resulta un ejercicio simple probar que el conjunto de homomorfismos principales es
un subgrupo normal del grupo de homomorfismos cruzados con la suma de funciones
usual. Asi las cosas, tiene sentido la siguiente definicion.

Definicion 1.3.8. Sea M un G-modulo, definimos a

HY (G, M) = {homomorfismos cruzados}/{ homomorfismos principales},
el cual es llamado primer grupo de cohomologia de G en M.
Definicion 1.3.9. Sea F un campo, denotaremos al grupo multiplicativo (E \ {0}, ) como
E*.
Ahora veremos en su forma moderna el Teorema 90 de Hilbert. Dicho resultado es el
tema central que nos disponemos a estudiar.

1.4. TEOREMA 90 DE HILBERT

Teorema 1.4.1. Sean E|F una extension de campos de Galois, y G = Gal(E|F), entonces
HY(G, E*) = 0; es decir, todo homomorfismo cruzado de G en E* es un homomorfismo
principal.

Demostracion. Sea f : G — E* un homomorfismo cruzado, en notacion multiplicativa
esto implica que:

flor) = f(o)o(f(r)) paratodo o,7 € G,
a(B)

queremos probar que existe § € E* tal que f(o) = 5 para todo ¢ € G. Ahora bien,

dado que f(7) € E*, entonces f(7) # 0 para todo 7 € G. Luego por la Proposicién 1.2.4
se tiene que la funcion:

Y f(nriE—E, (1.35)

TeG

no es idénticamente la funcion cero; es decir, existe a € E tal que:

=) f(r)r(a) #0 (1.36)

TG

Notemos que lo anterior vale dado que E|F es una extensidn de Galois, entonces la
combinacion lineal en (1.36) es finita pues 7 € Gy G = Gal(E|F) es finito. Es claro
que a # 0, pues caso contrario la funcion en (1.35) resulta igual a 0, contradiciendo la
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afirmacion (1.36). Luego, a € E*.
Aplicando g en cada o € G se tiene:

como sabemos f(o7r) = f(o)of(7), entonces f~'(o)f(c7) = o(f(7)), asi la expresion
anterior, se puede escribir como:

> v ST 0) foT)oT(a)

= (o) Zf(m’)m-(a), (1.37)

TEG

notemos que {07 |o € G} es una reordenacién de los elementos de G, asi la expresion
(1.37) se puede escribir como:

= f70) Xgec [(D)d(a) = f7H(0),

-1
con lo que concluimos f(o) = U(BB) = Jgﬁ_l ) y tomando v = 3!, obtenemos:
_o(9)
f(o) o
que era lo que queriamos probar. O

El Teorema anterior es la version moderna del Teorema de Hilbert 90, para su version
clasica, es necesario definir la siguiente herramienta.

Definicion 1.4.2. Sea E|F una extension de Galois con grupo de Galois G, definimos la
norma de 3 € £ como:

N(B) = 1] o)
geG
Note que, para todo 7 € G:
TN(a) = N(a),

por lo que, N(«) € F, para todo a € E, de esa manera:

N(a): EX — F*
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Ademas es facil ver que N(«) es un homomorfismo.

Ejemplo 1.4.3. Es bien sabido que C|R es una extension de Galois y [C : R] = 2.
Luego, por el Teorema 1.2.17, el grupo de Galois G = Gal(C|R) tiene dos elementos,
el homomorfismo identidad y el homomorfismo conjugacion en C. Entonces,

N(z +iy) = (x +iy)(x —iy) = 2° + y* = |z + iy~

Observacion: Dada un elemento de la forma =] entonces la norma de este elemento
es 1. Esto se tiene pues:

) - e (55) - 155 1

oeG ceG

como {o7|o € G} es una reordenacion de G, se tiene que:

a(f) _
11 or(8)

ceG

El siguiente resultado evidencia que para el caso de extensiones ciclicas el reciproco de
esta observacion se cumple.

Definicion 1.4.4. Una extension finita es llamada ciclica, si E|F es una extension de
Galois, y Gal(E|F) es ciclico respectivamente.

Teorema 1.4.5. Version clasica del Teorema 90 de Hilbert: Sea E|F una extension
ciclica finita con grupo de Galois G = (o) y a € E. Si N(«) = 1 entonces « = % para
algun g € E.

Demostracion. Sean = [E : F]y a € E, tal que Nm(a) = 1. Por el hecho de que E|F es
una extension de Galois ciclica generada por o, vale que o posee orden n, por lo tanto:

de esa manera, podemos construir recursivamente un homomorfismo cruzado, tal que
f(o) = a, por el Teorema de Hilbert 90 en su version moderna, todo homomorfismo
cruzado es un homomorfismo principal, asi existe 5 € E, tal que a = f(0) = %, que era
lo que queriamos mostrar. O
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Observacion: Como E|F es una extension ciclica sabemos que el valor de un homomaorfis-
mo cruzado, queda totalmente descrito por f(o) = a, puesto que parai > 1 :

flo') = f(o)o(f(a)) -+ o (f(0)) (1.39)

Ademas, f(Id) = f(¢") = Nm(«) = 1, esto permite construir un homomorfismo cruzado
tal que f(o) = a.

A continuacion veremos el Teorema de 90 Hilbert en su version clasica y aditiva. Esta
presentacion fue la primera en trabajarse y fue demostrada por la matematica alemana
Emmy Noether (1832-1935). Para llevar a cabo esta tarea necesitamos la siguiente definic-
ion.

Definicion 1.4.6. Sea E|F' una extension de Galois con grupo de Galois G = Gal(E|F).
Para o € E definimos su traza como:

oeG

Procedemos a ver el Teorema 90 de Hilbert en su forma aditiva, esta variante nos permitira
en breve solucionar el problema de las triplas pitagoricas.

Teorema 1.4.7. Version clasica del teorema 90 de Hilbert en su forma aditiva: Sea
E|F una extension ciclica de orden n con grupo de Galois G = (o). Entonces para o € E,
Tr(a) =0 si, ysolo si,« = —o(f) para algun € E.

Demostracion. Nuevamente por la Proposicion 1.2.4 y por el hecho que G es finito puesto
que E|F es una extension de Galois, tenemos que existe 6 € E tal que:

Tr(0) =0+ 0(0) +o*(0) +---+ 0" 0) £ 0.

Ahora tomando,

1 2 n—2 n—1
B = 0 (o (0) + (a0 + 0 (0))o2(0)) + - -+ (v + (@) + - + 0" 2(a))o" () (1.40)
se tiene que:

a=pf—-o(f)

concluyendo lo deseado.
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Reciprocamente, supongamos « € F, es de la forma o« = § — o(f), para algun g € E'y
veamos que Tr(«) = 0, para esto, tenemos

Y rla) = T(B—0(B) =) _7(B) —r0(B) (1.41)

TEG TEG TEG

De manera analoga, tenemos que {7o|r € G} es una reordenacion de G, por lo que:

> 7(B)—7To(B) =0 (1.42)

TEG

Concluyendo que, Tr(«) = 0. O
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2. APLICACIONES DEL TEOREMA 90 DE HILBERT

En este capitulo veremos de qué forma el Teorema 90 de Hilbert puede ser utilizado para
la solucion de diversos problemas en varias areas de la matematica. El primero de ellos
esta relacionado con un problema de triplas pitagéricas. El teorema que ha sido objeto
de estudio en este trabajo permite encontrar sus soluciones racionales. Dicho resultado
gueda enmarcado a continuacion.

2.1. TRIPLAS PITAGORICAS
Proposicion 2.1.1. Seana,b € Q, tal que a® + 1* = 1, entonces existen c,d € Q tal que:

A —d>  2cd
b) = 2.1
(,0) (c2+d2’c2+d2) 1)

Es decir, cada punto racional en S* = {(x,y) € R?*|2* + y*> = 1} es de la forma descrita en
2.1).

N

2+ d?’ 2+ d?

Figura 2.1: Solucién ecuacién de Pell

Demostracion. Consideremos a Q(i) = {a+bila,b € Q} y G = (o), grupo cicilico de orden
2, generado por:

o Q(i) — Qi)

a+bi— a—0bi
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Es facil ver que el campo fijado por G es el campo de los niumeros racionales Q. Luego, la
extension Q(i)|Q es de Galois y ciclica, generada por el automorfismo 0. Si a = = + iy €
Q(i), entonces su norma esta dada por:

Nm(a) = [[ oz +iy) = o(x + iy)ld(z + iy). (2.2)
oceG
= (v —iy)(x +iy) = 2* +°. (2.3)

Es decir, a®> + b* = 1, con a,b € Q, equivale a decir que a + bi € Q(i) tiene norma 1.
Luego, sigue directamente del Teorema 90 de Hilbert en su versién clasica aplicada a la
extension Q(7)|Q que existe ¢ + di € Q(:) tal que:

c+di c+di

a+bi= o(c+ di) T e—di (2:4)

c? —d? 2cd
= j 2.5
02+d2+02+d22 (2:5)
Igualando cada una de las componentes obtenemos lo deseado. O

De manera general, para d > 0 libre de cuadrados, si consideramos la extensién Q(v/—d)|Q,
tenemos lo siguiente.

Proposicion 2.1.2. Seaa,b € Q, tal que a® + db* = 1, entonces existenr, s € Q tal que:

(a.b) = (7“2 —ds*  2rs )

r2 +ds?’ r2 + ds?

Es decir, cada punto que satisface la anterior ecuacion es de esta forma.

Demostracion. De manera analoga al resultado anterior, tenemos que Q(+/—d)|Q es una
extension de Galois ciclica con grupo de Galois ciclico de orden 2, dado por G = (7),
donde:

r: Q(W=d) » QV=d)
a+bvV—d— a—bv/—d

Notemos que a? + db* = 1 es equivalente al hecho de que Nm(a + +/—db) = 1, por lo que
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sigue del Teorema 90 de Hilbert que existe r + sv/—d € Q(+/—d) tal que:

ot bV —d = r+sv—d r+sv—d

T(r+sv—d) r—sy—d
2 _ 2
— 2
VT

T2+82 7‘2+82

]

y obtenemos lo deseado. Observemos que la Proposicion 2.39 es un caso particular de
este hecho tomandoad = 1.

2.2. EXTENSIONES DE KUMMER

La teoria de Kummer para campos es una parte del algebra abstracta que se encarga de

estudiar extensiones de campo obtenidas adjuntando raices n—ésimas de algun elemento

del campo base. Recibe este nombre en honor al matematico aleman Ernst Eduard
Kummer quien fue el precursor de esta teoria. El Teorema 90 de Hilbert, permite solucionar
cierto tipo de problemas en esta teoria, por ejemplo, permite probar que cualquier extensio-
n ciclica de grado n puede ser obtenida adjuntado la raiz n—ésima de algin elemento.

Este hecho queda registrado a continuacion.

Teorema 2.2.1. Sea F un campo y n > 1 un numero natural, Asuma que F contiene una
raiz n—ésima de la unidad, ¢,,. Si E|F es una extension ciclica de grado n, entonces existe
a € F talque E = F(3/a).

Demostracion. Sean E|F una extension ciclica de grado n, y G = Gal(E|F) = (o), el
grupo de Galois asociado, donde ¢ € Aut(E). Dado que ¢, € F, y F es un cuerpo,
tenemos que ¢! € F. Luego, ¢, ! es fijado los elementos de G; esto es, 7(¢; ') = (1,
para todo 7 € (G, de esa manera:

Nm(¢ ) =[] =G =" =1, (2.6)

TEG

entonces, por el Teorema 1.4.5, existe a € E*, tal que:

Gl = —— = o(a) = ua (2.7)

a(a)

notemos que,
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o*(a) = a(o(a)) = 0(Cuar) = 0(Ca)o(a) = Gu(Cuer) = GG
o*(a) = o(0*(@)) = o(Grer) = a(GR)o(a) = (i (Gre) = Gl

o7 a) = 0(0?(@) = o(Ger) = o () (@) = G (Car) = G
paratodo j € {1,2,3,...,n}.
Luego, « tiene n distintos conjugados, dados por (,a, (2a, ..., ("«. A consecuencia de la
Proposicion 1.1.19, sigue que [F(«) : F| = grad p(z), con p(x) € F[z] el polinomio minimo
de a sobre F. Por la razén anterior, p(a)) = 0. Aplicando cada automorfismo, tenemos:

07(0) = 0 = o’ (p(a)) = p(o”(a)) = p(G) )

esto implica que p(z) tiene como raices a los n conjugados de «; es decir, grad p(z) > n.
Luego, [F(«) : F] > n. Sin embargo, [F : F| = ny F(a) C E, entonces £ = F(a).
Ademas, como:

o(a") =o(a)" = (¢("a)" = (yan =a” (2.8)

Tenemos que o™ € F, asi podemos escribir a como £ = F({/a),tomandoa o™ =a. [

2.3. EXTENSIONES DE ARTIN-SCHREIER

Usando la forma aditiva del Teorema 90 de Hilbert, es posible probar, de manera analoga
a las extensiones de Kummer, que cualquier extension ciclica de grado p y caracteristica p
es posible obtenerla adjuntando una raiz de algun polinomio. Este hecho queda demostra-
do en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Sea F un campo de caracteristica p > 0.

1. Para todo a € F, el polinomio =¥ — x — a € F[z| es completamente reducible, es
decir, todas las raices estan en F 0 es irreducible.

2. Reciprocamente, si E|F es una extension ciclica de Galois de grado p, entonces E
es el campo de ruptura de =¥ — x — a para algun a € F.

Demostracion. Sea p(x) = zP — x — a € F|x]. Para demostrar el primer enunciado,
observemos que si « € F' es un raiz de éste polinomio, es decir, o — o — a = 0, entonces
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« + j también lo es para j € {0, 1,...,p}. Lo anterior se tiene, pues:

(a+ )P —(a+j)—a=a"+"—a—j—a
= —a—a)+ 5" —j
—0+ 47— j=0.

Luego, si p(z) posee una raiz en F, entonces todas sus raices estan en F.

Ahora asumamos que p(x) no tiene raices en F. Nuestra afirmacion es que p(z) es
irreducible sobre F'. Procedamos via contradiccion, asumamos las condiciones del teorem-
ay que existen f(x)y h(z) en F[z] polinomios no constantes tal que p(z) = f(z)h(z). Sea
« una raiz de p(z), la existencia de « estd garantizada por el Teorema de Kronocker,
de manera analoga al argumento anterior, tenemos que « + j es una raiz de p(z) para
0<j<p-1,porloque,

ple)= ] (x—a-1j)

0<j<p—1
donde,

f@) =]l —a=jyn@) =]]-a-)

jes J¢s
paratodo S C {1,2,...,p— 1}. Supongamos que |S| = d, entonces el coeficiente d — 1 de
p(z) viene dado por:

N la+i)==->a-> j=da-> jeF

jes jes JjeSs jes

por lo que, da € F'y esto para 0 < d < p. Luego « € F, llegando a una contradiccion.

Para el segundo enunciado, consideremos FE|F una extension ciclica de grado p, con
grupo de Galois dado por G = (o). Notemos que,

Tr(-1) =Y o(-1) =3 (1) = —p=0

oceG geG

entonces por el Teorema 90 de Hilbert en forma aditiva existe o € F, tal que:
—l=a—-o0(a)eola)=a+1
por induccion matematica es facil probar que, o’ (a) = a + j, entonces « tiene p distintos

45



conjugados, por un argumento similiar al utilizado en el Teorema 2.2.1, se tiene que
[F(«) : F] > p, sin embargo, [E : F] = p, por lo que F(a) = E.
Por otro lado, tenemos que,

o(a? —a) =o(a)f — o(a)
(@417~ (@ +1)
=X +1—-a-—-1

=aP — a.

Por lo que, o” —« € F. De esa manera, a es una raiz del polinomio p(x) = 2 —x—a € Flx],
con a = of — . Y concluimos lo deseado. O

En general, no es sencillo el trabajo de encontrar un polinomio irreducible sobre un campo
finito. El teorema anterior nos da una forma de hallarlo. Un ejemplo de este hecho queda
registrado en el siguiente resultado.

Ejemplo 2.3.2. El polinomio =¥ — x — 1 es irreducible sobre F,,.

Demostracion. Por el teorema anterior, el polinomio 2 — x — 1, posee todas sus raices en
IF, 6 es irreducible sobre F,. Sin embargo, 1y, € F,y 1? —1 -1 = —1 # 0, como |F,| = p,
tenemos que 2? — z — 1 no posee todas sus raices en I, por lo tanto es irreducible sobre
F O

-

2.4. CAMPO DE FUNCIONES

El siguiente resultado es una aplicacion directa del Teorema 90 de Hilbert y que esta
relacionado con el campo de funciones racionales, en pocas palabras, nos indica la forma
especifica de una funcion bajo ciertas condiciones, involucrando una raiz n—ésima de la
unidad. Dicho enunciado viene dado a continuacion.

Teorema 2.4.1. Sea f(z) € C(x) una funcion racional que satisface.

Fl@)f(Ca) f(Ca) .. f(¢'m) =1

para( = (, = e, raizn—ésima de la unidad. Entonces existe g(x) € C(x), tal que:




Demostracion. Para la prueba de este hecho, vamos a tomar a £ = C(z) y F = C(z2")
como subcampo de E. Lo primero que debemos mostrar es que E|F es una extension de
Galois. Para esto, notemos que C(z) es el campo de ruptura de p(y) = y" — 2" € F[y] =
C(z™)[y] ya que p(y) posee la siguiente factorizacion:

p(y) = (y—2)(y — Cx)(y — ) ... (y — ("x)
ademas, las raices del polinomio p(y) son distintas. Luego p(y) es separable y utilizando

el Teorema 1.2.17 concluimos que E|F es de Galois. La segunda afirmacion es que
Gal(E|F) es isomorfo a Z,. Para esto, vamos a considerar la siguiente funcion.

f:Z, — Gal(E|F)

k — ox(z)
donde,

o : C(x) — C(x)

r(z) — r(CFx)

Lo primero que debemos verificar es que la funcion se encuentra bien definida. Para esto,
sean k, k' € Z,, con k = k'. Esto implica que, k — k' = In, para algun [ € Z. De esa
manera, 1 = ¢ = ¢*¥, por lo que, ¢* = ¢¥', concluyendo que o}, = oy.

El siguiente hecho que debemos verificar es que el conjunto de llegada de f es Gal(E|F),
es decir, cada o, es un elemento del grupo de Galois. Es facil ver que los o, son automorfi-
smos de C(z). Ademas si r(z") € F = C(2"), se tiene que, oy (r(z")) = r((¢*z)") = r(z"),
por lo que o, € Gal(E|F) para todo k € Z,. Falta ver que f es un isomorfismo. Para
esto, f(k + k') = o(¢***¥'2) = oo Para la inyectividad, veamos que, ker(f) = 0. En
efecto, si o, (r) = Id(x) para todo z, implica que, r(z) = r(¢*z), asi k = 0. En cuanto a la
sobreyectividad, notemos que {1, z, 22, --- ,2""'} es una base para E|F, de esa manera,
por el Teorema 1.2.7 |Gal(E|F)| = [E : F| = n. Luego, por la inyectividad de f y el hecho
de que Z, tiene n elementos, sigue la sobreyectividad de f. Por el argumento anterior,
tenemos que Gal(E|F) = Z,, como Z, = (1), tenemos que Gal(E|F) = (f(1)), con
f(1) = oy, esto es:

o1: C(z) — C(x)

r(z) = r(Cz)
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La condicion inicial del teorema, es equivalente a que N(f(z)) = 1, asi por el Teorema 90

de Hilbert, existe g(x) € C(z), tal que f(z) = - {}2)) esto es equivalente a f(x) = gg((g)
1
y obtenemos lo deseado.
[

Un ejemplo del teorema anterior queda garantizado a continuacion.

Ejemplo 2.4.2. Consideremos la funcion f(x) = (. Lo primero que debemos ver es que
f(z) verifica las condiciones del Teorema 2.4.1. Lo anterior tiene validez, debido a que,

fl@)f(Cx)- f(¢" ) =¢" =1

por lo que, mediante el Teorema 2.4.1 se garantiza la existencia de g(x) € C(x), tal que

) = 29

1 .
= ——. En este caso, tomando g(x) = —, se tiene el resultado.
xXr

9(C)
Observacion: El teorema anterior garantiza la existencia g(x) € C(x) bajo las condiciones
indicadas, sin embargo, no garantiza la unicidad, por ejemplo, en el ejemplo anterior la

funcion, ¢g(x) = —, para todo ¢ € R, también verifica las condiciones del teorema.
CT
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2.5. OTRAS APLICACIONES

Una de las cualidades del Teorema 90 de Hilbert, que lo convierten en tema de interés
para muchos matematicos es su amplia gama de aplicaciones no solo en el area de
algebra sino que, en diferentes areas de la matematica. Por ejemplo, en geometria algebra-
ica este teorema tiene diversas implicaciones desde el punto de vista algebraico, para
muestra de ello, ver el articulo ¢, donde se explora bajo otra perspectiva los alcances
de este teorema. Ademas de esto, existen generalizaciones de este teorema a otros
contextos, por ejemplo en 7, se puede encontrar una version del Teorema 90 de Hilbert
para el caso de acciones parciales. De esa manera, si el lector se interesa en el tema
puede consultar cualquiera de los articulos anteriores.

Schréer S. “Hilbert's Theorem 90 and algebraic spaces”. En: Journal of Pure and Applied Algebra.
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