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me respaldó con el amor mas grande que jamas alguien tendrá, mi madre Ubaldina
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3.1. Parámetros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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INTRODUCCIÓN

En la actualidad las nuevas técnicas para crecer semiconductores con capas alternantes

ultradelgadas, han permitido crear materiales con propiedades optoelectrónicas a gusto

del consumidor. La progresiva miniaturización de estas estructuras recientemente ha

abierto un nuevo campo de investigación conocido como nanotecnoloǵıa. A ráız de

las pequeñas distancias entre las junturas los efectos cuánticos son más notorios, de

aqúı nace la importancia de estudiar estos efectos y el comportamiento de part́ıculas

portadoras de carga dentro ellas.

Gracias al continuo avance de la tecnoloǵıa, desde los primeras décadas de investi-

gación sobre materiales semiconductores, se han implementado diversas técnicas para

crecer heteroestructuras, tales como Deposición Molecular Epitaxial (MBE), Deposición

Qúımica Metal-Orgánica de la fase de Vapor (MOCVD) [1], Epitaxia por fase liquida

[2], entre otras, a través de las cuales se han podido crecer estructuras con diferentes

formas y grados de libertad como pozos (QWs), hilos (QWWs), super-redes (SLs) y

puntos cuánticos (QDs).

El estudio experimental de los excitones confinados en estructuras cuánticas comenzó ha-

cia el final de la década de los 70’s y comienzos de los 80’s. Uno de los primeros art́ıculos

teóricos que se publicó sobre la existencia de niveles excitados de excitones en pozos

cuánticos (QWs) de GaAs fue realizado por Miller [3], quien presentó un modelo teóri-
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co que corroboró los resultados experimentales de espectros de absorción de QWs de

GaAs/AlxGa1−xAs.

Dentro de la Aproximación de Masa Efectiva (AME) se han desarrollado diversos tra-

bajos teóricos sobre el estudio de excitones en diferentes tipos de heteroestructuras, de

la misma forma se han usado diversos métodos y modelos matemáticos para solucionar

este tipo de problemas, tales como: el Método de Dimensión Fraccional [4], Método de

Monte Carlo [5], Métodos de expansión en series [6] y Método de Dimensión Fractal

[7], entre otros.

Una de las primeras heteroestructuras en estudiarse fueron los QWs mediante aproxima-

ciones variacionales [8, 9], Método de Monte Carlo [5], Método de Dimensión Fraccional

[4] y en presencia de un campo eléctrico utilizando expansiones por series [6]. Luego del

avance de la ciencia y la construcción de QDs, el análisis de éstos ha sido a gran escala,

utilizando aproximaciones variacionales [10] y recientemente el Método de Dimensión

Fractal [11].

De la misma forma, los QWWs rectangulares han sido ampliamente estudiados a través

de aproximaciones variacionales [12, 13, 14]. Igualmente se han estudiado los QWWs

ciĺındricos mediante la aproximación variacional [15, 16] y el Método de Dimensión

Fractal [7]. Recientemente se publicó un articulo interesante sobre la aplicación de estos

sistemas, que tiene que ver con los picos de enerǵıa asociados a la fotoluminiscencia de

excitones en hilos cuánticos autoensamblados (SAQWWs) rectangulares y en forma de

V [17], donde se hizo el análisis de la influencia de un campo magnético en dirección

paralela y perpendicular al eje del hilo.

En los últimos años el Método de Dimensión Fractal (MDF) se ha implementado en los

trabajos de investigación [11, 7], realizados por el grupo de f́ısica computacional en ma-

teria condensada (FICOMACO) de la Universidad Industrial de Santander (UIS), grupo
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en el cual actualmente también se trabaja con el Método de Barrido Trigonométrico

(MBT) para cálculos de la enerǵıa del estado base de diversos sistemas.

En el 2002, Gudiksen y colaboradores [18] mostraron los primeros resultados del cre-

cimiento de superredes en nanohilos (NWSLs), estas estructuras de superredes son

creadas dentro de los nanohilos por la repetida modulación de reactantes semicon-

ductores en fase de vapor durante el crecimiento de los mismos, en la publicación se

reporta la construcción de nanohilos de 2 y hasta 21 capas. Posteriormente Rist́ıc y

colaboradores. [19] caracterizaron discos cuánticos de GaN embebidos en nanocolum-

nas cuánticas de AlxGa1−xN , crecidas utilizando el método MBE. En este trabajo se

analizaron diversos comportamientos y propiedades f́ısicas de este tipo de estructuras.

Uno de los primeros trabajos teóricos sobre estos nanohilos modulados (MNWs) fue

realizado por Voon y Willatzen [20], quienes estudiaron diferentes propiedades y com-

portamientos de electrones en este tipo de estructuras, encontrando radicales diferencias

entre el comportamiento de los electrones en MNWs con respecto a los QWs y QWWs.

Como se puede ver este tipo de estructuras de reciente aparición (MNWs y NWSLs),

debido a su potencial utilización en nuevas tecnoloǵıas, hace interesante un análisis

detallado del comportamiento de diferentes part́ıculas en dichos sistemas. En este tra-

bajo analizaremos una sección muy particular de un NWSL que consiste de un disco

cuántico embebido en un nanohilo. Estudiaremos la influencia de sus dimensiones en el

comportamiento de la enerǵıa de enlace de un excitón, considerando los casos limites

de QD, QW, QWW y pasando por sus estados intermedios, utilizando el Método de

Dimensión Fractal (MDF).
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FUNDAMENTOS BÁSICOS

1.1 HETEROESTRUCTURAS SEMICONDUCTORAS

En las últimas décadas un gran número de investigaciones han sido desarrolladas, de

forma teórica y experimental, en nanoestructuras semiconductoras (o sistemas de baja

dimensionalidad) con diferentes caracteŕısticas y formas f́ısicas como QWs, QWWs,

QDs y SLs, compuestas por más de un material semiconductor. Esta nueva época de la

nanotecnoloǵıa tuvo su comienzo con el trabajo de Esaki y Tsu [21], quienes analizaron

las propiedades de una superred fabricada a partir de dos semiconductores bases (A y

B) con diferentes anchos de bandas prohibidas crecidos en forma alternadas (ABABA...)

y se estudiaron diferentes propiedades de estos tipos de estructuras.

Para crear una heterojuntura semiconductora con interfaces perfectas, se requiere que

los materiales utilizados para formarla tengan una estructura cristalina similar y paráme-

tros de red muy parecidos, de manera que para cumplir con este objetivo frecuentemente

se utilizan los compuestos de los grupos III-V, sustituyendo parcialmente uno de los

compuestos por otro átomo del mismo grupo. La diferencia de las bandas prohibidas
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produce un salto de potencial en las interfaces y de esta manera se forma un pozo de

potencial en el cual se pueden confinar los portadores de carga, tanto en estado libre

como ligados.

Un amplio rango de materiales III-V ha sido investigado por sus propiedades semicon-

ductoras, aunque solamente unos pocos son comúnmente usados en heterojunturas.

Para aumentar el rango de propiedades y lograr los requerimientos necesarios, se han

utilizado aleaciones entre varios compuestos, de las cuales la más usada es la aleación

AlxGa1−xAs, la cual se investiga con gran interés por sus actuales y posibles nuevas

aplicaciones tecnológicas.

Las heteroestructuras están formadas por varias junturas y por consiguiente existen

innumerables posibilidades y formas para éstas. Su gran utilidad tecnológica hace de

estas heteroestructuras un punto fuerte de investigación.

Además, se ha encontrado experimentalmente que existen dos bandas de enerǵıas distin-

tas en los semiconductores. La banda mas baja esta casi totalmente llena de electrones,

esta banda es originada por los electrones de valencia los cuales constituyen los enlaces

covalentes que unen a los átomos en el cristal, por esto es llamada “banda de valencia”.

La banda superior esta casi desprovista de electrones, esto representa potencialmente

estados de electrones excitados, los cuales están ocupados por electrones promovidos

desde la banda de valencia, cada electrón excitado en esta banda esta debidamente

acelerado por un campo eléctrico aplicado y contribuye al flujo de corriente, esta banda

es conocida como “banda de conducción”.
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1.2 APROXIMACIÓN DE MASA EFECTIVA (AME)

Debido a que el potencial de un cristal o una heteroestructura semiconductora es

complejo, regularmente es utilizado un método de simplificación, llamado Aproximación

de Masa Efectiva (AME), en la cual se asume que la estructura de banda de los semi-

conductores cristalinos puede ser en gran parte ignorada y que las propiedades f́ısicas

de los semiconductores depende sólo de los portadores de carga que se ubican en el

extremo de cada banda. Lo que básicamente se hace en esta aproximación es reem-

plazar la masa real de los portadores de carga por un tensor de masa cuyos elementos

son determinados por la estructura de banda no perturbada y de esta forma ignorar el

potencial periódico de la red.

Esta aproximación ha resultado ser muy adecuada para electrones con relativamente

bajo momento lineal como ocurre en presencia de campos eléctricos débiles, de hecho

es la parametrización mas ampliamente usada en la f́ısica de semiconductores, además

su eficiencia ha sido corroborada experimentalmente en diversas oportunidades.

1.3 EXCITONES EN HETEROESTRUCTURAS

SEMICONDUCTORAS

El excitón es una cuasi-part́ıcula formada por un electrón que ha abandonado la banda

de valencia por absorción de fotones, que inciden sobre la estructura con una enerǵıa

comparable a la de la brecha de enerǵıa prohibida del material que conforma la misma,

y ha pasado a la banda de conducción dejando un hueco (que se comporta como una

part́ıcula con carga positiva) con el cual interactúa a través del potencial de Coulomb;

dicha cuasi-part́ıcula ha mostrado ser responsable de importantes efectos ópticos en
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heteroestructuras semiconductoras, ya que su enerǵıa de enlace aumenta de una manera

bastante significativa cuando se ve confinada a distancias del orden de su radio de Bohr.

En un excitón la masa del hueco es generalmente mucho mayor que la masa del electrón,

por tal razón este sistema de dos cuerpos se asemeja a un átomo de hidrógeno, con el

electrón de carga negativa orbitando alrededor del hueco con carga positiva. El excitón

es una part́ıcula completamente estable y puede tener tiempos de vida relativamente

largos, del orden de cientos de picosegundos o nanosegundos [22]. La recombinación del

excitón a bajas temperaturas es una caracteŕıstica importante de la fotoluminiscencia,

debido a que su enerǵıa de enlace es relativamente baja (unos pocos milielectronvoltios

(meV)) y tiende a disociarse a altas temperaturas.

Mientras que en un semiconductor en bloque, la enerǵıa total del excitón es simplemente

la enerǵıa del par electrón-hueco libres (es decir la enerǵıa de la banda) (Eg) menos la

enerǵıa de enlace del excitón (Eb), en una heteroestructura existen aportes adicionales

debido a las enerǵıas de confinamiento del electrón (Ee) y el hueco (Eh), es decir:

E = Eg − Eb (Bloque) (1.1a)

E = Eg + Ee + Eh − Eb (Heteroestructura) (1.1b)

La enerǵıa total del excitón es claramente una función de la dependencia estructural

de las enerǵıas de confinamiento. Además es de esperarse que la enerǵıa del potencial

coulombiano (Eb) también dependa del tipo de heteroestructura, este último efecto es

debido a que la separación electrón-hueco puede variar considerablemente entre he-

teroestructuras, ya que como es fácil imaginar esta separación es mucho mas pequeña

en heteroestructuras de gap directo que en las de gap indirecto [24].
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1.4 MÉTODO DE DIMENSIÓN FRACTAL (MDF)

Este es un método variacional muy refinado, que ha mostrado ser eficiente y de muy

buenos resultados [11, 7], es actualmente utilizado por el grupo FICOMACO en sus

trabajos de investigación.

En este procedimiento la ecuación de onda para un excitón en una heteroestructura se

reduce a una ecuación similar a la de un átomo hidrogenoide en un espacio isotrópico

efectivo con dimensión fraccional, la cual se determina a través de la definición de

Mandelbrot [25] para objetos fractales.

La función de onda que define el espectro electrónico de un excitón en una estructura (de

1, 2 o 3 dimensiones) dentro de la AME, corresponde a un problema de dos part́ıculas en

un campo central. Esta función de onda en coordenadas adecuadas es completamente

separable y puede ser hallada a través de una ecuación diferencial para la parte radial

(distancia electrón-hueco) de la función de onda, introduciendo, como veremos mas

adelante, un Jacobiano del sistema J(r) cuya dependencia con respecto a dicha distancia

esta dada por una ley de potencia J(r) ∝ rα , donde el parámetro de escalamiento esta

relacionado con la dimensión D del espacio, como α = D − 1.

La ecuación de Schrödinger para un excitón en cualquier heteroestructura es:

HΨ(~r ) = EΨ(~r ) (1.2)

Donde H es el Hamiltoniano del sistema y E la enerǵıa total. Supondremos una solución

variacional para la función de onda, de la forma:

Ψ(~r e, ~r h) = f0ef0h
Φ(|~r e − ~r h|) (1.3)

siendo f0e,h
las funciones de onda para el electrón (e) y el hueco (h) libres en el sistema

(no correlacionados) y Φ(|~r e− ~r h|) una función envolvente que introduce la interacción
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entre las part́ıculas, es importante notar que esta función solo depende de la distancia

de separación electrón-hueco.

La función f0 = f0ef0h
cumple que:

Hf0 = E0f0 (1.4)

en esta ecuación E0 es la enerǵıa de las part́ıculas libres (no correlacionadas) y f0 es la

función de onda de las part́ıculas del sistema.

Partiendo del principio variacional de Schrödinger, podemos ver que la función envol-

vente Φ(|~r e − ~r h|) debe ser elegida de tal forma que minimice el funcional definido

como:

F [Φ] = 〈f0Φ |H − E| f0Φ〉 (1.5)

Luego de una breve manipulación matemática encontramos que:

F [Φ] =

∫
J(r)

[
Φ′2 +

(
E0 − E − 2

r

)
Φ2

]
dr (1.6)

donde r es la distancia entre las part́ıculas, y J(r) es el Jacobiano del sistema, que esta

definido como:

J(r) =

∫
re

∫
rh

f 2
0 δ(r − |~re − ~rh|)d~rhd~re (1.7)

Por último, al minimizar el funcional de la ecuación (1.6), encontramos:

1

J(r)

d

dr

(
J(r)

dΦ(r)

dr

)
+

2

r
Φ(r) = −EbΦ(r) (1.8)

Que como podemos ver tiene la misma forma que la ecuación diferencial para el átomo

de hidrogeno, con la diferencia que en este caso el Jacobiano del sistema esta dado por

una integral, ademas se introduce un nuevo término Eb conocido como la energia de

enlace del estado base del sistema, definido como:

Eb = E0 − E (1.9)
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Expandiendo la ecuación (1.8) podemos encontrar:

Φ′′(r) +
d (ln[J(r)])

dr
Φ′(r) +

(
2

r
+ Eb

)
Φ(r) = 0 (1.10)

Para solucionar la ecuación (1.10), se utilizará el método de barrido trigonometrico.

1.5 MÉTODO DE BARRIDO TRIGONOMÉTRICO

(MBT)

Debido a la complejidad del problema, como podemos ver en la ecuación (1.10), es

necesario utilizar métodos numéricos para encontrar la solución final de nuestro pro-

blema, por este motivo es preciso inducir al lector al manejo del método numérico de

aproximación que se utilizará en el presente trabajo.

Dada una ecuación diferencial de la forma:

d2χ(r)

dr2
+ α(r)

dχ(r)

dr2
+ β(r)χ(r) = 0 (1.11)

Es necesario hacer un cambio de coordenadas para reducirla a una ecuación diferencial

de primer orden, para esto utilizaremos las coordenadas polares de Poincare:

χ(r) = A(r) cos θ(r) χ′(r) = A(r) sin θ(r) (1.12)

Derivando la primera expresión e igualando el resultado con la segunda expresión de

esta ecuación, obtenemos:

A′(r) = A(r)
sin θ(r)

cos θ(r)
[θ′(r) + 1] (1.13)

Reemplazando las expresiones (1.12) en la ecuación (1.11) y utilizando le relación (1.13),

encontramos la siguiente ecuación diferencial para θ(r):

θ′(r) = −
[
sin2 θ(r) + α(r) cos2 θ(r) + β(r) sin θ(r) cos θ(r)

]
(1.14)
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Luego reemplazando la ecuación (1.14) en la ecuación (1.13) e integrando obtenemos la

expresión para A(r):

A(r) = exp


r∫

0

[
(1− α(r)) sin θ(r) cos θ(r)− β(r) sin2 θ(r)

]
dr

 ; A(0) = 1 (1.15)

Como podemos ver, la expresión dada en la ecuación (1.14) es una ecuación diferencial

de primer grado que, con condiciones iniciales definidas, se transforma en un problema

de Cauchy y como es bien sabido este problema puede solucionarse utilizando diferentes

métodos numéricos por ejemplo el método de Rounge-Kutta, el cual será utilizado en

este trabajo.



2

MODELO TEÓRICO

Recientemente el avance del estudio teórico de excitones (X) en heteroestructuras ha

encontrado comprobación experimental en diversos tipos de situaciones [17], es aśı como

una de las más interesantes aplicaciones de estos trabajos consiste en el cálculo de los

picos de enerǵıa de la fotoluminiscencia debido a la inevitable recombinación del excitón,

estos picos se pueden relacionar con la enerǵıa del gap (banda de enerǵıa prohibida) de

la heteroestructura, de esta forma es posible caracterizar el tipo de heteroestructura y

sus posibles componentes, y es ah́ı donde radica la importancia de este estudio.

El sistema que se considera en este trabajo es el de un excitón en un disco cuántico de

GaAs contenido en un hilo cuántico de AlxGa1−xAs, como se observa en la Figura 1.

El potencial de confinamiento del sistema esta definido como (i = e, h):

Vi(zi) =


0 |zi| < L

2

V0i
|zi| ≥ L

2

Vi(ρi) =


0 ρi < R

∞ ρi ≥ R

(2.1)

El término de la interacción coulombiana entre el electrón y el hueco hace que la función

de onda del sistema no sea separable, debido a esto, en el presente trabajo utilizaremos
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Figura 2.1: Excitón en un disco cuántico embebido en un hilo cuántico

una solución variacional para la función de onda del excitón con la ayuda del MDF.

2.1 HAMILTONIANO DEL SISTEMA

El Hamiltoniano para el par electrón-hueco en un disco embebido en un hilo cuántico,

puede considerarse como la suma de tres términos:

H = He + Hh + Heh (2.2)

donde He y Hh son el Hamiltoniano del electrón y el hueco libres en el sistema no

correlacionados respectivamente, y Heh es el aporte al hamiltoniano debido a la in-

teracción entre las dos part́ıculas. Utilizando coordenadas ciĺındricas por la simetŕıa del

sistema y dentro de la AME podemos escribir cada uno de los dos primeros términos
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del hamiltoniano anterior como:

He = − ~2

2me

(
∂2

∂z2
e

+ ∆
(2)
e

)
+ Ve(ρe, ze, ϕe)

Hh = − ~2

2m‖

∂2

∂z2
h

− ~2

2m⊥
∆

(2)
h + Vh(ρh, zh, ϕh)

(2.3)

En este caso me es la masa efectiva del electrón, m‖ es la masa efectiva del hueco en la

dirección de crecimiento z y m⊥ la masa efectiva del hueco en el plano perpendicular a

la dirección de crecimiento.

Para facilitar la manipulación de estos cálculos se buscan los parámetros adecuados

para hacer adimensional el Hamiltoniano, es aśı como definimos el Rydberg efectivo

(Ry) como nuestra nueva unidad de enerǵıa y el Radio de Bohr efectivo (a0) como

nuestra nueva unidad de longitud, de la siguiente forma:

a0 =
4πε0ε~2

µe2
Ry =

~2

2µa2
0

(2.4)

Aśı que reescribiendo el Hamiltoniano de una forma adimensional, tenemos:

H = −ηe
∂2

∂z2
e

− η‖
∂2

∂z2
h

− ηe∆
(2)
e − η⊥∆

(2)
h + Ve(ρe, ze, ϕe) + Vh(ρh, zh, ϕh)−

2

r
(2.5)

En esta ecuación es fácil diferenciar los Hamiltonianos para cada uno de los portadores

de carga, aśı:

He = −ηe

(
∂2

∂z2
e

+ ∆
(2)
e

)
+ Ve(ρe, ze, ϕe)

Hh = η⊥
∂2

∂z2
h

− η‖∆
(2)
h + Vh(ρh, zh, ϕh)

(2.6)

donde:

ηe =
µ±
me

η⊥ =
µ±
m⊥

η‖ =
µ±
m‖

1

µ±
=

1

me

+
1

m‖±
∆

(2)
i =

1

ρi

∂

∂ρi

(
ρi

∂

∂ρi

)
− 1

ρi
2

∂2

∂ϕi
2

(2.7)
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Los valores de m⊥ y m‖ están dados en terminos de los bien conocidos parametros de

banda de Kohn Luttinger γ1 y γ2, por la expresión.

m‖± =
m0

γ1 ± γ2

m⊥± =
m0

γ1 ∓ 2γ2

(2.8)

Los signos +/- indican hueco pesado/ligero respectivamente.

2.2 PARTICULAS LIBRES EN EL SISTEMA (NO

CORRELACIONADAS)

La ecuación de Schrödinger aplicada a cada part́ıcula HiΨi = EiΨi, debido a la simetŕıa

azimutal del sistema, permite escribir la función de onda para el estado base (1s) de la

siguiente forma:

Ψi = Ri(ρi)Z(zi) (2.9)

Aśı pues, este problema se reduce a encontrar las funciones de onda para cada part́ıcula

en las coordenadas z y ρ , que están bien definidas debido a la simetŕıa del sistema.

2.2.1. Solución Radial

En la coordenada ρ, como se puede observar en la definición del potencial (2.1), el

problema se convierte en resolver un hilo ciĺındrico de potencial infinito, por lo que la

solución a la función de onda radial esta dada por:

Ri(ρi) = Aρi


J0(kρi

ρi) ρi < R

0 ρi > R

(2.10)
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donde la constante de normalización es:

Aρi
=
√

2
R

J1(kρi
R)

(2.11)

2.2.2. Solución Axial

En la coordenada z, la situación es distinta debido a que el problema en este caso se

convierte en un pozo de potencial finito, pero como ya sabemos este problema tiene una

solución bastante conocida:

Zi(zi) =
1√
N



cos(kzi
zi) |zi| <

L

2

cos

(
kzi

L

2

)
e
−κzi

0
@|zi|−

L

2

1
A

|zi| ≥
L

2

(2.12)

donde la constante de normalización es:

N =
L

2
+

cos2

(
kzi

L

2

)
κ

+
sin(kzi

L)

2kzi

(2.13)

y como ya sabemos los vectores de onda están definidos como:

kzi
=

√
Ezi

κzi
=

√
Ezi

− V0i(z1) kρi
=

√
Eρi

(2.14)

2.3 MÉTODO DE DIMENSIÓN FRACTAL APLICADO

AL EXCITÓN

El MDF aplicado a un excitón en una heteroestructura, consiste a grandes rasgos, en

encontrar una solución variacional a la ecuación de Schrödinger para un sistema dado,



MODELO TEÓRICO 16

utilizando una función de onda en forma de producto de las funciones de onda del

electrón y el hueco no correlacionados, es decir libres en el sistema por separado, con

una función envolvente que describe la modificación de la probabilidad de distribución

producida por la atracción coulombiana entre las dos part́ıculas y su influencia en

el sistema, esta función envolvente es calculada a través del principio variacional de

Schrödinger, para aśı llegar a encontrar una ecuación diferencial de segundo orden,

que se soluciona numéricamente utilizando el MBT, encontrándose al mismo tiempo la

enerǵıa de enlace del sistema.

Utilizamos el Hamiltoniano descrito en la ecuación (2.5), pero en este trabajo solo

analizaremos la solución para el excitón isotrópico (η⊥ = η‖) (ver mejoramiento del

método para un excitón anisotrópico en el Apéndice B). Al solucionar la ecuación de

Schrödinger para el excitón en el sistema utilizamos las funciones de onda para las

part́ıculas libres halladas anteriormente (2.10) y (2.12), y de esta forma encontramos

que la función f0 utilizada en la ecuación (1.4), esta dada por:

f0 = R1(ρ1)R2(ρ2)Z1(z1)Z2(z2) (2.15)

donde los sub́ındices 1 y 2 indican electrón y hueco respectivamente.

Por último como ya vimos anteriormente, al minimizar el funcional de la función en-

volvente, obtenemos:

Φ′′(r) +

(
J(r)′

J(r)

)
Φ′(r) +

(
2

r
+ Eb

)
Φ(r) = 0 (2.16)

Donde Eb es la enerǵıa de enlace del estado base del excitón y el Jacobiano del sistema

J(r), esta dado como (ver cálculo detallado del Jacobiano en el Apéndice A):

J(r) = 16πr2

π
2∫

0

[I (r cos θ) + I (−r cos θ)] sin θdθ

R∫
0

R1
2(ρ1)ρ1dρ1

1∫
0

FR+ + FR−√
2− x2

dx

(2.17)
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donde:

I(z) =

∞∫
0

Z1
2
(
w +

z

2

)
Z2

2
(
w − z

2

)
dw (2.18)

FR± = R2
2
(√

ρ1
2 + (r sin θ)2 ± 2ρ1(x2 − 1)r sin θ

)
(2.19)

Para solucionar la ecuación (2.16) utilizamos el MBT.

2.4 MÉTODO DE BARRIDO TRIGONOMÉTRICO

APLICADO AL EXCITÓN

Como se puede ver en la ecuación (2.17), el Jacobiano puede ser escrito de la forma:

J(r) = r2P (r) (2.20)

Aśı que la ecuación (2.16) puede ser escrita de la forma:

Φ′′(r) +

(
2

r
+ (lnP (r))′

)
Φ′(r) +

(
2

r
+ Eb

)
Φ(r) = 0 (2.21)

es fácil notar que esta ecuación tiene la misma forma de la ecuación (1.11), por esto

la ecuación (1.14) también es solución de este problema, pero para este caso, tenemos

que:

α(r) =

(
2

r
+ (lnP (r))′

)

β(r) =

(
2

r
+ Eb

) (2.22)

Al utilizar la transformación de coordenadas descrita en la ecuación (1.12) y reem-

plazarla en la ecuación (2.22) para la función Φ(r), obtenemos las condiciones iniciales

del problema:

θ(0) = −π

4
θ(∞) = −π

2
(2.23)
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De esta forma, la solución de la ecuación (2.21), esta dada por la solución de la ecuación

(1.14) con las condiciones iniciales (2.23), lo que se convierte en un problema de cauchy

que como dijimos antes es fácilmente soluble.
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CÁLCULOS Y RESULTADOS

3.1 PARÁMETROS DEL MATERIAL

Los parámetros efectivos para el desarrollo de este trabajo fueron tomados de una

publicación hecha por Greene y Bajaj [9], en la que se estudió el problema de un

excitón en un QW de GaAs/AlxGa1−xAs, usando los parámetros dados en la tabla

adjunta:

Con estos datos se calcularon los valores para el radio de Bohr efectivo y Rydberg

efectivo, encontrándose a0hh
= 16,48nm, Ry0hh

= 3,49meV para el excitón con hueco

pesado (Xhh) y a0lh
= 13,07nm, Ry0lh

= 4,40meV para el excitón con hueco ligero

(Xlh).
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PARÁMETRO SÍMBOLO VALOR

Constante dielectrica ε 12,5

Masa efectiva del electrón me 0,067m0

Masa efectiva del hueco pesado (hh) mhh 0,45m0

Masa efectiva del hueco ligero (lh) mlh 0,08m0

Brecha de enerǵıa Eg 379,8meV

Porcentaje Banda de Conducción Qc 0,85

Porcentaje Banda de valencia Qv 0,15

Potencial para el electrón V0e 322,83meV

Potencial para el hueco V0h 56,97meV

Concentración de Al x 0,30

Parámetros de Kohn-Luttinger γ1 7,36

γ2 2,57

Tabla 3.1: Parámetros f́ısicos utilizados en este trabajo

3.2 Enerǵıa de enlace del excitón en el sistema

La enerǵıa de enlace para el estado base Eb0 del excitón (X) en el sistema, está definida

como la enerǵıa necesaria para que el electrón quede libre de la interacción con el hueco.

En este trabajo se analiza la influencia de las dimensiones de la heteroestructura R y

L sobre Eb0 .
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3.2.1. Confiabilidad del Método (Casos Limites)

Primero es necesario indagar sobre la eficiencia del método utilizado y la confiabilidad

de sus resultados, es por esto que comparamos nuestros resultados con otros obtenidos

en trabajos anteriores sobre sistemas similares al nuestro, en algunos casos limites.

Sin embargo, debido a que en este trabajo sólo se hace una aproximación con un modelo

simple isotrópico para la masa del hueco (debido a la complejidad del tratamiento

matemático), es necesario aclarar que los resultados obtenidos en el presente capitulo

sólo podrán ser comparados cualitativamente con resultados de trabajos previos en

situaciones similares.

Caso 1: Pozo Cuántico (QW)

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0
4

5

6

7

8

9

1 0

 

 

R =  5 0 0 n m

E b 0 (m
eV

)

L  ( n m )

 R e f  [ 9 ]

Figura 3.1: Enerǵıa de enlace de Xhh para el caso limite QW
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Al tomar R >> L, las part́ıculas sienten muy tenuemente el confinamiento en dirección

radial y el problema se convierte en un problema casi bidimensional es decir un QW,

las curvas mostradas en las figuras 3.1 y 3.2 contienen resultados de los cálculos hechos

para un excitón con hueco pesado (Xhh) y hueco ligero (Xlh) respectivamente.

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0
5 , 0

5 , 5

6 , 0

6 , 5

7 , 0

7 , 5

8 , 0

8 , 5

9 , 0

9 , 5

 

 

R =  5 0 0 n m

E b 0 (m
eV

)

L  ( n m )

 R e f  [ 9 ]

Figura 3.2: Enerǵıa de enlace de Xlh para el caso limite QW

Como se puede ver en dichas figuras, el comportamiento de Eb0 es muy similar al del

articulo de referencia [9], pero el lector puede notar que existen algunas discrepancias,

esto es debido a que a pesar del gran valor de R las part́ıculas aun sienten algo del

confinamiento radial infinito (es decir no están totalmente libres en dirección radial),

además como ya hemos explicado, en este trabajo solo consideramos una aproximación

isotrópica para el excitón mientras que en el articulo de referencia se analiza el problema

para el excitón anisotrópico.
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Caso 2: Hilo Cuántico (QWW)

Al tomar L >> R, el confinamiento en la dirección de crecimiento del sistema es muy

débil y tiende a desaparecer, para este caso la estructura toma una forma similar a la

de un QWW, para el cual se obtiene la curva mostrada en la figura 3.3.

0 1 0 2 0 3 0 4 0
0
5

1 0
1 5
2 0
2 5
3 0
3 5
4 0
4 5
5 0
5 5

 

 

L =  5 0 0 n m

E b 0 (m
eV

)

R  ( n m )

 R e f  [ 1 5 ]

Figura 3.3: Enerǵıa de enlace de Xhh para el caso limite QWW

Como se puede ver en la figura 3.3, se calculó la enerǵıa de enlace para cuando las

dimensiones son semejantes a las de un hilo cuántico, y se comparan los datos con

un trabajo previo realizado sobre este tipo de estructuras, las comparaciones fueron

hechas para el excitón con hueco pesado (Xhh) encontrándose una gran proximidad

entre ambos cálculos.

Es de resaltar que aunque, como ya dijimos, solo es posible hacer una comparación

cualitativa con otros trabajos similares, en la figura 3.3 los resultados son muy cercanos
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a los del articulo de referencia [15], esto es debido a que, tanto en este trabajo como en

dicho articulo, se considera el potencial infinito en dirección radial, lo que hace que la

influencia de la anisotroṕıa del excitón no sea muy considerable.

Caso 3: Disco Cuántico

Otra posibilidad es considerar el modelo un poco mas general de un disco cuántico, en

el cual las dimensiones R y L son comparables, para esto consideramos L constante (en

este caso L = 7nm) y variamos R, podemos comparar nuestros resultados con otros

obtenidos en diversas publicaciones sobre estudios de sistemas similares.

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 3 5

1 0

2 0

3 0

4 0

5 0

6 0

7 0

8 0

 

 

L = 7 n m

E b 0 (m
eV

)

R  ( n m )

 R e f  [ 2 3 ]
 R e f  [ 1 0 ]

Figura 3.4: Enerǵıa de enlace de Xhh para un Disco Cuántico, en este caso L=7nm

Es necesario aclarar que la aproximación que estamos haciendo es la de un disco cuánti-

co con potencial radial infinito, en la figura 3.4 se comparan nuestros resultados con



CÁLCULOS Y RESULTADOS 25

trabajos anteriores [23, 10] en los que se calculó la enerǵıa de enlace para un disco

cuántico con potencial radial finito.

En el caso de un disco cuántico finito, como en los art́ıculos de referencia para la

comparación [23, 10], al disminuir R, la enerǵıa de enlace alcanza un valor máximo

cuando la función de onda se desborda, para cierto valor de R, esto es debido al potencial

finito de la estructura por lo que es posible que el electrón tunele y de esta forma la

enerǵıa de enlace de nuevo disminuya para valores mas pequeños de R.

Debido al potencial (2.1) del disco cuántico que se estudia en este trabajo, a medida

que R disminuye, Eb0 aumenta pero como no existe la posibilidad de tunelamiento para

el electrón (ya que el potencial es infinito en dirección radial), la función de onda no se

desborda y por consiguiente la enerǵıa de enlace no deja de aumentar.

Sin embargo en la figura (3.4) se puede observar una concordancia casi total para cuando

R no es tan pequeña (R > 10nm), rango en el cual la comparación es posible a pesar de

la diferencia del potencial de los discos, lo que de nuevo muestra la eficiencia de nuestro

método.

Empero, aunque el objetivo de este trabajo es hacer un cálculo aproximado de Eb0

utilizando un modelo simple isotrópico, el MDF utilizado permite una solución completa

al problema de la anisotroṕıa del excitón, por ese motivo en este trabajo se plantea como

proyecto a futuro el mejoramiento del método (ver Apéndice B).

Luego de haber mostrado la eficiencia del método utilizado y los limites de este trabajo,

nos dedicaremos a analizar el comportamiento de Eb0 cuando las dimensiones del disco

R y L vaŕıan, además de la influencia del doble confinamiento del sistema.
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3.2.2. Enerǵıa de enlace (Eb0
) Vs Altura del disco (L)

Al fijar constante un valor para R y variar L, se puede obtener como caso limite (cuando

R >> L) una estructura similar a un QW.

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0

5

1 0

1 5

2 0

2 5

3 0

3 5

4 0

4 5

 

 
E b 0 (m

eV
)

L  ( n m )

 R =  5 n m
 R =  1 0 n m
 R =  2 0 n m
 R =  5 0 n m
 R =  5 0 0 n m

Figura 3.5: Enerǵıa de enlace de Xhh en un disco cuántico para distintos valores de R

En las figuras (3.5) y (3.6) se observa que el comportamiento de Eb0 es similar para

diferentes valores de R. Como se puede apreciar en las figuras el valor de Eb0 decrece

con el aumento de R, esto se puede explicar debido al hecho que como el volumen del

disco esta dado por V = 2πR2L, al aumentar R el volumen también aumenta y debido

a esto las part́ıculas sienten cada vez menos el confinamiento de la heteroestructura, por

lo que la enerǵıa de enlace disminuye ya que al haber menor confinamiento se necesita

menor enerǵıa para liberar al electrón de la interacción con el hueco.

Por otro lado se puede notar que Eb0 alcanza su máximo para un determinado valor

critico de L, esto es debido a que a medida que L disminuye, Eb0 aumenta ya que el
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Figura 3.6: Enerǵıa de enlace de Xlh en un disco cuántico para distintos valores de R

confinamiento de la part́ıcula es mayor, pero cuando el confinamiento es muy fuerte la

función de onda se desborda y por lo tanto el electrón puede tunelar lo que hace que

Eb0 disminuya para valores de L menores que este valor critico.

Además, también es fácil ver que para un R dado la curva de Eb0 para el excitón con

hueco ligero Xlh es mas alta que para el excitón con hueco pesado Xhh, esto se debe a

que para el Xlh la masa del hueco es menor que para el Xhh, y debido a que el aporte

cinético a la enerǵıa del hueco es inversamente proporcional a su masa, entre menor sea

la masa mayor será Eb0 .
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3.2.3. Enerǵıa de enlace (Eb0
) Vs Radio del disco (R)

De igual forma también es posible fijar un valor para L y variar R, obteniendo como

caso limite (cuando L >> R) un sistema similar a un QWW.

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0
0

2 0

4 0

6 0

8 0

 

 
E b 0 (m

eV
)

R  ( n m )

 L =  1 0 n m
 L =  2 0 n m
 L =  5 0 n m
 L =  5 0 0 n m

Figura 3.7: Enerǵıa de enlace de Xhh en un disco cuántico para distintos valores de L

Para este caso, como se puede observar tanto en la figura (3.7) como en la (3.8), la

enerǵıa de enlace aumenta a medida que disminuye R, pero al contrario del caso anterior

no existe un valor máximo para la enerǵıa de enlace.

Este hecho se explica debido a que el confinamiento en dirección radial es infinito, por

esto a pesar de que el volumen del disco disminuye y el confinamiento de las part́ıculas

es mas fuerte, no es posible que se presente el efecto túnel para el electrón ya que

la función de onda radial nunca se desborda y por consiguiente la enerǵıa de enlace

seguirá aumentando mientras el radio disminuya.
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Figura 3.8: Enerǵıa de enlace de Xlh en un disco cuántico para distintos valores de L

Aunque también es posible explicar este comportamiento haciendo uso del principio

de incertidumbre de Heissenberg, ya que el confinamiento radial es infinito, al fijar un

valor para L y disminuir R lo que en realidad esta ocurriendo es que se esta localizando

la part́ıcula sobre el eje del hilo y por el principio de incertidumbre sabemos que al

aumentar la precisión sobre la posición de la part́ıcula disminuye la precisión sobre el

momento lineal de la misma, debido a que la contribución cinética a la enerǵıa de la

part́ıcula es proporcional al cuadrado de su momento lineal mientras mas se localize la

part́ıcula mayor será su enerǵıa.

También es importante notar la influencia de la diferencia del confinamiento en ambas

direcciones del disco sobre la enerǵıa de enlace, ya que se puede ver que como era de

esperarse, el aumento del confinamiento aumente el valor de la enerǵıa de enlace del

estado base del excitón en el sistema.



CONCLUSIONES

Se presentó un método simple y sencillo para calcular la enerǵıa de enlace del estado

base de un excitón, tanto con hueco pesado como con hueco ligero, en un disco cuánti-

co embebido en un hilo cuántico de GaAs/Al0,3Ga0,7As. Se realizó detalladamente el

procedimiento seguido para estos cálculos utilizando el Método de Dimension Fractal

aplicado a un modelo isotrópico para el excitón.

Se mostró la eficiencia y la confiabilidad del método utilizado para el cálculo de la

enerǵıa de enlace del estado base, al comparar los resultados obtenidos con resultados de

trabajos previos en los casos limites QW, QWW y Disco Cuántico infinito, obteniendo

resultados muy similares.

Se presentaron las curvas de la enerǵıa de enlace del estado base para un excitón

en el sistema, utilizando diferentes dimensiones para el disco embebido. Con esto se

demostró que la enerǵıa de enlace del estado base depende fuertemente de las dimen-

siones del disco y del confinamiento de la heteroestructura, encontrándose que la influ-

encia de las dimensiones sobre la enerǵıa de enlace esta directamente relacionada con el

volumen de la estructura de tal forma que a medida que el volumen aumenta la enerǵıa

de enlace disminuye de manera considerable; mientras que el efecto del confinamiento

sobre la enerǵıa de enlace esta dada en que a medida que el confinamiento aumenta

la enerǵıa de enlace también lo hace, es aśı como cuando el confinamiento es infinito
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(como en el caso radial de este trabajo), el principio de incertidumbre permite que la

enerǵıa de enlace del estado base no alcance un valor máximo para ningún valor de R,

por pequeño que este sea.

Como trabajo a futuro se plantea el mejoramiento del método para el cálculo de la

enerǵıa de enlace del estado base, incluyendo la influencia de la anisotroṕıa de la masa

del hueco y su corrección sobre el calculo del Jacobiano del sistema, lo que hará al

método mucho mas eficiente y le dará mas exactitud al calculo de la enerǵıa de enlace.



APÉNDICES

A. CÁLCULO DEL JACOBIANO DEL SISTEMA

Partiendo de la definición del Jacobiano de la ecuación (1.7), encontramos, debido a

que la función de onda axial (2.12) es simétrica, que:

J(r) = 4

∞∫
0

R1
2(ρ1)ρ1dρ1

∞∫
0

R2
2(ρ2)ρ2dρ2

∞∫
0

Z1
2(z1)dz1

∞∫
0

Z2
2(z2)dz2∗

∗
2π∫
0

dϕ1

2π∫
0

δ(r −
√

ρ1
2 + ρ2

2 − 2ρ1ρ2 cos(ϕ1 − ϕ2) + (z1 − z2)2)dϕ2 (1)

Luego de hacer el siguiente cambio de variable:

ν =
ϕ1 + ϕ2

2
ϕ = ϕ1 − ϕ2 (2)

y aplicar la siguiente propiedad de la función delta de Dirac.∫
δ(f(ϕ)− r)dϕ =

1

|f ′(ϕ0)|

∣∣∣∣
f(ϕ0)=r

(3)
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Se encuentra que:

J(r) = 16πr

∞∫
0

R1
2(ρ1)ρ1dρ1

∞∫
0

R2
2(ρ2)ρ2dρ2

∞∫
0

Z1
2(z1)dz1∗

∗
∞∫

0

Z2
2(z2)dz2√

4ρ1
2ρ2

2 − (ρ1
2 + ρ2

2 − r2 + (z1 − z2)2)2
Θ

[
1−

∣∣∣∣ρ1
2 + ρ2

2 − r2 + (z1 − z2)
2

2ρ1ρ2

∣∣∣∣]
(4)

donde Θ es la bien conocida función de Heavyside.

Pero podemos notar que en estos momentos existe una singularidad en el denominador

de la última integral que de todas formas no causa problema en la ecuación debido a

la función de Heavyside. Sin embargo, es mejor evitar problemas, y por esto haremos

un tratamiento matemático formal, para evitar este tipo de singularidades y proble-

mas en la ecuación, debido a la necesidad de solucionar numéricamente con ayudas

computacionales este Jacobiano.

Es aśı como de nuevo hacemos un cambio de variable:

w =
z1 + z2

2
z = z1 − z2 (5)

y el Jacobiano toma la forma:

J(r) = 16πr

∞∫
0

R1
2(ρ1)ρ1dρ1

∞∫
0

R2
2(ρ2)ρ2dρ2∗

∗
∞∫

−∞

I(z)dz√
4ρ1

2ρ2
2 − (ρ1

2 + ρ2
2 − (r2 − z2))2

Θ

[
1−

∣∣∣∣ρ1
2 + ρ2

2 − (r2 − z2)

2ρ1ρ2

∣∣∣∣] (6)

donde:

I(z) =

∞∫
0

Z1
2
(
w +

z

2

)
Z2

2
(
w − z

2

)
dw (7)

Luego de hacer el siguiente reemplazo:
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y =
√

r2 − z2 (8)

encontramos que:

J(r) = 16πr

r∫
−r

[
I(

√
r2 − y2) + I(−

√
r2 − y2)

]
√

r2 − y2
G(y)ydy (9)

donde:

G(y) =

∞∫
0

R1
2(ρ1)ρ1dρ1

∞∫
0

R2
2(ρ2)ρ2dρ2√

4ρ1
2ρ2

2 − (ρ1
2 + ρ2

2 − y2)2
Θ

[
1−

∣∣∣∣ρ1
2 + ρ2

2 − y2

2ρ1ρ2

∣∣∣∣] (10)

Sin embargo, la ecuación (9) tiene una singularidad en los limites de la integral, pero

este inconveniente es fácilmente soluble haciendo el cambio de variable y = rSinθ, y de

esta forma se obtiene que la ecuación (9) se transforma en:

J(r) = 16πr2

π/2∫
0

[I(rCosθ) + I(−rCosθ)] Sin(θ)G(rSinθ)dθ (11)

En el denominador de la ecuación (10) se puede ver y fácilmente demostrar que las

variables ρ1, ρ2 y y son conmutables, utilizando este hecho y evaluando la condición

impuesta por la función de Heavyside, la ecuación (10) se convierte en:

G(y) =

∞∫
0

R2
1(ρ1)ρ1dρ1

ρ1+y∫
|ρ1−y|

R2
2(ρ2)ρ2dρ2√

4ρ1
2y2 − (ρ1

2 + y2 − ρ2
2)2

(12)

A pesar de los pasos seguidos anteriormente, podemos notar que la ecuación (12) tiene

un par de singularidades en los ĺımites de la última integral, aśı que analizaremos ahora

esta última integral por separado, la llamaremos Q(ρ1) y la partiremos en dos integrales

de la siguiente forma:

Q1(ρ1) =

√
ρ1

2+y2∫
|ρ1−y|

R2
2(ρ2)ρ2dρ2√

4ρ1
2y2 − (ρ1

2 + y2 − ρ2
2)2
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Q2(ρ1) =

ρ1+y∫
√

ρ1
2+y2

R2
2(ρ2)ρ2dρ2√

4ρ1
2y2 − (ρ1

2 + y2 − ρ2
2)2

Para resolver la integral de la función Q1(ρ1) hacemos el reemplazo:

ρ2
2 − (ρ1 − y)2 = 2ρ1yz (13)

De la misma forma, para resolver la función Q2(ρ1) hacemos el reemplazo:

ρ2
2 − (ρ1 + y)2 = −2ρ1yz (14)

Asi pues, encontramos que la función Q(ρ1), ahora se convierte en:

Q(ρ1) =

1∫
0

R2
2(

√
ρ1

2 + y2 + 2ρ1y(z − 1)) + R2
2(

√
ρ1

2 + y2 + 2ρ1y(1− z))

2
√

z(2− z)
dz (15)

en esta ecuación podemos ver que aún persiste la singularidad, aunque ahora solo para

cuando z = 0, sin embargo esta singularidad es evitable, para esto hacemos el cambio

de variable z = x2 y obtenemos:

Q(ρ1) =

1∫
0

R2
2(

√
ρ1

2 + y2 + 2ρ1y(x2 − 1)) + R2
2(

√
ρ1

2 + y2 + 2ρ1y(1− x2))√
2− x2

dx (16)

donde podemos ver que la singularidad ha desaparecido por completo y por lo tanto no

hay ningún problema al desarrollar esta integral. Aśı que la ecuación (12) se convierte

en:

G(y) =

∞∫
0

R1
2ρ1dρ1

1∫
0

FR+ + FR−√
2− x2

dx (17)

donde:

FR± = R2
2
(√

ρ1
2 + y2 ± 2ρ1y(x2 − 1)

)
(18)

Ahora, resumiendo los cálculos y reorganizando todo de nuevo, encontramos que el

Jacobiano esta dado por:

J(r) = 16πr2

π/2∫
0

[I(rCos(θ)) + I(−rCos(θ))]Sin(θ)G(rSin(θ))dθ (19)
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Aqúı podemos ver claramente, que ya no existe ningún problema de singularidad ni

comportamientos extraños en las integrales del Jacobiano.
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B. MEJORAMIENTO DEL MÉTODO

En este trabajo se utilizó el método de dimensión fractal para el calculó la enerǵıa de

enlace del estado base de un excitón en un disco cuántico embebido en un hilo cuántico,

sin embargo como ya se comentó antes, sólo se analizó un modelo simple isotrópico para

el excitón.

En esta sección, se muestra la corrección de los cálculos para la solución al modelo real

anisotrópico del excitón en el sistema.

Debido a la anisotroṕıa de la masa del hueco:

η⊥ + ηe 6= η‖ + ηe (20)

al minimizar el funcional de la ecuación (1.6), la ecuación diferencial que se obtiene es:

1

J0(r)

d

dr

(
J1(r)

dΦ(r)

dr

)
+

2

r
Φ(r) = −EbΦ(r) (21)

donde se puede notar que ésta es la corrección de la ecuación (1.8).

Además, como se puede ver ahora existen dos Jacobianos, que a partir de la definición

en la ecuación (1.7) y con las correcciones por la anisotroṕıa de la masa del hueco, están

dados de la forma:

J0(r) =

∫
re

∫
rh

f 2
0e

f 2
0h

δ(r − |~re − ~rh|)d~rhd~re (22a)

J1(r) =

∫
re

∫
rh

f 2
0e

f 2
0h

(η⊥ + ηe) (ze − zh)
2 +

(
η‖ + ηe

)
ρ2

eh

r2
δ(r − |~re − ~rh|)d~rhd~re (22b)

Y la ecuación (2.16) se convierte en:

Φ′′(r) +

(
J1(r)

′

J1(r)

)
Φ′(r) +

(
2

r
+ Eb

)
J0(r)

J1(r)
Φ(r) = 0 (23)
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Por último se puede ver, que esta ecuación es soluble utilizando el Método de Barrido

Trigonométrico (MBT), antes explicado.
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