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DESCRIPCION : En este trabajo se calcul6 y analiz6 la energia de enlace del estado
base de un excitén en un disco embebido en un hilo cuantico cilindrico, asi como su
dependencia de las dimensiones y el confinamiento de la heteroestructura, haciendo uso
del método de dimension fractal. Con el fin de mostrar la confiabilidad del método se
comparan los resultados obtenidos para casos limites de QW y QWW con trabajos

anteriores en sistemas similares.

Como un aporte significativo, en este trabajo se simplificé una integral séxtuple requeri-
da para el calculo del Jacobiano del sistema a una integral triple, utilizando un método
de sustituciones sencillas para eliminar las singularidades de la integral inicial. Hasta
el momento este tipo de integrales se ha encontrado en diversos cédlculos variacionales
pero no se reporta una solucién en la cual se eliminaran las singularidades de la integral

original.
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INTRODUCCION

En la actualidad las nuevas técnicas para crecer semiconductores con capas alternantes
ultradelgadas, han permitido crear materiales con propiedades optoelectrénicas a gusto
del consumidor. La progresiva miniaturizacién de estas estructuras recientemente ha
abierto un nuevo campo de investigacién conocido como nanotecnologia. A raiz de
las pequenas distancias entre las junturas los efectos cuanticos son mas notorios, de
aqui nace la importancia de estudiar estos efectos y el comportamiento de particulas

portadoras de carga dentro ellas.

Gracias al continuo avance de la tecnologia, desde los primeras décadas de investi-
gacion sobre materiales semiconductores, se han implementado diversas técnicas para
crecer heteroestructuras, tales como Deposicién Molecular Epitaxial (MBE), Deposicién
Quimica Metal-Organica de la fase de Vapor (MOCVD) [I], Epitaxia por fase liquida
[2], entre otras, a través de las cuales se han podido crecer estructuras con diferentes
formas y grados de libertad como pozos (QWs), hilos (QWWs), super-redes (SLs) y

puntos cuanticos (QDs).

El estudio experimental de los excitones confinados en estructuras cuanticas comenzé ha-
cia el final de la década de los 70’s y comienzos de los 80’s. Uno de los primeros articulos
tedricos que se publicd sobre la existencia de niveles excitados de excitones en pozos

cuanticos (QWs) de GaAs fue realizado por Miller [3], quien presenté un modelo tedri-



INTRODUCCION

co que corrobord los resultados experimentales de espectros de absorcién de QWs de

GaAs/Al,Gay_,As.

Dentro de la Aproximacion de Masa Efectiva (AME) se han desarrollado diversos tra-
bajos tedricos sobre el estudio de excitones en diferentes tipos de heteroestructuras, de
la misma forma se han usado diversos métodos y modelos matematicos para solucionar
este tipo de problemas, tales como: el Método de Dimensién Fraccional [4], Método de
Monte Carlo [5], Métodos de expansion en series [6] y Método de Dimensién Fractal

[7], entre otros.

Una de las primeras heteroestructuras en estudiarse fueron los QWs mediante aproxima-
ciones variacionales [§, 9], Método de Monte Carlo [5], Método de Dimension Fraccional
[4] y en presencia de un campo eléctrico utilizando expansiones por series [6]. Luego del
avance de la ciencia y la construccién de QDs, el analisis de éstos ha sido a gran escala,
utilizando aproximaciones variacionales [I0] y recientemente el Método de Dimensién

Fractal [11].

De la misma forma, los QWWs rectangulares han sido ampliamente estudiados a través
de aproximaciones variacionales [12] 13|, 14]. Igualmente se han estudiado los QWWs
cilindricos mediante la aproximacion variacional [I5] [16] y el Método de Dimensién
Fractal [7]. Recientemente se publicé un articulo interesante sobre la aplicacion de estos
sistemas, que tiene que ver con los picos de energia asociados a la fotoluminiscencia de
excitones en hilos cuanticos autoensamblados (SAQWWs) rectangulares y en forma de
V [17], donde se hizo el anélisis de la influencia de un campo magnético en direcciéon

paralela y perpendicular al eje del hilo.

En los ultimos anos el Método de Dimensién Fractal (MDF) se ha implementado en los
trabajos de investigacién [11, [7], realizados por el grupo de fisica computacional en ma-

teria condensada (FICOMACO) de la Universidad Industrial de Santander (UIS), grupo
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en el cual actualmente también se trabaja con el Método de Barrido Trigonométrico

(MBT) para célculos de la energia del estado base de diversos sistemas.

En el 2002, Gudiksen y colaboradores [18] mostraron los primeros resultados del cre-
cimiento de superredes en nanohilos (NWSLs), estas estructuras de superredes son
creadas dentro de los nanohilos por la repetida modulaciéon de reactantes semicon-
ductores en fase de vapor durante el crecimiento de los mismos, en la publicacion se
reporta la construcciéon de nanohilos de 2 y hasta 21 capas. Posteriormente Ristic y
colaboradores. [19] caracterizaron discos cudnticos de GaN embebidos en nanocolum-
nas cuanticas de Al,Ga,_,N, crecidas utilizando el método MBE. En este trabajo se

analizaron diversos comportamientos y propiedades fisicas de este tipo de estructuras.

Uno de los primeros trabajos tedricos sobre estos nanohilos modulados (MNWs) fue
realizado por Voon y Willatzen [20], quienes estudiaron diferentes propiedades y com-
portamientos de electrones en este tipo de estructuras, encontrando radicales diferencias

entre el comportamiento de los electrones en MNWs con respecto a los QWs y QWWs.

Como se puede ver este tipo de estructuras de reciente apariciéon (MNWs y NWSLs),
debido a su potencial utilizaciéon en nuevas tecnologias, hace interesante un analisis
detallado del comportamiento de diferentes particulas en dichos sistemas. En este tra-
bajo analizaremos una seccion muy particular de un NWSL que consiste de un disco
cuantico embebido en un nanohilo. Estudiaremos la influencia de sus dimensiones en el
comportamiento de la energia de enlace de un exciton, considerando los casos limites
de QD, QW, QWW vy pasando por sus estados intermedios, utilizando el Método de
Dimensién Fractal (MDF).
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1.1 HETEROESTRUCTURAS SEMICONDUCTORAS

En las tdltimas décadas un gran ntmero de investigaciones han sido desarrolladas, de
forma tedrica y experimental, en nanoestructuras semiconductoras (o sistemas de baja
dimensionalidad) con diferentes caracteristicas y formas fisicas como QWs, QWWs;
QDs y SLs, compuestas por mas de un material semiconductor. Esta nueva época de la
nanotecnologia tuvo su comienzo con el trabajo de Esaki y Tsu [21], quienes analizaron
las propiedades de una superred fabricada a partir de dos semiconductores bases (A y
B) con diferentes anchos de bandas prohibidas crecidos en forma alternadas (ABABA...)

y se estudiaron diferentes propiedades de estos tipos de estructuras.

Para crear una heterojuntura semiconductora con interfaces perfectas, se requiere que
los materiales utilizados para formarla tengan una estructura cristalina similar y parame-
tros de red muy parecidos, de manera que para cumplir con este objetivo frecuentemente
se utilizan los compuestos de los grupos III-V, sustituyendo parcialmente uno de los

compuestos por otro atomo del mismo grupo. La diferencia de las bandas prohibidas
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produce un salto de potencial en las interfaces y de esta manera se forma un pozo de
potencial en el cual se pueden confinar los portadores de carga, tanto en estado libre

como ligados.

Un amplio rango de materiales I1I-V ha sido investigado por sus propiedades semicon-
ductoras, aunque solamente unos pocos son comunmente usados en heterojunturas.
Para aumentar el rango de propiedades y lograr los requerimientos necesarios, se han
utilizado aleaciones entre varios compuestos, de las cuales la mas usada es la aleacion
Al,Gay_,As, la cual se investiga con gran interés por sus actuales y posibles nuevas

aplicaciones tecnologicas.

Las heteroestructuras estan formadas por varias junturas y por consiguiente existen
innumerables posibilidades y formas para éstas. Su gran utilidad tecnoldgica hace de

estas heteroestructuras un punto fuerte de investigacién.

Ademas, se ha encontrado experimentalmente que existen dos bandas de energias distin-
tas en los semiconductores. La banda mas baja esta casi totalmente llena de electrones,
esta banda es originada por los electrones de valencia los cuales constituyen los enlaces
covalentes que unen a los atomos en el cristal, por esto es llamada “banda de valencia”.
La banda superior esta casi desprovista de electrones, esto representa potencialmente
estados de electrones excitados, los cuales estan ocupados por electrones promovidos
desde la banda de valencia, cada electron excitado en esta banda esta debidamente
acelerado por un campo eléctrico aplicado y contribuye al flujo de corriente, esta banda

es conocida como “banda de conduccion”.
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1.2 APROXIMACION DE MASA EFECTIVA (AME)

Debido a que el potencial de un cristal o una heteroestructura semiconductora es
complejo, regularmente es utilizado un método de simplificacién, llamado Aproximacién
de Masa Efectiva (AME), en la cual se asume que la estructura de banda de los semi-
conductores cristalinos puede ser en gran parte ignorada y que las propiedades fisicas
de los semiconductores depende sélo de los portadores de carga que se ubican en el
extremo de cada banda. Lo que basicamente se hace en esta aproximacién es reem-
plazar la masa real de los portadores de carga por un tensor de masa cuyos elementos
son determinados por la estructura de banda no perturbada y de esta forma ignorar el

potencial periddico de la red.

Esta aproximacion ha resultado ser muy adecuada para electrones con relativamente
bajo momento lineal como ocurre en presencia de campos eléctricos débiles, de hecho
es la parametrizacién mas ampliamente usada en la fisica de semiconductores, ademas

su eficiencia ha sido corroborada experimentalmente en diversas oportunidades.

1.3 EXCITONES EN HETEROESTRUCTURAS
SEMICONDUCTORAS

El excitéon es una cuasi-particula formada por un electrén que ha abandonado la banda
de valencia por absorcién de fotones, que inciden sobre la estructura con una energia
comparable a la de la brecha de energia prohibida del material que conforma la misma,
y ha pasado a la banda de conduccién dejando un hueco (que se comporta como una
particula con carga positiva) con el cual interactia a través del potencial de Coulomb;

dicha cuasi-particula ha mostrado ser responsable de importantes efectos opticos en
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heteroestructuras semiconductoras, ya que su energia de enlace aumenta de una manera

bastante significativa cuando se ve confinada a distancias del orden de su radio de Bohr.

En un excitén la masa del hueco es generalmente mucho mayor que la masa del electron,
por tal razén este sistema de dos cuerpos se asemeja a un atomo de hidrégeno, con el
electron de carga negativa orbitando alrededor del hueco con carga positiva. El exciton
es una particula completamente estable y puede tener tiempos de vida relativamente
largos, del orden de cientos de picosegundos o nanosegundos [22]. La recombinacién del
excitén a bajas temperaturas es una caracteristica importante de la fotoluminiscencia,
debido a que su energia de enlace es relativamente baja (unos pocos milielectronvoltios

(meV)) y tiende a disociarse a altas temperaturas.

Mientras que en un semiconductor en bloque, la energia total del exciton es simplemente
la energfa del par electrén-hueco libres (es decir la energia de la banda) (£,) menos la
energia de enlace del excitén (FE,), en una heteroestructura existen aportes adicionales

debido a las energias de confinamiento del electrén (E.) y el hueco (E},), es decir:

E=E,—E, (Bloque) (1.1a)

E=E,+E.+E,—E, (Heteroestructura) (1.1b)

La energia total del excitén es claramente una funciéon de la dependencia estructural
de las energias de confinamiento. Ademas es de esperarse que la energia del potencial
coulombiano (Ej) también dependa del tipo de heteroestructura, este ultimo efecto es
debido a que la separacion electron-hueco puede variar considerablemente entre he-
teroestructuras, ya que como es facil imaginar esta separacién es mucho mas pequena

en heteroestructuras de gap directo que en las de gap indirecto [24].
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1.4 METODO DE DIMENSION FRACTAL (MDF)

Este es un método variacional muy refinado, que ha mostrado ser eficiente y de muy
buenos resultados [11], [7], es actualmente utilizado por el grupo FICOMACO en sus

trabajos de investigacion.

En este procedimiento la ecuacién de onda para un excitén en una heteroestructura se
reduce a una ecuacion similar a la de un atomo hidrogenoide en un espacio isotrépico
efectivo con dimensién fraccional, la cual se determina a través de la definiciéon de

Mandelbrot [25] para objetos fractales.

La funcién de onda que define el espectro electrénico de un excitén en una estructura (de
1, 2 0 3 dimensiones) dentro de la AME, corresponde a un problema de dos particulas en
un campo central. Esta funcién de onda en coordenadas adecuadas es completamente
separable y puede ser hallada a través de una ecuacion diferencial para la parte radial
(distancia electrén-hueco) de la funcién de onda, introduciendo, como veremos mas
adelante, un Jacobiano del sistema J(r) cuya dependencia con respecto a dicha distancia
esta dada por una ley de potencia J(r) oc r* , donde el pardmetro de escalamiento esta

relacionado con la dimension D del espacio, como o« = D — 1.

La ecuacién de Schrodinger para un exciton en cualquier heteroestructura es:
HY(7)=EV(r) (1.2)

Donde H es el Hamiltoniano del sistema y E la energia total. Supondremos una soluciéon

variacional para la funcién de onda, de la forma:
(e, 7n) = fofo, O 7e = 7n]) (1.3)

siendo fy,, las funciones de onda para el electrén (e) y el hueco (h) libres en el sistema

(no correlacionados) y ®(| 7. — 7'1|) una funcién envolvente que introduce la interaccién



FUNDAMENTOS BASICOS

entre las particulas, es importante notar que esta funcién solo depende de la distancia

de separacién electron-hueco.

La funcién fo = fo, fo, cumple que:
H fo = Eofo (1.4)

en esta ecuacién Ej es la energia de las particulas libres (no correlacionadas) y fy es la

funcién de onda de las particulas del sistema.

Partiendo del principio variacional de Schrodinger, podemos ver que la funcién envol-
vente ®(| 7, — 71|) debe ser elegida de tal forma que minimice el funcional definido

COImo:

F[O] = (fo® |H — E| fo®) (1.5)

Luego de una breve manipulacion matematica encontramos que:

F[®] = /J(r) {@’2 - (Eo ~E-— 2) @2} dr (1.6)

r

donde r es la distancia entre las particulas, y J(r) es el Jacobiano del sistema, que esta

definido como:
J(r) = / / 25(r — |7, — 13| )dFadr, (1.7)
Te Th

Por 1ltimo, al minimizar el funcional de la ecuacién (|1.6)), encontramos:

J(lr)% (J(@@f@) | %@(7«) = —E(r) (1.8)

Que como podemos ver tiene la misma forma que la ecuacion diferencial para el atomo
de hidrogeno, con la diferencia que en este caso el Jacobiano del sistema esta dado por
una integral, ademas se introduce un nuevo término Ej, conocido como la energia de

enlace del estado base del sistema, definido como:

E,=Ey—F (1.9)
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Expandiendo la ecuacién (|1.8]) podemos encontrar:

d (In[J(r)])

q)//
() + dr

'(r) + (% + Eb) O(r)=0 (1.10)

Para solucionar la ecuacién (1.10)), se utilizard el método de barrido trigonometrico.

1.5 METODO DE BARRIDO TRIGONOMETRICO
(MBT)

Debido a la complejidad del problema, como podemos ver en la ecuacion ((1.10)), es
necesario utilizar métodos numéricos para encontrar la solucion final de nuestro pro-
blema, por este motivo es preciso inducir al lector al manejo del método numérico de

aproximacion que se utilizard en el presente trabajo.

Dada una ecuacién diferencial de la forma:

d?x(r) dx(r)
dr? dr?

+ a(r)

+ B(r)x(r)=0 (1.11)

Es necesario hacer un cambio de coordenadas para reducirla a una ecuacién diferencial

de primer orden, para esto utilizaremos las coordenadas polares de Poincare:
x(r) = A(r)cosO(r) x'(r) = A(r)sinf(r) (1.12)

Derivando la primera expresion e igualando el resultado con la segunda expresion de

esta ecuacion, obtenemos:

sin 6(r)
cos 0(r)

Reemplazando las expresiones ((1.12)) en la ecuacién (1.11)) y utilizando le relacion (1.13]),

encontramos la siguiente ecuacién diferencial para 6(r):

Al(r) = A(r) 0 (r) + 1] (1.13)

0'(r) = — [sin®6(r) + a(r) cos® §(r) + B(r) sin 6(r) cos 6(r)] (1.14)
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Luego reemplazando la ecuacién ((1.14)) en la ecuacién ((1.13)) e integrando obtenemos la
expresion para A(r):

T

A(r) = exp / (1= a(r))sind(r) cos(r) — B(r)sin*@(r)] dr p; A(0) =1 (1.15)

0

Como podemos ver, la expresion dada en la ecuacién (1.14)) es una ecuacién diferencial
de primer grado que, con condiciones iniciales definidas, se transforma en un problema
de Cauchy y como es bien sabido este problema puede solucionarse utilizando diferentes
métodos numéricos por ejemplo el método de Rounge-Kutta, el cual sera utilizado en

este trabajo.



MODELO TEORICO

Recientemente el avance del estudio teérico de excitones (X) en heteroestructuras ha
encontrado comprobacién experimental en diversos tipos de situaciones [17], es asi como
una de las mas interesantes aplicaciones de estos trabajos consiste en el calculo de los
picos de energia de la fotoluminiscencia debido a la inevitable recombinacion del exciton,
estos picos se pueden relacionar con la energia del gap (banda de energia prohibida) de
la heteroestructura, de esta forma es posible caracterizar el tipo de heteroestructura y

sus posibles componentes, y es ahi donde radica la importancia de este estudio.

El sistema que se considera en este trabajo es el de un excitén en un disco cuéntico de

GaAs contenido en un hilo cuantico de Al,Ga;_,As, como se observa en la Figura 1.

El potencial de confinamiento del sistema esta definido como (i = e, h):

0 ’Zl‘ < 0 pi < R
Vi) = Vilps) = 2.1)
Voo w2 oo pi=R

Sl

Nl

El término de la interaccién coulombiana entre el electréon y el hueco hace que la funcién

de onda del sistema no sea separable, debido a esto, en el presente trabajo utilizaremos
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Gads [ ] V=0
(GaADAs [ ] V=V,
[] V=TIufinito

Figura 2.1: Ezciton en un disco cudntico embebido en un hilo cudntico

una solucién variacional para la funciéon de onda del exciton con la ayuda del MDF.

2.1 HAMILTONIANO DEL SISTEMA

El Hamiltoniano para el par electrén-hueco en un disco embebido en un hilo cuantico,

puede considerarse como la suma de tres términos:
H=H,+ H,+ H, (2.2)

donde H., y Hj, son el Hamiltoniano del electréon y el hueco libres en el sistema no
correlacionados respectivamente, y H., es el aporte al hamiltoniano debido a la in-
teraccion entre las dos particulas. Utilizando coordenadas cilindricas por la simetria del

sistema y dentro de la AME podemos escribir cada uno de los dos primeros términos
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del hamiltoniano anterior como:

N
He = _2m @_’_Ae +‘/e(pevzea906)
(2.3)
h? 02 h?

Hy, = Aﬁf) + Vi(pn, 2ns 1)

2m 0z 2m
En este caso m, es la masa efectiva del electrén, m es la masa efectiva del hueco en la
direccién de crecimiento z y m la masa efectiva del hueco en el plano perpendicular a

la direccién de crecimiento.

Para facilitar la manipulacién de estos céalculos se buscan los parametros adecuados
para hacer adimensional el Hamiltoniano, es asi como definimos el Rydberg efectivo
(Ry) como nuestra nueva unidad de energia y el Radio de Bohr efectivo (ag) como

nuestra nueva unidad de longitud, de la siguiente forma:

_ Amegeh? B h?

ag — lL[/e2 Y (24)

- 2
2pag
Asi que reescribiendo el Hamiltoniano de una forma adimensional, tenemos:

0? 0?

H = “Nega 77”0_,2,%

2
= A 0 A 4 Vilpe, 26, 06) + Vilpn, 2 on) = = (25)

En esta ecuacion es facil diferenciar los Hamiltonianos para cada uno de los portadores

de carga, asf:

NG
He = —Te (8_23 + Ae + ‘/e(pea Ze, 906)
(2.6)
0 @)
H)y, = M5~ mAL + Valpr, 2, on)
h
donde:
_ M+ _ M+ _ M+
Ne = — nL=— n=—-—_—
me m mH
(2.7)
1 1 1 1 0 0 1 02
il w2l
pe Me My pi Opi ' Op; pi? 0p;



MODELO TEORICO 14

Los valores de m  y m) estan dados en terminos de los bien conocidos parametros de

banda de Kohn Luttinger v; y 72, por la expresion.

mo
mHi = T
Y1 Y2
(2.8)
mo
m,, =-——
T F 2y

Los signos +/- indican hueco pesado/ligero respectivamente.

2.2 PARTICULAS LIBRES EN EL SISTEMA (NO
CORRELACIONADAS)

La ecuacién de Schrodinger aplicada a cada particula H;¥; = E;V¥;, debido a la simetria
azimutal del sistema, permite escribir la funcién de onda para el estado base (1s) de la
siguiente forma:

U = Ri(pi) Z(z:) (2.9)
Asi pues, este problema se reduce a encontrar las funciones de onda para cada particula

en las coordenadas z y p , que estdn bien definidas debido a la simetria del sistema.

2.2.1. Solucion Radial

En la coordenada p, como se puede observar en la definicién del potencial , el
problema se convierte en resolver un hilo cilindrico de potencial infinito, por lo que la
solucion a la funcién de onda radial esta dada por:
Jo(kp,pi) pi < R
Ri(pi) = A, (2.10)
0 pi >R
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donde la constante de normalizacion es:

A, = VoD (2.11)

2.2.2. Solucién Axial

En la coordenada z, la situacion es distinta debido a que el problema en este caso se
convierte en un pozo de potencial finito, pero como ya sabemos este problema tiene una

solucién bastante conocida:

( L
cos(k,, z;) |zi] < 5
Zi(z) = — (2.12)
i(z1) = —= )
VN (I | L)
L\ “F{FTy L
e (mg)e V) ez g
donde la constante de normalizacién es:
L
cos? (k .—)
%2 sin(k,, L)
N=— < 2.13
2 + K + 2k, ( )
y como ya sabemos los vectores de onda estan definidos como:

2.3 METODO DE DIMENSION FRACTAL APLICADO
AL EXCITON

El MDF aplicado a un excitén en una heteroestructura, consiste a grandes rasgos, en

encontrar una solucién variacional a la ecuacién de Schrodinger para un sistema dado,
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utilizando una funcién de onda en forma de producto de las funciones de onda del
electron y el hueco no correlacionados, es decir libres en el sistema por separado, con
una funcion envolvente que describe la modificacién de la probabilidad de distribucion
producida por la atracciéon coulombiana entre las dos particulas y su influencia en
el sistema, esta funcién envolvente es calculada a través del principio variacional de
Schrodinger, para asi llegar a encontrar una ecuacion diferencial de segundo orden,
que se soluciona numéricamente utilizando el MBT, encontrandose al mismo tiempo la

energia de enlace del sistema.

Utilizamos el Hamiltoniano descrito en la ecuacién ([2.5)), pero en este trabajo solo
analizaremos la solucién para el excitén isotrépico (7. = 7)) (ver mejoramiento del
método para un excitén anisotrépico en el Apéndice B). Al solucionar la ecuacion de
Schrodinger para el excitén en el sistema utilizamos las funciones de onda para las
particulas libres halladas anteriormente y , y de esta forma encontramos
que la funcién fy utilizada en la ecuacion , esta dada por:

Jo = Ri(p1)Ra(p2) Z1(21) Z2(22) (2.15)

donde los subindices 1 y 2 indican electrén y hueco respectivamente.

Por ltimo como ya vimos anteriormente, al minimizar el funcional de la funcién en-

volvente, obtenemos:

(1) + (ﬁg) o' (r) + (% + Eb> O(r) =0 (2.16)

Donde Ej, es la energia de enlace del estado base del excitén y el Jacobiano del sistema

J(r), esta dado como (ver cdlculo detallado del Jacobiano en el Apéndice A):

jus

J(r) = 167?7’2/[ (rcosf) + I (—rcosb)] sm@dG/Rl p1)p1dps

1
F F_
/R++R Az
0 0

Vi-o?
(2.17)
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donde:

o

I(z) = /Z12 (w + g) Zy? (w — %) dw (2.18)

0
Fre = Ro? (\/m2 + (rsing)? £ 2p, (2% — Drsin 9) (2.19)

Para solucionar la ecuacién (2.16|) utilizamos el MBT.

2.4 METODO DE BARRIDO TRIGONOMETRICO
APLICADO AL EXCITON

Como se puede ver en la ecuacién (2.17)), el Jacobiano puede ser escrito de la forma:
J(r) =r*P(r) (2.20)

Asi que la ecuacion (2.16]) puede ser escrita de la forma:

2 2
" (r) + (— + (lnP(r))/) ' (r) + (— + Eb) O(r)=0 (2.21)
r r

es facil notar que esta ecuacién tiene la misma forma de la ecuacién (1.11)), por esto
la ecuacién (1.14) también es solucién de este problema, pero para este caso, tenemos

que:

a(r) = <2 + (1nP(r))')

r

B(r) = (% " Eb)

Al utilizar la transformaciéon de coordenadas descrita en la ecuacién (1.12) y reem-

(2.22)

plazarla en la ecuacién (2.22)) para la funcién ®(r), obtenemos las condiciones iniciales

del problema:
0(0) = —— O(c0) = ——= (2.23)
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De esta forma, la solucién de la ecuacién (2.21)), esta dada por la solucién de la ecuacién
(1.14)) con las condiciones iniciales (2.23)), lo que se convierte en un problema de cauchy

que como dijimos antes es facilmente soluble.
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3.1 PARAMETROS DEL MATERIAL

Los parametros efectivos para el desarrollo de este trabajo fueron tomados de una
publicacién hecha por Greene y Bajaj [9], en la que se estudié el problema de un
excitén en un QW de GaAs/Al,Gay_,As, usando los pardmetros dados en la tabla

adjunta:

Con estos datos se calcularon los valores para el radio de Bohr efectivo y Rydberg
efectivo, encontrandose ag,, = 16,48nwm, Ry,,, = 3,49meV para el excitén con hueco

pesado (Xpp) v ao,, = 13,07nm, Ry, = 4,40meV para el excitén con hueco ligero

(Xin).
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PARAMETRO SIMBOLO | VALOR
Constante dielectrica € 12,5
Masa efectiva del electron Me 0,067myg
Masa efectiva del hueco pesado (hh) Mph, 0,45my
Masa efectiva del hueco ligero (lh) mup 0,08my
Brecha de energia E, 379,8meV
Porcentaje Banda de Conduccion Q. 0,85
Porcentaje Banda de valencia Q. 0,15
Potencial para el electréon Voe 322,83meV
Potencial para el hueco Von 56,9TmeV
Concentracion de Al x 0,30
Parametros de Kohn-Luttinger Y1 7,36

Y2 2,57

Tabla 3.1: Parametros fisicos utilizados en este trabajo

3.2 Energia de enlace del excitéon en el sistema

La energia de enlace para el estado base Ey, del excitén (X)) en el sistema, estd definida
como la energia necesaria para que el electron quede libre de la interaccién con el hueco.

En este trabajo se analiza la influencia de las dimensiones de la heteroestructura R y

L sobre Ly,.
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3.2.1. Confiabilidad del Método (Casos Limites)

Primero es necesario indagar sobre la eficiencia del método utilizado y la confiabilidad
de sus resultados, es por esto que comparamos nuestros resultados con otros obtenidos

en trabajos anteriores sobre sistemas similares al nuestro, en algunos casos limites.

Sin embargo, debido a que en este trabajo sélo se hace una aproximacién con un modelo
simple isotrépico para la masa del hueco (debido a la complejidad del tratamiento
matematico), es necesario aclarar que los resultados obtenidos en el presente capitulo
s6lo podran ser comparados cualitativamente con resultados de trabajos previos en

situaciones similares.

Caso 1: Pozo Cuéantico (QW)

4 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50
L (nm)

Figura 3.1: Energia de enlace de Xy, para el caso limite QW
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Al tomar R >> L, las particulas sienten muy tenuemente el confinamiento en direccién
radial y el problema se convierte en un problema casi bidimensional es decir un QW,
las curvas mostradas en las figuras [3.1] y [3.2] contienen resultados de los célculos hechos

para un excitén con hueco pesado (Xp;) y hueco ligero (Xj;) respectivamente.

9'5 L | L | L | L |

o0l ©°° o Ref[9] [

R=500nm

5,0 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50
L (nm)

Figura 3.2: Energia de enlace de Xy, para el caso limite QW

Como se puede ver en dichas figuras, el comportamiento de Ej,, es muy similar al del
articulo de referencia [9], pero el lector puede notar que existen algunas discrepancias,
esto es debido a que a pesar del gran valor de R las particulas aun sienten algo del
confinamiento radial infinito (es decir no estan totalmente libres en direccién radial),
ademas como ya hemos explicado, en este trabajo solo consideramos una aproximacion
isotropica para el excitén mientras que en el articulo de referencia se analiza el problema

para el excitén anisotropico.
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Caso 2: Hilo Cuantico (QWW)

Al tomar L >> R, el confinamiento en la direccién de crecimiento del sistema es muy
débil y tiende a desaparecer, para este caso la estructura toma una forma similar a la

de un QWW, para el cual se obtiene la curva mostrada en la figura (3.3

55 L | L | L | L |

50 o Ref[15]

L=500nm

0 . , . , . , : ,

20 30 40
R (nm)

Figura 3.3: Energia de enlace de Xy, para el caso limite QWW

Como se puede ver en la figura 3.3 se calculd la energia de enlace para cuando las
dimensiones son semejantes a las de un hilo cuantico, y se comparan los datos con
un trabajo previo realizado sobre este tipo de estructuras, las comparaciones fueron
hechas para el excitén con hueco pesado (Xj;) encontrandose una gran proximidad

entre ambos calculos.

Es de resaltar que aunque, como ya dijimos, solo es posible hacer una comparacion

cualitativa con otros trabajos similares, en la figura|3.3|los resultados son muy cercanos
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a los del articulo de referencia [15], esto es debido a que, tanto en este trabajo como en
dicho articulo, se considera el potencial infinito en direccién radial, lo que hace que la

influencia de la anisotropia del excitén no sea muy considerable.

Caso 3: Disco Cuantico

Otra posibilidad es considerar el modelo un poco mas general de un disco cuantico, en
el cual las dimensiones R y L son comparables, para esto consideramos L constante (en
este caso L = Tnm) y variamos R, podemos comparar nuestros resultados con otros

obtenidos en diversas publicaciones sobre estudios de sistemas similares.

80 ' | ' | ' | ' | ' | ' | '

. o Ref[23] ¢
704 a Ref[10]
60 — -

L=7nm

R (nm)

Figura 3.4: Energia de enlace de Xy, para un Disco Cudntico, en este caso L=Tnm

Es necesario aclarar que la aproximacién que estamos haciendo es la de un disco cuanti-

co con potencial radial infinito, en la figura |3.4] se comparan nuestros resultados con
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trabajos anteriores [23, [I0] en los que se calculé la energia de enlace para un disco

cuantico con potencial radial finito.

En el caso de un disco cuantico finito, como en los articulos de referencia para la
comparaciéon [23], [10], al disminuir R, la energia de enlace alcanza un valor méximo
cuando la funcién de onda se desborda, para cierto valor de R, esto es debido al potencial
finito de la estructura por lo que es posible que el electron tunele y de esta forma la

energia de enlace de nuevo disminuya para valores mas pequenios de R.

Debido al potencial (2.1]) del disco cudntico que se estudia en este trabajo, a medida
que R disminuye, L}, aumenta pero como no existe la posibilidad de tunelamiento para
el electrén (ya que el potencial es infinito en direccién radial), la funcién de onda no se

desborda y por consiguiente la energia de enlace no deja de aumentar.

Sin embargo en la figura (3.4)) se puede observar una concordancia casi total para cuando
R no es tan pequena (R > 10nm), rango en el cual la comparacién es posible a pesar de
la diferencia del potencial de los discos, lo que de nuevo muestra la eficiencia de nuestro

método.

Empero, aunque el objetivo de este trabajo es hacer un calculo aproximado de FEj,
utilizando un modelo simple isotrépico, el MDF utilizado permite una soluciéon completa
al problema de la anisotropia del excitén, por ese motivo en este trabajo se plantea como

proyecto a futuro el mejoramiento del método (ver Apéndice B).

Luego de haber mostrado la eficiencia del método utilizado y los limites de este trabajo,
nos dedicaremos a analizar el comportamiento de Ej, cuando las dimensiones del disco

R y L varian, ademas de la influencia del doble confinamiento del sistema.
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3.2.2. Energia de enlace (£;,,) Vs Altura del disco (L)

Al fijar constante un valor para Ry variar L, se puede obtener como caso limite (cuando

R >> L) una estructura similar a un QW.

45 ; . : '
— R=5nm
40 B
s R=10nm |
35 ---- R=20nm |
—emeee R=50nm
304 N
>
[}
£ 254 i
N—r
=
L 204 - B
15—,"\\\ e i
L e i
5 | SRR .T'.TIT.'.‘.'.‘.'.‘.'.‘.'.‘_'.‘.'_‘.ZTI.‘.'.‘.'.'.'.‘.'.'.'."
T T T T j T
0 10 20 30 40 50
L (nm)

Figura 3.5: Energia de enlace de Xy, en un disco cudntico para distintos valores de R

En las figuras (3.5) y (3.6) se observa que el comportamiento de Ej, es similar para

diferentes valores de R. Como se puede apreciar en las figuras el valor de Ej, decrece

con el aumento de R, esto se puede explicar debido al hecho que como el volumen del

disco esta dado por V = 27 R%L, al aumentar R el volumen también aumenta y debido

a esto las particulas sienten cada vez menos el confinamiento de la heteroestructura, por

lo que la energia de enlace disminuye ya que al haber menor confinamiento se necesita

menor energia para liberar al electrén de la interaccion con el hueco.

Por otro lado se puede notar que Ej, alcanza su maximo para un determinado valor

critico de L, esto es debido a que a medida que L disminuye, F}, aumenta ya que el
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— R=5nm -
SRR R=10nm [
---- R=20nm |
e R=50nm |

Figura 3.6: Energia de enlace de X, en un disco cudntico para distintos valores de R

confinamiento de la particula es mayor, pero cuando el confinamiento es muy fuerte la

funcion de onda se desborda y por lo tanto el electron puede tunelar lo que hace que

Ej, disminuya para valores de L menores que este valor critico.

Ademads, también es facil ver que para un R dado la curva de Ej, para el excitén con

hueco ligero X, es mas alta que para el exciton con hueco pesado Xy, esto se debe a

que para el X, la masa del hueco es menor que para el X, y debido a que el aporte

cinético a la energia del hueco es inversamente proporcional a su masa, entre menor sea

la masa mayor serd E,.
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3.2.3. Energia de enlace (£,,) Vs Radio del disco (R)

De igual forma también es posible fijar un valor para L y variar R, obteniendo como

caso limite (cuando L >> R) un sistema similar a un QWW.

(meV)

- 40

Eb

Figura 3.7: Energia de enlace de Xy, en un disco cuantico para distintos valores de L

Para este caso, como se puede observar tanto en la figura (3.7) como en la (3.8), la
energia de enlace aumenta a medida que disminuye R, pero al contrario del caso anterior

no existe un valor maximo para la energia de enlace.

Este hecho se explica debido a que el confinamiento en direccion radial es infinito, por
esto a pesar de que el volumen del disco disminuye y el confinamiento de las particulas
es mas fuerte, no es posible que se presente el efecto tunel para el electron ya que
la funcién de onda radial nunca se desborda y por consiguiente la energia de enlace

seguird aumentando mientras el radio disminuya.
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100 4 ——L=5nm
B L=10nm
---- L=20nm
807 - L=50nm
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g 60 -
wi®
40
20
0
0

Figura 3.8: Energia de enlace de Xy, en un disco cudntico para distintos valores de L

Aunque también es posible explicar este comportamiento haciendo uso del principio
de incertidumbre de Heissenberg, ya que el confinamiento radial es infinito, al fijar un
valor para L y disminuir R lo que en realidad esta ocurriendo es que se esta localizando
la particula sobre el eje del hilo y por el principio de incertidumbre sabemos que al
aumentar la precisiéon sobre la posicion de la particula disminuye la precision sobre el
momento lineal de la misma, debido a que la contribucion cinética a la energia de la
particula es proporcional al cuadrado de su momento lineal mientras mas se localize la

particula mayor serd su energia.

También es importante notar la influencia de la diferencia del confinamiento en ambas
direcciones del disco sobre la energia de enlace, ya que se puede ver que como era de
esperarse, el aumento del confinamiento aumente el valor de la energia de enlace del

estado base del exciton en el sistema.
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Se presenté un método simple y sencillo para calcular la energia de enlace del estado
base de un excitéon, tanto con hueco pesado como con hueco ligero, en un disco cuanti-
co embebido en un hilo cuantico de GaAs/Aly3GagrAs. Se realizé detalladamente el
procedimiento seguido para estos calculos utilizando el Método de Dimension Fractal

aplicado a un modelo isotrépico para el exciton.

Se mostré la eficiencia y la confiabilidad del método utilizado para el calculo de la
energia de enlace del estado base, al comparar los resultados obtenidos con resultados de
trabajos previos en los casos limites QW, QWW y Disco Cuantico infinito, obteniendo

resultados muy similares.

Se presentaron las curvas de la energia de enlace del estado base para un excitén
en el sistema, utilizando diferentes dimensiones para el disco embebido. Con esto se
demostré que la energia de enlace del estado base depende fuertemente de las dimen-
siones del disco y del confinamiento de la heteroestructura, encontrandose que la influ-
encia de las dimensiones sobre la energia de enlace esta directamente relacionada con el
volumen de la estructura de tal forma que a medida que el volumen aumenta la energia
de enlace disminuye de manera considerable; mientras que el efecto del confinamiento
sobre la energia de enlace esta dada en que a medida que el confinamiento aumenta

la energia de enlace también lo hace, es asi como cuando el confinamiento es infinito



CONCLUSIONES 31

(como en el caso radial de este trabajo), el principio de incertidumbre permite que la
energia de enlace del estado base no alcance un valor maximo para ningin valor de R,

por pequeno que este sea.

Como trabajo a futuro se plantea el mejoramiento del método para el cédlculo de la
energia de enlace del estado base, incluyendo la influencia de la anisotropia de la masa
del hueco y su correccion sobre el calculo del Jacobiano del sistema, lo que hara al

método mucho mas eficiente y le dara mas exactitud al calculo de la energia de enlace.



APENDICES

A. CALCULO DEL JACOBIANO DEL SISTEMA

Partiendo de la definicién del Jacobiano de la ecuacién (1.7), encontramos, debido a
que la funcién de onda axial (2.12)) es simétrica, que:

J(r) 24/312(/)1)/)16101 /322(P2)P2d02 /212(21)d21 /222(22)(122*
0 0 0 0
27 21
« Jaor [3(r = v/piT+ o~ 2orpacontor — ea) + (a1 — e (1)
0 0

Luego de hacer el siguiente cambio de variable:

Y1+ P2
yv=-_—T1=

5 P =¢1— P2 (2)

y aplicar la siguiente propiedad de la funcion delta de Dirac.

1

/5(f(<p) — e = Es Flo0)=
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Se encuentra que:

o [e.o]

= 167r /R12 p1)p1dp /R22 P2 P2dp2/212 21)dz %
0 0 0

*/ ZQ (ZQ)dZQ
/ VAp12p92 — (p12 + o2 — 12+ (21 — 22)?)?

@[1_ P12+p22—7’2+(21—22)2H

2p1p2

(4)

donde © es la bien conocida funciéon de Heavyside.

Pero podemos notar que en estos momentos existe una singularidad en el denominador
de la ultima integral que de todas formas no causa problema en la ecuacién debido a
la funciéon de Heavyside. Sin embargo, es mejor evitar problemas, y por esto haremos
un tratamiento matematico formal, para evitar este tipo de singularidades y proble-
mas en la ecuacion, debido a la necesidad de solucionar numéricamente con ayudas

computacionales este Jacobiano.

Es asf como de nuevo hacemos un cambio de variable:

Al + 22 (5)

w = Z =21 — 22
2

y el Jacobiano toma la forma:

o0 [e.9]

J(r) = 16mr /R12(,01)p1dp1 /RQQ(pz)depQ*
0 0
2 — J—
§ I(z)dz @{1 ettt = (=2 } (6)
S A — (pi? + po? = (17— 22))? 2p1p2

donde:

o

I(z) = /Z12 <w + %) Zy? (w - g) dw (7)

0

Luego de hacer el siguiente reemplazo:
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encontramos que:

I = 167r7~/r I/ =) + (/7 = )]

2

G(y)ydy (9)

2

-y

—-r

donde:

o0

G(y) = /R1 p1)p1dp

0

p1?+ p2? —y?
2p1p2

2" (p2)p2dps ) o {1 B

/\/4P1 2pa? — (P12 + p22 — y?)?

| o

Sin embargo, la ecuacion @D tiene una singularidad en los limites de la integral, pero
este inconveniente es facilmente soluble haciendo el cambio de variable y = rSinf, y de
esta forma se obtiene que la ecuacion @ se transforma en:

w/2
J(r) = 167r? / [I(rCosfl) + I(—rCosh)| Sin(#)G(rSind)do (11)

0
En el denominador de la ecuacion se puede ver y facilmente demostrar que las
variables p1, p2 v y son conmutables, utilizando este hecho y evaluando la condiciéon

impuesta por la funcién de Heavyside, la ecuacién (10]) se convierte en:

0o p1t+Yy
,02)P2d,02
y) = /R?(m)mdpl / (12)
0 lp yl\/4p1 vty —,022)2

A pesar de los pasos seguidos anteriormente, podemos notar que la ecuacion (12)) tiene
un par de singularidades en los limites de la tltima integral, asi que analizaremos ahora
esta tltima integral por separado, la llamaremos (QQ(p;) y la partiremos en dos integrales

de la siguiente forma:

v/ P2 +y?

Oulpr) = / Ry®(p2)padps
VA2 — (p + % — p2?)?

lp1—yl
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p1t+y 9
Ry (P2)P2 dpo

VAP12Y2 — (012 + Y2 — pa?)?

Para resolver la integral de la funcién Q1(p;) hacemos el reemplazo:

Qa(p1) =

p2> = (p1 —y)* = 2p1y2 (13)

De la misma forma, para resolver la funciéon Q)2(p;) hacemos el reemplazo:

p2’ = (p1 +y)* = —2p1yz (14)

Asi pues, encontramos que la funcién Q(p;), ahora se convierte en:

I RANAE T T 2o(e D) + RAN T T oy 7))
i) = / 24/2(2 = 2)

dz (15)

0

en esta ecuacién podemos ver que aun persiste la singularidad, aunque ahora solo para
cuando z = 0, sin embargo esta singularidad es evitable, para esto hacemos el cambio

de variable z = 22 y obtenemos:

Q1) = /1 Ro*(Vp1® +y° + 2p1y(a? — 1)) + Ry*(v/p1? + ° + 2p1y(1 — 27))

V2 —x2

donde podemos ver que la singularidad ha desaparecido por completo y por lo tanto no

dz (16)

0

hay ningin problema al desarrollar esta integral. Asi que la ecuacién (12]) se convierte

en: )
Fry + Fr_
Gy) = /R 25d ———dx 17
<y> / 1 pl pl / m ( )
donde:
Fri = Ry? <\/p12 +y? £ 2p1y(x? — 1)) (18)

Ahora, resumiendo los céalculos y reorganizando todo de nuevo, encontramos que el
Jacobiano esta dado por:
/2
J(r) = 167r? /[I(TCOS(Q)) + I(—rCos(0))]Sin(8)G(rSin(9))do (19)
0
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Aqui podemos ver claramente, que ya no existe ningiin problema de singularidad ni

comportamientos extranos en las integrales del Jacobiano.
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B. MEJORAMIENTO DEL METODO

En este trabajo se utilizé el método de dimensién fractal para el calculd la energia de
enlace del estado base de un excitén en un disco cuantico embebido en un hilo cuantico,
sin embargo como ya se coment6 antes, solo se analizé un modelo simple isotropico para

el excitén.

En esta seccion, se muestra la correccién de los calculos para la solucién al modelo real

anisotropico del excitén en el sistema.

Debido a la anisotropia de la masa del hueco:

N+ ne #ny +ne (20)

al minimizar el funcional de la ecuacién (|1.6)), la ecuacién diferencial que se obtiene es:

Jol(r) £ (Jl(r) dq;ff’)) +2a(r) = ~E®(r) (1)

donde se puede notar que ésta es la correccion de la ecuacién (|1.8)).

Ademas, como se puede ver ahora existen dos Jacobianos, que a partir de la definicién
en la ecuacion ((1.7)) y con las correcciones por la anisotropia de la masa del hueco, estan

dados de la forma:

Jo(r) = / / 12 12 8(r — |7 — i) drdr (22a)
2 2
Ji(r) = / / 2 (s + 1) (= Zﬁi = (mtme) o hs(r — 77— |)didr, (22D)

Te Th

Y la ecuacién ([2.16]) se convierte en:

(1) + (ii?;) o' (r) + (; + Eb) o) ) — 0 (23)
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Por 1dltimo se puede ver, que esta ecuacién es soluble utilizando el Método de Barrido

Trigonométrico (MBT), antes explicado.
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