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RESUMEN

TITULO: SOBRE PRIMOS REGULARES Y EL ULTIMO TEOREMA DE FERMAT(]]
AUTOR: MARIA ANGELICA OLIVEROS CAICEDOPR

PALABRAS CLAVE: EXTENSIONES DE CUERPOS, CUERPOS CICLOTOMICOS, GRUPO DE
CLASE, NORMA, TRAZA.

DESCRIPCION:

El Ultimo Teorema de Fermat, conjeturado por Pierre de Fermat en 1637, establece que la ecua-

cién diofantica
xn + yn — Z ,

no tiene soluciones enteras no nulas sin > 3.

Esta conjetura fue escrita por Fermat en el margen del libro de la Arithmetica de Diofanto y asi mis-
mo incluy6: “Poseo una demostracion en verdad maravillosa para este hecho, pero este margen es
demasiado estrecho para contenerla", con lo cual el Ultimo Teorema de Fermat pasé a ser una con-
jetura de interés para grandes matematicos como lo son: Euler, Dirichlet, Legendre, Gauss, Sophie
Germain y Lebesgue, quienes en sus intentos por demostrarla hicieron fuertes aportes a la mate-
maética, algunos de ellos llegando a probar el Ultimo Teorema de Fermat para un n en especifico. Al
querer dar una prueba general nunca antes lograda, fue evolucionando la teoria algebraica de nume-
ros. En 1839 Lamé habia conseguido dar una demostracion general, pero esta prueba afirmaba una

27

factorizacion unica en Z[¢,], donde ¢, = e™» . Mas adelante Kummer prob6 que Z[¢,] no siempre

tiene factorizacion unica; en efecto Z[(»3] no tiene factorizacion unica.
Kummer consiguié demostrar el Ultimo Teorema de Fermat para una clase de n especifico, los llama-
dos primos regulares. En esta monografia, estudiaremos algunos detalles de la demostracién para

tales n, que nos garantiza factorizacién unica en Z[¢,].

' Trabajo de grado.

2 Facultad ciencias, escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en

ciencias P.H.D.



ABSTRACT

TiTULO: ABOUT REGULAR PRIMES AND THE LAST FERMAT THEOREM
AUTHOR: MARIA ANGELICA OLIVEROS CAICEDO
KEYWORDS: FIELD EXTENSIONS, CYCLOTOMIC FIELDS, CLASS GROUP, NORM, TRACE.

DESCRIPTION:

Fermat’s Last Theorem, surmised by Pierre de Fermat in 1637, states that the diophantic equation
xn + y’ﬂ =z ,

doesn’t have whole solutions not zero if > 3.

This conjecture was written by Fermat in the margin of the book of the Arithmetic of Diophanto and
also included: “I possess a truly wonderful proof for this fact, but this margin is too narrow to contain it”,
thus making Fermat’s Last Theorem an interesting conjecture for great mathematicians such as they
are: Euler, Dirichlet, Legendre, Gauss, Sophie Germain and Lebesgue, who in their attempts to prove
it made strong contributions to mathematics, some of them even proving Fermat’s Last Theorem for a
specific n. By wanting to give a general proof never before achieved, the algebraic theory of numbers
was evolving. In 1839 Lamé had managed to give a general proof, but this proof claimed a unique
factorization in Z[¢,,], where ¢, = e+ . Kummer later proved that Z[¢,,] does not always have unique
factoring; indeed Z[(23] does not have unique factoring.

Kummer managed to prove Fermat's Last Theorem for a specific class of n, the so-called regular
prime. We will limit ourselves to the proof for such a n.In this monograph, we will study some details

of the proof for such n, which guarantees us unique factorization into Z[¢,].

3 Grade work.

4 Faculty of Science, Math school. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor of science P.H.D.
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INTRODUCCION

El llamado “Ultimo Teorema de Fermat" (UTF) planteado en 1637 por Pierre de Fermat, demostrado
por Andres Wiles E]tres siglos mas tarde, es un resultado fundamental en la teoria de niumeros y
presenta un problema sobre las soluciones de una ecuacion diofantica. La busqueda de su demos-
tracion estimulé el desarrollo de varias ramas de la matematica, especialmente la teoria algebraica
de ndmeros.

El teorema establece que:

Sin € Z con n > 3, entonces no existen z,y, z € Z no nulos tales que se cumpla la igualdad
"ty =" (1)

Ernst Kummer (1810-1893) E]en 1844 encontré una manera de demostrar el Ultimo Teorema de Fer-
mat para un gran niumero de posibles valores para n, los llamados primos regu/aresﬂ El argumento
de Kummer consiste en factorizar la ecuacion de Fermat (1) en el anillo de enteros Z[¢,] del cuerpo
ciclotémico Q(¢,), donde ¢, es la raiz p—ésima de la unidaddada por ¢, = ¢’r". Observe que

p—1
P +yP = H(z +G'y) = 2P
1=0
Se creia que este anillo de enteros compartian para todo ¢, la mismas propiedades, en particular que
se tenia factorizacion unica. Sin embargo Ernst Kummer mostré que no siempre se da un Dominio de

Factorizaciéon Unica (DFU). De hecho, Z[¢23] no satisface la propiedad de factorizacién tnica. En el

5 A.WILES. “Modular elliptic curves and Fermat’s last theorem”. En: Ann. of Math. (2) 141.3 (1995),
pags. 443-551. DOI:110.2307/2118559.

6 S. SINGH. Fermat'’s enigma. The epic quest to solve the world’s greatest mathematical problem,
With a foreword by John Lynch. Walker y Company, New York, 1997, pags. xx+315.

7 Primo Regular: p es un primo regular si no divide al nimero de clase del cuerpo ciclétomico p.
Ver Definicion (3.3.6).

8 Recordemos que las raices p—ésimas de la unidad son las raices de 2 — 1 = 0 y todas vienen
dada por (," coni € {0,1,--- ,p—1}.


https://doi.org/10.2307/2118559

siguiente texto se daran herramientas necesarias para garantizar factorizacién unica, condicién que

se podra determinar cuando n es un primo regular.

Esta monografia consta de (5) capitulos. En el primer capitulo se presentan las definiciones de
extensién de cuerpos, elemento algebraico y grado de una extension, e introduciremos la definicién

de cuerpo numérico, anillo de enteros y daremos algunos ejemplos.

Para el segundo capitulo, dado un cuerpo numérico se darén algunas proposiciones para deter-
minar su anillo de enteros, el cual es dominio entero. Se recordaran algunos resultados sobre los

conceptos de ideales, elementos: asociados, irreducibles, primos; sobre estos dominios enteros.

Sabemos que toda extension de cuerpos de L sobre K permite que L actie como un K espacio
vectorial. Si esta extensién es finita, entonces L tiene dimension finita como K—espacio vectorial, y
esto nos proporciona explicitamente una base. Asi, en el tercer capitulo enunciaremos la definicion
de base en un cuerpo, y extenderemos tal concepto para médulos, en particular, definiremos Z—base
para un Z—modulo libre. Introduciremos la definicién de discriminante, la cual nos permitird decir si
los elementos de una Q—base forman una Z—base y finalmente introducir la definicién de grupo de

clase sobre un anillo de enteros.

En el cuarto capitulo veremos que el cuerpo ciclotémico Q(¢,) es un cuerpo numérico y Z[(,] coincide
con el anillo de enteros de Q(¢,), veremos como las definiciones y resultados anteriores se compor-
tan sobre estas estructuras algebraicas. Finalmente, presentaremos la prueba del Ultimo Teorema

de Fermat para n primo regular.

10



1. PRELIMINARES

En esta seccién se daran algunas definiciones preliminares y ejemplos sobre extensiones de cuerpos
y numeros algebraicos, e introduciremos las definiciones de: cuerpo numérico, anillo de enteros, nor-
ma y traza en cuerpos numéricos. Se mencionaran teoremas y proposiciones cuyas demostraciones
pueden encontrarse en:[?] [ [Ty [ Estas definiciones, teoremas y proposiciones seran necesarias
para comprender el fundamento teérico de la prueba del Ultimo Teorema de Fermat para n un primo

regular.

1.1. EXTENSIONES DE CUERPOS

Definicion 1.1.1. Sean L y K cuerpos. Decimos que LL es una extensién de K si K C L. Cuando esto

ocurra usaremos la notacién L/K.

Dada la extension de cuerpos L/K, entonces L tiene estructura de espacio vectorial sobre K, en
donde los elementos en el cuerpo L. son vectores y los elementos en el cuerpo K son escalares.
Aqui la operacién de adicién es la suma en IL y producto de un elemento de K por un elemento de L.

define la operacién de producto por escalar.
Ejemplo 1.1.2. Algunos ejemplos de extensiones son C/Ry R/Q, pues Q CR C C.

Definicion 1.1.3. Sea L /K una extensién, se llama grado de la extensién a la dimension de . como
K espacio vectorial y se denota por [L : K] = dimg(L). Diremos que la extension es finita, si la

dimension de L. como K—espacio vectorial es finita y la denotaremos como

® D.S.DUMMIT y R. M. FOOTE. Abstract algebra. Prentice Hall, Inc., Englewood Cliffs, NJ, 1991,
pags. xiv+658.

0 GOMEZ R. El anillo de los enteros algebraicos y dominios de Dedekind. Bucaramanga - Colom-
bia, 2015.

" K. SPINDLER. Abstract algebra with applications. Vol. Il. Rings and fields. Marcel Dekker, Inc.,
New York, 1994, pags. xvi+531.

2. D. STEWART I. Y TALL. Algebraic number theory and Fermat's last theorem. Third. A K Peters,
Ltd., Natick, MA, 2002, pags. xx+313.
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dimg (L) < +00.
Recordemos el siguiente resultado, el cual nos garantiza la existencia de raices de polinomios.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Kronecker). Sean K un cuerpo y p(t) un polinomio no constante en K[t].
Entonces existe una extension de cuerpos L/K 'y un elemento « € L tal que p(«) = 0.

Demostracion: Véase Proposicion 13.1.[H

Definicion 1.1.5. Sean L /K una extension de cuerpos y p(t) = ag + - - - + a,t™ € K[t]. Diremos que

el grado de p(t) es el mayor n tal que a,, €s no nulo y este se denota por dp(t).

Definicion 1.1.6. Sean L/K una extension de cuerpos y p(t) € K]t]. Diremos que p(t) es irreducible

sobre K, si no existen polinomios ¢, r € K[t] tal que:
p(t) = q(t)r(t), con méx{dq, dr} < Op.

Ejemplo 1.1.7. Sea p(t) = t°> +t* + 1 € Zy[t]. Podemos escribir a p(t) como producto de irreducibles,
asi p(t) = (t* +t + 1)(t3 + t + 1). Sigue de la demostracién del Teorema de Kronecker que para
encontrar una extension de cuerpos IL de Z, en la que p(t) tiene una raiz en 1L, podemos tomar a L
como Za[t]/{t* + t + 1) 0 Za[t]/(t3 +t + 1).

Teorema 1.1.8 (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein). Sean f(t) = ap + a1t + -+ + a,t™ € Z[t] y
p un ndmero primo tal que:

(a) p|la;coni#n

) ptan

(c) p* 1 ao

Entonces f(t) es irreducible sobre Q|[t].

Demostracién: Véase Teorema 1.8.[&

Definicion 1.1.9. Sea L/K una extensién de cuerpos, a € L. Entonces K(«) denota al cuerpo mas

pequefo tal que K C K(a) y a € K(a).

Observacion: Note que K(«) coincide con el cuerpo de fracciones de K[a]. Se puede ver que

_{f@), )
K(a) .—{g(a)  f.g € K. g >¢o}.

Definicion 1.1.10. Un elemento primitivo de una extensién de cuerpos IL/K es un elemento « € L
tal que L = K(«).

12



Definicion 1.1.11. Sea IL/K una extension de cuerpos. Diremos que « € LL es algebraico sobre K si

existe f € K[t] no nulo tal que f(a) = 0. En caso contrario, diremos que « es trascendente sobre K.
Ejemplo 1.1.12. En la extension C/Q tenemos que

= /2 es algebraico sobre Q, pues es raiz del polinomio t? — 2.

= {/m es algebraico sobre Q, siendo raiz del polinomio z™ — m, con m € Q.

= 7, ¢ son trascendentes sobre Q (véase en Pagina 51[).
La suma y producto de elementos algebraicos es algebraico. Veamos el siguiente ejemplo: Sean
V2,1 € C dos elementos algebraicos sobre Q, cuyos polinomios son t> — 2y t> 4 1 respectivamente,

veamos que para afirmar que /2 + i es algebraico sobre Q debemos hallar un polinomio p(t) € QJ[t]

tal que p(v/2 +14) = 0, asi:

t=v2+1i,
2= (V2+i)%
12 = (24 2V2i + ),
t2 =1+ 2v2i,
(" = 1)* = (2v20)?,
th—2t2 +1 =82,
th—2t2 11 =-8,

th—2t2 £ 9 =0,

donde p(t) = t* — 2t + 9 € Q[t]. Asi, existe un polinomio p(t) € Q[t] tal que p(v/2 + i) = 0. Esto no

sucede en el caso de los trascendentes ya que, por ejemplo, 7 — 7 = 0y 0 no es trascendente.

Definicion 1.1.13. Una extension IL/K se dice algebraica si cada elemento de LL es algebraico sobre

K. En caso contrario, diremos que L/K es trascendente.
Ejemplo 1.1.14. Algunos ejemplos de la Definicion (1.1.13)

= Sea « algebraico sobre Q, entonces la extension Q(«)/Q es algebraica ya que todo elemento

de Q es algebraico y « es algebraico.

13 C. GOMEZ. Biografias de cinco numeros maravillosos ¢, =, ¢, e, i.. Editorial Universidad de
Caldas., 2005.
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= La extension Q(7)/Q no es algebraica ya que = no es algebraico.

Definicion 1.1.15. Sea p(t) = ap + - - - + a,t™ € K[t]. Diremos que
m ¢, es el coeficiente principal de p(¢).

= p(t) es llamado ménico si su coeficiente principal es 1.

Proposicion 1.1.16. Sea « € L algebraico sobre K. Entonces existe un Unico polinomio ménico e
irreducible p(t) € K[t] tal que p(a) = 0.

Demostracion: Véase Capitulo 13, Proposicion 9@

Definicion 1.1.17. Sea L/K una extensién de cuerpos. El polinomio de la Proposicién (1.1.16) es
llamado polinomio minimal de « sobre K y lo denotamos por m,(t). El grado de m,,(t) es llamado el

grado de a.

Ejemplo 1.1.18. Note que i € C es algebraico sobre R. Ya que si p(t) = t*> + 1 entonces:
1. i es unaraiz de p(t), pues, p(i) =i +1=—-1+1=0.
2. p(t) es monico, ya que su coeficiente principal es 1.
3. p(t) esirreducible.

Asi, p(t) es el polinomio minimal de i sobre R.

Teorema 1.1.19. Si L/K es una extensiéon y « € L, entonces « es algebraico sobre K si, y solo si,

K(«) es una extension finita de K. En este caso, K(a) = K|a].

Demostracién: Véase Teorema 1.11.

Teorema 1.1.20. Sean L/K una extension y a € L algebraico sobre K, entonces:

(a) El polinomio minimal de « divide a todo polinomio p(t) € K[t] tal que p(«) = 0.

(b) Elconjunto I, := {f(t) € K[t] — {0} : f(a) =0} es unideal no nulo de K[¢].

(c) [K(a):K]=n,donde n = dm,(t)y una base para K(«) sobre K es B := {1,a,a?,--- ,a" " 1}.
Demostracion: Véase (a), (b) en Proposicion 12.7.y (¢) en Teorema 12.10.@

Proposicion 1.1.21. Toda extension finita es algebraica.

Demostracion:

14



Demostraremos por reduccién al absurdo que L/K es algebraica. Supongamos que L/K es tras-
cendente. Luego existe a € L trascendente sobre K es decir, para todo n € N {1,a,--- ,a"} es
linealmente independientd™| Asi [L : K] = +c0, lo cual es absurdo pues L/K es finita. Por tanto /K

es algebraica.
El reciproco no es cierto, veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1.22. Sean R/Q una extensién de cuerpos y Q la clausura algebraic de Q en R.
Veamos que [Q : Q] = co. En efecto, para cada n < 1 {/2 es algebraico, pues es raiz del polinomio
monico f(t) = t™ — 2, que también es irreducible en Q[¢] por el criterio de Eisenstein con p = 2. Asi
f(t) es el polinomio minimal de {/2 sobre Q, con lo cual [Q(3/2) : Q] = n, con n arbitrario, por tanto
Q/Q no puede ser finita, pues Q(¥/2) C Q, para cada n € N.

1.2. SOBRE ELEMENTOS ALGEBRAICOS EN EL SUBCUERPO DE LOS NUME-
ROS COMPLEJOS.

En esta seccion introduciremos la definicion de: nimero algebraico, entero algebraico, cuerpo numé-
rico y anillo de enteros de un cuerpo numérico, las cuales se determinan al realizar una extension de

cuerpos sobre Q.
Definicion 1.2.1. Diremos que « € C es un nimero algebraico si es algebraico sobre Q.

Definicion 1.2.2. Sean K, W, L cuerpos tales que K C W C L. Entonces W es llamado un cuerpo

intermedio de la extensiéon L/K.

Teorema 1.2.3. Sea IL/K una extensién de cuerpos con cuerpo intermedio W. Entonces se satisface

la siguiente expresién:

L:K]=[L:W][W:K].

4 En caso contrario, al ser linealmente dependiente, existen \o,--- , \,, € K tales que \g + \ia +
<+ A,a™ =0, yentalcaso a esraizde \g + Mz + - - + \z" € K[z], lo que contradice que «
es trascendente.

5 La clausura algebraica de Q, denotada por Q se define como:

Q := {a € C: 3p(t) € Q[t] tal que p(a) = 0}.

15



En particular, [L : K] es finita si, y solo si, [L : W][W : K] son ambas finitas.

Demostracion: Véase Teorema 12.11, pagina 221 E

Cuando tenemos los nimeros algebraicos ay, - - -, «, tenemos la extension Q(ay) -+, (ay,), a €s-

ta la denotaremos como Q(ay, - - - , o).

Teorema 1.2.4. El conjunto A de nimeros algebraicos es un subcuerpo del cuerpo de los complejos
C.

Demostracion:

Por (c¢) del Teorema tenemos que si « es un numero algebraico, entonces [Q(«) : Q] es finito.

Supongamos que «, 5 son numeros algebraicos entonces

Dado que g es algebraico sobre Q, también es algebraico sobre Q(«), y por la Proposicion (1.1.21)
[Q(e, B) : Q(«)] es finito, por tanto [Q(«, 3) : Q] es finito. Y para cada «, 3 algebraicos entonces a+ 3,

a— B, aB,yaBf~! con B # 0 pertenecen a Q(«, 3). Asi todos estos estadn en A por tanto es cuerpo.
Definicion 1.2.5. Sea K C C subcuerpo. Decimos que K es un cuerpo numérico si [K : Q] es finita.

Teorema 1.2.6. Si K es un cuerpo numérico, entonces K = Q(«), para algun numero algebraico a.

Demostracion: Véase Teorema 2.2.

Ejemplo 1.2.7. Sea d libre de cuadrados, con v/d € C. Tenemos al cuerpo numérico Q(+/d), llamado

cuerpo cuadratico.

Definicion 1.2.8. Un numero complejo o es un entero algebraico si existe p(t) € Z[t] ménico tal que
p(a) = 0. El conjunto B = {« € C : p(a) = 0 con p(t) € Z[t], moénico}, es llamado el conjunto de los

enteros algebraicos.

Teorema 1.2.9. El conjunto de los enteros algebraicos es un subanillo del cuerpo de los nimeros
algebraicos.

Demostracién: Véase Teorema 2.9.[8y Corolario 2.3.

Definicion 1.2.10. Si K es un cuerpo numérico, se define el anillo de enteros de K, el cual represen-

tamos por KC, como

K=KnNB,

16



donde B es el anillo de los enteros algebraicos.
En adelante usaremos K para referirnos al anillo de enteros de un cuerpo numérico K.

Proposicion 1.2.11. Sid es un entero libre de cuadrados, entonces el anillo de enteros de Q(v/d) es:

ZIVd  si d#1(mod4)

si d=1(mbd4)

Demostracion: Véase Proposicion 1.24.

Definicion 1.2.12. La caracteristica de un cuerpo K se define como el minimo n € Z tal que nz = 0,

para todo z € K.

Proposicion 1.2.13. Un cuerpo K tiene caracteristica cero o p, con p un nimero primo.

Demostracion: Véase Proposicion 1, pagina 510.

Ejemplo 1.2.14. Los cuerpos Q, R, C tienen caracteristica cero, pues, el n tal que satisface la defini-

cibnes n = 0.

Ejemplo 1.2.15. Sip primo (Z,, +, -) es un cuerpo, cuya caracteristica es p, ya que para todo [z] € Z,

tenemos que zp = 0 (mdd p).

Definicion 1.2.16. Sean K un cuerpoy f(t) = ap +ait+- -+ a,t™ € K][t], la derivada de f se define
como f' = Df =a; + 2ast + -+ + nat" L.

Se verifica directamente que
D(f+9) =Df + Dy,

D(fg) = (Df)g+ f(Dg),

D(fog)=(Dfog)(Dg).

Proposicion 1.2.17. Sean K un cuerpo de caracteristica cero y p(t) € K[¢]. Si D(p(t)) = 0, para todo

t, entonces p(t) es constante.

6 A. RIOS. Teoria de niimeros algebraicos. 2019.
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Demostraciéon: Sea p(t) = ag + --- + a,t" luego Dp(t) = a1 + 2ast + --- + na,t" !, por hipdtesis

tenemos que Dp(t) = 0, para todo t entonces:

Dp(t) = a1 + 2ast + - - + na,t" "

=0+0t+---+0t" L

Asi, a1 = 0, 2a3 = 0, 3a3 = 0, ---, na, = 0, y puesto que K tiene caracteristica cero, tenemos

ay =ag =--- = a, = 0. Por tanto, p(t) = ao, asi concluimos que p(t) es constante.

Es importante hacer énfasis en la necesidad de la hipétesis de que un cuerpo K tenga caracteristica

cero en la Proposicion (1.2.17), lo cual se hace visible en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2.18. Sean K un cuerpo con caracteristica p con p primo y f(x) = 2P notemos que

Df(z) = pzP~! =0, paratodo x € Ky f(z) no es constante.

Definicion 1.2.19. Sean f, g € K[t]. Diremos que el maximo comun divisor de los polinomios fy g

es el polinomio d € K[t], denotado por (f,p) = d, que satisface las siguientes condiciones:

= Jd > 0.

md|fydlg.

» SiheK[t]estalque h| fyh]|g, entonces f | d.

Teorema 1.2.20. Si K es un cuerpo de caracteristica cero. Un polinomio f no nulo en K es divisible
por el cuadrado de un polinomio no constante g tal que dg > 0 si, y solo si, f y Df tiene un factor
comun g tal que dg > 0.

Demostracion:

= ) Supongamos f = g*h. Entonces Df = g>Dh + 2g(Dg)h = g(g(Dh) + 2(Dg)h) asi f y Df tienen
a g como un factor comun.

< ) Supongamos f no es divisible por un polinomio cuadrado es decir f = gh, con (g,h) = 1.
Entonces Df = (Dg)h + g(Dh), por hipétesis f y Df tienen un factor comun g, entonces g es un
factor de h(Dg). Si Dg = 0 luego por la Proposicion g es constante, lo cual es absurdo pues
dg > 0.

Si Dg # 0 entonces como g divide a h(Dg) y, g y h son primos relativos entonces ¢g | Dg por tanto
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existe w € K, asi al sustituir en D f tenemos que

Df = h(Dg) + g(Dh)
= h(gw) + g(Dh)

= g((hw) + Dh).

Con dg > 1, esto implica un absurdo pues f tendria un factor cuadrado en g.

Proposicion 1.2.21. Un polinomio irreducible sobre un cuerpo numérico K no tiene ceros repetidos.
Demostracion:

Sea f € K[t] un polinomio irreducible sobre K. Entonces (f, Df) = 1, es decir, no tienen factores en
comun. En efecto, si tuvieran un factor en comin entonces (f, Df) = g y por definiciobn g | fy g | Df.
Por el Teorema f seria divisible por el cuadrado de un polinomio de grado mayor a cero esto
negaria que f es irreducible. Asi, (f,Df) = 1y por tanto existen a,b € K[t| tales que af + bDf = 1.
La misma ecuacion interpretada sobre C muestra que f y D f son coprimos sobre C y por el Teorema
(1.2.20), f no podra tener ceros repetidos en C.

Teorema 1.2.22. Sea /K una extension de cuerpos, a« € L y consideremos el homomorfismo
evaluacion e, : K[z] — L. Entonces « es trancendente sobre L si, y solo si, e, €s un monomorfismo.
Demostracion: « es trascendente sobre K si, y solo si, f(a) # 0 para todo polinomio no constante
f(z) € K[z] y por definicién de homomorfismo e, (f(x)) # 0 entonces ker(e,) = {0}, por tanto e, es

monomorfismo.

Teorema 1.2.23. Sea K = Q(«) un cuerpo numérico de grado n sobre Q. Entonces, existen exacta-
mente n distintos monomorfismos ¢; : K — C (i = 1,2,--- ,n). Mas aun, los elementos o;(«) = 6;
son los distintos ceros en C del polinomio minimal de « sobre Q.

Demostracion:

Dado que [Q(«) : Q] = n, entonces 9(m,(t)) = n y como el polinomio minimal m,(¢) es irreducible,
por el Teorema tiene n distintos ceros entonces, definamos o; : K — C, con o;(a) = 0;, para
i = 1,2,---,n donde los 6; son los distintos ceros del polinomio minimal. Veamos que solo hay n

monomorfismos, supongamos que existe otro monomorfismo 0,11 : K — C entonces por definicién

O'n+1(0) = 0 (2)
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ya que m,(a) = 0 entonces sustituimos en (2) y obtenemos

Ont1(Me(@)) = opp1(a™ + Unp10" V4 aja+ agp),

n—1

= (on+1(@)" + an—1(on+1(a))""" + - ar0pt1(a) + ao),

=0.

Asi o,+1(c) es un cero del polinomio minimal m,(z) y éste tiene n ceros, por tanto o,,41(a) = 6;,
para algin i = 1,2,--- ,n y como o,4+1 €5 monomorfismo, luego coincide con uno de los ¢;, con

1=1,2,---,n, entonces existen exactamente n monomorfismos.

Los monomorfismos o;(«) parai = 1,--- ,n del Teorema (1.2.23) son llamados los K—conjugados
de a.
Definicion 1.2.24. Para cada a € K = Q(0), se define el polinomio base de « sobre K como sigue:
fa(t) = [t = ai(a)).
=1
Observacion: Note que f,(t) € K[t].

Ejemplo 1.2.25. o = a + bi € Q(¢). Entonces los K—conjugados de « estan dados por o1 (a + bi) =

a+ biy oz(a + bi) = a — bi, por tanto el polinomio base de a sobre Q(7) viene dado por:

fat) =@ —o1(a+bi))(t — o2(a+ bi))
=(t— (a4 b))(t — (a — bi))
=1 — (a — bi)t — (a + bi)t + ((a + bi)(a — bi))
= t? — at + bit — at — bit + a® + b

=12 — 2at + a® + b2.

1.3. NORMA Y TRAZA.

Sea K un cuerpo numérico sobre Q de grado n, para 1 < i < n sean o; : K — C los n distintos

monomorfismos, garantizados por el Teorema(1.2.23) dado « € K definimos su norma como
N(a) = [T o),
=1
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y su traza por
T(a) = Zai(a).

=1

Proposicion 1.3.1. Sea IL/K una extensién de cuerpos, si o, 3 € Ly a € K entonces:

N(a) = allK]
d) T(a)(ap) = T(a)(a)T(a)(B)
e) T(a)(a+ B) =T(a)(e) + T(a)(B)
)

Demostracién: Véase Pagina 88.[]

Ejemplo 1.3.2. Sea K = Q(i), el polinomio minimal de i es t> +1 = ¢ — (i)? = (¢t —i)(¢t +1), de donde

los o; estan dados por:

o1(p+qi) =p+qi,

oa(p+ qi) = p — qi.
Ahora, dado a € Q(¢) tenemos « = p + gi con p, g € Q entonces

N(a) = N(a)(p+ qi) = (p+ i) (p — qi) = p* + ¢,

T(a) =T(p+qi) = (p+qi) + (p— qi) = 2p.

En particular, si a € Q nos queda

7" 8. ZARISKI O. y PIERRE. Commutative algebra, Volume I. The University Series in Higher Mat-
hematics. With the cooperation of I. S. Cohen. D. Van Nostrand Company, Inc., Princeton, New
Jersey, 1958, pags. xi+329.
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Proposicion 1.3.3. Seanp, z € K, con K el anillo de enteros de K introducido en la Definicién(1.2.10).
Si p|z, entonces N (p)|N(z).

Demostracion:

Por hipétesis p|z, entonces z = pk, para algun k£ € K. Entonces por (a) de la Proposicion (1.3.1)
N(z) = N(pk) = N(p)N (k) para algun k € K entonces N (p)|N(z).

A partir de este capitulo de la monografia es posible concluir que dado un numero algebraico « se
puede definir un cuerpo numérico Q(«) y el polinomio minimal de « sobre Q[¢]. Al tener el polinomio
minimal y su grado, se determina la dimensién de Q(«) como Q—espacio vectorial y sus respecti-
vos monomorfismos, que seran indispensables para calcular la norma y traza de « 0 de algun otro
elemento de Q(«).
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2. DOMINIOS

Un anillo R conmutativo y con unidad es llamado un dominio entero si dados a,b € R, la igualdad
ab = 0 implica a = 0 0 b = 0. En este capitulo se daran algunas propiedades particulares en el anillo

de enteros K de un cuerpo numérico K.

Proposicion 2.0.1. Si K es un dominio entero, entonces K[z] es un dominio entero.

Demostracion: Véase Teorema 8.3. 1

Ejemplo 2.0.2. Como Q es un cuerpo, Q[z] es un dominio entero. El cuerpo de fracciones de Q[z]

es el conjunto de todas las funciones racionales p(x)/q(z), donde ¢(x) # 0 y se denota por Q(z).
Ejemplo 2.0.3. Ya que Z[z] es un dominio entero entonces

27mi

Z[Cp}:{a0+01<p+"'+ancpn ta; €72, Cp:e P }

es un dominio entero.

2.1. IDEALES DESTACADOS EN UN ANILLO

En esta seccion recordaremos algunas definiciones de ideales como ideal maximal e ideal primo,
luego introduciremos las definiciones de ideal comaximal, ideal fraccionario, ideal fraccionario prin-
cipal y norma de un ideal para después desarrollar algunas caracteristicas de estas definiciones en

ideales de los llamados anillos de enteros.

Definicion 2.1.1. Un ideal M de R es llamado maximal si M # Ry dado I ideal de R talque M C I
entonces M =101 =R.

Definicion 2.1.2. Sea R un anillo conmutativo P un ideal de R con R # P es llamado ideal primo si

dados a,b € R tales que ab € P entoncesa € Pob € P.

Teorema 2.1.3 (Existencia de ideales maximales). Todo anillo R conmutativo con unidad tiene ideal
maximal.

Demostracién: Véase Proposicion 6.16]

Definicion 2.1.4. Diremos que los ideales I y J de R son comaximales I + J = R.
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Teorema 2.1.5. Sea R un anillo conmutativo con unidad
1. M es un ideal maximal si, y solo si, R/M es un cuerpo.
2. P esun ideal primo si, y solo si, R/P es un dominio entero.
Demostracion: Véase para (a) la Proposicion 12 y para (b) Proposicion 13, pagina 254.
Teorema 2.1.6. Sea R un anillo con unidad, si M es un ideal méximal, entonces M es un ideal

primo.

Demostracion: Véase Corolario 14 pagina 256.
El reciproco del Teorema (2.1.6) no siempre se satisface, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.7. Z = Z[z]/(x) es un dominio entero, con (z) un ideal primo; notemos que
(z) & () +(2) & Z[]

por tanto (z) no es ideal maximal.

Proposicion 2.1.8. En un anillo con unidad todo ideal propio esta contenido en un ideal maximal.

Demostracion: Véase Proposicion 11. [

Definicion 2.1.9. Un KX—médulo a de K es llamado ideal fraccionario de K, si existe algin ¢ € K no

nulo tal que ca C K. Denotamos por Fx a el conjunto de ideales fraccionarios de K.
Ejemplo 2.1.10. Los ideales fraccionarios de Z son de la forma rZ, donde r € Q.

Definicion 2.1.11. Un ideal fraccionario I € Fx es principal si existe z € K tal que I = Kz. Denota-

mos Py al conjunto de ideales fraccionarios principales de K.

En la monografia (véase titulado “Anillo de enteros algebraicos y dominios de Dedekind" se con-
cluye que los dominios de Dedekind son aquellos que cumplen ciertas condiciones de finitud y se
establece una caracterizacion importante en términos de factorizacion Unica de ideales. También se
prueba que en dichos dominios todo ideal propio se puede factorizar como producto de ideales pri-
mos y este producto es Unico salvo el orden de los factores. En este contexto, el anillo de los enteros
de un cuerpo es un dominio de Dedekind, aunque no necesariamente es dominio de ideales principa-
les ni de factorizacion Unica. A continuacién daremos algunas de las caracterizaciones con respecto

a que sean dominios de ideales principales y de factorizacién Unica.
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Teorema 2.1.12. Todo ideal no nulo de K puede ser escrito como un producto de ideales primos de
manera Unica, salvo el orden de los factores.

Demostracion: Véase Teorema 5.6.

Teorema 2.1.13. El anillo de enteros K de un cuerpo numérico K tiene las siguientes propiedades:
(a) K es un dominio y K su cuerpo de fracciones.

(b) Todo ideal primo no nulo de K es maximal.

(¢) Si « € K es raiz de un polinomio ménico con coeficientes en K, entonces a € K.

Demostracién: Véase Teorema 5.5.[Fy Teorema 1.5.[

Observacion: Sea a un ideal no nulo de K, tenemos que el cociente K/a es finito. En este traba-
jo omitiremos la prueba de este resultado pues usa teoria de grupos abelianos libres finitamente

generados. Véase Lema (2.16).[

Definicion 2.1.14. Sea a un ideal no nulo de K entonces el cociente K/a es finito. Definimos la

norma de un ideal a como
N(a) = |K/a|.
Proposicion 2.1.15. Si a, b ideales no nulos de K, entonces
N(ab) = N(a)N(b).

Demostracion: Sea b un ideal no nulo, por que Teorema (2.1.12) podemos suponer que b = p, con p
un ideal primo. es suficiente probar que A (ap) = N (a)N (p) donde p es primo@

N(ap) = [K/ap| = |K/al|a/ap],

8 por el tercer Teorema de Isomorfia. Tenemos, si IP, I son subgrupos normales de un grupo R,

con IP C I, entoncesR/I ~ ’;”//ff; (Véase Teorema 5.13, (c) (K. SPINDLER. Abstract algebra

with applications. Vol. Il. Rings and fields. Marcel Dekker, Inc., New York, 1994, pags. xvi+531)).
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y ademés@ se tiene que, |a/ap| = |K/p|, asi:

N(ap) = |K/ap| = |K/al[a/ap|
= [KC/a||K/p]
= N(a)N(p),

como queria probarse.
Definicion 2.1.16. Sean a, b ideales no nulos de K. Definimos la relacién "divide.e" ideales como:
alb si,ysolosi,bCa

Teorema 2.1.17. Sea a # 0 un ideal de un anillo de enteros, entonces

(a) Si N(a) es primo, entonces a es primo.

(b) N (a) es un elemento de a, 0 equivalentemente a|(N(a)).

Demostracion:

(a). Supongamos que a no es primo entonces a se puede escribir como producto de factores primos,

siendo a = p; - - - pg

N(a) =N(pip2---pr)
= N(p1)N(p2) - - - N(px)

absurdo, ya que por hipotesis N(a) es primo, por tanto a es primo.

(b). Por definicién N'(a) = |K/al, luego para algin x € K tenemos que N (a)z € a, esto es (M (a)) C a,

entonces a|(N(a)).

En la teoria algebraica se tiene que todo ideal maximal es un ideal primo y el reciproco no se satis-
face, en la seccién anterior se vié que en los anillos de enteros K de un cuerpo numérico K se da
que todo ideal primo no nulo de K es maximal, ademas se definié la norma sobre un ideal no nulo

del anillo de enteros K.

9 Por el primer Teorema de Isomorfia deducimos que si P, I son subgrupos de R con IP C I,
entonces R/P ~ I/IP y porlotanto [R: P] = [[ : IP] (Véase Teorema 5.13, (b)@).
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2.2. ASOCIADOS EN DOMINIOS ENTEROS

En esta secciéon dado un dominio entero recordaremos las definiciones de: asociados, irreducible
y primo, y enunciaremos como es la norma en los elementos mencionados. Cabe recordar que la
factorizacion Unica salvo el orden en el anillo Z son los nimeros primos, en esta seccién queremos
mostrar la factorizacion de forma general en dominios enteros, y mencionar condiciones suficien-
tes para tener factorizacién Unica, a los dominios enteros cuya factorizacién es Unica se les llama

Dominio de Factorizacién Unica. En adelante R denotara un dominio entero.

Definicion 2.2.1. Sean a,b,p € R. Diremos que:

= Si ab = 1, entonces, sin pérdida de generalidad, a es una unidad de R. Al conjunto de las

unidades de R, se denotaré por U(R).
m ¢ divide a b, y escribimos a | b, si existe ¢ € R tal que b = ac.
= p es primo si siempre que p | ab, entonces p | a0 p | b.
® gy bson asociados y lo denotaremos pora ~ b, Sia | by b | a.
» Seaxz € R— (U(R)U{0}) diremos que z es irreducible si dado » € R tal que r |  entonces

reU(R)or ~x.

Proposicién 2.2.2. Sean a,b € R. Entonces a ~ b si, y solo si, existe u € U(R) tal que a = ub.
Demostracion:

=) Sia ~ b, entonces a|by bla. Por tanto existen ¢,d € Rtalesque b = acy a = bd; asi b = (bd)c =
b(dc), por tanto bc = 1 luego ¢ € U(R).

< ) Seau € U(R) tal que a = ub, entonces bla y ademas existe u~! € R tal que vu~! = 1; asi

au~! = b, por tanto a|b asi a ~ b.

Los conceptos de divisibilidad, asociados e irreducibles se pueden expresar en términos de los idea-

les generados, de la siguiente forma:

Proposicion 2.2.3. Sea R un dominio entero y a,b € R entonces
(a) (a) C (b) si, y solo si, b|a.

(b) (a) = (b) si, y solo si, a ~ b.

(c) a es primo si, y solo si, (a) es primo.

(d) a esirreducible si, y solo si, (a) es maximal.
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(e) Siz e U(R) si, y solosi, (z) = R.
Demostracion:

(@) = ) Si (a) C (b), entonces a € (b), luego existe r € Rtalque a =rbasib| a.

<) Si b | a por definicién a = rb, para algun r € R, asi a € (b) y por tanto (a) C (b).

(b) = ) Si (a) = (b) tenemos que (a) C (b) y (b) C (a). Asi, por lo probado en el item (a) se
tienequea |byb|a, estoes, a~b.

<) Si a ~ b entonces por definicion a|b y bla por el item (a) tenemos que (a) C (b} y (b) C (a)
asi (b) = (a).

(c) = ) Seax -y € (a), entonces z - y = ar para algun r, por tanto a|zy y por hipoétesis a es
primo entonces a|z 6 a|y asi z € (a) 6 y € (a) por tanto (a) es primo.

< ) Supongamos que «a | xy, entonces xy € (a), por hipdtesis (a) es primo, luego = € (a) 0
y € (a) asia | x 0 a | y por tanto a es primo.

(d) = ) Si a es irreducible, para ver que (a) es maximal debera probarse que {(a) = (r) 0
(r) = R.Dado r € R tal que r | a entonces r € U(R) o r ~ z. Si r | a, entonces por la
Definicion (2.1.16) (a) C (r), sir € U(R) entonces (r) = R, ahora, si r ~ a por el item (b)
(r) = (a). Por tanto hemos probado que (r) = R o (a) = (r), asi (a) es maximal.

< ) Sear € R un ideal de R, por hip6tesis (a) es maximal entonces por definicién (a) = (r) o
(ry = R asi por el item (b) a ~ r 0 r € U(R) por tanto a es irreducible.

(e)=)Siz € U(R)yr € R arbitrario, entonces r = (rz~!)z € Rz = (z) asi R C (x), por tanto
R = (z).

< ) Supongamos (x) = R, es decir, Rz = R. Asi, 1 € xR, por tanto hay un elemento y € R

con zy = yx = 1 entonces z es invertible luego, = € U(R).

Proposicion 2.2.4. Sean K el anillo de enteros de un cuerpo numérico K, x,b € K. Se verifican las
siguientes proposiciones:

(1) z € U(K) si, y solo si, N(z) = £1.

(2) Si x ~ y, entonces N(z) = £N(y).

(3) Si N(x) es un primo, entonces z es irreducible.

Demostracion:

(1) = ) Seaz € U(K), entonces existe u € K tal que zu = 1, al evaluar la norma en ux tenemos
N(uzx) = N(z)N(u) = 1. Asi N(z) = 1.
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< ) N(x) = £1, luego
N(z) =o1(z)oa(x) - on(x) = £1,

donde ¢; son los monomorfismos K — C. Supongamos o1 (z) = z y todos los demas o, con i # 1

son enteros algebraicos. Si
u=toy(x) - on(x),

entonces xu = 1, asi z € U(K).

(2) Six ~ y, portanto z = uy, para u € U(K), asi N(z) = N(uy) = N(u)N(y) y por la prueba
anterior N(z) = £N (y).

(3) Sea x = yz. Entonces N(y)N(z) = N(yz) = N(x) = p, con p un primo, por tanto, sin pérdida de
generalidad, N(y) = £py N(z) = 1, por el item (1), z es una unidad, asi z es irreducible.

El Teorema Fundamental de la Aritmética (TFA) nos dice que todo n € Z, con n > 1, se escribe
de manera Unica como producto de numeros primos, salvo el orden en que aparecen estos. La
pregunta es si esta factorizacién se puede realizar en anillos. Cuya respuesta dependera del anillo,

seré afirmativa en los anillos que satisfacen la definicién de Dominios de Factorizacién Unica.

Definicion 2.2.5. Decimos que R es un dominio de factorizacién si todo elemento de R que no sea
ni cero ni unidad se puede escribir como producto de irreducibles de R.

Un Dominio de Factorizacién Unica (DFU) es un dominio de R con factorizacion tal que si

pPip2 - -Pr = q14G2 " - (Qs,

con todos los p; Y ¢; irreducibles de R se verifica que:
(1) r=s.

(2) Existe una permutacion = de {1,2,--- ,r} tal que p; ~ ¢.(;), para todo i.

Ejemplo 2.2.6. No todo dominio integral es un DFU. Por ejemplo el anillo Z[/3i] es un dominio

integral, pero el elemento 4 tiene dos factorizaciones distintas en elementos irreducibles;

4=2-2=(1-3i)(14+V3i), 3)
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y 2 no es asociado a 1 — /3i. Para ver esto, supongamos que son asociados, esto es 2 ~ (1 — v/3i),
entonces por la Proposicién (2.2.2), se tiene que 2 = (1 — /3i) - u, para algin u € U(Z[\/3i]) =
{£1,4+w}, donde w = **Tﬁ” En efecto, para el caso en que u = +1 tenemos que 2 = +(1 — /3i) y

5]

2= ﬁ:%(l —V3i)(—1 + V/3i),

esto es falso. Ahora, veamos cuando v = +w

2= (1—/30)

1
2= ;5(1 —/3i)?,

1
2=F5(-2- 2V/31),

2= +(1+ V3i);

y esto es falso, por tanto no son asociados. Asi 4 no tiene factorizacion unica en Z[v/3].

Teorema 2.2.7. En un dominio en el cual la factorizacion entre irreducibles es posible, la factorizacion

es Unica si, y solo si, todo irreducible es primo.

Demostracion:
= ) Supongamos la factorizacién es Unica y p es un irreducible. Mostraremos que p es primo, en

efecto si
plab, entonces pc = abcon ¢ € D.

Consideremos el caso no trivial a # 0, b # 0 que implica ¢ # 0. Al factorizar a, b, ¢ entre irreducibleﬂ

tenemos:

a = Uip1 - Pn,
b=u2qi - qm,

C=Ugry---Ts,

20 Sea D un dominio. Por el Teorema (2.1.12), para todo = € D no nulo se tiene que

T =up; - pr, (4)
donde u es una unidad y p1,--- , p. son irreducibles. Cuando r = 0 entonces = = u es unidad y
cuando r > 1, entonces up; es un irreducible, asi = es un producto de irreducibles up1, - - , p,.
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donde para cada i, u; es una unidad, y p;, g; y r; son irreducibles. Al remplazar tenemos:

plugry -+ 15) = (uip1 -+ pn)(U2q1 - - - Gm),

y la factorizacion unica implica que p es un asociado (por lo tanto, divide) de uno de los p; o g;, asi
divide a a 0 b respectivamente. Por lo tanto p es primo.

< ) Supongamos que todo irreducible es primo, probaremos que si

ULPL - Pm = U2q1 " Gns (5)

donde uq,us son unidades y p;, ¢; son irreducibles, entonces m = n y hay una permutacion = de
{1,---,mj} tal que p; y ¢-(;) son asociados (1 < i < m).

Esto es verdadero para m = 0.

Para m > 1, en la ecuacion Pm|U2¢1 - - - gn. Pero p,, es primo, asi p,,|us 0 pn,|g; para algun
j =1,--- n. En el primer caso implicara que p,, es una unidad entonces p.,|1 lo cual es absurdo,

asi veamos cuando p,, |g;. Supongamos p,, ¢, Y ¢» = pmu donde u es una unidad. Asi

ULP1 - - " Pm = U241 - " gn—1UPm,

cancelando p,,, tenemos que:

ULP1 - Pm—1 = (U2U)q1 - Gr1-

Por induccién suponemos que m — 1 = n — 1 y asi hay una permutacién de 1,--- ,m — 1 tal que
i, ¢ (i) SON asociados parai = 1,--- ,m — 1. Entonces podemos extender 7 a {1, -- ,m} definiendo

m(m) = m por tanto hemos probado la factorizacién unica.

Teorema 2.2.8. La factorizacién de elementos de R entre irreducibles es Unica si, y solo si, todo ideal
de R es principal.

Demostracion:

=) Por hipo6tesis la factorizacion en R es Unica, sera suficiente demostrar que todo ideal primo es
principal, ya que cualquier otro ideal, siendo un producto de ideal primos, seria principal. Sea p # 0
un ideal primo de K entonces por el item (b) del Teorema (2.1.17), N(p) = ¢ un entero tal que p|{q),
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al factorizar a ¢ como producto de elementos irreducibles en R, tenemos:
q=Tm1" " Tg,

dado que, p|(g) y p es ideal primo, asi también p|(r;), para algin j = 1,---,s. Por el Teorema
(2.2.7) tenemos que 7; es primo, luego (r;) es primo, como p|(r;) y ambos son primos en R con

factorizacion Unica, entonces

p = (7))

Asi p es principal.
<) Si R es un Dominio de Ideales Principales, entonces R es un dominio de Factorizacién Unica
(Véase Teorema 4.15[3).

2.3. CONGRUENCIAS

En esta seccidn se recordaran algunos teoremas importantes en la teoria de numeros como lo son:

El Teorema de Fermat, el Pequefio Teorema de Fermat y otros teoremas que se dan a partir de estos.
Teorema 2.3.1 (Teorema de Fermat). Si p es un ndmero primo entonces

aP = a (méd p).
Demostracién: Véase Colorario 4.39F7]

Proposicion 2.3.2 (Pequeiio teorema de Fermat). Sip es un nimero primoy a € N tal que (a,p) = 1,

entonces
aP~! =1 (mdd p).
Demostracién: Véase Teorema 4.44.

Proposicion 2.3.3. Sip es un primo impar, y p { a entonces

21 GORDILLO J. y RUBIANO-G. JIMENEZ L. Teoria de nimeros. Para principiantes. [For begin-
ners]. Universidad Nacional de Colombia, Facultad de Ciencias, Departamento de Estadistica,
Bogota, 1999, pags. ii+216.
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a7z =41 (mbd p).
Demostracion: Por el pequerio teorema de Fermat tenemos que
a?~! =1 (mdd p).
Como p es un primo impar, p — 1 es par, por tanto es divisible por 2, asi

(a%w) =1 (méd p),

p—1 2
(a7f> =1 (méd p),
' =41 (moéd p);

como queria probarse.

Proposicion 2.3.4. Sean a,b € Z. Si p es un nimero primo tal que (a,p) = 1, (b,p) = 1,y a? =

bP (mdd p), entonces
a? = bP (mbd p?).

Demostracion: Por el Teorema de Fermat tenemos que:

a? = a (Méd p)

bP

b (mod p).

Ademas, por hipotesis a? = v? (mod p), luego, a = b (mod p), es decir, p | (a — b) entonces existe

k € Z, tal que (a — b) = kp. Ahora, al descomponer (a? — b?) tenemos que:

p sumando congruentes con aP !
a? —b = (a—b) (aP P +a"2b+aP 3034+ 0P

N——
divisible por p

= kp- (a""'p)

= apflkp2

por tanto p? | (a? — bP), es decir, a? = b? (mdd p?), como queria probarse.
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3. BASES

Dada una extensién de cuerpos finita L /K, tenemos que L tiene una dimensién finita como K—espacio
vectorial, esto es, . como K—espacio vectorial tiene una base finita, esto se podra definir siempre
que K sea un cuerpo, en este capitulo se desarrollara la base de I. como Q—espacio vectorial, a ésta
la llamaremos Q—base. También se definirdn: una base entera o Z—base a partir de la definicién
de base como Z—médulo, y el discriminante de una base. Se mostrara la relacién entre norma y
discriminante, donde omitiremos algunas demostraciones ya que para éstas se requiere desarrollar

la teoria de grupos abelianos libres.

3.1. Q-BASE

Definicién 3.1.1. Sea K = Q(«) un cuerpo numérico de grado n sobre Q. Una base o Q—Base de

K es una base para K como un espacio vectorial sobre Q.

Ejemplo 3.1.2. Sean Q(«)/Q una extensién de grado n con « algebraico. Por el item (c) del Teorema
(1.1.20) tenemos que una base para Q(«) sobre Q es {1,a,a?, -+ ,a" 1}

Ejemplo 3.1.3. Sea i € C, cuyo polinomio minimal es m;(t) = t> + 1. Entonces [Q(i) : Q] = 2,y

tenemos que una Q—base para Q(i) es {1,i}.

3.2. Z-BASE

Definicion 3.2.1. Para un R—mo6dulo M el conjunto {e,--- ,e,} € M es una base para M, si, y

solo si:

1. {e1,---,en} €5 un conjunto generador para M, es decir para todo m € M
m=rie + -+ Ipen,

conry,---,r, € R.

2. {e1, -+ ,e,} es linealmente independiente es decir si
rie+---+rpe, =0
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entoncesr; =---=r, =0.
Si M tiene una base con n elementos, entonces se dice que M es de rango n.
Definicion 3.2.2. Una base entera o0 Z—base de K es una base de K como Z—maédulo.

Ejemplo 3.2.3. Sea K = Q(v/d), donde d es un entero libre de cuadrados y

Vd, st d=2,3(mbd4)

1+2‘/E, si d=1(mdd4)

Entonces, por la Proposicion (1.2.11) {1, J} es una base de X como Z—maodulo. También puede verse
esta prueba en Teorema 2.9419

Definicion 3.2.4. Sean K = Q(f) de grado n, y {1, -+ ,a,} una base de K sobre Q. Definimos el
discriminante de la base como

Al{ar, -+, an}] = (det(oi(ay)))?,
donde los ¢; son los K—conjugados de 6.
Ejemplo 3.2.5. Sea d un entero libre de cuadrados, entonces, por el Ejemplo (3.2.3) tenemos que

una Z—base, B, es {1,v/d} sid # 1 (mbd 4) o {1, 1+T‘/3} sid =1 (mdd 4). Por tanto

2
‘1_‘/\% =4d si d=2,3(mbd4)

N

+
2

1—
1 2

[
-

=d si d=1(mod4)

N

Proposicion 3.2.6. Sean K = Q(0) y {a1, - ,a,} C K una Q—base para K. Si A[{ay, - ,a,}] €s
libre de cuadrados entonces {a, - - , a,, } forma una Z—base de K.

Demostracion: Véase Teorema 2.173

Toda Z—base es una Q—base, pero no toda Q—base es Z—base, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.7. Considere el cuerpo numérico K = Q(v/5) = {a + bv/5 : a,b € Q}. Note que 15 y

2
V/5 son raices de 2 — t — 1 y £ — 5 respectivamente, asi 125, /5 € K.
2
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Ademas, puesto que [Q(v/5) : Q] = 2, los dos monomorfismos son:

o1(a+bV5) = a+bV5,
o2(a+ bV5) = a — bV/5.
De modo que al calcular el discriminante para {1,/5} tenemos:

2
ARLVEH= | | =22

Pero, para la base {1, HTﬁ} el discriminante viene dado por:

S

1 £ 2
2 =5,

s [fY-

y 5 es un entero libre de cuadrados. Asi por la Proposicion (3.2.6 {1, 1+\/5} determina una Z—base

H
S

1

2

2

para K, ademés, por el Ejemplo (3.1.2) tenemos que {1,5} es una Q—base para Q(v/5) y por el
Ejemplo (3.2.3) {1,5} no una Z—base, por tanto X = Z [%} .

Teorema 3.2.8. Sea X un subconjunto de un grupo abeliano G distinto de vacio. Las siguientes

condiciones acerca de X son equivalentes:

1. Cada elemento « distinto de cero en G se puede expresar de manera Unica en la forma a =

n1x1 + noxs + - -+ + npxy, paran; = 0en Zy x; distintas en X.

2. XgeneraaGynixy+---+n.x. =0,paran; € Zy x; € X distintas, si, y solo si, ny = ny =

cee=n,=0.

Demostracion: Véase Teorema 20.172

Definicion 3.2.9. Un grupo abeliano con un conjunto generador no vacio X que satisface las condi-

ciones descritas en el Teorema (3.2.8) es un grupo abeliano libre y X es una base del grupo.

Definicion 3.2.10. Si G es un grupo abeliano libre, el rango de G es el nUmero de elementos en una

base de G. (Se puede mostrar que todas las bases tienen el mismo nimero de elementos.)

22 J. B. FRALEIGH. A first course in abstract algebra. Addison-Wesley Publishing Co., Reading,
Mass.-London-Don Mills, Ont., 1967, pags. xvi+447.
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Asi, un grupo abeliano libre es un grupo abeliano que tiene una base en el sentido de que cada
elemento del grupo se puede escribir de manera univoca como combinacion lineal de los elementos

de la base. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.11. Sea G el grupo que es la suma directa Z @ Z de dos copias del grupo ciclico infinito
Z. Simbodlicamente, G = {(a,b) | a,b € Z}. Una base de este grupo es {(1,0),(0,1)}. Si escribimos
e1 = (1,0) y ez = (0, 1), entonces podemos escribir el elemento (4, 3), como (4, 3) = 4e; + 3e, donde
la multiplicacién se define de la manera siguiente: 4e; := e; + e +e1 + e1. Con esta base no hay otra
manera de escribir (4, 3), pero si elegimos como base {(1,0),(1,1)}, donde f; = (1,0) y fo = (1,1)
podemos escribir (4, 3), como (4,3) = f1 + 3 fa.

Teorema 3.2.12. Todo cuerpo numérico K tiene una Z—base y su anillo de enteros es un grupo

abeliano libre cuyo rango coincide con la dimension de K como Q—espacio vectorial.
Demostracion: Véase Teorema 1.318)

Lema 3.2.13. Sea G un subgrupo aditivo de K con base {ay,- - ,a,}. Si G # K, entonces existe un

primo p tal que p? divide a A[{ay, -+, o, }] y un entero algebraico no nulo de la forma
1
];(cloq + o cpan),

con ¢y, -+ , ¢, enteros entre 0y p — 1. Demostracién: Véase Lema 1.349

Ejemplo 3.2.14. Sea Q(+/7) notemos que 7 = 3 (méd 4) por el Ejemplo (3.2.3) tenemos que una
Z—base para Q(v/7) es B = {1,/7}. Por tanto, por el Ejemplo (3.2.5) A(B) = 4 - 7 = 28, asi, existe
p = 2, primo, tal que p? | A(B) y un entero algebraico no nulo de la forma (1 +1/7), pues es raiz del

polinomio p(t) = 1> — t — 2 € Z[t].

Teorema 3.2.15. Sea G un grupo abeliano libre de rango r, y H un subgrupo normal de G. Entonces
G/H es finito si, y solo si, el rango de G'y H son iguales. En este caso, si G y H tienen una Z—base

@1, @0 Y Y1, -, yp FESpectivamente, con y; = 3 a5, entonces
|G/H| = |det(as;)|.

Demostracion: Véase Teorema 1.1784
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Ejemplo 3.2.16. Sea G un grupo de rango 3y Z—base {z,y, z}; y H subgrupo de G con Z—base

3 +y — 2z,
4 — by + z,
T + 7z,
Entonces |G/ H| es el valor absoluto de
3 1 -2
4 =5 1| =](-105+1+40)— (10+0+28)| = | — 104 — 38| = | — 142|.
1 0 7

Teorema 3.2.17. Sean K un cuerpo numérico con anillo de enteros K y a un ideal no nulo de K,

entonces
1. atiene una Z—base {a1, - ,a,}, donde n es el grado de K.

1/2
2. N(a) = ’w‘ , donde A es el discriminante de K sobre la Q—base, definida en el
Ejemplo (3.1.2).

Demostracion: Véase Teorema 5.92

Proposicion 3.2.18. Sean K un cuerpo numérico con anillo de enteros Ky a = («) un ideal principal
entonces N (a) = |N (o).

Demostracion: Una Z—base para a es dada por {aw1, - , aw,} donde n es el grado de K asi

awy, -, Wy, /2
N(a) = K /o] = |AHa%1 - awn)]

A
(det(ai(awj))2
(det(oi(w;))?
(det(oi()as(w;))?
(det(os(w;))?
(det(0i(a))?(det(os(w;))*

(det(oi(w ))

)

1/2

)

1/2

)

1/2

Il
—
U
Q)
~
—
S
—
Q



Como queria probarse.

Proposicion 3.2.19. Sea K = Q(#) un cuerpo numérico, donde 6 tiene polinomio minimal p de grado

n. Entonces la Q—base {1,6,--- ,6"~1} tiene discriminante
AL+, 0" Y] = (=1)" V2N (Dp(6)), (6)

donde Dp es la derivada de p.

Demostracién: Véase Proposicion 2.182
Veamos la Proposicion anterior en el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.2.20. Sea Q(+/7) un cuerpo numérico, donde +/7 tiene polinomio minimal m () =t =7
de grado 2. Al calcular la derivada del polinomio minimal obtenemos, D(m (t)) = 2t, entonces
N(D(m /() = N(2t), que evaluada en /7 nos da N (2v/7) = (2v/7)(—2V/7) = —28 asi al reemplazar

en la ecuacion (6) tenemos que

AL VT = (-1)°C"DEN(Dm (V7))
= (_1)(_28)7

= 28.

Al compararlo con el Ejemplo (3.2.14), coinciden. Asi, el discriminante de la Q—base de Q(v/7) es
A[{1,V7}] = 28.

En esta seccién se desarrollé la definicion de discriminante, sobre los elementos de una base ya
sea de Z o de Q. Ademas se enlazé la definicion de discriminante con respecto a la norma sobre
los elementos de la base, mostrando algunos ejemplos sobre los cuerpos cuadraticos denotados por
Q(+/d), donde d es un entero libre de cuadrado.

3.3. GRUPO DE CLASE

Sean I,J € Fx, entonces IJ € Fx. Dotado de esta operacion, Fx es un grupo abeliano cuyo
elemento neutro es K, ya que dado un ideal I € Fx existe unideal I~! € Fx talque II™! = K .
Ademas P es un subgrupo normal de Fx. En esta seccion definiremos grupo de clase, numero de
clase y primo regular, Adicional daremos una forma de calcular a los primos regulares, los cuales son

de gran importancia en la demostracion del Ultimo Teorema de Fermat.
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Definicion 3.3.1. Llamaremos el grupo de clases de ideales de K al cociente Hx = Fi/Pk.
Teorema 3.3.2. El grupo de clases 7« es finito. Demostracién: Véase Teorema 6.3 pag. 36

Definicion 3.3.3 (Numero de clase).
hIC = |H)C|7

es llamado el nimero de clase de K.
Teorema 3.3.4. La factorizacion en un anillo de enteros K es Unica si, y solo si hx = 1.

Demostracion:

=) Sea K un anillo de enteros con factorizacién Unica, por el Teorema todo ideal de K es prin-
cipal, es decir todo ideal fraccionario es principal, por tanto Fx. = Px, asi, hx = |Hx| = |Fic/Px| =1
como queria probarse.

< ) Sea hi = 1, es decir, |Hx| = | Fx/Px| = 1. Entonces Fix. = Px. Por tanto todo ideal fraccionario

es principal asi todo ideal de K es principal, luego K es un anillo de enteros con Factorizacién Unica.

Diremos que dos ideales I y J € Fx son asociados (y escribiremos I ~ J) si estan en la misma
clase modulo Px, es decir I = aJ, para algun a € Px. La clase de equivalencia de I por esta relacion

de equivalencia sera denotada por [I]. Es decir,
I ~ Jsi,ysolosi,al =bJcona,b e Pk.
Dados M, N ideales del anillo de enteros K definimos su producto como:
k
MN = {mez :m; € M,n; e N, i=1,---  k, kEN}
=1

El conjunto a” = a---a (a- h veces) se define como

k h
al = ZHai]‘:aijea;i:l,"'7k;jzl,"'7h; k, heN

i=1j=1

23 J. NEUKIRCH. Algebraische Zahlentheorie. Springer-Verlag, Berlin, 1992, pags. xiii+595. DOI:
10.1007/978-3-540-37663-7.
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Proposicion 3.3.5. Sea K un cuerpo numérico con nimero de clase h, y a un ideal del anillo de
enteros K. Entonces
(a) a” es principal.

(b) Si g es primo relativo a h y a? es principal, entonces a es principal.

Demostracion:

(a). Sea h = |Hk|, tenemost], [a]" = [K] para todo [a] € Hx, porque [K] es el elemento identidad de
Hi. Ya que [a"] = [a]" = [K], asi a” ~ K, asi a” es principal.

(b). Dado que (g, h) = 1, tomamos u,v € Z tales que uh + vg = 1. Ademas, como [a]? es principal,

entonces [a]? = [K]. De modo que

Asi, a es principal.

Definicion 3.3.6. Sea p un nimero primo, diremos que p es primo regular si no divide al nimero de

clase del p—ésimo cuerpo ciclotémico Q(¢,).

Ejemplo 3.3.7. Los primeros primos regulares son:
3,5,7,11,13,17, 19,23, 29, 31, 41

Esto puede evidenciarse en Criterio 11.9, pagina 198 utilizando programacién para calcular el

numero de clase con p un namero primo.

Es de gran importancia saber cuando un ndmero primo p es regular, en esta parte del libro mos-
traremos una forma adicional de calcular el numero de clase, para asi determinar algunos primos
regulares. Supongamos que el grado de K es n = r + 2s, donde r y s se definen como: r es el nu-
mero de inclusiones reales de K y 2s es el conjunto de inclusiones complejas de K. Estos se eligen

segun el cuerpo numérico, ejemplo: para el cuerpo cuadratico Q(v/d), con d entero positivo libre de

24 SiHx es un grupo finito y [a] es elemento de H [a]l "l = 14,.
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cuadrados, cuyo grado n = r+2s = 2, se tienen 2 inclusiones reales y 0 inclusiones complejas ya que
Vd € R, mientras que para Q(v/—d) con n = 2 se tienen 0 inclusiones reales y 1 par de inclusiones
complejas. Recordemos que A denota el discriminante de K sobre su Q— base. Introduciremos la
definicién de la constante de Minkowski para poder determinar si el numero de clase de un anillo de

enteros K es 1.

Definicion 3.3.8. Sea K el anillo de enteros de un cuerpo numérico K con r inclusiones reales, s
parejas de inclusiones complejas y discriminante A sobre una Q—base de K. Definimos la constante

de Minkowski que denotaremos por M,.; como:

Sl
T nm
Corolario 3.3.9. Sea K el anillo de enteros de un cuerpo numérico K. Supongamos que todo ideal

primo de K que contiene un ndmero primo p < M,.+/|A| es principal. Entonces el nimero de clase
de K es 1y por tanto K es un DIP.

Demostracion: Véase Corolario 4.8 €

Ejemplo 3.3.10. Veamos que para p = 5, tenemos a (5 cuyo cuerpo ciclotomico Q({s) es de grado
[Q(¢5) : Q) = p— 1 = 4. Ademas, sus inclusiones reales son r = 0 y las inclusiones complejas son 2
(ya que 2s = 4), El discriminante sobre la Q—base dada en la Proposicion (3.2.19) esta dado por:

A[{L,¢,¢E, ¢ = (-1)ph/2. ple=2)
= (_1)2 .53
=5

= 125.

Luego sustituyendo en M,.; tenemos que M, < 0.1524/125 < 2. Entonces por el Corolario (3.3.9)

p =5 es un primo regular.

Ejemplo 3.3.11. Veamos que para p = 7, tenemos a ¢; cuyo cuerpo ciclotomico Q({7) es de grado
[Q(¢r) : Q) = p— 1 = 6. Ademas, sus inclusiones reales son r» = 0 y el par de inclusiones complejas

son 3 (ya que 2 - 3 = 6), El discriminante sobre la Q—base dada en la Proposicion (3.2.19) es
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determinado por:

A6, B G ¢ G = (-1) /2. plr=2)

= —16807.

Luego sustituyendo en M,.; < 0.032v/16807 < 5. Entonces debemos considerar los primos p = 2, 3 el

polinomio minimal de ¢; es p(t) = t% + > + --- + ¢ + 1. Pasamos a descomponer a p(t) en Zs[t] y en

Z3[t] y nos queda:

Lolt] : f(t) = (£ + 8+ 1) +1+1),

Z3[t] - f(t) esirreducible en Z3, (3) es primo.

Luego, (2) = P, P, donde Py, P, son ideales primos distintos. Por otro lado

2) = (G+G+ING + ¢ +1).

Sin pérdida de generalidad P, = (3 + (2 +1) y P, = (¢3 + (7 + 1) que son principales, por tanto 7 es

primo regular.

Para Zs[t], f(t) es irreducible, asi (3) es primo. Asi, tenemos que todo ideal primo de K es prin-

cipal, por el Corolario (3.3.9) K es un DIP, luego 7 es primo regular.
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4. CUERPOS CICLOTOMICOS

27

Sea (, = e » una raiz primitiva de la unidad (solucién de la ecuacion zP — 1 = 0). El llamado cuerpo

ciclotémico. En este capitulo desarrollaremos las definiciones, proposiciones y teoremas dados en

los capitulos 1,2,3 en el contexto de los cuerpos ciclotomicos Q(¢p).

27i

Proposicion 4.0.1. El polinomio minimal de {, = e » , con p un primo impar, sobre Q es

f&) =t P2t L

Luego el grado de Q(¢,) sobre Q es p — 1.

Demostracion:

Veamos que f(t) es el polinomio minimal de ¢,. En efecto,
1. f(t) es monico, su coeficiente principal es 1.

2. f(t) esirreducible, bastara con verificar que f(¢ + 1) es irreducible. Se tiene que:

Ft+1) = % _ : (f)tr_l.

T

Ahora, por el criterio de Eisenstein tenemos que f(¢ + 1) es irreducible, ya que el coeficiente
binomial (?) es divisible por psi1 <r <p—1,y (¥) = p no es divisible por p?. Por tanto, f(t)

es irreducible.

3. (p esraiz de f(t), de hecho

p—1
ft) = Zti7 luego
i=0

p—1 P
tft)y=t-» t'=>Y t.
1=0 =1

sigue que

p—1
A=t f) =) t' -t =1-1
=0
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Asi,

(7)
Vemos que (,* = 1, pues (,* = ()P = €2 = cos(2m) + isen(2m) =1y ¢p — 1 # 0. Entonces ¢, es

raiz de f(t). Por tanto, hemos probado que f(t) es el polinomio minimal de ¢, sobre Q. Luego
[Q(C) : Q] =0f(t) =p—1.
como queria probarse.

Proposicion 4.0.2. La norma de Q(¢,), donde ¢, = e y p €s un primo impar, es
N(Cp) = N(Cpi) = (_l)p_l =1

Demostracion: Dado que (,” = 1, sea f definida en la Proposicién(4.0.1) se tiene que f(¢,) = 0.
También para todo i € {1,2,--- ,p — 1}, tenemos
GP -1 (GM)i-1 11

B = 3 = g = - =0
R T e

y ' —1#0yaque (p,i) = 1.
El polinomio f(t) es irreducible luego tiene p — 1 raices diferentes en C. Asi las p — 1 raices de f(¢)

son las potencias de ¢,’, con 1 < i < p — 1. Entonces por el teorema del factor se sigue que

p—1

FO=0-G) =Dt —¢" ) =6

i=1

Asi los conjugados de ¢, son ¢, (%, -+, (P!, y los monomorfismos o; : Q(¢,) — C, para i =

1,2,--- ,p — 1 satisfacen:

Ui(Cp) = (pia 1<i<p-1).

En particular,

p—1
N(Cp) = H o'i(Cp) =G CpQ T Cppil
i=1
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Como ¢, es raiz de la unidad, por la Proposicion (2.2.4) concluimos que
N(G) = (-1t =1.

Definicion 4.0.3 (La funcién ¢ de Euler). Para cada entero positivo n, definimos ¢ (n) como el niUmero
de enteros positivos menores o iguales que n y primos relativos con n.

Observacion:

1. Para un ndmero compuesto n = p{* - - - pi*, con p; primoy (p;, p;) = 1, paracada i # j tenemos
que ¢(n) = (pi*)e(ps?) - -~ p(py*), donde p(p®) = p* — p*~ 1.

2. Para un namero primo p como ¢(p) =p — 1.

Lema 4.0.4. Los conjugados de ¢, son los elementos de la forma ¢* , con (k,m) = 1. Luego,

[QGm) : Q= @(m) y me, ()= ] (t=¢)
1<k<m
(k,m)=1

Demostracion: Véase Proposicién 1.38.

Corolario 4.0.5. Si m es una potencia de un primo p, entonces
N(1—¢n) =p.

Demostracion: Sea m = p*, para algin k € Ny por el Lema (4.0.4) tenemos que

me, ()= T (t—¢k) ==t =1+ 4. 07D,
1<k<m
(k,m)=1

Ademas, las raices de t*" — 1 son las raices p” —ésimas de la unidad. Por tanto

N1 —Gn) = H oi(1=G(m)

1<k<m

- I @ -

1<k<m

= H (170’73(§m))

1<k<m
= me,, (1)
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como queria probarse.
Teorema 4.0.6. El anillo de enteros de Q((,,) es Z[(,].

Demostracién: Véase Teorema 3.5.[2y Teorema 1.42.

27

Teorema 4.0.7. El discriminante de Q((,), donde {, = e » y p primo impar, es:
(_1)1771/2 pP2.

Demostracién: Una Z—base de K es {1,(p,- -, (" 2}, pues K = Z[¢,]. Ya que por la Proposicién

(3.2.19) el discriminante es igual a
(~)@=DE=22 N(DF(G)), (8)
siendo f(t) como en la Proposicién (4.0.1). Puesto que p es impar, la Ecuacién (8) queda de la forma

(—1)P=VEN(Df(G).

Note que la derivada de f(t) = -1, es

_pt (= 1) — (1)

Df(t)

(t—1)? ’
asi, al evaluar D f(¢,) tenemos
- pgppil@p - 1) - (Cpp - 1)
Df(CP) - (Cp . 1)2
_ p(pp_l(Cp —-1)
(Cp - 1)2

_ pCpp_l

(Cp - 1)
_ _p<pp71

(1=¢)
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Si evaluamos la norma sobre D f(¢,) obtenemos

N(DFG) =~

_ (=p !
p
:pp_Q.

Finalmente al sustituir en la Ecuacion (8) se tiene

(_1)17—1/2 . pp—2

Ejemplo 4.0.8. Para (, con p = 3, entero algebraico de grado 2, tal que
= e2mi/3 _ 71+2\/53.
Segun el resultado del Ejemplo (3.2.5) el discriminante de la Q—base de Q(v/—3) es —3 (ya que

—3 = 1 (mdd 4) y por el Teorema (4.0.7) tenemos que (—1)?/23! = —3, asi, evidenciamos que

coinciden.

Teorema 4.0.9. Todo ideal no nulo del anillo de enteros Z[(,] puede escribirse como un producto de

ideales primos, de forma Unica, salvo el orden de los factores.

Demostracion Véase Teorema 5.6 4

Teorema 4.0.10. Toda unidad de Z[(,] es de la forma r(,?, donde r e Ry g € Z.
Demostracién: Véase Lema 11.7.

Teorema 4.0.11. Sea ¢, = 7. Entonces
1 (1= =(p)-
2. N((1=G)) =p-

Demostracion:

1. Notemos que para todo j = 1,---,p — 1 los nimeros (1 — ¢,) y (1 — ¢,’) son asociados en
Z[¢p)- Yaque (1—¢,) | (1—¢,7) paratodo j # 0(méd p) y para un determinado ¢ tenemos que
jt =1(méd p) asi (1—¢,) = (1—¢,°"), luego (1 —¢,7) | (1 —¢,). Por tanto hemos probado que
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(1 - Cp) ~(1- ij)-

Por otra parte, la norma de 1 — ¢, esta dada por:

Pero, por la Proposicion (4.0.7) tenemos que

p—1
[I¢-Gh)=1+t4- 40t
=1

Asi, para t = 1 tenemos

p—1
[[Ta-¢H=1+41+ 417" =p.

=1
De lo anterior, concluimos que
p—1
H(l —G') ~p.

=1
Asi, por (b) de la Proposicién tenemos que
p—1 ‘
[[a-65 =)
=1
y (1-¢,") =(1—-(,),parai=1,---,p— 1, entonces
p—1 . p—1
) =[[0-6)=T[0-6)=a-¢r
como queria probarse.

. Dado que (1 —¢,) es un ideal principal, por la Proposicion (3.2.18) tenemos que N ((1 —(,)) =
IN(1—=¢)l = Ipl = p.
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La prueba del Teorema (4.0.11)(b) concluimos que |Z[(,]/(1 — ¢,)| = p, asi observamos, sea Z[(,] —
Z[p) /(1 — ¢p) el homomorfismo natural, sigue que todo elemento de Z[(,] es congruente mddulo

(1—-¢p)aalginr=0,1,---,p— 1. Y por tanto continuamos con el siguiente teorema.

Teorema 4.0.12. Para cada o € Z[(,], existe a € N tal que a” = a (mdd IP), donde [ = (1 — ().

Demostracion: Sea « € Z[(,], afirmamos que existe b € Z tal que o = b (méd (1 — ¢,)). Ahora
p—1
o =t = [](a—¢'b).

Jj=0

Puesto que ¢, =1 (méd [) cada factor de la igualdad es congruente con a — b = 0 (méd [). Por tanto,

por la Proposicién (2.3.4) a? — b? = 0 (mod 7).
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5. EL TEOREMA DE ERNS KUMMER

En este capitulo presentaremos los detalles de la demostracién del Ultimo Teorema de Fermat para

n un primo regular, fundamentada por Erns Kummer.

Teorema 5.0.1. Si p es un primo regular impar, entonces la ecuacién
2 yP = 2P, (©)
no tiene soluciones en enteros no nulos z, ¥, z satisfaciendo

ptx, pty, pfz

Demostracion:

Realizamos la demostracién por reduccion al absurdo. Supongamos que existen z, y, z € Z no nulos
que satisfacen la ecuacién (9) con p primo regular. Podemos, como de costumbre, asumir ademas
que z,y, z SON pares coprimos (ya que si hay un maximo comun divisor, éste podria factorizarse),
es decir, sin pérdida de generalidad (z,y) = (y,2) = (x,z) = 1. Al factorizar el lado izquierdo de la

ecuacion (9) en Q(¢,) obtenemos

_ P
prrypyp( r 1)
yp

NER

— —yP(t” — 1), donde ¢t = —,
Y

Por la Proposicion (4.0.1) tenemos

2P 4y = =Pt — )P P24 1)

=Pt 1)t —C) - (=GP
=y (t - Cpi)‘
0

.
I
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y sustituyendo ¢ = ‘Tf tenemos

De modo que,

p—1 )
Asi, T (z + G’y) ~ =P y Z[(,] es un dominio entero, entonces, por la Proposicién (2.2.3) (b) se tiene
7=0

p—1 .
que < Il =+ gpfy> = (zP). Ahora como Z[¢,] es un anillo conmutativo con unidad tenemos
j=0

p—1

[+ 67y) =) (10)

=0

Probaremos que todos los factores de la ecuacion son comaximales dos a dos. Supongamos
que no son comaximales dos a dos. Por la Definicién 1) dados (x + Cply), (x + (fy), conl #k
entonces (z + (') + (x + Gy) # Z[¢,). Por el Teorema existe en Z[(,] un ideal maximal M
y por definicion (z + ¢,'y), (z + ¢,"y) son ideales, entonces (x + ¢,'y) + (x + ¢,"y) es ideal de Z[¢,] y
por la Proposicion se tiene que

T+ + @+ CM 0<k<i<p-1

Por otro lado,
(z + Cpky) —(z+ Cply) = Cpky(l - gpl_k)- (11)

Sea j = | — k, probaremos que (1 — (,”) ~ (1 —¢,), es decir por la Definicion(2.2.1) veremos que
1=G) (=6 y (1=¢") [ (1=¢).

25 por induccidn se puede probar que en un anillo conmutativo con unidad < 11 a,»> =[] (o)
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Notemos que (1—¢,) | (1—¢,7), paratodo j = {0,1,2,--- ,p— 1}, veamos que (1 —¢,”) | (1 —¢,). Si
elegimos t € Z tal que jt = 1 (méd), yaque (1—¢7) | (1-¢7") y (1-¢7") | (1—¢,), por transitividad
de la relacion "divide" (1 — ¢,7) | (1 — (), asi (1 —¢,7) ~ (1 —(p)-

Por la Proposicién (2.2.2), existe u € U(Z[¢,)) tal que 1 — ¢, = (1 — ¢)uy &* € U(Z[¢,)). Por
definicion de unidad existe ¢,” " € Z[¢,], tal que ¢, - ¢,P~* = ¢,” = 1, entonces sustituyendo en

y(1 = GuG” € M, G" e UZ[G)). (12)

Asi u¢,” € U(Z[C)), y y(1 — () € M. Por el Teorema M es un ideal primo. Luego de la
Definicién tenemos que y € M o (1 — ¢,) € M. Veamos que z € M por la ecuacion (10)
tenemos que (z +¢,'y) | (2)?, paratodoi = 0,1,--- ,p—1, luego (z)? C (z+,'y) € M,y (2)P C M.
Entonces z? € M y como M es primo, z € M.

Caso 1. (y € M). Por hipétesis sean y, z coprimos, entonces existen a,b € Z tales que ay + bz = 1 de

lo que sigue que 1 € M lo cual es absurdo, pues M es maximal.
p—1

Caso 2 ((1—¢p) € M). Por la Definicion (1.3.1) N(1—¢,) = [] 0:(1—¢,), donde o; : Q({,) — C, para
=1
todoi = {1,2,--- ,p— 1} es un monomorfismo, entonces por el Teorema (1.2.23) tenemos que

N1-¢p) = Hf;ll 1 —0:(¢p), con o;(¢p) los distintos ceros en C del polinomio minimal de ¢,
p—1  p—1 ) )

sobre Q, con p¢, (t) = > t"' = [] (t —¢p*), asio4(¢p) = ', coni =1,2,--- ,p— 1. Entonces
=0 i=1

N(lpr):H(lpri)221:p. (13)
i=1 1=0

Por la Proposicion (2.1.17) (1 — ¢,) es primo, luego, por la Proposicién (2.2.3) (c), (1 — (,) es
primoy M | (1—¢,),asf, M = (1—¢,)y z € M. Deesta (1—¢,) | zy por la Proposicién (1.3.3)
tenemos que N({1 —¢,)) | N(z) = p | 2P~'. Luego p | z contradiciendo nuestra hipétesis.

Ya que en ambos casos se da un absurdo, entonces, (z + ¢,'y) y (x + ¢,"y), con | # k, son comaxi-
males.

Es decir podemos escribir a Z[(,] = (z+(,'y) y (x4, "y), con 1 # k, por ser Z[¢,] un dominio, (1—¢,)
es primo y es irreducible. Por el Teorema se sigue que, la factorizacion de es Unica salvo

el orden de los factores. Luego
p—1

[+ (14)

i=1
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y cada factor es primo e irreducible. Esto prueba que (z + ¢,'y) es un ideal principal, y deducimos

que todo factor es una p potencia de un ideal
<.’13 + <p1y> = a?a

con a? ideal principal, para todo i = {0,1,--- ,p — 1}.

Como p es un primo regular, si & es el nimero de clase de Q(¢,), entonces p 1 h. Por la Proposicion
(3.3.5) (b), a es principal, sea (§) = a, asi (§) ~ a, entonces existe € € U(Z[(,]) tal que = + (y = €d?
por el Teorema e =r(,Y donder € Ry g € Z entonces

x + Gy = 176", (15)
Por el Teorema (4.0.12) existe a € Z tal que 6” = a (mdd [?). Reemplazando en tenemos
x + Gy = raly? (méd P).

Ahora, por el Teorema (#.0.71), (p) | I? y la definicién de congruencia I | (z + Cy — ral,?) y (p) | IP.
Sigue por transitividad que (p) | (z + ({py —ra(,?), entonces z + ¢,y = ral,? (Mod (p)). Sabemos que
G 7 €U(Z[G)]) y de esto

Gz + Gy) = ra (Mod (p)), (16)
G (z + Cpily) = ra (MAd (p)). (17)

restando con (17) obtenemos
zCp—g + y(plig —x¢? — pr971 =0 (mod (p)). (18)

Supongamos para que g = 0 (mdd p), entonces (,7 = 1. Asi, los términos en x se anulan y

obtenemos: ,
¥ =96 =0l = 6 =y T =0 (méd (o).
14
Notemos que (, € U(Z[(p]), entonces
y(&p® = 1) = y(1 = )1+ ) =0 (mdd (p)) (19)
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y ademas (¢, + 1) € U(Z[(p)), pues ¢, € U(Z[Cp]) Y 1 € U(Z[E,)). Por tanto,
y(1—¢,) =0 (méd (p)).

De nuevo, por Teorema(4.0.11) tenemos que IP~! = (1 — ()Pt = (p)y p—1 > 2. Asi, y(1 - (,) €
(1—¢)P7ty1—¢, € (1 —¢,). De este modo, y € (1 — ()P~ 1y (1 —¢,) | y. Aplicando norma
N(1-¢)=p|lyP"' =N(y)yp|y* . Luego p | y contradiciendo nuestra hipétesis pues p | z. Por
tanto, g # 0 (mdd p).

Sig = 1 (mdd p), luego g — 1 = 0 (mdéd p). De modo que en los términos con las potencias
1— gy g—1seanulan por tanto tenemos que

1-¢°
Cp

oG G =u =a(1 ") = (1 = G)(1+¢) = 0 (méd (p)),

con (1 + () € U(Z[G)). Asi (1 — (p) = 0 (mbd (p)) y (1 — () | «. Aplicando norma encontramos
que p|z lo cual contradice nuestra hipétesis. Luego g # 1 (méd p) y por definicion de congruencia

escribimos la ecuacién (18) como:

ap =G0 +yG' T — 26! —yG !, (20)

para algun « € Z[(,] donde los exponentes —g, 1 — g, g, g — 1 no son divisibles por p de esto,
T, _ Y .1 x Yy -1
a==C I+2¢ - 29— 20
p* o p” p*  p”

€ Z, lo cual

Pero, {1,¢,, ¢, -+, G" °} es una Z- base para Z[(,] y a € Z[(,] entonces £, ¥

z
’p
€ Z entonces

b
contradice nuestra hipotesis. El hecho de que g # 0,1 (mod p) obliga que 7, %,g
realizando las posibles combinaciones dos a dos de ¢g,1—g, —g, g— 1 obtenemos que 2g = 1 (méd p).
Al multiplicar ¢, en ambos lados de la igualdad de tenemos

apGy? = x +yGp — xGp T =y
=z +ylp —alp—y
=z(1-¢) +y(—(1-G))

=(z=y)(1=G)
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Sigue que (1 — ¢,) | (z — y) al evaluar la norma obtenemos, p | (z — y)?~'. De modo que p | (z — y)

esto es z = y (mdd p) y por la simetria de (9) tenemos que y = = (mdd p). De lo anterior
0=2aP +y? + 2P = 32P (Mbd p).

Por hipétesis p t « entonces p = 3. Luego, la ecuacion @) queda x?® + y® = z3. Por Teorema
2% =z (mod 3), ¥° = y (Mméd 3) y 2* = 2 (mdd 3). Asi mismo del Teorema tenemos que
x =+1(mMoéd 3),y = £1 (mbéd 3) y z = £1 (mbd 3); luego =¥ = £1 (méd 3), y? = £(1 mod 3)
y 2P = +1 (mbd 3). Por la Proposicién tenemos que z? = +1 (m6d 9), y» = +1 (mdd 9) y

2P = £1 (méd 9). Esto implica que
+14+1+1=0(méd?9),

lo cual es imposible. Asi p # 3 y tenemos una contradiccién. Por tanto, no existen enteros z,y,z € Z

no nulos que satisfacen la ecuacion (9) tales que (z, z) = (y,z) = (z,y) = 1y con p primo regular.
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6. COMENTARIOS FINALES

El trabajo de Kummer sobre las congruencias para los niumeros de clases en los cuerpos ciclotémi-
cos fueron generalizadas en el siglo XX por lwasawa y, por Kubota y Leopoldt en su teoria de las

funciones zeta p-adicas.

Vamos a presentar una relacién entre los primos regulares y los nUmeros de Bernoulli, los cuales
constituyen una sucesidn de nimeros racionales con profundas conexiones en teoria de nimeros.
También aparecen en la expansién de las funciones tangente y tangente hiperbdlica mediante series
de Taylor, en la férmula de Euler-Maclaurin ﬁy en las expresiones de ciertos valores de la funcion

zeta de Riemann Pl

Definicion 6.0.1. Los numeros de Bernoulli denotados por By, se definen por la ecuacion

e}

u o Bk k

eu_l_z klu
k=0

Evaluando en la férmula obtenemos
1
BOZL B1 :—5, BQk+1 :Opa,ra,]{;:1727... Dy

los nimeros By, son no nulos y de signo alternado. Véase pagina 99. ¢

Teorema 6.0.2. Un primo p es regular si, y solo si, p divide al numerador del nimero de Bernoulli By,
para algun indice par 2k en el intervalo 2 < 2k < p — 3.

Esto puede verificarse en Criterio 11.9. pagina 198.

26 |a férmula de Euler-Maclaurin: relaciona a integrales con series. Esta formula puede ser usada
para aproximar integrales por sumas finitas o, de forma inversa, para evaluar series (finitas o
infinitas) resolviendo integrales.

27 Lafuncion zeta de Riemann: es una funcion que tiene una importancia significativa en la teoria de

nameros, por su relacién con la distribucion de los niumeros primos. También tiene aplicaciones

en otras areas tales como la fisica, la teoria de probabilidades y estadistica aplicada.

28 C. IVORRA. Funciones de variable compleja con aplicaciones a la teoria de nimeros.
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