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RESUMEN

TITULO: ESTIMACION NUMERICA DE LA EXPLOSION PARA UN
PROBLEMA PARABOLICO DEBIDO A CONDICIONES DE
FRONTERA NO LINEALES Y TERMINO NO LINEAL"

AUTOR: WILSON YAMID OBREGON™

PALABRAS CLAVES: Blow-up, semidiscretizaciéon de un problema parabdlico.

DESCRIPCION: Esta tésis presenta el analisis hecho sobre un problema de evolucion
no lineal de tipo parabélico, que describe algunos procesos de la teoria de la combustion,
dindmica de gases y termodinédmica. Este problema parabélico modela procesos relaciona-
dos con difusioén y reaccién exponencial, el cual bajo algunas restricciones a ciertos paramet-
ros, exhibe un fenémeno conocido como "blow-up".

En el capitulo I presentamos ciertos resultados importantes de analisis funcional, necesarios
para abordar los métodos que utilizaremos en el anélisis del problema propuesto. Tratare-
mos asi algunos espacios abstractos (espacios vectoriales, espacios normados, espacios de
Banach, espacios de Hilbert, espacios LP, entre otros) donde consideramos, que en algunos
de ellos, se encuentra la solucion (aproximada) a un problema diferencial especifico, y pos-
teriormente veremos los teoremas de extension, que seran de gran utilidad porque estos
garantizaran la existencia y la unicidad de la solucién en algunos de los espacios menciona-
dos anteriormente.

En el capitulo II consideramos algunos resultados relacionados con la teorfa de optimizacion
de funcionales, y luego presentamos el método de los elementos finitos (FEM) como her-
ramienta para calcular soluciones aproximadas a problemas planteados en forma de ecua-
ciones diferenciales. Abordaremos asi la relacién existente entre problemas de valores en la
frontera y el célculo variacional, vinculo que serd fundamental para establecer la equiva-
lencia de soluciones entre estos dos esquemas.

Finalmente, en el capitulo III estudiaremos los principios de termodindmica, esquema-
tizaremos de manera numérica y semidiscreta el problema propuesto y posteriormente
analizaremos las condiciones bajo las cuales ocurre el fenémeno de blow-up para el prob-
lema planteado.

“Proyecto de Grado.
"Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director Julio C. Carrillo E.



ABSTRACT

TITLE: NUMERICAL ESTIMATES OF THE EXPLOSION FOR A
PARABOLIC PROBLEM DUE TO NONLINEAR BOUNDARY
CONDITIONS AND NONLINEAR TERM"

AUTHOR: WILSON YAMID OBREGON™

KEYWORDS: Blow-up, semidiscretization of a parabolic problem.

DESCRIPTION: This thesis presents the analysis done in a non-linear evolution prob-
lem of parabolic type, which describes some processes of the theory of combustion, gases
dynamics and thermodynamics. This parabolic problem model related processes with ex-
ponential diffusion and reaction, which under some restrictions on certain parameters,
exhibits a phenomenon known as "blow-up".

In Chapter I we present some important results of functional analysis required to ap-
proach the methods we use in analyzing the proposed problem. We'll try some abstract
spaces (vector spaces, normed spaces, Banach spaces, Hilbert spaces, LP spaces, etc.) where
we consider that in some of these, is the solution (approximate) to a specific differential
problem and after we will see the extension theorems, which will be useful because they
guarantee the existence and uniqueness of the solution in some of the spaces mentioned
before.

In Chapter II we consider some results related to functional optimization theory, and after
we present the finite element method (FEM) as a tool to compute approximate solutions
to problems proposed in form of differential equations. We’ll approach the relationship
between boundary value problems and the variational calculus,link which will be funda-
mental for establish the equivalence of solutions between these two schemes.

Finally, in Chapter I1I we’ll study the principles of thermodynamics, we’ll schematize in nu-
mericall and semidiscrete form the proposed problem and after we’ll analyze the conditions
under which occurs the phenomenon of blow-up for the established problem.

*Graduation project
“Faculty of Sciences. Mathematics School. Julio C. Carrillo E. , Advisor



Introduccion

Un sinnimero de fenémenos fisicos del mundo real (difusion de calor, dindmica de gases)
requieren el uso de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDPs) o sistemas de
estas para predecir, justificar y/o manipular el comportamiento de tales fenémenos. En
muchas de estas ecuaciones en derivadas parciales se establecen condiciones particulares
(como por ejemplo, condiciones de frontera y/o condiciones de absorcion, lineales o no,
dependiendo del fenémeno). Precisamente aqui analizaremos un problema, conocido como
fenémeno de explosion (o Blow-Up), el cual involucra condiciones de tipo no lineal, donde
ademas la solucién de este problema se comporta de manera no acotada. En un problema
que involucra el fenémeno de explosion, usualmente se presentan comportamientos singu-
lares de la solucion, que pueden ser identificados como comportamientos asintéticos para
determinados valores del tiempo; esto quiere decir que, después de un periodo de evolucion
predecible de la solucién a la ecuacion diferencial, se puede observar que la solucion al
problema se hace no acotada en tiempo finito, resultado de los efectos acumulados de la
no linealidad. En particular, nos interesa estudiar el fenémeno de explosion para el prob-
lema de tipo parabolico (1) donde se presenta la explosion de u (bajo ciertas restricciones
sobre los parametros p,q y A), con la siguiente condicién de frontera no lineal y termino
de absorcién no lineal:

(1)

(EDP) Up — Ugy = —AUP (x,t) € (0,1) x [0,T)
(CF)  ug(0,t) = 0,ux(1,t) = u(l,t)4 tel0,7)
(CI) u(z,0) = up(x) x € [0,1]

en donde p > 1y qg > 1, A > 0 son pardmetros, T' > 0 y ug es una funcién no negativa.
En concreto, nos proponemos estudiar el fenémeno de explosion utilizando dos esquemas
de representacion: un esquema numeérico y un esquema semidiscreto.



Capitulo 1

Preliminares

El propésito de este capitulo es revisar ciertos conceptos y resultados referentes al analisis
funcional que seran de gran utilidad para analizar el problema inicialmente planteado.
De esta manera se trataran temas como espacios vectoriales, espacios normados, espacios
de Banach, formas lineales, espacios con producto interno, espacios métricos, espacios de
Hilbert y espacios de funciones. La bibliografia tratada en este capitulo esta fundamentada
por [9, 10, 14, 15, 16, 17, 18|.

1.1. Fundamentos de andlisis funcional lineal

La mayoria de las ciencias exactas utilizan constantemente la idea de aproximacion, de tal
manera que es importante contar con algunas herramientas que puedan medir la distancia
entre una solucién exacta y una solucién aproximada de un problema.

1.1.1. Espacios normados y de Banach

Sea X un espacio vectorial sobre el campo de escalares K. Siempre asumimos que X = R
es el campo de los niameros reales o K = C es el campo de los nimeros complejos.

Definicién 1.1. Una norma en X es una funcion x — ||z|| de X en R, que cumple las
siguientes propiedades:

(N1) para cada x € X se tiene que ||z|| > 0 y la igualdad se cumple si y solo si x = 0.
(N2) para cada x € X y cada X € K se tiene que || Az|| =| A | ||z].
(N3) para cada z,y € X se cumple que ||z +y|| < ||z| + [yl

|z|| es una medida del tamatio del vector x.

Definicién 1.2. Un espacio vectorial X con la norma ||-|| que cumple las propiedades
(N1)-(N3) se llama un espacio normado.
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Definicion 1.3. Una norma determina una distancia entre vectores del espacio normado
X, es decir, la funcion

d(z,y) = ||z -y

para cada x,y € X es conocida como una métrica inducida por tal norma en X. Verifi-
camos que, para cada x,Yy,z € X se cumplen las tres propiedades de una distancia:

(D1) d(x,y) > 0,d(z,y) =0 siy solo siz =1y
(D2) d(z,y) = d(y,z)
(D3) d(z,2) < d(xz,y) +d(y, 2)

Definicién 1.4. La bola de centro en un punto x € X con radio positivo r se denota
como:

B(asr)={ye X [|ly—=z| <r}

Si B(x;r) C V, para algin » > 0 decimos que el conjunto V' es una vecindad de x.
Equivalentemente, si x es un punto interior de V.

Definicién 1.5. Un conjunto V C X es abierto si este es vecindad de cada uno de sus
puntos. En otras palabras, si para cada x € X existe un r > 0 tal que B(x;r) CV .

Definiciéon 1.6. Un conjunto U C X es cerrado si su complemento X/U es abierto.

Definicion 1.7. Toda funcion f definida de N y de valores en X se llama sucesion en
X. Es costumbre denotar toda sucesion en X de la forma (zy,).

Definiciéon 1.8. Decimos que una sucesion es convergente (que la sucesion (x,) en X
converge a un punto v € X ) si

lim |z, —z|| =0
n—aoo

Definicion 1.9. Dados dos espacios normados X,Y decimos que la funcion f: X — Y
es una funcion continua si, para cada x € X y cada € > 0 existe un § > 0 tal que

1f(@) = f@)l <e si 2'e X, [la' -z <o

Definiciéon 1.10. Una sucesion (x,,) es una sucesion de Cauchy si para cada € > 0 uno
puede encontrar un entero N lo suficientemente grande tal que

”xm_xn” <e si mn=>N

Definicién 1.11. Un espacio normado X es un espacto completo si cada sucesion de
Cauchy en X converge a un punto en X.

Definicién 1.12. Un espacio normado completo se llama espacio de Banach.
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Ejemplos de espacios normados y de Banach

Ejemplo 1.1. El espacio de dimension finita R" = {x = (x1,...,2,),2; € R} con la
norma euclidiana

lzll =/t + - +af
es un espacio de Banach sobre el campo de los nimeros reales.

Ejemplo 1.2. En el espacio vectorial R™ se pueden considerar también las normas

Izl = (1] + -+ e, oo = méx{|ai], 1 < i <n} = AX |-
<i<n

En este caso, 1 < p < 00.Cada una de estas normas hace de R™ un espacio de Banach.

Ejemplo 1.3. Para un intervalo dado |a,b], el espacio de las funciones continuas f :
[a,b] — R con la norma

[fllo = méx{|f(z)], = € [a,b]} = mdx |f(z)]

z€la,b]
es un espacio de Banach.

Definicion 1.13. Sea X un espacio vectorial sobre el campo K =R ¢ C. Se dice que una
funcion (-,-) : X x X — K es un producto interno en X, si esta funcion cumple con las
siguientes propiedades, para todo x,y,z € X y a,b € K:

(PI-1) (ax +by,z) =a(z,2z) + by, z).

(PI'2) (:Evy :) = (y7$) :

(PI-3) (z,x2) >0 siysolosix#0,y (z,z) =0 siy sdlo si z=0.

En este caso, si X es un espacio vectorial real, la propiedad (PI-2) se reduce a la condicion
de simetria

(z,y) = (y, ) para cada z,y € X.

Definicion 1.14. Sea V un espacio vectorial. Una forma bilineal es una aplicacion
f:V xV — R, que verifica las condiciones

(1) flu+wv,h)= f(u,h)+ f(v,h),YVu,v,h € V.
(2) flau,v) = f(u,av) = af(u,v),Vu,v € V,Va € R .
(3) f(u,v) = f(U,’LL),V’LL,’U ev.

Definicién 1.15. F es definida como una forma bilineal simétrica si F(u,v) = F(v,u),
para cada u,v € X.

12



Definicion 1.16. Sea F una forma bilineal sobre X. F es definida como positiva, si
F(u,u) >0 para cada u € X

Definicion 1.17. Sea V' un espacio vectorial sobre R, entonces un funcional lineal f
es una funcion de V a R que es lineal, es decir, que cumple:

(1) flutv) = f(u)+ fv),Yu,v e V.
(2) flouw) =af(u),u e V\VaeR .

Definiciéon 1.18. Un funcional lineal F(-) en un espacio normado (V, ||-]|) es un funcional
acotado si existe una constante ¢ > 0 tal que Yv € V' se cumple que

| F(v) [< ellvl]

Definiciéon 1.19. Una forma bilineal b(-,-) en un espacio normado (V,||-||) es una forma
bilineal coerciva si existe una constante p > 0 tal que Yu € V' se cumple que

bu,u) > pu|ul®

Definiciéon 1.20. Una forma bilineal b(-,-) en un espacio normado (V,||-||) es una forma
bilineal acotada si existe una constante X > 0 tal que Yu,v € V se cumple que

| b(u, v) [< Afull ]|
Definicién 1.21. Sea V' un espacio de Banach y sea M C V,M # ()

1. M es denso en V, si cada elemento de V' puede ser representado como el limite de
una sucesion convergente con elementos de M.

V' es separable si contiene un subconjunto denso enumerable.
M es cerrado si el limite de toda sucesion convergente en M pertenece a M.

M es acotado si existe una constante c tal que ||ully, < c,Vu € M.

M es compacto si toda sucesion en M tiene una subsucesion convergente en M (el
limite de la subsucesion puede no pertenecer a M ).

Teorema 1.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea V' un espacio vectorial con
producto interno (V, (-,-)), donde u,v € V, entonces:

| (u,0) [< (u,u)% (v,0)3 (1.1)

Teorema 1.2. (Desigualdad de Hélder) Si x1,x9,...,Tp, Y1,Y2, ..., Yo numeros reales,

yp>0,q>0, tales que — + — = 1, entonces:
P q

S | iy |< [Z |2 rp] y [Z P rq] q (1.2)
=1 =1 =1

13



Teorema 1.3. (Ley del paralelogramo) Sean u,v € V. Se cumple que
2 2 2 2
[u+olly + lu—2lly =2 |ully + [y (1.3)
Teorema 1.4. (Desigualdad triangular) Sean u,v € V, entonces
lu+olly < flully + vl

Definiciéon 1.22. Sea f: Q — R, luego el soporte de f (sop(f)), se define por

sop(f) ={z € Q: f(z) # 0}

1.1.2. Espacios de Hilbert

Definicién 1.23. X es un Espacio de Hilbert si X es un espacio de Banach bajo la
norma

(@, 2)l x = V/(2,2)x (1.4)

1.1.3. Espacios de Lebesgue

Definiciéon 1.24. Sean 1 < p < oo. Se define el espacio LP[a,b] como el conjunto de
todas las funciones reales integrables f(x), —oo < a <z < b < 00, tales que

b
/ 1 (2)Pdz < 0o

En este caso se considera la integral en el sentido de Riemann.

Definicion 1.25. En los espacios LP se define una norma,conocida como norma LP,
Vu € LP(Q) dada por el funcional ||-||, y determinada por:

full, = | [ uto) P d:c]‘l’

donde 1 < p < oo.

Es claro que [Juf/, > 0.

Definicién 1.26. El espacio L? esta determinado por las funciones cuadrado integrables:
b
2@ =1 [P <)
a

Este espacio L2(f2) se puede entender como el conjunto de clases de equivalencia de fun-
ciones que son iguales en casi todos los puntos de 2. Si tenemos dos funciones arbitrarias
f,g € L*(Q), entonces su producto es Lebesgue integrable.

Definiciéon 1.27. Una sucesion u,, en L?(2) es una sucesion convergente en media
auw€ L*Q) si lm |ju, —ul, =0.
n—-ma~mQo

El espacio LP(2) es un espacio de Banach si 1 < p < oo (ver[18])

14



1.1.4. Espacios de Sébolev

Definicién 1.28. El Espacio de Sébolev WFP(Q) se define como el conjunto de todas
las funciones u € LP(Q) tal que para cada multi-indice o con | a |< k la derivada parcial
D%y, pertenece a LP(Q2) (es decir W*P(a,b) es el conjunto de todas las funciones que tienen
hasta k derivadas que son LP integrables en (a,b)):

WEP(Q) = {u € LP(Q) | D%u € LP(Q),V | a |< k}

En este caso Q) es un conjunto abierto en R"y 1 < p < co. El nimero natural k se denomina
orden del espacio de Sébolev WHP(Q).

Definicién 1.29. En los espacios WFP(Q) se define una norma, conocida como norma
de Sobolev, dada por el funcional |||, y determinada por:

1
p
lulle, = | 32 ID%ull, 0| 1< p< o0
lo| <k

Es convencional denotar W*P(Q) por H(Q) ya que este es un espacio de Hilbert con la
norma ||[lyx.2(q)

El espacio WP (Q)es un espacio de Banach si 1 < p < co.
Espacio de Sébolev W2(()

Sea © C R. El Espacio de Sébolev W12(Q) o H(Q), es el conjunto de todas las fun-
ciones u € L%(Q) para las cuales existe una funcion f € L?(2) donde:

/ u(z)v' (z)dr = —/ f(@)v(z)dz,v € CF(RQ) (1.5)
Q Q

Este conjunto (denotado por H'(£2)) es un espacio vectorial, bajo las operaciones usuales
de suma de elementos, y producto por un escalar. Consideramos también el espacio Hé(Q)
que consiste en el conjunto de funciones de H'(£2) que tienen soporte compacto:

HYQ) = {v e H(Q) | v(09Q) = 0} (1.6)

Definicién 1.30. La norma |||, o para una funcion f € L* esta definida por

[flls0,0 = sup | f(2) |
zeR

De hecho, L*(2) denota el espacio de Banach de funciones acotadas sobre €2 con la norma

1 llo.2

15



1.1.5. Teoremas de representaciéon de Riesz

Definicién 1.31. Dos elementos u y v de un espacio con producto interno V son ortog-
onales si (u,v) = 0. Dado un conjunto A C 'V, se denota por At el conjunto de todos los
elementos de V' que son ortogonales a cada elemento de A:

At =[ueV: (u,v)=0,para cada v € A
El siguiente resultado garantiza la existencia de una proyecciéon ortogonal de un elemento

de un espacio de Hilbert si tal subespacio es cerrado (ver [10]).

Teorema 1.5. (Teorema de la proyeccion) Sea A un subespacio cerrado de un espacio
de Hilbert V.. Entonces Yv € V tenemos que u = v +w,v € A,w € A*.

El Teorema de representaciéon de Riesz
El Teorema de representacion de Riesz es una caracterizacion muy util para funcionales
lineales continuos sobre espacios de Hilbert.Considérese el siguiente resultado (ver [10] ).

Teorema 1.6. Para todo funcional lineal continuo f sobre un espacio de Hilbert V , existe
un tinico elemento v € V' tal que f(v) = (u,v),Yv € V y || f|ly» = ||lu]

Del teorema de representacion de Riesz aparece la definicion de la siguiente funcion:

T: V—V
u—Tu =f

Donde esta es una transformacion lineal, y ademaés el teorema de Representacion de Riesz
muestra que la aplicacion es también biyectiva y es ademéas una isometria (| Tu|| = ||u||,Vu € V).

1.1.6. El Teorema de Lax-Milgram

El teorema de Representacion de Riesz es importante para el tratamiento de ecuaciones
diferenciales que son variacionales (ecuaciones diferenciales que son la integral de la ecuacion
de Euler-Lagrange). La estructura de dichas ecuaciones necesita de una modificacion uti-
lizando el teorema de representacion de Riesz, debida a Peter Lax y Arthur Milgram (ver
[10]).

Teorema 1.7. Sea B(:,-) una forma bilineal continua y coerciva, sobre un espacio de
Hilbert V. Entonces para todo funcional lineal continuo G : V. — R existe un unico
elemento u € V tal que B(u,v) = G(v),Yv € V.

Definicion 1.32. Sea Q un dominio en R™. Para algin entero no negativo m, el espacio
vectorial C™(Q2) consiste en todas las funciones ¢ las cuales junto con sus derivadas
parciales D¢ de orden | a |< m son continuas en €.

Aplicaciones lineales y la norma dual

Considérese el siguiente resultado (ver [15]).
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Teorema 1.8. Sean n+1 espacios normados Vi, ..., Vy, W y sea T una funcion multilineal
(lineal en cada uno de sus argumentos) de Vi x ... x V, en W. Entonces T' es continua si y

solo si es acotada, es decir, si existe un numero ¢ > 0 tal que para cualquier (uy,...,u,) €
Vix...xV,

1T (s - un)lly < cllually, - llually, - lunlly,
El espacio de todas las funciones multilineales continuas de V; x ... x V,, en W se denota

por L(Vi,...,V,; W).

Definicion 1.33. Sean V y W espacios de Banach. Una funcion f:V — W es llamada
funcion continua en ug €V, si para toda sucesion u, en V tal que u, — ug se tiene

que T(up) — T(up). La funcion es llamada continua en V', si es continua en todo punto
de V.

Teorema 1.9. Sean V y W espacios de Banach y sea T : V. — W wuna transformacion
lineal. De esta manera, las siguientes propiedades son equivalentes:

1. T es continua

2. T es continua en 0 € V

3. T es acotada :

[
HT||V—>W = Sup B

< 00
ueV HUHV

Definiciéon 1.34. Sea V' un espacio de Banach. El espacio L(V,R) es llamado el espacio
dual de V y es denotado por V'. Los elementos de V' son llamados funcionales lineales
continuos.
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Capitulo 2

Calculo variacional, problemas de
valores en la frontera y el método de
los elementos finitos

En este capitulo estableceremos la equivalencia entre problemas variacionales y problemas
de valores en la frontera (PVF), haciendo uso de las herramientas que proporciona el cél-
culo variacional. Posteriormente veremos el método de los elementos finitos, que sera una
herramienta fundamental para calcular soluciones aproximadas a PVF, gracias a ciertos re-
sultados del calculo variacional. La bibliografia tratada en este capitulo esta fundamentada
por [1, 3,7, 8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 17, 18|.

2.1. El problema de valores en la frontera
Formulacién variacional

El calculo variacional es una rama matematica que esta relacionada con la teoria general
de valores extremos de funcionales y funciones. La aplicacién del calculo variacional hace
posible la formulaciéon de problemas planteados en funcién de méximos y minimos usando
la teoria de analisis funcional, la cual puede llevar un PVF a un equivalente variacional y
viceversa.

2.1.1. Extremos de funciones y funcionales

Cuando se aplica el método de Ritz y el método de los elementos finitos a un problema de
valores en la frontera, muchas veces se trata de resolver un sistema de ecuaciones lineales
de la forma Hx = b, donde H es una matriz simétrica definida positiva de orden N x V.
Este problema (como se vera mas adelante) consiste en minimizar el funcional cuadrético:

1
f(z) = §xTHx — bl
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donde z € RY. Por esta razon abordaremos algunas definiciones bésicas y teoremas para
funcionales definidos en RY, y posteriormente analizaremos el comportamiento de ciertos
funcionales de tipo cuadratico.

Extremos sin restricciones

Sea f una funcion definida sobre un conjunto S € RY en R. Sea un elemento de S es
de la forma z = (z1, ... ,xN)T, donde z; € R. Si se considera a RV dotado de la distancia
usual generada por la norma

N 1/2
]| = [24 &= (21,...,2N)
i=1

se tiene que la vecindad de x de radio €, para x € RY y € > 0, esta dada por
Be(z) ={y e RV : 0 < |l —y|| < ¢}

Definicién 2.1. Sea f una funcion definida sobre S C RN . Entonces xy € S es un punto
minimal local de f, si existe € > 0 tal que

f(xo) < f(x),Vr € Be(zg) N S

Definiciéon 2.2. Sea f una funcion definida sobre S C RN . Entonces xg € S es un punto
minimal local fuerte de f, si existe ¢ > 0 tal que

f(zo) < f(x),Va € Be(xg) NS,z # x9

Definicién 2.3. Sea f una funcion definida sobre S C RY. Entonces x9 € S es un
minimal global de f, si

f(zo) < f(x),Vz € S

Definiciéon 2.4. Sea f una funcion definida sobre S C RYN. Entonces z9 € S es un
minimal global fuerte de f, si

f(ﬂ?o) < f(fL'),V.Z' S va 7&‘7:0

Los maximales locales, maximales locales fuertes, maximales globales y los max-
imales globales fuertes se definen de manera analoga. Denotaremos a continuaciéon a
S como un subconjunto abierto de RY.

Definicién 2.5. Sea f € C1(S). El gradiente de f en el punto x € S es el vector

Vi(z) =
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Si f € C?(9), la matriz Hessiana de f en el punto x € S es la matriz:

0% f(x)

H(z) = [hij]) € RMN, hyj = o=
i0%j

Si tenemos que f € C?(S) y como

*f(x) _ 0*f(x)
83:,-895]- N 83;]8351

entonces la matriz Hessiana de f es simétrica. La expansion de Taylor de f cerca de un
punto x se puede expresar en términos de la matriz hessiana y del gradiente. Si f € C1(S),
entonces para cualquier x € S se tiene que

fla+h) = f(z) + (Vf(x)) h+o(||hll)

y si f € C?(S) entonces
Fla ) = (@) + (VF@)h+ ShTH(@)h+ of )

Definicién 2.6. Sea f € C1(S). 79 € S es un punto estacionario de f siVf(xg) = 0.

Teorema 2.1. Sea f € CY(S). Si zo € S es un minimal local de f entonces o es un
punto estacionario de f.

Definicion 2.7. Sea A una matriz simétrica. Se dice que A es una matriz definida
positiva si z’ Az >0, Vo € RN,z #£0.

Definicion 2.8. Sea A una matriz simétrica. Se dice que A es una matriz definida
negativa si x7 Ax < 0, Vo € RN 2 #£0.

El siguiente resultado es necesario (ver [20])

Teorema 2.2. (Teorema de Silvester) La matriz simétrica Apx, = (aij)kxk €s definida
positiva si Det(Agxy) > 0.

Teorema 2.3. Sea f € C%(S) y xg un punto estacionario de f. Entonces o es un minimo
local fuerte de f si la matriz Hessiana H(xq) es definida positiva.

Demostracion. Utilizando la expansion de Taylor, y como V f(z() = 0, entonces
1
flzo+h) = flzo) + §hTH(wo)h +o([[])*

si H(xzo) es definida positiva, entonces existe un numero positivo A; el cual puede ser
tomado como el mas pequeno de los valores propios de H(xg), tal que:

hTH(zo)h > Ay [|B))* VR € RY
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Asi,
f(wo+h) = f(zo) = M |[B]* + o(||]))?

y como la expresion debe ser positiva para valores suficientemente pequenos de ||h|, esto
lleva a que f(zg+h) > f(zp) en alguna vecindad de xg, esto es que xy es un minimo local
fuerte de f. O

En el caso de maximos locales de f la situacion es analoga.

Teorema 2.4. Sea f € C?(S) y xg € S un punto estacionario de f. Entonces o es un
minimo local fuerte de f si la matriz Hessiana H(xg) es definida positiva .

Si zp es un maximo local de f entonces xg debe ser un punto estacionario de f y si H(xg)
es negativamente definida, entonces xy es un maximo local fuerte de f. Ademés se puede
mostrar que si g es un punto estacionario de f, entonces:

1. ¢ es un minimo o un maximo local, si H(z) tiene valores propios positivos o nega-
tivos.

2. zy puede o no ser un minimal local, si H(xg) es semidefinida positiva , es decir
xTH(x¢)z > 0 , para todo x € RV,

3. g puede o no ser un maximal local, si H(z() es semidefinida negativa, es decir
xT H(x9)z <0, para todo z € RV,

Definicién 2.9. Sea f € C™(S), v € S C RY, y € RY, donde ||y|| = 1. La derivada
direccional de orden m de f en el punto x en la direccion y es :

d™f(x + yt)

(M) (e o)) —
[ (@) g

lt=0
La derivada direccional de f puede ser calculada mediante la regla de la cadena. Si
suponemos que f € C1(S), tenemos que

d
FOy) = Y ttyr, o w ) o

df — Of

o @t T tyn) f=0= D 5 (21, an) yi = (V@) "y
i=1 "

dt

Si derivamos encontramos que para cualquier f € C2(S) tenemos

F(zsy) = y"H(x)y
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porque se tiene que

2f
g(xl—i—tyl,...,xn—ktyn) (Z

<df<
E

:Elax]

-y In + tyn) yz)

-y In +tyn)>> Yi

(21 +ty1, .. 2 + tyn) Yiy;

Il
I M:II NE &||&

o' H(x + ty)z

Teorema 2.5. Sea f € C(S). Sixzg € S es un minimal local de f entonces f(xzp;y) = 0
para todas las direcciones .

Teorema 2.6. Sea f € C2(S) y supongamos que para alqiin xo € S se tiene que f(l)(azo;y) =
0 para todas las direcciones y. Entonces xo es un minimo local fuerte de f si f2) (xo;y) >0
para todas las direcciones y.

Definicién 2.10. Sea f definida sobre S C RN y sea k € R; es el recorrido de f. Entonces
el conjunto:

Ly={x€S: f(zx)=k}
Define la superficie de nivel de f para el valor de k.

Un hecho bien conocido es el que si x pertenece a la superficie de nivel L, entonces el
vector gradiente V f(x) es perpendicular a Ly en los z, en que la direccion en que la funcion
f crece mas rapidamente. Asi, el gradiente en cercania de un punto minimo local fuerte
apunta hacia el exterior de la superficie, mientras que en cercania de un maximo local
fuerte apunta hacia el interior de la superficie.

Teoria de funcionales cuadraticos en RY

Definicién 2.11. Un funcional cuadrdtico de RN es una funcion de la forma
1
flx) = §mTHx — bz +c,zeRY
donde H es una matriz simétrica de orden N x N, b€ RN, yc € R.

el gradiente y la matriz hessiana de un funcional cuadrético se encuentran determinados
respectivamente por

Vf(x)=Hzx—-b H(z)=H

Observemos que en un funcional cuadratico la matriz Hessiana tiene todas sus entradas
constantes. Los funcionales cuadraticos son un ejemplo sencillo de funciones que poseen un
minimo o méaximo local fuerte. Un punto xy es un punto estacionario de f si su gradiente
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se desvanece en zg, esto es, si Hxr — b = 0. Si H es no singular, lo cual se supondra de
aqui en adelante, entonces xy es tnico y esta determinado como zg = H~'b. Luego, un
funcional cuadratico puede ser escrito de la forma:

1
) ==(x—x0)TH(x —z0) — bz + ¢,z eRY
2
1
donde ¢ = —§bTa:0 + c.sean {)\;, xz}f\il las soluciones propias de H, es decir son las solu-

ciones de la ecuacion:
H.Z'i = )\Zx,,z = 1,...,N

Como H es una matriz simétrica, sus valores propios son numeros reales y pueden ser
ordenados A1 < ... < Ay y supongamos que los vectores propios satisfacen la condiciéon de
ortogonalidad x;fpznj = 0;j,1 = 1,..., N al definir la matriz diagonal de los valores propios
® y la matriz V de los vectores propios de H como

d = diag()\l, ‘e .,)\N)

V:[azl...azN]

se puede observar que V es una matriz ortonormal (es decir v™! = V1) y HV = V®. Si
introducimos una nueva variable z = V7 (x — ) tenemos que:

~ 1 1
f()=f(Vz+xy) = §ZTVTHVZ +¢= §zT<I>z +c

o de una manera equivalente:

N

~ 1

f(z) = 52)\2-,22-2 +ézeRN
i=1

Como f(z) = f(z) bajo la transformacion z, se puede hacer un anélisis de f en f St H
es definida positiva, entonces todos sus valores propios son positivos y el recorrido de f
es [¢,00). Veamos que z = 0 es el minimo global fuerte de f Si H es definida negativa,
entonces el recorrido de f es (—00,¢] y z = 0 es un méximo global fuerte. Si H tiene
valores propios positivos y negativos, entonces el recorrido de fes (—00,00) y ftiene un
punto estacionario pero no posee minimo o méaximo alli. Las propiedades de los funcionales
cuadréticos son comparables para cualquier funcional no cuadratico en C2(S). Para ver
esto, se necesita comparar inicamente la expansiéon de Taylor

1
fla+h) = f(@)+ (V@) h+ ShTH(x)h
Con la expansion de Taylor para un funcional cualquiera en C2(S)

Fla 4+ h) = f(@) + (V) h+ AT H )+ of 1)
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En una vecindad suficientemente pequenia de z el funcional arbitrario se comporta de
manera similar a un funcional cuadratico. Haciendo h = ty donde ||y|| = 1 y recordando el
calculo hecho para la derivada direccional mediante la regla de la cadena, se tiene cualquier
funcional cuadratico la identidad:

Pl ty) = f(@) + £ 5) + 5 ()

Esta expresion establece una conexion entre los funcionales cuadraticos definidos sobre RV
y los funcionales cuadréticos definidos sobre espacios de funciones (funciones definidas en
un espacio de funciones en R).

Variacion de funcionales

Definicion 2.12. Sea el funcional f : V — R.El conjunto V' se llama conjunto de
funciones admisibles de f, que es algin conjunto de funciones reales continuas definidas
en un intervalo cerrado [a,b]. Los elementos de V' los denotaremos por u = u(x),a < x < b.

Paraw eV y e > 0, la vecindad de u de radio e
B(u) ={veV:0<|lu—v|,<e}

A continuacion, presentaremos algunas definiciones béasicas acerca de la teoria de la variacion
de funcionales.

Definicion 2.13. Sea f un funcional definido sobre V.. Entonces u € V' es un minimal
local de f, si existe € > 0 tal que

f@) < f(u),Yu € B(u)N'V

Definicion 2.14. Sea f un funcional definido sobre V.. Entonces u € V' es un minimal
local fuerte de f, si existe € > 0 tal que

f(@) < f(u),Yu € Bo(u)NV,u #1u

Definicion 2.15. Sea f un funcional definido sobre V.. Entonces u € V' es un minimal
global de f, si existe € > 0 tal que

f@) < f(u),VueV

Definicion 2.16. Sea f un funcional definido sobre V.. Entonces u € V' es un minimal
global fuerte de f, si existe € > 0 tal que

f@) < flu),Vue Viu#u

Los maximales locales, maximales locales fuertes, maximales globales y los max-
imales globales fuertes se definen de manera anéloga.

Los extremos locales o globales de un funcional son los valores maximos o minimos
locales o globales del funcional.
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Definicion 2.17. Sea el conjunto 1% definido por
V={n:n=u—v,veV}

el cual es un espacio vectorial. Este conjunto V es conocido como conjunto de las fun-
ciones de prueba (o conjunto de las funciones de perturbacion).

Asi, el conjunto V' puede ser determinado en funcién de V:
V={viv=u"4+nnecV}

donde u* es un elemento arbitrario pero fijo de V. La vecindad B.(u) definida anterior-
mente, también se puede escribir de una forma equivalente:

B(u)={ueV:v=u+tnneV,|nl,=1,tec0,e}

Definicion 2.18. Sea f un funcional definido sobre V, u € V yn € 1% dado, donde
Inlly, = 1, y supongamos que para algin to > 0 la funcion f(u + tn),| t |< to tiene
derivadas continuas hasta de orden m con respecto a t. Luego La derivada direccional
de orden m de f en la direccion n es

£ (s ) = 7dmf((;:m+ tn)

Definicion 2.19. Sea [ definida sobre V' y supongamos que para algin u € V

li=o

FO@;n) = 0,¥n € V, [|nlly = 1

entonces u se conoce como punto estacionario de f. También se dice que [ tiene un
punto estacionario en u. Aqui ||-||5 es una norma en V.

Teorema 2.7. Sea [ definida en V' y supongamos que para alginu € V' la primera derivada
f = (@;n) = 0, para todas las direcciones 1. si G es un minimal local de f, entonces f
tiene un punto estacionario en u (ver [12] ).

Demostracion. demostraremos este teorema por contradicciéon. Supongamos asi que :
F@+tn) = (@) +tfN(@,n) + olt)

para cualquier 7 € V con nlly, = 1. Si @ no es un punto estacionario de f tenemos que
fW(@,n) # 0 para algan 7. Entonces existe ty > 0 tal que tf(@,n) + o(t) < 0 para todo
t € (—tp,0) U (0,%9), dependiendo del signo de f(l)(ﬁ, n). De aqui que en toda vecindad
B.(u) de u existe un punto u + tn tal que f(u) < f(u), y por tanto & no puede ser un
minimal local. O

Definicion 2.20. Un funcional f : V — R es un funcional cuadrdtico si satisface la
identidad

Pl tm) = Flu) + 670 () + 522 w,n)

para todo uw € V y todo n € V, con Inlly =1, y todo t € R.
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Supongamos que f es un funcional con la propiedad de que f(u + tn) es un polinomio
de grado 2 respecto a t. El calculo directo de f(l)(u,n) y f(2)(u,77) muestra que f es
efectivamente un funcional cuadratico.

Teorema 2.8. Sea f un funcional cuadrdtico definido en V. Entonces u € V' es el inico
minimal global y local fuerte de f si

FO(u,m) =0, €V, |nfl, =1
FP(u,n) >0,¥n €V, |nll,=1

La prueba de este resultado es evidente a partir de la definicién de funcional cuadratico
dada anteriormente. Citaremos el siguiente teorema dado que serd de gran utilidad para
tratar la forma variacional de la ecuacién de Euler-Lagrange.

Teorema 2.9. Sea ¢(z) una funcion continua en [a,b].Si se se cumple que ¥n € Cla,b] se

b
tiene / Y(z)ndx = 0, entonces Y (z) es nula en [a,b] (ver [12]).

Demostracion. supongamos que ¥(z) # 0, en algin punto zg € (a,b) y ademés que
b

Y(x)ndr = 0. Por la continuidad de v (x) en xy tenemos que existe una vecindad

a
Be(xg) — {zo} con € > 0 en la que ¥(x) no se anula y tiene signo constante. Ahora es
facil encontrar una funcion n € V' que se desvanece fuera de B¢(xo) y que sea positiva en

b
B(x0). Entonces / P(x)ndx # 0 para este 7. O
a

2.1.2. La ecuacion de Euler-Lagrange

Supongamos que F'(x,r,s) es un campo escalar (funciones de varias variables) definido en
[a,b] x R? con derivadas parciales continuas hasta de orden dos inclusive. Un problema
clasico del calculo variacional es el siguiente: Calcular una funciéon v del conjunto [a, b] —
R que tenga derivadas continuas hasta de orden 2 inclusive y que cumpla las condiciones
de frontera v(a) = a,v(b) = 3, y que ademés esa funciéon v € C?[a, b] sea el minimo del
funcional:

flu) = /ab F(x,u,u)dx

Ahora, de acuerdo a la definicién de derivada direccional sobre un funcional f, derivamos
la funcion

b
f(u+tn) :/ F(z,u+tn,u +tn)dz

a

respecto a t para obtener

df (u +tn) _/b dF(x,u—Ftn,u’—Ftn’)dx

dt dt
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d(z,u +tn,u' +tn')

b ! / b
o dt . dt
b / / b
d(x,u+tn,u +tn) / oF OF OF
F tn,u' + tn')—— : de = — : "d
/a v (x7u + T,JU + T, ) dt €T a ax ) 8(u + tn)? 8('&’ + tT]') (0777777 ) x

/ba_F OF OF (0 ,)dw_/b or . __OF 1.
Loz ot ) ot + )| T St 9t + )

Al hacer t = 0 tenemos que
b
OF OF ~
1) = 4=y
S (u,m) /a [aun+au/n]dﬂc,VneV

Ahora, de la definiciéon de punto estacionario de un funcional, vemos que f tiene un punto
estacionario en algin v € V si y solo si

b
OF OF ~
/a [%774‘ @7]’] dr=0,YneV

La suavidad de las funciones u y F es suficiente para permitir integrar por partes el segundo
termino y usar asf las condiciones de frontera n(a) = 7(b) = 0 que cumplen absolutamente
todas las funciones de V' y obtener:

bor or 1° [ 4 [oF b d [OF
S il v B e %"d“/a@ ow | 1%

Combinando este resultado con

br
OF OF | .
/a _%77+@77:|d$—0

obtenemos:

"Tor d [OF =
(1) — G —
[ (u,m) /a u [W”nd:v 0,YyneVv

como la funcion del paréntesis es necesariamente continua, por el Teorema 1.20 y utilizando
el teorema 1.21 se concluye que u € V es un punto estacionario de f si y solo si u satisface

Gy +8—F—0 <z <b
dz \ ou/ ou st

Esta ecuacion es conocida como ecuaciéon de Euler-Lagrange para el funcional



Esta ecuacion es usualmente una ecuaciéon diferencial ordinaria de segundo orden en u y de
esta forma, el problema de hallar una funcién v que cumpla la ecuacion de Euler-Lagrange
y las condiciones de frontera u(a) = a,u(b) = [ se reduce al clasico problema con valores

en la frontera
_d(OFN L OF G cn <t
dx \ Ou ou 4T
u(a) = a,u(b) =

Asi, podemos afirmar que resolver el problema de valores en la frontera es equivalente a
encontrar un punto estacionario de

b
fu) :/ F(z,u,u)dx
en el espacio V, es decir, una funciéon que cumpla
b
oF oF , ~
/a [%7]4‘@7]] der=0,YyneV
2.1.3. Condiciones de frontera naturales y esenciales

Desde la eleccion del espacio de funciones admisibles para f en V = {v € C?[a,b] : v(a) =
a,v(b) = (B}, se ha requerido que cada u € V' cumpla con las condiciones de frontera, lo cual
implica que todo punto estacionario de f cumple también estas condiciones. Asi, tenemos
una pregunta: si no imponemos condiciones de frontera sobre las funciones admisibles,
entonces ;que condiciones debe cumplir un punto estacionario de tal funcional?. Para
responder esta pregunta consideremos el funcional

b

f(u) = / F(m,u,u')d:p, V= 02[61, b]
Tenemos el espacio de funciones de prueba V definido por:

V ={veC?ab]:v(a) =v(b) =0}
con V = C?[a,b] = V pero de esto no puede afirmarse que n(a) = n(b) = 0 Vi € V. Como
tenemos que

b
F F ~
/[8 +a ']dﬂczO,VnEV

au' " o

e integrando por partes, se obtiene que la condicién para que u sea punto estacionario de
f es (Esto se supone que se cumple para alguna funciéon admisible u):

bTOF  d [OF oF 1° ~
/Ll[%+£|:@:|:|ndx+|:w7]:| :O,VT]EV

a
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Esta expresion se cumple para toda funcién € C?[a, b], pero en realidad debe cumplirse
para el subconjunto C?[a, b] para el cual n(a) = n(b) = 0. Pero como se sabe, esto implica
que

_d4 (or + oF _ O0,a<x<b
dx \ ou/ ou
y por nuestro resultado
b b
oF d |OF OF ~
/a [% + E [wj” ’I’}dl‘-i— [WU:L = O,VU eV
tenemos que

oF 1° ~

a
Pero ahora tenemos que, en este problema hay tres casos acerca de la restriccion sobre las

funciones admisibles:

1. Cuando no existe ninguna restriccion sobre las funciones admisibles, es decir V' =
V = C?[a,b]. Como no existen restricciones sobre los valores de n(a) y n(b), cuando
7 es cualquier funcion arbitraria en V' debe tenerse que (para x = a,z = b):

oF
auw' ="

Luego, todo punto estacionario de f debe satisfacer estas condiciones de frontera
(ademaés de satisfacer la ecuacion de Euler-Lagrange); asi , nuestro problema ahora
es: calcular u € C?[a, b] tal que

—i 8—F +8_F_0 a<x<b
dt \ ov ou

Wﬁ lz=a= 0 @77 lz=p=0

Veamos que estas condiciones no se imponen sobre las funciones admisibles, sino
sobre F', asi estas condiciones son llamadas condiciones de frontera naturales
para

Flu) = / P

Las condiciones u(a) = a,u(b) =  que se imponen sobre las funciones admisibles
son llamadas condiciones de frontera esenciales para f.

2. Cuando existen restricciones sobre las funciones admisibles, es decir cuando

V ={veC?a,b]:v(a) =a,v(b) =3}
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V = {n € C%a,b] : n(a) = n(b) = 0} = C3[a, b

Aqui las funciones de prueba deben cumplir las condiciones de frontera nulas. Para
este caso el problema de calcular un punto estacionario de f en V se transforma en
el problema de calcular una funcién u € C?[a, b] tal que

LY I
dt \ v ou a=
u(a) = a ub) = 3

. Cuando se presenta una condiciéon mixta, es decir cuando alguna de las condiciones de
frontera esencial no es impuesta a las funciones admisibles. Para este caso, el punto
estacionario de f debe satisfacer la correspondiente condicion de frontera natural.
Por ejemplo, si inicamente la primera condiciéon de frontera se impone, tenemos que

V ={ve C%a,b]:v(a) =a}

V ={n € C?a,b] : n(a) = 0}

y ademas
OF ~
EWa b=0,¥neV
Esto implica que
oF

Esto significa que

oF b=0

ou' ¢
pues no existen restricciones sobre los valores de 7(b). De esto concluimos que existe
una condicion de frontera natural correspondiente a una condicién de frontera esencial
omitida. Luego, nuestro problema de calcular un punto estacionario de f en V se
transforma en el problema de calcular una u € C?[a, b] tal que

—i O_F +8_F_0 a<zxr<b
dt \ ou’ ou
oF

u(a) = a B le=p=10

El concepto de Completacion

Ya vimos que a partir de un problema variacional podemos obtener su equivalente PVF,
pero comunmente, en aplicaciones de fisica y de ingenieria se presenta el problema inver-
so: Dado un PVF, calcular su equivalente problema variacional, asi que analizaremos a
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continuaciéon este tipo de problema. Deseamos encontrar el funcional asociado al siguiente
problema: dada g € C'[a, ], tenemos que encontrar una funcién u que verifique

—u'(z)+u=g
u(a) = u(b) =0

la solucién clasica de este problema es una funcién de C?[a,b] que verifica la ecuacién
diferencial y las condiciones de frontera. Veamos que

V =V ={ve C%a,bl;v(a) = v(b) = 0} = C2[a, b]
al multiplicar la ecuacién diferencial
—u'(z) +u=g

por un 1 € C'[a,b], integrando sobre el dominio y usando la integraciéon por partes, para
transferir asi la derivada de u a 7, obtenemos

b b
/(u’n'—l—un)d:r:/ gndzx

para todo i € Cl[a, b], tal que n(a) = 1(b) = 0, es decir n € Ci[a,b]. Veamos que 7, ademds
de cumplir las condiciones de frontera homogénea, debe también cumplir las condiciones:

b b
/ (u'n)dx = —/ u'ndr < oo

b
/ (u'n')dz < 0o

Pero estas dos desigualdades no siempre se cumplen. Asi, vemos que esto esta relacionado
con la completez del espacio V y la teoria de espacios de Sébolev. Tal completez tiene
por ventaja la aplicaciéon del teorema de Lax-Milgram, para asegurar asi la existencia y
unicidad de la solucion @ de la formulacién variacional de un PVF con ciertas condiciones.
De esta manera, podemos observar a grandes rasgos que el enfoque variacional aplicado a
las ecuaciones diferenciales consta de 4 pasos:

1. Se establece la nocion de solucién débil, lo cual implica hacer uso de la teoria
referente a los espacios de Sobolev.

2. Se establece la existencia y unicidad de la solucién débil mediante el método varia-
cional, utilizando asi el teorema de Lax-Milgram.

3. Posteriormente, se prueba que esta solucion es una solucion de clase C?[a, b].

4. Se debe probar que toda solucién débil de clase C2[a, b] es una solucién clasica.

31



Problemas de valores en la frontera: soluciones fuertes-soluciones débiles

Ahora analizaremos el siguiente problema de valores en la frontera: si se tiene una funcién
h(z) € C(Q), osi h(z) € L*(9), entonces hay que encontrar una funcién u(z) que satisfaga
el siguiente problema:

—u(z) = h(z) —u(z) ,Q=(0,1) (2.1)

Definicion 2.21. Una solucion cldsica del problema:

—u’(z) = h(z) — u(z)
u(0) =u(l) =0

con h(z) € C(Q),Q = (0,1) es una funcién u(x) € C2%[0,1] que verifica esta ecuacion
diferencial en el sentido usual.

Si u(z) es una solucion fuerte de este problema donde v(z) es una funcion tal que v(0) =
v(1) = 0, y si multiplicamos el termino u”(x) por v(z), luego integramos por partes,
obtenemos:

" —ulﬂj’U:E L ’LL/:I;"U,!E T
/Qu<:c>v<w>dx— (2)o(z) [§ / ()0 (x)d

Q

como v(0) = v(1) = 0 entonces:

/Qu”(:n)v(x)dx = —/Qu/(x)v/(:n)dw

Luego, si u(x) es una solucion fuerte de este problema y multiplicamos este problema por
tal funciéon v(z) e integramos por partes, obtenemos:

/01 u' ()’ (x)dx 4 /01 uw(z)v(z)dr = /01 h(z)v(z)ds

Ahora, estas integrales también se pueden expresar mediante:

1 1
B(u,v) = (v (z), v(x)) + (u(z),v(z)) = /0 o (z)v (z)dx +/0 u(z)v(z)de

Donde (-, -) denota el producto interno en L?(0, 1)
Definicion 2.22. Una solucion débil al problema de valores en la frontera:
—u’(x) = h(z) — u(z)
uw(0) =u(l) =0
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con h(z) € C(Q),Q = (0,1), es una funcion u(zx) € H*(0,1) tal que
B(u,v) = G(v),Yo(x) € H}(0,1)

Luego, el problema de valores de frontera se reduce a encontrar una funcion v(x) para tal
formulacion variacional.

Debido a la formulacién de integracién por partes, se puede concluir que toda solucién
clasica del problema de valores en la frontera es una solucién débil de la formulacion.
Probaremos que el funcional G es acotado. Se sabe que la forma B(-, ) es bilineal simétrica

en H{(0,1). Como:

1 1
Bmmzwwmwm+wmwm=Awwmm+ﬁwmmx

Donde v € H}(0,1). Tenemos entonces que la forma bilineal B(-,-)es coerciva, y como
B(+,-) es un producto interno en H}(0,1) se cumple que la desigualdad de Cauchy-Schwarz
en H(0,1):

| B(u,v) |< B(u,u)%B(v,v)%,Vu,v € H}(0,1)
Como
B(v,v) = |Jv||;,Yv € Hj(0,1)
entonces B(-,-) es continua en H}(0,1), luego
| B(u,v) |< ully o]l , Vu,v € Hy(0,1)

Ademas, si v € H& entonces existe un compacto [a,b] en (0,1) tal que:
1
2 2
| G(v) \S/ | h(2) | v(@) [ de < sup | A(z) | vlly < sup | A(@) | [lolly + |[o'][; < kvl
0 z€a,b r€|a,
aqui k = méx{ sup | h(z) |,1}. Luego el funcional lineal G es acotado en H}(0,1).
z€[a,b]

Demostraremos a continuacién la existencia y la unicidad de la solucién débil.

Teorema 2.10. (Ezistencia y unicidad de la solucion débil). Para cada h € L*(0,1),
existe una unica solucion u de

B(u,v) = G(v),Yo(z) € H}(0,1)
tal que u € H&(O, 1). También se tiene que:

I(u)= min I(v)
vEHZ(0,1)

donde I es el funcional lineal
1
1(0) = 5 B(o,0) — G(v)

Esta ultima expresion se conoce como Principio de Dirichlet (ver [12]).
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Demostracion. dado que la forma bilineal B(+,-) es coerciva y acotada, y el funcional G(-)
es lineal, asi que el resultado se sigue del teorema de Lax-Milgram. La simetria de B(-,-)
garantiza que u es el minimo del funcional I(-) en H{(0,1)(ver [10]). O

Ahora presentamos otra version del Teorema de representacion de Riesz y del Teorema de
Lax-Milgram.
Formulacién variacional discreta

Teorema 2.11. (Teorema de representacion de Riesz) Para todo funcional lineal
continuo G : V. — R existe un unico elemento u € V tal que

(u,v) =Gv),Yv eV

El elemento u es también determinado como la solucion del problema variacional:

flv) = %(v,v) — G(v) — min,Yv € V

o también

f(u) = min f(v)

veV

Teorema 2.12. (Teorema de Lax-Milgram) Sea B(-,-) una forma bilineal continua
y definida positiva sobre un espacio de Hilbert V' con producto interno (-,-). Para todo
funcional lineal continuo de V en R existe un dnico v € V tal que

B(u,v) = G(v),Yv e V

Si adicionalmente B(-,-) es simétrica, u esta dada como la solucion del problema varia-
ctonal

flv) = %B(v,v) —G(v) — min,Yv € V

Ahora veremos como solucionar un problema variacional descrito por un problema de
valores en la frontera. El problema

—u"(z)+u=g ,g€Cla,b]
u(a) =u(b) =0

tiene la formulacién integral :

b b
/(u’n'+un)da::/ gndx

donde u € V, de tal forma que, integrando por partes sobre esta formulacién, obtenemos:

b
/ (—u" +u— g)ndz = 0,n € Cyla, b]
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Como C}[a,b] es denso en L?[a,b] se concluye que —u” +u — g = 0, en todo punto,
ya que u € C?[a,b]. Para comprender el porqué es necesario cumplir estas anteriores
etapas y ademas, para comprender el porqué es necesario extender el conjunto de funciones
admisibles hacia el espacio de S6bolev, consideraremos el funcional

b
) = [ | g + Gat)? - gt do

u € V,p(z) € C'a,b],q(x), g(x) € Cla, b

donde
V ={ve C?%a,b]:v(a) =v(b) =0} = C3[a, b]
El espacio de funciones de prueba es V = V. Sea la forma bilineal
B:VxV—R
la cual esta definida como
B(u,v) = /b [p(x)u'v" + q(a)uv]
y sea
G:V—R

el funcional definido por

b
Glw) = [ glauds = (g.0)

a
Veamos que B(u,v) es una forma bilineal que es simétrica,continua y coerciva. Ademas, el
funcional G(v) es un funcional lineal continuo de V' en R. De acuerdo a esto, veamos que
f se puede expresar por

1
flu) = EB(u,u) —G(u),Yu eV

Veamos que

B(u +n,u+n) = B(u,u) + 2B(u,n) + B(n,n)

G(u,n) = G(u) + G(n)

de lo cual se tiene la identidad

flu+n)= f(u)+ B(u,n) — G(n) + %B(n,n)
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Si reemplazamos en esta identidad a n por tn donde ||n|| =1y ¢ € R se tiene que

2

Flutn) = f(u) + ¢ [Blu,n) — G)] + 5 Bln,n)

cuya primer derivada direccional es
FW (i) = Blu,n) - G(n)

Luego, una funcién u € V es un punto estacionario de f si f()(u;n) =0,¥n e V, ||n|| = 1.
Luego

B(u,n) = G(n),¥n €V
Definamos el operador L : V' — Ca, b] como
Lu = — [pa)u'] + q(z)u
el cual es lineal y hace el uso del producto interno en L?[a,b]. Luego podemos decir que

G(n) = (g9,m)

B(’LL, 77) = (L’LL, 77)

Integrando por partes y como 7 € V se tiene que

b
Blun) = [ [Lulnds
Como sabemos que B(u,n) = G(n),Vn € V, entonces
(Lu—g,m) =0,vn eV

Esto equivale a Lu = g en (a,b). Observemos que esta es la ecuacion para nuestro funcional
f(u), y B(u,n) = G(n),Vn € V es la formulacion variacional del siguiente PVF: Calcular
una funcion u € C?[a,b] con a < x < b, y u(a) = u(b) = 0, tal que

Lu=— [p(:n)u/]/ +q(x)u=g

Este problema (segtn la teorfa de ecuaciones diferenciales) tiene una tnica soluciéon u € V.
Veamos que B(u,n) = G(n),Vn € V se mantiene para u = u. Una reformulacion sencilla

de

flut+n) = f(u) + Blu,n) — G(n) + %B(n,n)
admite la identidad

Flu) = f(@) + %B(u _du— 1)
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y como B(n,n) > 0,Vn €V, n+#0 tenemos que
min f(u) = f(u)

ueV

Ahora extenderemos el dominio de f del espacio V a un espacio V mas grande, tal que
toda funcién de V puede ser aproximada por funciones de V', y ademés, que la solucién @
del PVF con a < x < b, y u(a) = u(b) =0, tal que

Lu=— [p(a;)u']/ +q(zx)u=g
sea la tnica solucion del siguiente problema variacional: calcular u € V tal que
B(u,n) = G(n),¥n €V
y también que

min f(u) = f(u) = min f(u)

ueV =72

Esta ultima condicién exige establecer la regularidad de la solucién del problema varia-
cional. Recordemos que L>[a, b] es completo con respecto a la norma ||-||, en el sentido que
si {u,}22; C L%[a,b] es una sucesion de Cauchy en esta norma, es decir, si

lim  |Juy, —uyl| =0
m,n—s00

entonces existe u € L?[a,b] tal que 1lim |lu — u,|| = 0. Sea
n—-aoo

(u,v), = B(u,v),u,v € V

1
lull, = (u,w)? = B(u,u)?,u €V

donde (-,-)r, y ||-||; definen un producto interno y una norma sobre V. Asi, a (-,-), se le
llama producto interno energia y a ||-||; se le conoce como norma energia, que es
equivalente a la norma L?[a,b]. Veamos que tenemos una dificultad: el espacio V no es
completo en la norma energfa [|-||,, porque existen sucesiones {u,}52 tales que

lim ||ty — unl| =0
m,n—00
para las cuales ningtn elemento v € V satisface la condicion

lim [ju—u,l| =0
n—aooR0o

Luego, podemos decir que en V' con la norma energia existen sucesiones de Cauchy que no
convergen en V. A fin de Superar esta dificultad, consideremos en V' una sucesion {uy 22 ;
de Cauchy. Segun [10], tenemos el siguiente resultado: Si p y ¢ cumplen las condiciones

b
)= [ |3 + S - g do

37



u e V,p(x) € C'la, b, q(x), g(x) € Cla,b]
para todo w € V', donde el conjunto V esta determinado por:
V = {v € C*a,b] : v(a) = v(b) = 0} = C3[a,d]
con
0<po<p(@)<p,0<q@)<qa<z<b
donde pg,p1 v g1 son escalares, entonces
117 = ol l5 + o llull

donde

(1 1
p—pomln{g,m} >0

Luego, por este resultado y considerando el hecho de que {u,}5%; es una sucesion de
Cauchy tal que

lim  ||up —uy|, =0
m,n—00

dim [, ], =0

por la completes de L?[a, b] en la norma |-||, existen u,u € L?[a, b] tales que

lim |ju —upll, =0
n—-aoo

L [|E =], =0

Luego, se define como V al conjunto de todas las funciones u que pueden ser obtenidas
mediante este proceso, y llamamos a u la derivada generalizada de u. Si v € C'[a,b]
entonces @ = u’. En contraste con V, V es completo con respecto a la norma energia y por
esto es un espacio de Hilbert. Segun [12], se sabe que

V c {v e Cla,b] : v(a) = v(b) =0}

1
2

lull, = (u,u)? = [ / (w4 u2>dx] wev
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donde
V ={ve C?%a,b]:v(a) =v(b) =0} = C3[a, b]
De esta forma, se conoce como el producto interno de Sébolev de orden 1 a
(u,v)1 = (u,v) + (v, v")dz,u,v € V

Y se denomina la norma de Sébolev de orden 1 a
1
.
Jully = (IRl + 7] e v

Se ha mostrado que al completar el espacio V' con respecto a la norma energia se obtiene
el espacio de Hilbert V. Ahora denotaremos a V como la completaciéon de V' respecto a la
norma de Sébolev. Para obtener V consideremos aquellas sucesiones {u,}5°; en V' y que
sean de Cauchy, es decir que

Iim  ||up, — uy|; =0
m,n—s00

Tenemos también que

Im  ||tm — unly =0
m,n—>00
ademas la completez de L%[a,b] con respecto a la norma |||, determina la existencia de
un u € L%[a,b] tal que
lim |ju —upll, =0
n—aoo
El espacio V es asi el conjunto de todas las funciones que pueden ser obtenidas por tal
método. Comparando este proceso con el de la completacion de V respecto a la norma
energia, se ve que V =V si y solo si para toda sucesion {u,}52; en V se cumple que
Im  |upm —upl;, =0<= lm |Jum —uy|, =0
m,n—0o0 m,n—-00
La equivalencia de las dos normas implica esta doble implicacion, asi que V = V. Veremos

ahora una variedad de los espacios de Sobolev, de los cuales V' es un caso especial. Sea k
un entero no negativo, asi definimos

C**(a,b) = {v e C*(a,b) : /b(v(i))zdw < oo}

a

donde i = 0,1,..., k. Sean u,v € C**(a,b). Se define el producto interno de Sébolev
de orden k como



Y ademaéas definiendo asi la norma de Sobolev de orden k

1 b %
ull, = (u,u)? = U (W?+ @W)? + ...+ W) dz

La completacién de C**(a,b) respecto a la norma |-||, produce el espacio de Sébolev
de orden k, H”(a,b). Esta completacién permite extender el dominio de definicion de
producto interno y norma de C**(a,b) a todo H¥(a,b). Denotaremos asi a C§(a,b) al
conjunto de todas las funciones de C*(a,b) con soporte compacto sobre (a,b) y se define
a HE(a,b) como la completacion de Cf(a,b) en la norma ||-||,. HE(a,b) es un espacio de
Hilbert con respecto al producto interno y a la norma de Sébolev donde

HE(a,b) = {v e H*(a,b) : v (a) =D () =0,i = 0,1,... ,k —1}

Aunque Cg(a,b) no es igual a V. = CZ(a,b) la completacién de los dos espacios si es
igual respecto a la norma ||-||,, es decir V' = H{ (a,b). Podemos asf resumir el concepto de
completaciéon de la siguiente manera: Los métodos para solucionar problemas variacionales
son realmente tutiles, porque por ejemplo en el caso del problema variacional

B(u,v) = G(v),Yo(x) € H3(0,1)

el método obtiene una sucesion de soluciones aproximadas (la cual es una sucesion de
Cauchy), pero lo que garantiza que el limite de esta sucesion es la solucion débil del
problema variacional es la completez de Hé(O, 1), porque si el problema se trabaja sobre
C(0,1) se tiene el inconveniente de que este espacio C3(0,1) = {v € C1(0,1) | v(0) =
v(1) = 0} no es completo en la norma de L?(0,1) y por lo tanto tampoco es completo en
la norma de Sébolev. El espacio de C&(O, 1) se puede completar en la norma de Sébolev
de orden 1, obteniendo asi el espacio de Sébolev HE(0,1) (ver [10]), en el cual existe una
solucion tnica y débil del problema de valores en la frontera. A continuacién describiremos
el método de Ritz-Galerkin para calcular la solucién aproximada a un problema variacional.

2.1.4. El método de Ritz-Galerkin

Meétodo de Ritz

Sea Viy C H& un espacio vectorial de dimension finita. Una solucién de Ritz al problema
con valores en la frontera descrito anteriormente es una funciéon uy € Vy tal que:

B(upn,v) = (h,v),Yv(z) € Vy

De esta manera el problema de aproximacion de Ritz sobre el problema de valores en la fron-
tera, consiste en encontrar una solucion uy € Vi del problema B(uy,v) = (h,v),Yv(x) €
V. Aqui se utilizara el Teorema de Lax-Milgram para obtener una solucién del problema
variacional en el espacio de dimension finita Vy de H& (0,1). Sabemos que Vi es también
un espacio de Hilbert, asi que el Teorema de Lax-Milgram garantiza que la solucién del
problema variacional en Vi existe y es tnica. Supondremos ahora que existe una forma
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bilineal, continua y coerciva B(-,-) y un funcional lineal continuo G(-), ambos definidos
sobre un espacio de Hilbert V tal que la solucion del problema de valores en la frontera
es idéntica al elemento u € V', donde la existencia de u es garantizada por el Teorema de
Lax-Milgram. De tal forma, que este elemento satisface la condicion

B(u,v) = G(v),Yv e V
y si B(+,-) es simétrica entonces

min f(u) = f(u)

ueV

donde tenemos que
1
flu) = §B(u,u) —G(u),Yv eV

De esta forma, la idea central del método de Ritz consiste en que, al determinar el extremo
del funcional f(u) se consideran de las funciones admisibles solo aquellas que se puedan
expresar como la combinacion lineal

un(z) = Z a;ipi(x)
=1

donde los «; son constantes y el sistema {¢;(x)} esta formado por funciones linealmente
independientes. Usualmente los métodos para obtener soluciones aproximadas requieren
de algun tipo de discretizacion, de tal forma que para el método de Ritz (para considerar
el teorema de Lax-Milgram) la discretizacion exige la selecciéon de un subespacio Vi de V
de dimension N. Como Vj es un espacio de Hilbert las condiciones del teorema de Lax-
Milgram se satisfacen cuando V' es reemplazado por V. Asi, procederemos a calcular la
aproximacion de 7 que determinaremos por uy, la cual obtendremos por un procedimiento
sobre V. Al suponer que B(-,-) es simétrica y que {¢;}*, es una base para Vy( N
funciones linealmente independientes de V' generan Vy). Asi, cada u € Vy tiene una
representaciéon unica de la forma

n
u=Y_ i,
i=1

donde los «; son escalares. A continuacion calcularemos (haciendo uso de esta base para
V) la representacion matricial de

Flu) = %B(u,u) ~Gu) Yo eV

Teorema 2.13. (Existencia y unicidad de la solucion de Ritz) Para cada h €
L?(0,1) existe una tnica solucion uy de

B(upn,v) = (h,v),Yv(z) € Vy
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También se cumple que

I(uy) = 52‘1/1?\] I(v)

donde se sabe que I es el funcional lineal

I(v) = %B(U,U) - G(v)

Este teorema no nos da una procedimiento para calcular uy, pero como se sabe que Vi
es un espacio vectorial de dimension finita, entonces todo elemento de Vi cuenta con una
representacion unica en funcién de los elementos de la base, y dicha base la denominaremos
por ¢n. Asi existen reales aq, ..., an que satisfacen:

N
un(z) =) ()
=1

De tal manera que si reemplazamos esta combinacion lineal en I(v) = $B(v,v) — G(v),

haciendo uso de la propiedad de la forma lineal B(-,) y la propiedad de linealidad de G(-),
tenemos que

A N N
I(uy) = 5B <Z ai¢iazai¢i> -G <Z Oéi¢i>
i=1 i=1 i=1

N

N
I(un) = % > e B(gi, ¢5) — Y aiG(¢)
ij=1 i=1
I(uy) = %aTMoz —al'G=1I(a) = J(a)
donde
M = B(¢i,¢j)nxn = (85, 87), a=(ai)nx1, G=G(di)nx1

Aqui la simetria de B(,-) implica que M es simétrica. Como B(-,-) es coerciva, tenemos
que

oT Ma = B(v,0) = plJoll?, 0
Como

min I(u) = min J(o)
ueVN a€RN

y ademés de que J es un funcional cuadréatico sobre RY con matriz Hessiana definida
positiva, entonces tenemos que J es minimizado por el tinico o para el cual

Moa=G
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Asi, el minimo de I sobre Vi, 4y esta relacionado con este o por

N
u=>y o,
i=1

De tal manera, podemos concluir que el procedimiento para calcular #y mediante el método
de Ritz es el siguiente:

1. elegir la base {¢;}Y | para Vy.
2. construir las matrices M y G.

3. Calcular o € RY que minimiza a J en Ma = G.

N
4. construccion de uy = E ;.
i=1

analizaremos a continuacion el caso para el cual B(-,-) no es necesariamente simétrica.
Método de Galerkin

Ahora supondremos que la forma bilineal B(-,-) no es necesariamente simétrica pero que
satisface las condiciones restantes del teorema de Lax-Milgram. Como Vx es un espacio
de Hilbert, y V es un subespacio de V', entonces este espacio V puede ser reemplazado
por Vi pues las hipotesis del teorema de Lax-Milgram son también asi satisfechas. Asi
podemos obtener un procedimiento para calcular uy. Si {qﬁ,}f\i 1 es una base para Vi y si
{a;}X | es un conjunto tnico de escalares tales que

N
iy =Y id;
i=1
entonces por el teorema de Lax-Milgram (para V', reemplazado por Vi) se tiene que
N
Zosz(qu,v) =G(v),Yv e Vy
j=1

En particular si tenemos que v = ¢;, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales,
determinado por las incognitas a;:

N
ZQJB(¢j’¢i) =G(¢i),i=1,...,N
j=1

equivalente a
Maoa=G

El siguiente resultado muestra que este sistema tiene solucion tnica (ver libro Axelsson

Barker)
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Teorema 2.14. Sea B(-,-) una forma bilineal coerciva. Entonces la matriz M en
Ma =G

resultante de la aplicacion del método de Galerkin, no es singular si y solo si {(b,-}fil es
una base de V.

Segun este resultado, podemos calcular « resolviendo
Moa=G

y luego determinar uy en

N
un = Z a;P;
=1

Este es el método de Galerkin para calcular 4y . Este método, como se habia mencionado, es
idéntico al método de Ritz cuando B(+, -) es simétrica. Veamos que si B(-, -) no es simétrica,
entonces M tampoco lo es. Luego, podemos afirmar asi que la resolucién de un problema
variacional cuya forma bilineal B(-,-) no es simétrica, exige mas tiempo en términos de
computo para resolver el sistema, que la resoluciéon de un problema variacional cuya forma
bilineal B(,-) es simétrica. A continuaciéon describiremos de una forma muy detallada el
meétodo de los elementos finitos (implementando el método de Ritz y el método de Galerkin)
que nos seré de gran utilidad dado que también deseamos encontrar la solucién aproximada
al problema

(EDP) Up — Ugy = —AUP (z,t) € (0,1) x [0,T)
(CF)  ug(0,t) = 0,uz(1,t) = u(1,t)4 tel0,7)
(CI) u(x,0) = up(z) x € [0,1]

en donde p,q > 1, A > 0 son parametros, T' > 0 y ug es una funciéon no negativa.

2.1.5. El método de los elementos finitos

El método de los elementos finitos (MEF)(ver [12]) es un método numeérico general
para la aproximacién de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales y ordinarias muy
utilizado en ingenierfa y ciencia.La utilidad de este método reside en que muy a menudo se
encuentranproblemas cuyas condiciones particulares no tienen solucién analitica, o cuando
la solucion analitica es atn més dificil de aplicar que una soluciéon numérica: asi se justifica
el uso de este método de aproximacion a soluciones de ecuaciones diferenciales parciales
mediante elementos finitos y diferencias finitas. El método de los elementos finitos permite
obtener una solucién numeérica aproximada sobre un cuerpo, estructura o dominio (medio
continuo) sobre el que estan definidas ciertas ecuaciones diferenciales en forma débil o
integral que caracterizan el comportamiento fisico del problema- dividiéndolo en un gran
ntmero de subdominios, denominados "elementos finitos". El conjunto de elementos finitos
forma una particién del dominio , denominada discretizacion. Dentro de cada elemento
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se distinguen una serie de puntos representativos llamados nodos. Dos nodos son adyacentes
si pertenecen al mismo elemento finito; ademés, un nodo sobre la frontera de un elemento
finito puede pertenecer a varios elementos. El conjunto de nodos considerando sus relaciones
de adyacencia se llama malla. Los céalculos se realizan sobre tal malla, definida por los
nodos, que sirven a su vez de base para discretizacién del dominio en elementos finitos.
De acuerdo con estas relaciones de adyacencia o conectividad se relaciona el valor de un
conjunto de variables incoégnitas definidas en cada nodo y denominadas grados de libertad.
El conjunto de relaciones entre el valor de una determinada variable y entre los nodos se
puede escribir en forma de sistema de ecuaciones lineales (o ecuaciones linealizadas). La
matriz de dicho sistema de ecuaciones se llama matriz de rigidez del sistema. El nimero de
ecuaciones de dicho sistema es proporcional al nimero de nodos. Las consideraciones que
se realizan acerca de los intervalos de espacio Az y los intervalos de tiempo At simplifica
considerablemente el sistema, ya que en lugar de seguir una funcién suave a un ntmero
infinito de puntos, con este método uno sblo se ocupa de un nimero finito de valores, por
ejemplo valores de temperatura (para el caso de la ecuacion de calor) en un nimero finito
de espacios y tiempos. Entre las grandes ventajas de los elementos finitos frente a otros
métodos se pueden destacar el hecho de que Las geometrias complicadas y las condiciones
frontera pueden manipularse con mayor facilidad. La eficacia de un método en elementos
finitos se basa en la medida que la solucién aproximada a el problema se acerca o converge
a su solucion exacta. Esta convergencia depende de dos factores: de la consistencia y de la
estabilidad del método. La consistencia del método numeérico hace referencia a su coherencia
a la hora de aproximar la ED. Se trata simplemente de comprobar si el esquema numérico
utilizado es un esquema razonable para aproximar la ED en cuestién o, si por el contrario,
corre el riesgo de aproximar a otra ED. Lo mas habitual es comprobar la consistencia
mediante el desarrollo de Taylor. El problema se reduce entonces a verificar si, cuando el
paso del mallado tiende a cero [h — 0], las soluciones regulares del problema continuo son
soluciones aproximadas del problema discreto en la medida en que el error tiende a cero.
La estabilidad del método numérico consiste en asegurarse de que los esquemas discretos o
semi-discretos, en su evolucion temporal (discreta o continua), no amplifiquen los errores
iniciales o, al menos, no lo hagan de manera creciente y descontrolada a medida que el
paso del mallado tiende a cero. Vamos a considerar dos técnicas para la construcciéon de
aproximaciones mediante elementos finitos: el principio de Rayleigh-Ritz y el principio
de Galerkin. Para utilizar el Método de elementos finitos (MEF), se debe contar con un
conjunto Q C R2, donde Q debe ser abierto y simplemente conexo. Los elementos finitos
mas comunmente usados son tridngulos o cuadrilateros. Por facilidad se asume que todos
los elementos de la malla son del mismo tipo y tienen asi el mismo numero de lados y
vertices. La tarea de generar una malla de elementos finitos apropiados no es una labor
facil, porque se deben tener en cuenta muchos factores, entre ellos los que influyen en el
error, los cuales determinan ciertas reglas:

1. Angulos muy grandes o muy pequefios en los elementos finitos se deben evitar.

2. Los elementos deben ser colocados con mayor densidad en regiones donde se sospecha
que la solucién del problema y sus derivadas varian rapidamente

3. La alta precision requiere de una malla fina o de muchos nodos por elemento (esta
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ultima condicién lleva a una precision alta, solo si la solucién es suficientemente
suave)

Asi, el método de elementos finitos se puede ver como el uso de el método de Ritz con
funciones de base de elementos finitos. Tal tipo de funciones base estan constituidas por
polinomios a trozos y que tienen soporte local, entendiendo esto como el hecho de que
estas funciones toman el valor cero fuera de un intervalo pequetio de [a,b]. Para nuestro
problema unidimensional, las funciones estaran definidas con respecto a una particiéon del
intervalo [0, 1]. A continuacion veremos como calcular la solucién aproximada del problema
variacional

B(u,v) = G(v),Yo(x) € H3(0,1)
utilizando las funciones de base global y los elementos finitos.

Formulacion del método de elementos finitos

Consideraremos el problema (ver |1, 12, 3]) de encontrar una solucién para:
d
pa; g(x)u=g(z) ,Q=(a,b)
u(a) = a,u(b) =

El cual es el caso general para el problema que se habia tratado anteriormente como ejemplo
(donde p = q = 1,g(z) = h(z) y Q= (0,1)):

—u"(z) = h(z) —u(z) ,Q2=(0,1)
u(0) =u(1) =0

Discretizacion del dominio - Mallado en elementos finitos

Notacion (ver [12, 3|)

e, l=1,....M Representa los M elementos de una malla
N;,t=1,. ,M Representa los M nodos globales de la malla
N,gl),r = ,T Representa los T nodos locales del elemento e; de la malla
P,,i=1,. 7]\4 Representa las funciones de base global definidas sobre Q
1[)7{ Representa las funciones de base local definidas sobre ¢;
€ Representa el elemento estandar
’(Zr Representa las funciones de base global estandar definidas sobre

Sea 2 = (a,b) un abierto acotado. Luego se procede a dividir a Q en un numero finito
de subintervalos cerrados, llamados elementos de la malla {el}{w 1- Si los elementos tienen
igual longitud entonces se dice que la malla es uniforme. Luego, seleccionamos en Q un
numero de puntos o nodos globales {N; = xl}l 1- Cada nodo puede encontrarse dentro del
elemento o estar en la interseccion de dos elementos. Estos nodos se llaman nodos locales tal
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que, para un elemento e; sus nodos se denotan por {NTl, = xfn}rTzl. Mediante esta eleccién
de elementos y nodos definimos la malla de elementos finitos. La presicién aumenta con el
incremento de los nodos. De esta forma se ha construido el mallado global sobre nuestro
problema, representado los nodos y los elementos en el siguiente esquema

N Ny N3 Ny—2 Ny-1 Ny
€1 €2 eM—2 eM—1

Funciones base de elementos finitos

Para una malla en elementos finitos (ver [12]) asociamos a cada nodo N; una funcion
¢; definida sobre € con las propiedades

1. ¢; sobre e; es un polinomio de la forma

T
O = chf)xps,m € ¢
s=1

donde T representa el numero de funciones de base local sobre ¢;.
3. ¢; se determina por su valor sobre un nodo determinado.

Asi construimos el espacio Vs que es el espacio de funciones base de elementos finitos, y
las ¢; son las funciones base de elementos finitos

Los coeficientes de

T
¢; = chls)x”s,x € ¢
s=1
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son obtenidos por ¢;(N;) = 6;; al construir el sistema lineal:

e L T=i
Zcil (Ny ) = 0
s=1 !

en cualquier otro caso

El sistema se puede expresar matricialmente como S;c;; = d;;, donde

[(NDPY o (NDPR (NP (NPT (NPT (NPT
(Né)ll’l (Né)pz (Né)p?’ o (Né)p:uz (Né)ppl (%%T
3 T

(NP (NP (NP (VR (NgPT

(N’;r—z)pl (N’;r—z)pz (N’;r—z)p?’ e (N’;r—z)pT’z (N’;r—z)pT’l (ijr—2)pT
(NT—1)p1 (NT—1)p2 (NT—1)p3 T (NT—1)pT72 (NT—1);DT71 (NT—1)pT
i (Nclp)m (Nclp)pz (Nflp)m . (N;lp)pT*Z (N:!F)pT—l (N%F)pT |

como ¢; se determina por su valor sobre un nodo determinado, entonces ¢; es continua
sobre los nodos frontera del elemento e;, y asi, por la continuidad de los polinomios se tiene
que ¢; € C(Q). Supongamos asi que un nodo N; no pertenece a un elemento e; entonces
d;; = 0. Asi podemos concluir que la funcién ¢; es cero en aquellos elementos a los que el
nodo N; no pertenece. Por definicion una funcién w pertenece a Vi siy solo si puede ser

expresada por

de tal forma que, para cualquier u € C'(Q), se tiene u; (que pertenece a V37) definida por

M J—
ur(x) = Zu(Ni)qﬁi(a:),m e

1=

[y

Funciones base local de elementos finitos

Definimos las funciones de base local (ver [12]) sobre e; como

Uh(z) = dpi(x),x €e,r =1,2,...,T

Asi podemos afirmar que una funcion de base local es una restriccion de una base global a
el elemento e;. Ahora, si VQL es el espacio de los polinomios del tipo:

T
¢ = chls)xps,:n € ¢
s=1

T
definidos sobre ¢;, entonces Vr} es el espacio generado por las funciones {1[)7{1)} E Luego

¢,(,l) <N§l)) =0ps, 7,8 =1,2,...,T
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Usando las bases locales se puede escribir a

I
M=
=

@
Il
A

Ccomo

u(N;) ¢ ET:u(N(l)qﬁ(l (x),z € ¢

=1 r=1

'Pnﬁzz

Observemos asi que las funciones de base global se constituyen por funciones de base local.
Se puede también elegir un elemento estandar € = (x4, xp) de la recta, con las funciones

de base global {;ﬁ:}g:l de tipo

T
¢ = chls)xps,:n € ¢
s=1

y hallar para todo elemento ¢; la transformacién

T=T+ x4, TEE

0

\

A\

A

dependiendo de [ tal que x = + x4, € € transforma a € en ¢; y

0 (@) = (2@) = 0O @ + a)

si denotamos la inversa por

T=2(x) =2 —xq,% € €
Luego la expresion
—~ —~1 . .
Un(@) = ¥r (2(7) = ¥ (@ + 2a)
se puede ver como

O =, (7)
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asi podemos afirmar que todas las funciones de base local wﬁl)con [=1,..., M se pueden
reducir mediante la transformacion

T=T+ x4, TEE

a una funcién simple ,.. Pero las funciones de base global estan compuestas por funciones
de base locales, entonces las operaciones sobre funciones de base global se pueden reducir
a operaciones sobre funcione de base local.

Formulacion variacional sobre un elemento estandar

Como el problema

—% [p(:v)

u(a)

& &

} L g@u=g(z) Q= (ab)
a,u(b) =0

es valido sobre el dominio (a,b) también entonces es valido sobre un elemento estandar e =
(Ta,zp) (ver [12]), luego, si seguimos el procedimiento descrito, obtenemos la formulacion
variacional:

Ty Ty
/ (—(p) + qu — g)nda = / (pu'n" + qun — gn)dz + [(pu')n] [52=0

Ahora con la notacién

u(zy) = ugl) u(zp) = uél)
(—pt) |so= P" (—pt) |a,= P}

reemplazamos en el esquema variacional anterior para obtener
o 0 0
/ (pu'n’ + qun — gn)dz — Py7n(wa) — Py 'n(wp)dz = 0
Ta

Observamos asi que esto es

B(u,n) = G(n)
donde

Tp
B(u,n) = / (pu'n’ + qun)dz

x" 0 0
G(n) = gndx + Py/n(zq) + Py n(xs)

El funcional cuadratico asociado es

1

) = 5B~ G =5 [ + qunyae — [

Th

gndz — POn(z,) — PP n(ay)
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Ahora, buscamos las soluciones aproximadas del problema
e O] O]
(pu'n’ + qun — gn)dz — Py n(za) — Py n(xs)de = 0

con las condiciones
u(za) = ul, u(@y) = u)

Sea wu; la aproximacion de Ritz de u sobre el elemento e; de la forma:

T
w(z) = ol (z)
r=1

(@)

donde los o’ son los parametros a ser determinados, y wr(,l)(x) son las funciones de aprox-

T
imacion a ser construidas. Si tomamos por u = w(x) = Zag)d)g) (x) y porn = ,(«l)(x)

r=1
en el esquema variacional

B(u,n) = G(n)
obtenemos el sistema lineal
KOO — q®

donde las matrices K y GO estan representadas por

KD = / " p@OYWOY + g0 O))de

Tp
GO = / g0Odz + POYO (2,) + P90 ()

a

Ahora construiremos las funciones de aproximacion 1/)7(~) para el elemento. Elijamos una
aproximacion lineal (esto se obtiene con T' = 2) de la forma

uw(x) = c1 + cx = 191 + 02

donde ¢1 = 1 y ¢2 son linealmente independientes. Asi, para el elemento ¢; = (x;, x141),
tenemos
_ .0 _
u(x)) = uy =1 + comy
l
u(zi41) = ug) =c1 + o4

su representaciéon matrical es
ugl) [ 1 ] [ cl ]
ug) Iz 2
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Este sistema tiene por solucién

[ Y O

C1 =
Zi4+1 — 2 Li+1 — 2
luego, tenemos asi que
O] O] O] O] 2
Uy T4l — Uy Xy Uy — U 1
we) =u(e) = A2 2 =Ny
Ti+1 — Xy Ti+1 — X p—

Aqui las funciones zﬁi(l) estan representadas como

H_ Ty —T S
Tl 72 0 T e e = (2, m041)
Ti41 — Xy Ti41 — Ty
de la ecuacion
KO — g

y de la aproximacion u;(x) hecha sobre u(z), utilizando las propiedades de las funciones
de aproximacion (donde para los elementos lineales tenemos que z, = x; y o, = x;41) v si
hacemos (por simplicidad) ¢ = 0 tenemos

R O

1

aW — / " guWdg 4 pO
xy

Veamos que si el grado del polinomio 1/)2@ es n, entonces K es una matriz de orden
(n+1)x (n+1) =T x T, observemos que n + 1 es el numero de nodos necesarios en ¢

para obtener los polinomios wi(l)
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Es posible considerar un sistema de coordenadas locales en e¢; = (7, x;41). Sea T la co-
ordenada local que tiene por origen el extremo izquierdo del elemento. Esta coordenada
esta relacionada con la coordenada global x mediante la transformacion lineal de traslacion
T =2+ T4, T €€ que determina

T=7T+ 1
En el sistema de coordenadas locales, las ecuaciones

w(x) = c1 + cox = 191 + 02

()

u(zy) = uy =c1 + coxy
l
u(zi) = uy) = e+ e
toman asi la forma

w@) =¢é +az
ugl) =u(0) =&
ug) =u(xp —x) =0 + &ulz

con h; = xy41 — x; tenemos
ugl) [ 1 0 ] [ c1 }
ug) I x4 — @y C2

~ l
C1 :ug)

con

R uél) . ugl)

Cy = h
l

Asi obtenemos
2
w =Y ulyp{ (@)
r=1

determinando las funciones 171; (Z) por

= @) =, 0<F<h
Iy

los sistemas de coordenadas locales son también convenientes en la evaluacién numérica de
integrales. Por ejemplo, las componentes de la matriz K y el vector columna G en

K = / Oy WY da

l
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GO — / W dg 4+ PO

T

pueden ser escritos en términos de coordenadas locales de la forma

—~n/ —~/
T dy | s | 5
Km:/
= PlE |

l

Ti+1
G9>=(/i Gippdz + PV
]

Aqui p = p(x; + Z),9 = g(x; + Z). Si tenemos funciones de aproximacion lineales, se tiene
que

om_aw| 1 -1
K hl[ }

pY

h |1
G(l) — M [ :| + 0
P2

2 1

Ahora, si suponemos que Q = [a,b] es dividido en 3 elementos e; de igual longitud(o
de longitud distinta) estos elementos estan unidos en los nodos globales No y N3 y u es
continua, el valor de ug) en el elemento e; debe ser el mismo de u&lﬂ) en el elemento
el+1, con | = 1,2. Para expresar mateméticamente esta correspondencia, se identifican los
valores de u en el nodo global N;, i =1,..., M como Uj, esto quiere decir que u(N;) = Us.
Asi obtenemos la siguiente correspondencia entre nodos globales y locales:

ugl) = Ui, uél) = Uug, ué?’) = Uq

€

N, = Nl = N1 Niy1 = Nb = Nt
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€2

€3

€4

€M -2

€M—1

Npr—o

Estas relaciones son conocidas como condiciones de continuidad entre elementos. Como se
establecié que ¢ = 0, obtenemos que las ecuaciones en términos de los valores de los nodos
globales U; para cada elemento estan determinadas por:

1. Elemento ¢;: determinado por los nodos Uy y Us:

(&3]
hq

1
-1
0
0

-1

S O =
o O O O

Uy
Us
Us
Uy

o O O O

2. Elemento es: determinado por los nodos Us y Us:

Q2
ha

0
0
0
0

0

1
-1

0

0
-1

1
0

Uy
Us
Us

0
0
0
0 Uy

3. Elemento ej3: determinado por los nodos Us y Uy:

asg
hs3

o O O O
o O O O

0
0
1

-1

0 Uy
0 Us
1| U
1 Uy

1
gihi | 1
2 |o|T
0
0
gaha | 1
5 |1 ]7"
0
0
gaha | 0
o |1 |T
1

0
pY

0
0
P
Py

Observemos que ninguno de estos sistemas tiene soluciéon porque en el lado derecho de

l
cada uno se desconocen los valores de Prg

)

,parar =1,2 y I = 1,2,3. De esta manera, la

solucion se obtiene superponiendo las ecuaciones para los tres elementos, obteniendo asi el

nuevo sistema:

o1 e
Tt h
A o e
o e

_a
0 s
0 0

0

0
_ a3
h3

asz

h3

Ui
Us
Us
Uy
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2

g1hy
gihi + g2ha
g2ho + gshs

gshs

pV

PV 4+ p?
PP+ p®

Py

Ny

Ny



Esta ecuacion representa la matriz global para el método de elementos finitos del problema

_% [p(w)%} +q(z)u=g(z) ,Q=(a,b)

u(a) = a,u(b) = B
Ahora, debemos imponer las condiciones de frontera. Las condiciones de frontera naturales

estén incluidas en el vector de los PZ-( ) Veamos que la ecuacién diferencial tiene condiciones
de frontera esenciales en x = a y = = b, luego se tiene que

Uy = u} = u(zy) = ula) = o,
Uy = u3 = u(zy) = u(b) = 3

Ahora, si observamos el problema diferencial con ¢ = 0, sobre el elemento e; = (x1,x2)
tenemos:

_% [p(g;)j_ﬂ —g(x) ,ene

u(zry) = «

Como no se imponen condiciones de frontera esenciales en xo, entonces la correspondiente
condicion de frontera natural en este punto es:

PV = —p(@) o loss= 0

Al tener la ecuacion diferencial con una condicion de frontera esencial en £z = a tenemos
que

du
Pl(l) = _p(l‘)ﬁ |x:m1:a

donde tal Pl(l) tiene un valor arbitrario. De igual forma, para e tenemos que

3 3 u
Pl():() Pé):—p(x)j—x |z=x5

De tal forma que la matriz condiciones de frontera sobre los elementos esta deter-
minada por

(1) u
1P1 5 Pl(l) = _p(x)ill_x |lz=21=a
P+ PP | 0
PP+ P o
P2(3) B = _p(x)?l_g |a=b

tenemos que



o lo que es equivalente a

Ui\) + Uaoy) |z ee
u = U2¢§2) + U3¢§2) , T € €2
U3¢§3) + U4¢g3) , T € e

Asi, obtenemos
w=0160 + 03 |60 + 6P| + U3 [0 + 6{"] + Uso”

y como Uy = a 'y Uy = 3, el sistema

W Th 0 0 U1 g1h P
iR R 0 G L ahteh || BV +R
0 “h et - Us 2 | g2h2 + gshs P® 4+ p®
O O —(;:—z (;:—z U4 g3h3 P2(3)

se reduce a resolver

[%Jr(ﬁ—ﬁ ~hs HUQ]:E[mhﬁmhz}
—a2 " a2 05 Us 2 | g2h2 + gshs

Y asi se establece el sistema para calcular Us y Us. Con estos valores se encuentra a u
utilizando

3 3 4
U= Zul = Zuﬁ”dé” = Z Uio;
=1 = i=1

=1 r=1 i—

o también por
w=0160 + 03 |60 + 6P| + U3 [0 + 6{"] + Uso”

que al ser derivada una vez y multiplicada por la funcién p se puede evaluar en x = a y

)

x = b para encontrar asf los valores de Pl(l) y P2(3
auen

. Observemos que cuando determinamos

o su equivalente
w=0160" + 03 |60 + 6P| + U3 [0 + 6{"] + U1
Esto se puede expresar también por

u=Ui¢1 + Uspa + Uzp3 + Uy
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las funciones ¢; estan dadas por

¢1 = otV
0= 0y +”
5 = o5 + oY

61 = 5

Etapas del proceso de los métodos de los elementos finitos y de las diferen-
cias finitas

Como ya se habia comentado en un inicio, La idea general de cualquier método numérico
es discretizar: si en las diferencias finitas se reemplazan las derivadas por cocientes en difer-
encias, en el método de elementos finitos el factor esencial es que la integral de una funcién
medible se pueda escribir como suma de integrales en dominios disjuntos cuya unién es
el dominio original, entonces se puede hacer un analisis local del problema y haciendo los
dominios suficientemente pequenos los polinomios serdn adecuados para una buena repre-
sentacion del comportamiento de la solucién. Luego, para resolver un problema diferencial
usando elementos finitos se deben realizar las siguiente etapas:

1. Discretizar el dominio dado en una coleccién de elementos finitos

(a) Construir la malla de elementos finitos
(b) Numerar los nodos en el elemento

(c) Generar las propiedades necesarias para el problema
2. Obtener las ecuaciones sobre un elemento de la malla.
(a) Construir la formulacion variacional de la ecuacion diferencial sobre un elemento

estandar.

(b) Expresar la soluciéon u como una combinacion lineal, a fin de generar el esquema
matricial que representa la formulacién variacional para tal elemento.

(c) seleccionar las funciones 1, en los elementos, y calcular las matrices para cada
uno de ellos.

3. Ensamblar las ecuaciones de los elementos para obtener la ecuacién de el problema
global.

(a) Identificar las condiciones entre los elementos para las variables involucradas en
la especificacién de las condiciones de frontera esenciales.
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(b) Identificar las condiciones entre las variables involucradas en la especificacion de
las condiciones de frontera naturales.

(c) Ensamblar las ecuaciones en cada elemento, utilizando para esto los pasos 3(a)
y 3(b).

4. Solucionar la matriz ensamblada, la cual ha sido generada a partir de las ecuaciones.

5. procesar los resultados (usualmente esto implica hacer un analisis sobre las soluciones
al sistema global, obtenidas a través de un Computador).
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Capitulo 3

Explosion de las soluciones para un
problema parabdlico

En este capitulo estudiaremos inicialmente el caso homogéneo del problema propuesto (es
decir, estudiaremos la ecuacion uy = uz,, bajo ciertas condiciones iniciales y de frontera, la
teoria referente a la concepcion fisica de la ecuacion de calor (modelada de hecho por una
ecuacion de tipo parabolico) y las Leyes de termodinamica,para comprender el sentido fisico
del problema parabodlico presentado. Luego estudiaremos la representacién variacional de
nuestro problema inicialmente planteado y por ultimo analizaremos el fenémeno de blow-
Up. La bibliografia tratada en este capitulo est4 fundamentada por [2, 4, 6, 8, 11, 13, 19].

3.1. La ecuacion de calor unidimensional

3.1.1. El modelo de la ecuaciéon de calor

La ecuacion que describe la conduccion de calor (ver [2, 7, 8, 11, 13|) en los solidos es
una herramienta importante para analizar el movimiento dindmico del calor, asi como
para solucionar una enorme variedad de problemas de tipo difusién en las ciencias fisicas,
biolégicas, entre otras. El proceso de conduccién de calor, descrito por una ecuacion difer-
encial parcial fue planteado por primera vez en la historia por Joseph Fourier(1768-1830),
quien decidi6 publicar los resultados de sus investigaciones y observaciones fisicas acerca de
termodinédmica y teoria de potencial en su obra Teoria analitica del calor, en 1807. Dicha
ecuacion de calor es una ecuacion diferencial parcial que describe la distribucion de calor (o
variacion de la temperatura) en una region, y cuya distribucion calorifica esta determinada
por el tiempo.

Las soluciones de la ecuacién del calor se caracterizan por una progresiva suavizacion de
la distribucion inicial de la temperatura, pues el flujo de calor va de la region de mayor
temperatura a aquellas que tienen menor temperatura en el objeto. En general, diferentes
estados y condiciones de partida de la ecuacién de calor tienden hacia el equilibrio estable
del mismo (es decir, la temperatura, trascurrido un tiempo considerable tiende hacia un
determinado valor en el cuerpo en el cual se distribuye). La ecuacion del calor es un ejemplo
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de ecuacion diferencial parcial de tipo parabdlico, dado que una ecuacién parabodlica en
derivadas parciales es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden del tipo:

Aty 4+ 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + F =0

donde AC — B? = 0. Otro ejemplo de ecuacion diferencial parcial parabolica es la ecuacion
de Schrodinger. La ecuacién que modela la difusiéon del calor rige también otros procesos
de difusion, tales como la difusion de particulas o la propagacion del potencial de accion
en las células nerviosas, inclusive esté relacionada con la la mecanica cuantica, aunque en
este ultimo campo existen ciertos fendmenos no difusivos, los cuales se rigen por un modelo
matemético andlogo de la ecuacién del calor. La temperatura representada por la funcion
u(z,y, z,t) consta de tres variables espaciales, donde x,y y z representan las direcciones, y
la variable ¢ (temporal) representa el tiempo, determina la ecuacion del calor:

ou Pu  0*u  *u

o Yo "o o] 70

aqui podemos ver la representaciéon del operador laplaciano::

o o o
ox2  Oy? 022 “

asi que, La ecuacion puede ser escrita como:

ou
E—aAu-O
L
Cypp

donde « es una constante positiva y representa la difusibidad (de hecho, la difusibidad
caracteriza la rapidez con la que varia la temperatura a través de tal material ). Gen-
eralmente el valor de a se estima a partir de la mediciéon de la conductividad térmica h,
capacidad calorifica C), y densidad p. Fisicamente, « indica como fluye el calor por el ma-
terial. Cuanto mas alta es la difusibidad térmica de una sustancia, mas alto es el ritmo de
propagacion del perfil de temperatura: Es decir, la difusibidad relaciona flujo de energia
con gradiente de energia.

A continuacién haremos ciertas consideraciones fisicas sobre el fenémeno de la conduccién
de calor calor, citaremos las 3 leyes de la termodinamica, y posteriormente deduciremos
dicha ecuacion, utilizando el teorema de conservaciéon de energia y la ley de fourier.

Leyes de la termodinamica, Ley de Fourier y la ecuacién de calor
Los fenémenos de conducciéon de calor se han hecho presentes en el desarrollo de maquinas,y
han permitido avances industriales y por ende la evolucién de la civilizaciéon. James Watt

(1736-1819) inventd el primer motor para trabajo relativamente moderno. Este motor fun-
cionaba por el combustible que consumia: el combustible se quemaba y este se transformaba
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en calor y, a continuacion se transformaba en trabajo. El hecho de que el calor (u otra for-
ma de energia) sea necesaria para producir trabajo en un motor es la esencia de la primer
ley de termodinamica. La primera ley de la termodindmica es la formulacion de una
ley més general de la fisica (la ley de conservacion de la energia) para los procesos termod-
indmicos: La energia no se crea ni se destruye, s6lo puede ser transformada de
una forma u otra.

En el motor sin embargo, no todo el calor se transforma en trabajo. Leonard Carnot
(1796-1832), un ingeniero francés pionero en el estudio de la termodinamica, y al cual se le
reconoce hoy dia como el fundador de la termodindmica demostré que hay un limite para
la cantidad de calor que puede ser transforma en trabajo, asi el calor restante se pierde en
la atmosfera. Este descubrimiento también esté relacionado con el hecho conocido de que el
calor no puede, por si solo ser transferido de un organismo de temperatura méas baja a uno
de temperatura méas alta. Esta es la esencia de la segunda ley de la termodindmica, la
cual también indica la direccién en que se llevan a cabo las transformaciones energéticas:
El flujo espontaneo de calor siempre es unidireccional, desde los cuerpos de
temperatura mas alta a aquellos de temperatura mas baja.

En esta ley aparece el concepto de entropia, la cual se define como la magnitud fisica que
mide la parte de la energia que no puede utilizarse para producir un trabajo. Esto es més
facil de entender con el siguiente ejemplo, en el que se utiliza una maquina térmica: Una
fuente de calor es usada para calentar una sustancia de trabajo (por ejemplo, vapor de
agua), provocando la expansion de la misma colocada dentro de un piston a través de una
valvula. La expansiéon mueve el pistén, y por un mecanismo de acoplamiento adecuado, se
obtiene trabajo mecanico. El trabajo se da por la diferencia entre el calor final y el inicial.
Es imposible la existencia de una maquina térmica que extraiga calor de una fuente y lo
convierta totalmente en trabajo, sin enviar nada a la fuente fria. La entropia de un sistema
se puede interpretar también como un grado de desorden del mismo.

Mas tarde, se comprobd que todos los procesos termodinadmicos (como la transferencia
de calor, el intercambio de calor, etc) obedecen a estas dos leyes. La tercera ley de la
termodindmica establecida por Walther Hermann Nernst ( 1864-1941, fisico y quimico
alemén) mediante el conocido por entonces teorema del calor ("la entropia de una materia
tiende a anularse cuando su temperatura se aproxima al cero absoluto"), y formalizada
en 1923 por Gilbert N. Lewis (1875-1946,fisico-quimico estadounidense) y Merle Randall (
1888- 1950, fisico-quimico estadounidense), fue el resultado del estudio de las propiedades
de materiales a muy bajas temperaturas, en particular de la capacidad calorifica, y esta
afirma lo siguiente: No se puede alcanzar el cero absoluto en un namero finito de
etapas. En otras palabras:al llegar al cero absoluto, (0 K), cualquier proceso de un sistema
fisico se detiene y ademaés, al llegar al cero absoluto la entropia alcanza un valor minimo y
constante.

Esto se da porque a medida que un sistema dado se aproxima al cero absoluto, su entropia
tiende a un valor constante especifico. A medida que el sistema se acerca al cero absolu-
to, el intercambio caldrico es cada vez menor hasta llegar a ser casi nulo; Ya que el flujo
esponténeo de calor es unidireccional, desde los cuerpos de temperatura mas alta a los de
temperatura més baja (Segunda ley), seria necesario un cuerpo con menor temperatura
que el cero absoluto; y esto es imposible.
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La ley de la conduccién del calor, también conocida como ley de Fourier, indica que el
indice del tiempo de traspaso térmico a través de un material es proporcional a el opuesto
del gradiente en la temperatura . De esta manera, tenemos que:

q=—hVu

donde h es la conductividad térmica (la cual es una propiedad fisica de los materiales, que
mide la capacidad de conduccién de calor. En otras palabras, la conductividad térmica es
también la capacidad de una sustancia de transferir la energia cinética de sus moléculas
a otras moléculas adyacentes o a substancias con las que estid en contacto) y u es la
temperatura. En una dimension, el gradiente es una derivada espacial ordinaria, entonces:

q= _hux
ou

donde u, = —. Un cambio en el interior de la energia por unidad de volumen en el

4
material, AQ, es proporcional al cambio de temperatura Au, lo que significa que:
AQ = CppAu

donde C), es la capacidad calorifica(La capacidad calorifica de un cuerpo es el cociente
entre la cantidad de energia calorifica transferida a un cuerpo o sistema en un proceso
cualquiera y el cambio de temperatura que experimenta) y p es la densidad de masa del
material. Aqui el simbolo A denota el operador diferencia usual. Si elegimos energia igual
a cero, en el cero absoluto de temperatura, esto puede ser escrito como:

Q = Cppu
Luego, el aumento de la energia ( en una pequena region espacial de los materiales
r—Ar<(<z+ Az
en un intervalo de un periodo de tiempo 7 :
t—At<7T<t+ At

esta dada por:

z+Ax z+Ax  pt+At o
Cor [ lulCt+ A —ulCt=A0dC=Cpp [ [ Saric

donde el teorema fundamental del calculo fue utilizado. Ademés, si no hay trabajo y en
ausencia de fuentes de calor o sumideros, el cambio en el interior de la energia en el intervalo
[x — Az, z + Ax] se explica en su totalidad por el flujo de calor a través de las fronteras.
Por la ley de Fourier, esto es

t+At ou t+At  rr+Ax 5%u
h/ [ T+ Azx,T) — e —(x — Az, T ]dﬁ'—h/ /A:v 8C2dCdT
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de nuevo por el teorema fundamental del célculo. Por el teorema de la conservaciéon de la
energia, obtenemos que:
t+At  px+Ax
[Cppur — huee] dCdr =0
t—At Jx—Azx

Esto es cierto para cualquier rectangulo [t — At, ¢+ At] x [z — Az, z+ Az]. En consecuencia,
el integrando debe anularse:

Cpput — hgy =0

este resultado también puede ser escrito como:

h
U = —U
t Cpﬂ Tx
h .
y con o = oS obtenemos finalmente la ecuaciéon buscada:

pP

ou

— —aAu=0

ot

3.1.2. Formulacién variacional del un PVF
Consideremos el espacio de Hilbert V:
V ={ve H'Yv(0) =0}

Sabemos que t € [0,T), asi que, si multiplicamos la ecuacion diferencial del problema
planteado

ug(,t) — Uge(x,t) = —=AuP (2, 1)

por una funcién v € H&, y luego integramos con respecto a x, en el intervalo [0,1], obten-
emos

/01 ug(x, t)v(x)de — /01 Ugg (2, t)v(x)dr = —A /01 uP (z, tyo(z)da

Luego, si consideramos la segunda integral

/01 Uz (T, t)v(2)d

y posteriormente integramos por partes

1 1
= ug(x, v(x) 7= — uz(x,t) v(z)dr
/O g (&, D0(@)d = 1y (2, )0 () 7= /0 (&, ) u(z)d
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1 1
/ Ugg (2, t)v(x)dz = v(1)ug(1,t) — v(0)ug (0,t) — / ug(z,t) v(x)dr
0 0

utilizamos las condiciones de frontera y las condiciones sobre v para obtener

1 1
/0 Ugy(x, t)v(x)de = v(1)u(l,t)? — /0 g (z,t) v(x)dx

asi, calculamos

1 1 1
/0 ug(x, t)v(z)de — v(1)u(1,t)? —I—/O ug(z,t) v(x)de = —)\/0 uP(z, t)v(z)dx

entonces:

1 1 1
/ ug(z, t)v(z)de = —/ Uy (@, )0 (x)dz + v(1)u(l,t)? — )\/ uP(x, t)v(x)dx
0 0 0
Observemos que aqui se tiene un producto interno en V', luego obtenemos:
(ug,v) = =(Vu, Vo) +u(1,t)%(1) — A(uP,v)

De esta manera se obtiene la formulacién variacional del problema parabélico planteado.
Sea V;, C V un espacio de elementos finitos respecto a una particiéon P, sobre el intervalo
(0,1). Ahora el objetivo es encontrar una funcion uy(t) = up(.,t) € V3 tal que

{(uh,t,v) = —(YVup, Vo) + up(1,8)%0(1) — Aub,v) = H(u,v),Yv € Vi, t > 0
up(x,0) = U, () = vp(x), 2z € (0,1)

Un método comtnmente usado es elegir u,, () = v, como una interpolacion - proyeccion
de v en Vj, para una particion gy, en [0,1]. Sea ¢j(z) : j = 1,..., Np una base para V}.
Consideremos en esta formulacion variacional a up(x,t) como una combinacion lineal de
esas funciones, y v = ;, para ¢ = 1,..., N. Entonces nuestro problema semidiscreto
puede ser establecido como sigue: encontrar los coeficientes u;(t) en

Ny,
un(z,t) =Y ui(t)pi(w)
i=1
donde dicha aproximacién pertenece a H'(0,1) tal que u; es una aproximacion de la

solucion de nuestro problema paraboélico. Asi, obtenemos

up(@,t) = ur(t)pr(z) + ua(t)p2() + .. + un, (H) e, (z)

Luego, la formulacién variacional
(u, v) = =(Vu, Vo) +u(1,£)0(1) = Au?, v)

esta estructurada por:

N N N q N p
/Z%(ﬂ%%dw: —/Zui(t)wé%-dwr Zui(t)wi(l)] p;(1) —A/ [Zui(t)w] pjda
=1 =1 =1 =1
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Luego, como las funciones u;(t) no dependen de z, entonces podemos dejarlas como factores
de las integrales:

N N
Zu;(t)/cpicpjdx = —Zui(t)/cplgojda:—i—
i—1 i=1

esto equivale a :

N N q p
(i) Y _uj(t) = — (g Zuz Zui(t)wi(l)] p;(1 / [Z ui(t z] pjda
i=1 1=1

Veremos a continuaciéon como esta formulacion variacional lleva a un esquema matricial del
problema parabolico planteado. Asi ,para obtener las soluciones numéricas en los esquemas
matriciales necesitamos discretizar la variable tiempo, y asi obtener una discretizacion
completa del problema; para ello, trataremos el caso p = ¢ = 1, con la restriccién 0 <
A < 1,dado que los métodos que utilizaremos necesitan una representacion explicita de wu,
luego:

N N N
(%A%‘)Z ui(t) = — (¢ Zuz +Zui(t)90i(1)90j(1) _)\/Zui(t)@i@jdfﬂ
i=1 i=1 i=1

Luego, con

Zuz o ] ol /lzu ,.r%.dx

M = (@i, 0)nxns A = (05, ©5)Nxn, U = wi(t) yx1, U = ui(t)nxa,, en = (@i(1) - 0j(1))
y 0 < A < 1 obtenemos el problema matricial:

MU' = —AU + Uyey — AMU,t > 0
U0) =~

y como la matriz M es invertible y definida positiva (ver [4]), se tiene una solucion unica
para;

U =-M1YAU + M "Uyeyn — AU

Observemos que este proceso nos conduce a una soluciéon aproximada del problema que ha
sido semidiscretizado, asi que tal aproximacién incluye un error. Las estimaciones sobre
los errores se puede consultar en ([19]): De esta forma, aplicaremos 3 métodos muy usados
para lograr este propoésito: El método de Euler hacia atrds , El método de Fuler hacia
adelante 'y el método de Cranck- Nicholson.

El método de Euler hacia atras: aplicacién a un problema parabdlico

El método de Euler hacia atris esquematiza cualquier ecuacion diferencial parcial u ordi-
naria, bajo la aproximacion de la derivada por un cociente en diferencia hacia atras:

dup(x, ty) up(x,ty) — up(z,tp—1) up— up” 1

ot k Tk
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para nuestro caso, tomaremos la notacion:
n n—1
5kuﬁ = 7uh —
k

Luego, reemplazando el valor de u; por su aproximacion diuj en el esquema variacional

del problema

{(uh,t, v) = —(Vun, Vo) + un(1,£)%0(1) — A(u?, v)

up(x,0) = U, () = vp(x), z € (0,1)

= H(u,v),Yv € Vj,t >0

obtenemos:
Ok (up,v) = H(u,v),Yv € Vj,t >0
up(z,0) = U, (z) = vp(x), 2z € (0,1)

Asi, con p=¢ =1y la restriccion 0 < A < 1:

up —ul !
(%) = (Y, Vo) (1, )o(1) — A(uf, v)

utilizando las propiedades de las formas bilineales y el producto interno definido, calcu-

lamos:
1 1 n—1 n n n
7 (U, v) = 2 (w7, v) = =(Vug, Vo) + g (1, )u(1) — Aup, v)
(up,v) — (up=,0) = —k(Vuy, Vo) + kuj (1, t)v(1) — Me(uf,v)

Reemplazando la combinacion lineal wup,(z,t) E u;(t)p;i(x) en la anterior expresion, y

utilizando las propiedades de las formas blhneales obtenemos

N
(irp5) > _ul(t) = (i, 05) ZU" (t) = —k (¥}, &) Zu +k'zu ) - ()]
i=1

N
— k(i p5) Y ul(t)
=1

N

N
Tomando los términos en factor de Z ul(t) y Z ul(t), y ademas con
i=1 i=1

M = (i, 05)NxN, A= (05, @) NN, U = ui(t) k1, U = ui(t) vx1,, en = (gi(1) - @5(1))
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calculamos la matriz:
[(14+ Xe)A+ kB — ken|U™ = AU™ !

Como la matriz factor de U™ es invertible y definida positiva, tenemos que la solucién de
U™ es tnica:

U =[(14+ M\k)A+ kB — key] L AU !

El método de Crank - Nicolson: aplicacién a un problema parabdlico

En el analisis numérico, el método de Crank-Nicolson es un método de diferencias fini-
tas utilizado para resolver numéricamente la ecuaciéon de calor y ecuaciones similares en
derivadas parciales. Es un método de segundo orden en el tiempo, implicito en el tiempo, y
es numéricamente estable. El método de Crank-Nicolson se basa en la diferencia central en
el espacio, y la regla del trapecio en el tiempo, dando una convergencia de segundo orden
en el tiempo.Supongamos que se tiene la ecuacion diferencial parcial (en una dimension) :

ou
E =F |:U,ZL',t,W,W

ou 0*U ]

El método de Crank-Nicolson es el promedio del método de Euler hacia adelante en n , y
de el método de Euler hacia atras en n + 1; sin embargo, el método en si mismo no es el
simple promedio de estos dos métodos de Euler, pues la ecuacion tiene una dependencia
implicita de la solucién:

urtt —ur

; n ou o*U
AL =F] [U,$,t ]

ot o

Euler Hacia Adelante

up—upt

At

oU 0*U
_ n+l
= F] [U,ac,t, ETRTR }

Euler Hacia Atras

1], oU 9*U il
- 5 |:F17, |:U7‘T7t7ﬁ7m:| F; |:U7‘T7t7

Uin'i‘l _ UZ

oU 0*U
At

ot o

Crank-Nicolson

68



La funcion F' debe ser discretizada espacialmente con una diferencia central. Observemos
que se trata de un método implicito: Para obtener el "siguiente"valor de u en el tiempo,
un sistema de ecuaciones algebraicas debe se resuelto. Si el error cometido en una etapa
de los calculos no se amplifica en las etapas posteriores, entonces se dice que el método es
estable. En el siguiente ejemplo veremos la manera de resolver un problema diferencial,
utilizando el método de Crank- Nicolson.

Ejemplo 3.1. Considere la ecuacion de calor :
U = QUgy + g, t)

con o € R, t > 0 en el intervalo a < x < b Obtenga una discretizacion de esta ecuacion
parabdlica utilizando el método de Crank-Nicolson.

Solucion

Utilizando el método de Crank-Nicolson, obtenemos la representacion discreta del problema

ulbtt — ok o L

A e wtt = 20t ) - 2uf Ry |+ g
Asi tenemos que k representa el superindice para la variable tiempo t, y también que i
representa el subindice para la variable espacio x. se tiene que i = 1,2,....m — 1, gf =
g(x;,t%), uF es la aprozimacion a la solucion u(t*) = u(kAt), y t* = kAt. El error global
se hace sobre la suma de los dos errores en la variable tiempo y espacio, luego el error es
O(At? + h?). Si disponemos de Los términos para uF L la izquierda, y los restantes a la
derecha, obtenemos el sistema:

k+1
U,

k 1
o k+1 k+1 E+1] _ W o k k k k+35
AL op2 M1 T 2up T gy | = Klt + o2 [ui—l —2u; +uiq| g

De esta manera, el sistema que hay que resolver es el establecido por la matriz

MURH = NUK + G*

Cuyas matrices M, N y G* estin dadas por

1 — -
it W 0. 0 0 0
e it mE 0 0 0

0 55 A+% 0 0 0

M = : s
1 _

/ ! ! _t——i(_x% 1ﬁa —Oa

0 0 0 W MW W
L0 0 0 0 5% A+
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L-a 1% 0 0 0 0
[0 [0 (6]
MR wE 0 0 0
[0 [0
0 2 A 0 0 0
N = z z :
1 o o
0 0 0 & A 0
[0 (6] (6]
0 0 0 32 AT RZZ
0 0 0 a L _a
L 2h2 At h2

k+3d

fi *+ hzu(o thta)
k+d
2

k+3

f3

k—l—

S~

1
2
-3
+1
+3
-2

;T’sr

fEe e,y

Si la ecuacion diferencial parcial es no lineal, la discretizacion también serd no lineal, asi
que el avance en el tiempo implica la soluciéon de un sistema de ecuaciones algebraicas
no lineales, aunque las linealizaciones son posibles. En muchos problemas, especialmente
de difusion lineal, el problema algebraico es tridiagonal y puede ser resuelto de manera
eficiente con el algoritmo de Thomas, lo que da una solucion rapida y directa, a diferencia
de los métodos habituales para resolver una matriz completa. El método de Crank-Nicolson
es muy utilizado en problemas de difusion,pues esquematiza cualquier ecuacion diferencial
parcial u ordinaria, bajo la aproximacién de la derivada por un cociente en diferencia
alrededor del punto ¢, _ 1 para una funcion f:

u(z, ty) + u(z, th—1)
2

u(x? tn—%) ~

Existe otra manera equivalente de representar el esquema de Crank-Nicolson, dada por el
cociente de diferencia alrededor del punto ¢, 1
2

u(m, tn+1) + ’LL(l‘, tn)

u(z,t, 1)~ 5

It

Ahora el problema consiste en encontrar una funcién uj € V3, la aproximacion de u,,_1
2
tal que:

n n—1
ok(up,v) =H (%,v) NveV,,t>0

up(z,0) = U, () = vp(x),z € (0,1)

70



—(Vup, Vo) + up(1,6)%(1) — A(uf,v) = H(u,v)

donde p = ¢ = 1 y con la restriccion 0 < A < 1. Reemplazando el valor de d,uj, con
b(pi, i) Nxn = (¢, cp;) NxN,y utilizando las propiedades de las formas bilineales, tenemos:

-1 -1 -1 -1
(7) - <+> + +7] o) =2 (L) nen

2 2
n n— k: n
(Uh,v) - (Uh lk’ﬂf) = _§b(uhvv) -

k
—b(up ™t v) 4+ sujt(1) +

k
2 2!

(), Y eV

Np,
si utilizamos la combinacion lineal up(x,t) = Z u;(t)pi(x) en la anterior expresion obten-
i=1

N N
(i) D _uf(t) — (i) D _uf ' (t) =
i=1 i=1
N N k N
—5 (%5 ¢5) > ul(t) - 5 (#:#)) > url )+ Slpi(1).0;(1)] > up(t)+
i=1 i=1 i=1
N N N
S lpi(1).9;(1)] > ul ) - %(wi,%) AGE %(%@j) > ul ()
i=1 i=1 i=1

M = (@i, ) nxns A = (05, ©5)Nxn, U = wi(t) yx1, U = ui(t)nxa,, en = (@i(1) - 0j(1))

N N
y tomando los términos en factor de Z ul(t) y Z ul'~!(t), obtenemos la matriz:
i=1 i=1
k k Ak " k k Ak n—1
Como la matriz
k k Ak
A + EB - §€N — 714
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es definida positiva e invertible, tenemos que

k k Me 17t k k Ak
" A4+ —-B— ey —2—A A——-B+— Ay
U —1-2 56N T ] [ 2 +26N+ 5 U

El método de Euler hacia adelante: aplicacién a un problema parabélico

El método de Euler hacia adelante esquematiza cualquier ecuacién diferencial parcial u
ordinaria, bajo la aproximacién de la derivada por un cociente en diferencia hacia ade-
lante:

5Uh(3§‘,tn) o uh($7tn+1) - uh(xatn) ~ U’Z—i_l — U;LL

ot k k

para nuestro caso, tomaremos el cociente :

n n—1
Up, — Up,

k

Luego, reemplazando el valor de u; por su aproximacién d,uj en el esquema variacional
del problema

dpup =

(un,v) = H(up,v),Yv € Vj,t >0

up(x,0) = u,, () = vp(x), 2z € (0,1)
obtenemos:

S(ujt,v) = H(u) ™ v), Yo € Vi, t >0

up(x,0) = U, () = vp(x),z € (0,1)
Asi, con p =g =1 y la restriccion 0 < A < 1:

n__ ,n—1
<7uh - ,v) = (V' Vo) + (L 8)o(1) = Ay~ v)

utilizando las propiedades de las formas bilineales y el producto interno definido, calcu-

lamos:

(up,v) = 2 (up ™) = (V™! Vo) g™ (1 8)u(1) = Ay~ v)

=

(UZ’,’U) - (UZ_I,’U) = —k(VuZ_l, Vfu) + kuz_l(l,t)v(l) _ )\k(uz_l,v)

Np,
Reemplazando la combinacion lineal wuy,(z,t) = Zul(t)gol(aj) en la anterior expresion, y
1=1

utilizando las propiedades de las formas bilineales, obtenemos:

N

N N N
(Pir05) D _ul(t) = (i) D uf ™M () = —k(gh, 05) D _uf 7 (#) + & Y uf T (B)ei(1) - 05 (1)] -
i=1 i=1 i=1

i=1
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N

Ne(piri05) > ul ™' (t)

=1

N N
Tomando los términos en factor de Z ui(t) y Z u(t),y ademas con

%
1=1 i=1

M = (@i, ;) NxN, A = (0}, @) Nxn, U = wi(t) 1, U = ui(t) N1, en = (@i(1) - 05(1))
calculamos la matriz:
AU™ = [(1 = Ak)A — kB + key]U™ !

Como la matriz factor de U™ es invertible y definida positiva, tenemos que la solucién de
U™ es tnica:

U = A7Y(1 = Ak)A — kB + keny|U™ !

A continuacién procederemos con la esquematizacion numérica del problema.
Esquematizaciéon numérica: Modelado de la malla

Sabemos que la formulaciéon integral del problema

(EDP) Up — Ugy = —AUP (x,t) € (0,1) x [0,T)
(CF)  ug(0,t) = 0,ux(1,t) = u(l,t)4 te0,7)
(CI) u(z,0) = up(x) x € [0,1]

[S]

1 1 1
/ ug(x, t)v(x)de — / Ugy (x, t)v(x)de = —)\/ uP(x, t)v(x)dx
0 0 0
cuyo equivalente variacional esta definido por:
(ue,v) = =(Vu, Vo) +u(l, )% (1) — A(u”,v)

Donde analizaremos el caso p =¢ =1y 0 < A < 1. Asi, el objetivo es aproximar el valor
de la solucion u(z,t) sobre una grilla determinada por x y ¢t. Consideremos el dominio
rectangular en el plano (z,t) con 0 <z <1y 0<t<T < oo, para el caso p = ¢ = 1, con
la restriccion 0 < A < 1. Sea Ax el espaciado en la direccion de z y At el espaciado en la
direccién de t. Sea

1 T

donde el intervalo en x tiene N particiones y el intervalo en t tiene M particiones, tal que:

O=zxg<ri <2< ...<zny=1
O=th<ti<to<...<tpy=T
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Luego tenemos que la particion gy, en [0, 1] es

L —ihi=0,1,2,...,N

y la particion p, en [0,7T) es
b= k=012, N
7 M ) s Ly &y ;

Implementaremos el esquema numérico sobre el esquema obtenido mediante el método de
Crank-Nicholson.

Modelado del Esquema numérico para un problema paraboélico mediante méto-

do Crank-Nicholson

En el paso del tiempo, con % = At tenemos t, 1 = t, — % conn =1,2,..., M Luego,
2

vemos que

tj—1/2 € [tj_l,tj], j = 1,2, e,

Asi, el esquema global tiene que ser resuelto para m niveles de pasos en el tiempo (n =
1,2,...,m). La siguiente imagen ilustra la malla para un problema con N = 8 y m = 4,
con 0 < <8

ty

ts— 3

P TSR R RS SEUERRES (R U WU )
b= | L RUUTRS PR N RTINS |
to

to— 3

P R SRS SEUERRE (R U SO )
ty— 1

to

Zo r1 Z2 3 L4 Ts Ze x7 s

Cuando t = tg, entonces
up (i, t5) = vp(w;) = i

parai =0,1,..., N. Esto muestra una soluciéon aproximada en up(x;, t;) parai =1,2,..., N
y7=0,1,2,...,m. Cuando t = tg, entonces

up(xi tj) = vp(z — 1) =
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parat=0,1,2,..., N. Sea:
Vi, = [gp : @ |[2;_1,2:)> €8 una funcion lineal, con i =1,..., N, p(0) = O]

Tal espacio de funciones tiene dimension N y sus elementos son llamados funciones lin-
eales discretas. Estas funciones, también conocidas como funciones de base global, son la
herramienta que utilizaremos en el método de elementos finitos para encontrar una soluciéon
aproximada del problema variacional

(ug,v) = =b(u,v) + u(1,t)%w(1) — (AP, v),Yv € Vi,p=q=1,0< A < 1

definamos también que, si ¢;(z) € V3 , entonces @;(xj) = 6;5 coni =1,2,..., Ny j=
0,1,2,..., N, donde tales funciones lineales discretas estan definidas de la siguiente manera:
Parai=1,2,...,N — 1,

T — Ti—1
h y Tim1 ST S
1
. Tit1 — X
pi(z) s , T < x < Ty
hit1
0, en cualquier otro caso

con h; =x; —x;—1 y hijy1 = x;41 — x;. Para estas funciones tenemos que :

1. caso I:

Tenemos que x;—1 < x;, asi h; = z; —x;—1 > 0 Luego, si x = x;_; entonces ¢;(z) = 1.
Esto es una funcién lineal creciente, pues su pendiente es positiva

1
h_>0

)
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2. caso II
Ti41 —
pile) = L2
141
Tenemos que x; < xj—1 , asi ¢; — x;—1 < 0 Luego, si @;(x;) = 1y @i(xiy1) = 0,
obtenemos que , para esta funcién lineal se tiene un comportamiento decreciente,
pues su pendiente es negativa

1
<0

hit1

Xy Ti+1

3. caso III

r—ITN-1

7
PNxN = hn
0, en cualquier otro caso

IN-1 ST SN

vealnos que
hy =N —TN-1

para este caso on(zn-1) =0, y on(zn) = 1. Esto da cuenta de una funcién lineal
creciente, pues su pendiente es positiva

1
— >0
hn
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TN-1 TN

Ahora podemos ver Graficamente que si | ¢ — j |[> 2, entonces Dom®; N Dom®; = ¢ asi
que, si | i — j |> 2 entonces a;;(®;, ®;) = 0. Sit € (0,7) y 0 < < 1 suponemos que
up(z,t) es la solucion aproximada de u(x,t) en V. Si tomamos la combinacion lineal

Np,
un(z,t) = > uwit)pi(x)
=1

Luego, el sistema matricial

MU' = —AU +Uyeny — AMU,t >0
U(0) =~

establecido a través del esquema variacional
(unt,v) = —(Vup, Vo) +up(1,6)v(1) — Xup,v) = H(u,v),Yv € Vj,t >0
up(z,0) = U, () = vp(x), 2z € (0,1)

serd expresado mediante el método de Crank - Nicholson por

kook M ] [ ko kA ]

con

M = (i, 05)NxN, A= (05 @)NxN U = ui() 1, U = ui(t) vxa, en = (9i(1) - ¢5(1))
donde tenemos que:
pj(@)dz = (pi, pj)

1
--:/w(x) ()
0
()¢ ()

ajj
1
by / (@) (@)de = (o o))
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En estos esquemas matriciales M es conocida como la matriz de masa del sistema, con

M = [(¢s, ij)]NxN

A es la matriz de rigidez , definida como

A = [b(gi, ‘Pj)]NxN

con b(u,v) = (ug,v') , y U = u(t) es el vector de los desconocidos w;(t). A continuacion
calculamos cada matriz resultante de la aplicacién del método de Crank-Nicolson.

Construccion del sistema matricial resultante de la aplicaciéon del Método
Crank-Nicolson

Tenemos que si ¢t —j > 20 j —1 > 2 entonces

1
aq=1;%uxa@Mx=@%w»=o

1
%zlﬁm%wm=M@ﬁm

Luego A y B son matrices tridiagonales

-a171 CL172 0--- 0 0 0
a1 G232 0--- 0 0 0
0 az2 ass--- 0 0 0
A - . } , ) . )
0 0 0--- an-—2N-—2 an—2N-1 0

0 0 0 AN-1,N—2 OaN—1,N—-1 QaN-1,N

| 0 0 0--- 0 aN,N—1 aGN,N |

b1y bio 0 0 0 0 ]
by by 0 0 0 0
0 bsy bys- 0 0 0
B ) ) i : : )
0 0 0--- by_2Nn-—2 bv_an—1 0

0 0 0+ by-inN—2 bv_inN-1 bN-1N
0 0 0 0 byn-1 by |

Observemos que

At At AAtL k k Ak
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At At AAt k k Mk
De esta manera el esquema matricial
k k Ak k k Ak
A+ -B——ey——A|lU"=|A— =B+ = AUt
[+2 2€N 5 :|U [ 5 +26N-|-2 ]U
Puede ser representado por:
U=~
EU”:I?’, n=12,....,m
Donde
~ At At MAL ]
A— -A+7.B—7€N—TA-
~ At At MAE ]
B=|A-—B+ — —A
_ 5 + 3 EN + 7

F=pByu"t

Construccion de las matrices g, BYF

Veamos que A y B son matrices tridiagonales ; luego si representamos a j, B ,AY B por

al b1 0--- 0 0 0
Cy Qo bg"' 0 0 0
0 C3 as--- 0 0 0
A= | 0
0 0 0-- aN—2 bN_2 0
0 0 0+ env-1 an-1 by
_0 0 0-- 0 CN an |
[01 p1 O-- 0 0 0 7
@ o2 p2--- 0 0 0
0 qs 03--- 0 0 0
B= |: @ . :
0 0 0+ on—2 pnv—2 O
0 0 0+ gn-1 ON-1 PN-1
0 0 O- 0 qn ON |
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a1,1
C1,2

a1
€22

0
0
0

b1

a1,2
C1,3

[en}

bo 1
as 2
23

0
0
0

b
a173---

[an}

bog- -
(1/2’3' ..

0---
0---
0---

[an}

a1,N—2
C1,N—1

[en}

a2, N—2
C2,N—1
0

[an}

bi,N—2
ap N-1
c1,N

[an}

ba N—2
as N-1
C2 N

[an}

bi,N—1
ai N |

[an}

0
bo N—1
(1/2’N -

Entonces, las entradas de la matriz A determinadas por a;, b; v ¢; tienen la estructura

At At At .
a; = ay; + 752,1' — 5 N T 5= L...,N

At At At .
bgi— eN——aLZ-,z:l,...

bi:al,i+7 it 5 LN —1

At At At .
Ci = Q1,4 + 7()271' — 76]\[ — 7(11’7;,Z = 2, . ,N
Donde claramente aq;,b1; y c1,; son elementos de la matriz A, y los elementos as ;, b2 ; y
c2,; son entradas de la matriz B. Para B tenemos :

At At

0; = Q14 — 75272' + 76]\[ + 7a17,-,z' =1,...,N
At At t )
pi=ai; — 7b2,i+?€N+7a1mZ= L...,N—1
At At At )
qi = a1,; — 752,1' t N+ e i = 2,...,N

Calcularemos las entradas de A y B utilizando las funciones de base global.

Matriz A
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Elementos de la diagonal

parat=1,...,N —1con z;_1 <x < x;y1, tenemos

1 1
mwwm—A%U%Ud waﬂd

1 ) T; T — 1 2 Tit1 Tig1 — @ 2
wilx T = —_— T + B — €T
flocorar= [ [ [ [
0 Ti—1 Zi

Por la simetria en el area bajo cada segmento, obtenemos

/1[ A )]2d _3/% L~ xi1 2d
; pil)]"de = - z x

Con el cambio de variable © = x — x;_1 obtenemos:

2 (M, 2 ud
‘W:ﬁA”wZﬁﬁb:§

para i = N, tenemos

ai,N =aN,N = /IN vi(z)pi(z)dr = /IN [%(@]2 dx

N-1

con el cambio de variable u = z — z_1, obtenemos

I
ANN = 75 udu:g
0

Elementos por encima de la diagonal para i=1,..., N — 1 tenemos

Tit1
bii = a;iy1 = / ©i(2)piy1(x)dz
X4

TitTipq
2 r—x; | X1 —
bl,i:ai,i+1:2/mi [ hl][“rh }dx
como z;y1 = z; + h, tenemos
Zit+Ti4n
2 2
bii = a;iy1 = 72 —[zi — 2] [(v; — x) + h]dz
w;
9 T+l
2
bii=a;i41 = 2 — [(zi — z)% 4 h(z; — z)] d

Zs
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tenemos que x;41 = x; + h y con el cambio de variable u = z; — x obtenemos

bii = aiit1 = % /02 [u? + hu] du

2u3h_u2|;h@
6

bii = a;iy1 = K

3+2

Elementos por debajo de la diagonal

para i =2,..., N tenemos

X4
Cli = Qj;—1 = / pi—1(z)pi(z)dx
Ti—1

zi—1t%4

2 zi—x]| [ — 21
Cl,i:ai,i—1:2/ [ - } [ - ]dﬂ?
Ti—1

h h
TitTi4q
2

_ 2 T—Z;| |Tiy1 — T
Clg = Q5 5—1 = h2 /xl |: h :| |: h :|d37

Asi, podemos ver que A es una Matriz Simétrica.

Matriz B

Elementos de la diagonal
parai=1,...,N — 1, tenemos

Tit1 , , Tit1 , 9
Gy = b = / (@) ()de = / [l (@)]? de

i—1 i—1

En el intervalo [z;_1, z;] tenemos

r — X;—1
pi(z) = — :
En el intervalo [z;, z;11] tenemos
Ti+1 — &

Luego, la integral la podemos determinar por

[ [ e [ ) as

1—1 Ti—1
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Calculando las derivadas de funciones lineales, obtenemos

Ti ZTi+1 1 T 1 Tit1
[ e [ e e g [ dr g [a
Ti—1 Z; Tio1 o

e 1 [ U 1 2

Ti—1 T4

para i = N, tenemos

TN TN
2
as N = by N = / oi(x)ypi(z)yde = / [pi(z)y]” dx
T ITN—-1

N-1

1 [ 1 1 1
ﬁ/ dz = 252 oy, = 332 lan_= 3

ITN-1

Elementos por encima de la diagonal
parai=1,..., N — 1 tenemos
Tit / /
bai =biiy1 = / wi(z) pir1(r)dr
x;
Calculando las derivadas de funciones lineales, obtenemos

1 Tit1 1 ) 1 ) 1
b2,i = bi,i-‘,—l = ﬁ/ dr = ﬁx zH: ﬁl’ gfh: E
z;

Elementos por debajo de la diagonal

para i =2,..., N tenemos

X4
c2i =bii1 = / pi1(x) ¢i(x) dx
Ti_1

1 %
2 =bii-1 =175 dx
h Ti—1

1 /ml 1 . 1 , 1
— dr = <z |3 =Sz |l = —
h2 oy 27 T p2 lwi=hT

Asi, podemos ver que B es una matriz simétrica.
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Matriz F
tenemos que
F=BU"!
Luego determinaremos cada matriz como se describe a continuacion.
Matriz BU"!

Observemos que ya tenemos B donde sus entradas estan dadas por:

At At At .
0; = a1; — 752,1' + - €N + 5 iyt = L....,N
At At At .
Di= a1, — 7(32@"‘76]\[—1—7&17@',22 1,,N—1

At At At )
qi = ai; — 752,1' toen+ e = 2,...,N

opr p1 0--- 0 0 0 7

G2 02 p2--- 0 0 0

0 qs 03--- 0 0 0
B= |t ¢ o

0 0 0--- on—2 pv—2 O

0 0 0+ gn-1 ON-1 DPN-1

_O 0 0--- 0 an ON

luego si definimos BU" 1 = C™ !, tenemos que las entradas de C"~! son

-Para j =1

n—1 n—1 n—1
Cl™ " =o1u]™ " + prus

-Para j=2,...,N -1

n—1_ _ , n—1 an—1 an—1
Ci " = qyui—y +ojuy +pjugiy

-Para j =N

n—1 n—1 n—1
Oy =aqnuy_; +onuy

Ensamble del vector condicién inicial U° = ~
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Existen dos maneras de encontrar el vector U’ = + y la decision final sobre cual de
las dos elegir depende de las caracteristicas de la condicién inicial en el problema de la
ecuacion diferencial parcial. Siv € H, 6 () las dos formas no difieren en mucho. Sin embargo,
la primera forma es la mas eficiente pues su calculo no implica resolver un sistema de
ecuaciones lineales como veremos.

1. ve Hol [0,1]: sea I}, : V. — V}, donde Iy es el operador interpolante en V. Supong-
amos que Up(x,0) = Ipv(x) = vp(z) = uop(x), luego vy (x) se puede expresar por:

N
uop(x) = va(x) = Y v(zi)p;(@
=1
Esta es la representacion interpolante de v en Vj,. Como tenemos que @;(x;) = 6;;
parai,j =1,...,N. Luego podemos decir que :
v = uop(x;) = vp(x)) Zv dij = v(z;)
i=1
Con j=1,...,N. Asi tenemos que el vector condicién inicial tiene la estructura:
v(z1)
v(w2)
v(xs)
N1 = (v(@1), v(@2), 0(23), ., V(XN —2)V(EN 1), v(2N ) = :
v(xN_g)
v(rn—_1)
v(xN)

2. v € L?: Para encontrar las componentes 7; de la aproximacion inicial dada v, = ugp,
podemos considerar uy(x,0) = v(x). Asi, calculamos la representacion de u(z,0) en
V}, dada por

N
0) = ui(0)pi(x)
i=1

Entonces, considerando el producto interno en L? podemos encontrar los coeficientes
u;(0) = ; desde la ecuacion

(un(z,0), 05(z)) = (v(z), pj(x)) j=1,...,N

Estos significa que la forma iterativa de esta representacion es

Zw 2),0;(2)) = ((@),9j(z)) j=1,...,N
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Lo cual equivale matricialmente a Au(0) = ®. Como A es una matriz diagonal y
definida positiva, entonces finalmente encontramos que u’ = u(0) = A7'® = ~. En
este caso

®; = (v(2), pj(2))

®; = % [/j’ v(@)(z = zj1)de - /;J'“ v(@)(@ — zj41)dz

-1 j
El proceso del refinamiento sobre la malla

Para hacer un analisis numérico de la convergencia para cualquier método tratado, es
necesario introducir la idea del refinamiento de la particién inicial en la variable espacial.

Supongamos asi que h = N es la longitud de la particién uniforme pp : 0 = 29 < 21 <

... < xy = lenelintervalo [0, 1] de N+1 puntos o nodos. El primer paso en el refinamiento
sobre gy, se hace tomando el doble de puntos en [0,1] lo cual es equivalente a dividir la
longitud h en 2:

h 1

2~ 2N

En general, el proceso de R-refinamientos sucesivos para una particion uniforme gy en
[0,1] se hace al dividir la longitud original h en 27, lo cual es equivalente a multiplicar el

numero de subintervalos N en g, por 2/, para j =1,..., R:
h 1
2‘] 2-]N J Y Y

De tal forma que es posible denotar wuy(x,t) por uy(z,t) y en general u (x,t) por
27
ugj v (2, 1), lo cual significa que
un (z,t) = ugin(z,t) = uj(z,t), j=0,1,...,R
27

Error tebrico: caso para la soluciéon desconocida

Si suponemos que la solucién a nuestro problema

(EDP) Ut — Ugy = —AUP (x,t) € (0,1) x [0,T)
(CF)  ug(0,t) = 0,ux(1,t) = u(l,t)4 te€0,7)
(CI) u(z,0) = up(x) x € [0,1]

es desconocida, para examinar error teérico up —un consideraremos la norma L? y la norma
2

H?' de la siguiente manera:

2

o

2

! 2
L2[0,1]7t :/0 |:uh($7t)_u%(x7t)] d.ﬁU t:tn’nzo’ 1"”’M
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2 2 2
Up — up — + Hu —u =tn,,n=0,1 M
H h 31 mijo,1] H h 31 L2[0,1), h,x %,x L2[0,1],t, ns » L ’
Recordemos que si pp : 0 = 29 < x1 < ... < zy = 1 es una particiéon sobre [0,1] de

1
longitud h = N entonces IN es un refinamiento de gpy; este se obtiene tomando el doble

de puntos N, o de manera equivalente reduciendo la longitud h a la mitad. Ast:

up(z,t) — u%(x,t) =un(z,t) — uon(z,t)

Up (T, t) — u%m(x,t) =ung(x,t) — uan (2, t)

entonces
N o p2i 9
RS S M e
N T2i—1 2 24 2
Huh—u Lol Z / { (w,t)—u%(x,t)] da:—l—/ [uh(x,t) —u%(az,t)} dx
i=1 LV %2(i-1) 21
y también
N 2% 9
N T2i—1 2 T2i 2
Huh@ —Un || Z / [uh,x(x,t) —Un m(:n,t)} dx —I—/ [uh(:n,t) - ug(:n,t)} dx
2711 L2[0,1],t =1 To(i—1) 2 T2i—1 2

desde que el intervalo [$2(i_1),$2i] es la union de los intervalos [$2(i_1),3§‘2i_1] y [X2i—1, T2).
Ahora reducimos el analisis a los intervalos [z, xp] ¥ [74, 2] con longitud igual a R donde

asumimos la siguiente correspondencia

n
Ta = Ta(i-1) Un2(i-1) = Va Uk yG_q) — Uq
Ty = T2i-1 Un2i-1 — Vb Uh g g uy

n
Zc > T2 Uh,2i > Ve u%,Qi > Ue
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U% = U2N Up = UN

h h
Zq b xp b Ze
Donde estos uy,uy,uy son los u;(t)". Consideremos a up, = un y Un = Upy que son
definidos en [z, x| de la siguiente forma:
Te— T T — Tq
Up, ‘[xa,:cc]: Va h + ve 3
y
Tp— T T — Tq
n n
Ug, 3 Up h LS [$a7$b]
U gz = P x—=x
2 ’ nc n b
Uy —5— + Ug ——, T E [Tp, T
2 2
Tp— T T — Tq
| 2uy ——— + 2wy o TE [Zq, Tp)
Uh |[xg,xc]™ T, — T — X
) astc c b
2uZT + ZUZT, x € [Ty, ]
asi tenemos que
x—z T —Tp T —x
_ _ n a n _ C
Un — U% ‘[aca,wb}_ (UC 2ub) h + 2ua h Vq h
T —@ nT — Tp T — Ze
Uh = Ub |[py,ze)= Ve + 2ug —— — (Va = 2uy)——

y también
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Ahora, como up—wup es una funcion lineal entonces su derivada uy, , —u» , es una constante.
2 27

También zp — x4 = x. —xp = 5 de Lo = h, asi integrando por sustituciéon obtenemos las
siguientes integrales:
Ty 2
/ [uh — u@} dr =
Tq 2
h _[( 5 n)xb—a:a xb—ajcr’ [2 nZa — Th xa—xcr’

= Ve — 2uy —v - |2u —v

3 [2(up —up) — (va —ve)] | ¢ h “h @ h “ h

3 3
Te — Tg Te — Tp Th — Tg Tp — Te
— c -2 ? - c — (Ug — 2uy
3 [2(ug —u?) — (vg — vc)] H(U h u h } [U h (v up) h ] ]

o 2 b [—(ul + 20 — 2u})? 4 8(ve — ul)?
/xa [“h - ”’—} dr =51 [ 2(u}") — (va — vc)

Finalmente tenemos que

" 2 [2(ug —uy) — a — Ue | 2(u? —ul) — (vg — Ve
/ |:uh,m — un m] dr = (Ua Ub) (U (% ) (33{, _ J}a) (’LLa ub) (’U v )
Ta 27

y también

Te 2 27L_n_a_c- 2n_n_a_c
/ {uh’w_“ﬁm] o = |22~ (ta v (ze — 1p) = (u — ug) — (va — ve)

b L

Esto implica

T2i—1 2 h (1)2(,'_1) + vg9; — 2u§i_1)3 — 8(1)2@_1) — ug(i_l))?)
up(x,t) —un(x,t dr = —— n n
/xg(il) [ (z1) 2( )] [ 2(”2(i_1) - u2i—1) - (Uz(i—l) — v2;)

T2; 2 h _(ug(i—l) + 2v9; — 2u§‘i_1)3 + 8(212@' — ’LLSLZ)?’
—Uun t -
/x [uh(ﬂf,t) U%(:Ev )} dx 24 [ 2(ul,_y —ul;) — (’L)Q(Z’_l) — V2;)

2i—1
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y también

Z2i—1 2 2(ul i—1) — Uy ) — (vagi—1) — v2;)
/ e — m} dae 2(i—1) 2i—1 2(i—1)

)

2(i—1)

/-’EZi 2 2(“3@'—1 — ugl) — (Ug(i_l) - U2i)
|:uh,m — Un x} de =
x 2 2

2i—1
De esta manera, obtenemos

3 3

_l’_

: h[(amy + vm = 205 1) = 8(viy) — ug_y)
Huh(%t)—ug(x,t)‘ [_[ 26-1) 2i—1 2(i—1) — Ya(i-1)
’ i=1 24

L2[0,1] - 2(ug(2._1) —ut;_q) — (Vagi—1) — v2;)

[ h [_(ug(i—l) + 2u2; — 2uf;_y)° + 8(vai — ugz)3]]
24

i=1 2(uty;_q — ub;) — (va(i—1) — v2i)

Huh7x_uhx +

2

2 Z lz(ug(i_n —uy;_q1) — (V2(i-1) — v2i)

L2[0,1],t - 2

i=1

iv: [Q(ng’—l —uy;) — (vo—1) — 1)22‘)]
2
i=1

Abordaremos ahora el fenomeno de explosion en EDPs, conocido como blow-up.
Analisis del problema parabélico: Fenémeno de explosion (Blow-Up)

Consideremos el problema parabélico inicialmente planteado con condicién de frontera
no lineal y con termino de absorcion no lineal (ver [4]):

U = Ugg — AP, en (0,1) x [0,7)

um(lvt) = (17t)q7 en [07T)
uz(0,t) =0, en [0,7) (3.1)
u(x,0) = ug(z) >0 en [0, 1]

en donde p,qg > 1 ,A > 0 son parametros, T > 0 y ug es una funciéon no negativa . Aqui,
uz(1,t) = u(1,¢)? en [0,7T) indica que el cambio de temperatura respecto a la posicion en
la barra, en el extremo x = 1, para cualquier instante de tiempo ¢, viene dado por u(1,)?.
la condicion u,(0,t) =0, en [0,T) determina que el cambio de temperatura respecto a la
posicion en la barra es cero en el extremo izquierdo, para cualquier tiempo ¢. La condicién
inicial u(z,0) = ug(z) > 0 en [0, 1] implica que la temperatura inicial, para ¢ = 0, para
cualquier posicién z en la barra, es la misma, y es positiva o nula. Para comprender el
comportamiento de las soluciones para este problema no homogéneo, primero analizaremos
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el comportamiento de las soluciones de un problema similar pero con un menor grado de
complejidad. Aunque sabemos que las soluciones de una ecuacién de calor homogénea
tienden a suavizasen con el transcurrir del tiempo, una pregunta natural es ;las soluciones
u de este problema podran en algin momento tomar valores inmensurables para ciertos
valores de t o de x?. Las soluciones para ciertos problemas de reaccién-difusion se pueden
hacer ilimitadas( es decir, no acotadas), fen6meno conocido como ezxplosion o blow-up.

Definiciéon 3.1. Se dice que un punto (Z,t) es un punto de blow up (o de b-explosion)
de una funcion u(x,t), si existe una sucesion de puntos (vg,tx) € (0,1) x (0,7], T > 0
donde

u(wy, ty,) — oo, cuando(wy, ty) — (Z,t,-)

Definicion 3.2. Un fenomeno que describe Blow-up puede tener mas de un punto de
explosion. Asi, si el blow-up se da en todo el intervalo [0,1], el fendmeno se conoce como
blow-up global. Si este blow-up ocurre en un subintervalo [¢,1] con 0 < £ < 1 esto se
conoce como blow-up regional.

El fenémeno de blow-up se puede dar tanto en EDPs como en EDOs.el caso mas simple
de Blow-up se da en EDOs, con el siguiente problema de valor inicial:

u=uP,p>1 u=wu(t) u0)=a>0

Aplicando el método de separacion de variables, obtenemos:

/u_pdu: /dt

+C=t
-p+1
con la condicion inicial u(0) = a, obtenemos C' = pE— y asi calculamos w:
-bp

ul™P — g P = t(1—p)

U= [al_p +t(1— p)] =

Elijamos los valores de p como numeros enteros, con restricciéon p > 1: para p = 2, obten-
emos la ecuacion
-1
1
U= |——1
a

. . . 1 .
Es claro que la solucién es tinica para un dato a > 0 en el intervalo 0 < ¢t < —. Luego , si
a

1
tomamos T = —, y tomamos el limite sobre v cuando ¢ — T, tenemos que este limite
va hacia infinito. De esta forma
lim w(t) = lim [T —¢]' =0
t—T— t—T—
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podemos observar el comportamiento asintdtico de u, por la izquierda de T'. Decimos asi

que u explota en t =1 = 1 Esto nos permite afirmar que el blow-up es un fenémeno,
que desde un enfoque matem%tico permite ver como, para ciertos valores de las variables
independientes (el blow-up también se puede dar en una cantidad finita de puntos del
dominio €2 de la funcién), la variable dependiente va hacia infinito. Aqui vimos que para
cierto valor de t, u va hacia infinito, lo cual puede ser escrito también como

sup |u(x,t)| — oo, cuando t — T~
LSS

La mayoria de fenémenos de reacciéon-difusion toman la estructura
up = A(u) + f(u)

en Donde A es un operador eliptico de segundo orden, el cual representa la difusion
(en el problema planteado esta representado por el laplaciano), y f(u) es normalmente
una funcion superlineal de u, que representa la reaccion (en el problema planteado esta
representado por la funcion f(u) = —AuP). Supongamos que se tiene una solucion u(z,t)
de [1,1] en (0,1) x [0,T") luego, el conjunto de explosién (o conjunto de blow-up) se
define como:

B(ug) = [z € (0,1) : Ian, ta] C (0,1) x [0,T),t,, — T,y — 2, u(Tn, tn) — 0]

luego, el conjunto explosion es no vacio si por lo menos existe un punto z € (0,1) tal
que para algun t,, € [0,7), cuando t, se acerca por la izquierda a T, entonces ocurre que
w(xy, ty) — 00.

3.1.3. Formulacién variacional discreta generalizada

A continuacién trataremos el problema determinado por (3.1) desde el blow - up, el cual
cuenta con un sistema matricial

MU' = —AU + uljen — AMUP (3.2)
U(0) = ud .
Cuya ecuacion, escrita en forma de sistema, se representa por
uy = & (ug — ur) — A
u;:%(uk+1—2uk+uk_1)—)\u£ 2<kE<N-1
A _ — P 2,4 (3'3)
uly = 7z(un—1 —un) Uy + Fuy
’LLZ(O) :’LL(](:EZ') ,1 §Z§N

En nuestro problema se tiene un termino de reaccién en la frontera y un termino de
absorcion en la ecuacion. Estos dos términos compiten y el fenémeno de blow-up ocurre si
ysolosip<2¢g—1lop=2¢g—1con \<gq.
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Teorema 3.1. Explosion dependiente de parametros p,q y A para el problema (3.1)

1. Suponga quep < 2q—1 o0op=2q—1 con A < q, siug > v, donde v es alguna solucion
maxima estacionaria. Entonces u explota en tiempo finito.

2. Suponga que p >2q—1 0p=2q—1 con X\ > q, entonces toda solucion positiva es
global

Teorema 3.2. Sea u € C*!(]0,1] x [0,7}]) una solucion de (3.1) y wuy, su aprovimacion
semidiscreta. Entonces existe una constante C' dependiente en Ty y u tal que, para un h lo
suficientemente pequenio se cumple que

Nl

l|lu — UhHLOO,([O,l}X[O,Tﬂ) < Ch

Describiremos a continuacion cuando ocurre el fenémeno de blow-up para el esquema
semidiscreto presentado por (3.3), en términos de los parametros p y q.

3.2. Analisis de B-explosién semidiscreta

Teorema 3.3. Sea U = (uy,...,un) sea una solucion positiva de (3.3). Entonces:

1. sip < q y y el dato inicial es lo suficientemente grande, entonces U = (uq,...,un)
tiene tiempo de explosion finito.

2. Sip>q entonces U = (uq,...,uyn) es global.

Demostracion. 1. caso p < gq. Sea

1 m2 1 p+1 q+1 17t
¢(u);/ (“2) +A/ W (L)
0 o pt+1 q+1

El ¢ es el funcional de Lyapunov para (3.1). Necesitamos observar que si ug verifica
que ¢(up) < 0 entonces u tiene un tiempo de explosion finito. El anélogo discreto de

¢ es

on(U) = 1<A%U-A%U>+ A (MUP;U) &
h =9 5 p+1 ; q+1

Aqui ¢y, es el funcional de Lyapunov de (3.2). Ahora sea W = (wq,...,wy) una
solucion estacionaria de de (3.2). Entonces tenemos

0=—AW — AMW? + w .en (3.4)

Multiplicando (3.4) por W y como 1 < p < ¢, tenemos:

N +1 +1
1, 1 1 w? wh;
0:—§<A2U;A2U>—)\izglmii?+ 9
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Asi toda solucion positiva estacionaria de (3.2) tiene energia positiva (esto significa
que —¢p(W) > 0) y entonces si Uy satisface ¢p(Up) < 0 cuando toda solucion global
debe converger a una solucién estacionaria, entonces esto explota. Ahora es facil ver
que ¢p(ud) — @(up) y asi concluimos que si ¢(up) < 0 entonces u y uy, explotan
para todo valor pequeno de h.

2. Caso p > ¢. En este caso, tenemos que toda solucién esta definida globalmente.
Supondremos que no es asi, entonces

b e () =
P kD) 1= 00

Entonces existe tg < T y 1 < 7 < N tal que

max  sup ug(t) = u;(to) > M
k=1,2,...N 1e0,t1] ’

Entonces u;(to) > 0. Ahora asumamos que j = N, porque si no es asi, desde las
ecuaciones (3.3) y u}(to) > 0, deducimos que

Uj1 = Uj—1 = Uj
asi Ul(tg) es constante. Pero con j = N (como p > q)

2ot () (o) _ i) + 2y 1) < 0

Uy (to) =

Soluciones espurias constantes

Teorema 3.4. Asumamos que q < p < 2q — 1, entonces existe una solucion espuria

constante W = (wq,...,wy) de (3.3) la cual es atractiva y verifica que
1
| wN [~ —
rP—q

Asi que si el dato inicial es lo suficientemente grande, la solucidn es global y converge
(cuando t — 00) hacia una solucion estacionaria y espuria para la cual wy es de orden

1
hr—a
Demostracion. Asumiremos ahora que ¢ < p < 2¢q — 1. Necesitamos trabajar sobre las
soluciones estacionarias de (3.3), es decir, sobre

= Ezg('IUQ —wy) — Awl
0= (w1 — 2w +wp—1) — A, 2<k<N-1 (3.5)
0= %(w]v_l —wy) — )\wﬁ, + %u?\,
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De esta ecuacién podemos obtener wy como una funcién creciente de w-
= APw] = F,
wo = wy + wy = Fa(w)

y de la segunda ecuacion podemos obtener ws como una funcién de wy y we , y usando la
ecuacion construida como una funcién de wq

w3 = 2wy — Wy + )\hzwg = 2F2(ZU1) —wy + )\h2(F2(w1))p = F3(’LU1)

Observemos que ws es decreciente como funcion de wy y veamos también que las diferencias
wy — w1 y wg — ws son funciones decrecientes de wi. Podemos continuar con este proced-
imiento y obtener una secuencia decreciente de wy < we < ... < wg = F(wy) < ... < wy
(donde cada Fj es una funcion decreciente de w;) la cual satisface

Wy = 2Wi_1 — Wh—9 + )\thZ_l
Wg = 2Fk_1(w1) — Fk_2(w1) + )\h2(Fk_1(w1))p = Fk(wl)

Luego, hemos obtenido que toda solucion de (3.5) es creciente. Ahora, si W = (wy,wa, ..., wx)
es una solucion de (3.5), entonces las ultimas dos coordenadas wy_1 = Fy_1(wi) y
wy = Fy(wy) tienen que satisfacer la ultima condicion

0=2 [M = G(wy) (3.6)

2FY,
h? h

} — A(Fn)P +

De esta manera toda solucion positiva de (3.5) da una solucion de (3.6). De manera inversa,
si tenemos una funcion positiva w; tal que G(w;) = 0 entonces obtenemos asi una solucion
de (3.5) tomando wy = Fj(wy). Observemos que como Fi(wi) es una funciéon continua
creciente de wy y de rango [0, +00), entonces existe x, con

27
< —
“S X
tal que
Fy(a) = —
hr—a
Para que el valor de x
92 204 P
G(l‘)z— al + al - A ap 20
h*o=a  p'tema hPa

si h es lo suficientemente pequenio (aqui usamos el hecho de que p < 2¢—1). Ademas existe
y tal que

95



y si

21 p=a
b> | =
>3]
entonces
2b1 bP
h™ " p—q hr—a

Como G(w1) es continua y satisface que G(x) > 0y G(y) < 0, obtenemos que existe una
solucion de G(w1) = 0 (solucion de (3.5)) que satisface

&
FN(wl): T
=
con
293 e 277
A A

siempre que h sea lo suficientemente pequeno h = h(e). Ahora necesitamos mostrar que
esta solucién espuria constante W es atractiva. Para este propésito, tinicamente tenemos
que observar que la linealizacion de (3.2) en W tiene todos los eigenvalores con parte real
negativa. La linealizacion tiene la forma

Z'=[-M'A+B]Z

donde A es la matriz de rigidez (y semidefinida positiva), M es la matriz de masa (la
cual tiene la diagonal con entradas positivas) y B es la matriz diagonal tiene los siguientes
coeficientes:

bii = —phwl 1 <i< N -1

o 2quit
by = —phufy !+ =N i = N

Ahora, si tomamos € tal que

254 2 =

A Ap
obtenemos

wy > 24 =
N7 ok

entonces la matriz B es definida negativa y asi —M 1A + B es definida negativa. Esto
prueba finalmente este teorema. O
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