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Resumen

Titulo: BUENAS GRADUACIONES DEL ANILLO DE MATRICES []
Autor: LAURA NATALIA OROZCO GARCIA

Palabras Clave: BUENAS GRADUACIONES, ANILLOS GRADUADOS, MODULOS GRADUADOS, ANILLOS

FUERTEMENTE GRADUADOS, PRODUCTOS CRUZADOS.

Descripcion: Este trabajo consiste en estudiar las graduaciones del anillo de matrices, en particular nos concentrare-
mos en cierto tipo de graduacion, llamadas buenas graduaciones, en la que las matrices elementales e; j, que son las
matrices con 1 en la posicién (i, j) y 0 en las demds posiciones, son elementos homogéneos. El objetivo de este trabajo
es dar caracterizaciones a las buenas graduaciones que hacen que el dlgebra de matrices sea un producto cruzado (ver

Teorema 3.3.6) o un dlgebra fuertemente graduada (ver Teorema 3.3.3).

En el primer capitulo mencionaremos conceptos y resultados basicos de la teorfa de médulos, entre estos resulta-
dos estd una caracterizacion de las sucesiones cindes que serd de utilidad para establecer resultados a lo largo de este
trabajo. En el capitulo siguiente daremos los conceptos de anillos graduados y médulos graduados, ademas hablaremos
del anillo de endomorfismos graduado el cual es de suma importancia para establecer las graduaciones del anillo de
matrices. Para finalizar, en el ltimo capitulo mostraremos en primer aspecto como a partir de las graduaciones del ani-
1lo de endomorfismos construimos las buenas graduaciones del dlgebra de matrices y en segundo aspecto mostraremos
resultados que podemos obtener a partir de las buenas graduaciones, como por ejemplo cuantas buenas graduaciones

existen en un anillo graduado por un grupo finito.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en Ciencias.
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Abstract

Title: GOOD GRADINGS OF THE MATRIX RING []
Author: LAURA NATALIA OROZCO GARCIA

Keywords: GOOD GRADATIONS, GRADED RINGS, GRADED MODULES, STRONGLY GRADED RINGS,

CROSSED-PRODUCT.

Description: This work consists in studying the gradations of the matrix ring, we will focus particularly on a certain
type of gradation, the so called good gradations, in which the elementary matrices with 1 in position (i, j) and 0 in the
other positions, are homogeneous elements. The purpose of this work is to characterize the good gradations that make

matrix algebra a crossed product (see Theorem 3.3.6) or a strongly graded algebra (see Theorem 3.3.3).

In the first chapter we shall mention basic concepts and results of module theory, among these results is a charac-
terization of the sequences cindes that will be useful to establish results throughout this work. In the next chapter
we are gonna give the concepts of graded rings and graded modules, furthermore we shall talk about the graded en-
domorphism ring which is of great importance to establish the matrix ring gradations. To conclude this work, in the
last chapter we will show to the first aspect how from the gradations of the ring of endomorphisms we induce good
gradations on the matrix algebra and in the second aspect we will show results that we can obtain from the gradations,

such as how many good graduations exist in a ring graduated by a finite group.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en Ciencias.
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Introduccion
Los anillos graduados juegan un papel muy importante en la geometria algebraica un ejemplo
de esto lo encontramos en (Borovik, 2010) y (Hazrat, |2016) donde estudian el anillo graduado
Z[xlxl_l, -~ ,Xx,x, 1] y en general el anillo graduado de polinomios de Laurent. También, los ani-
llos graduados son de gran incidencia en el dlgebra conmutativa un ejemplo de esto lo encontramos
en el aclamado trabajo de Jean-Pierre Serre (Serrel [1955). Entre los anillos graduados se destaca
una clase especial que son los anillos fuertemente graduados y una clase particular de estos son los
productos cruzados. A pesar de que el anillo de matrices sobe un cuerpo K, es bastante conocido,
determinar las G-graduaciones sobre el, donde G es un grupo fijo, es un problema bastante com-
plicado. Este problema ha sido resuelto, en casos particulares como cuando G es un grupo ciclico
(Dascalescu et al., [1999| pag. 717), o n = 2 (Dascalescu et al., 1999, sec. 4), o K es algebraicamen-
te cerrado (Bahturin and Zaicev, 2002, pag. 504). Sin embargo, el caso general es atn un problema
abierto. Un tipo interesante de graduacion, son las llamadas buenas o elementales. Asi las cosas,
las buenas graduaciones pueden considerarse como un primer paso al estudio de clasificar todas
las graduaciones de M, (K).
1. Médulos

En este primer capitulo mencionaremos definiciones, ejemplos y resultados que serdn la base para
desarrollar este trabajo. A menos de que se mencione lo contrario R denotard un anillo asociativo

con unidad 1.
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1.1. Médulos y submédulos
En esta secciéon mencionaremos las definiciones de médulos, submddulos y una serie de

ejemplos enfocados en el tema. Necesarios para los capitulos siguientes.

Definicion 1.1.1. Sean (M,+) un grupo abeliano y R un anillo. Decimos que M tiene estructura
de médulo a derecha sobre R, si se ha definido un producto entre elementos de M y de R, es decir

una funcion

MxR—M

(m,r)—m-r

para la cual se cumplen las siguientes condiciones:

L (m+m)-r=my-r+my-r;

I m-(ri+r)=m-ri+m-ry

Il m- (rlrz) = (m'rl)'r2;

IV. m-1g =m;

conm,my,my € M, r,ri,r2 € R.

De manera similar se definen los médulos a izquierda sobre R. En adelante, si no se ad-
vierte lo contrario, la palabra médulo denotard médulo a derecha. También se dird que M es un

R—moddulo.
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Ejemplo 1.1.2. El R—mddulo nulo es el grupo 0 provisto de la tinica accién a derecha de R sobre

7

él.

Ejemplo 1.1.3. Cada anillo R es un R—mddulo bajo la accién regular a derecha, dada por la

multiplicacion.

Ejemplo 1.1.4. Cada grupo abeliano (M,+) es mddulo a izquierda sobre su anillo End(M) de

endomorfismos con la siguiente operacion:

f-m:=f(m), meM, fecEndM).

Ejemplo 1.1.5. Sea R un anillo y sea M,,(R) su anillo de matrices cuadradas de orden . El producto

r-F=r-[fij] = rfi]

da a M,(R) estructura de R—mdédulo a izquierda. De manera dnaloga se define la estructura de
R—moddulo a derecha.

Ejemplo 1.1.6. Todo espacio vectorial sobre un cuerpo K es un K—modulo.

Ejemplo 1.1.7. Sea (M,+,0) un grupo abeliano. Los mdltiplos enteros de elementos de M se



BUENAS GRADUACIONES DE M,,(K) 14

definen inductivamente:

meMkeZ";

se puede probar que M es un Z—moddulo. Asi cada grupo abeliano es un Z—mdadulo.

Los ejemplos 1.1.7 y 1.1.6 muestran que los grupos abelianos y los espacios vectoriales son

casos particulares de médulos.

Definicion 1.1.8. Sea A un anillo conmutativo. Se dice que el anillo R es una A—dlgebra si R tiene

estructura de A—méddulo, y ademads,

a-(rs)=(a-r)s=r(a-s),

para cadar,s € Rya €A.

Ejemplo 1.1.9. Sea R un anillo.

I. Si R es conmutativo, entonces M, (R) es una R—algebra.

II. R es una Z—algebra.



BUENAS GRADUACIONES DE M,,(K) 15

Ejemplo 1.1.10. Si K es un cuerpo y V es un K—espacio vectorial, entonces el anillo de transfor-
maciones lineales de V, Endk(V), es una K—adlgebra. Esto es un caso particular del inciso IV. de

la Proposicion 1.2.2 que mencionaremos mds adelante.

Definicion 1.1.11. Sea M un R—mddulo y N un subconjunto no vacio de M. Se dice que N es un

R—submddulo de M, o simplemente, un submddulo de M, si N es un subgrupo de (M, +), y ademds

n-reN,

para cadan € Ny cadar € R. Se escribe N < M.

Ejemplo 1.1.12. Los submdédulos triviales de M son {0} y M.

Definicion 1.1.13. Un submddulo de M que no coincide con él se dice propio. El médulo M # {0}

se dice simple si sus vinicos submodulos son los triviales.

Ejemplo 1.1.14. Considerando R como un R—mddulo derecho, entonces sus submdédulos son pre-

cisamente ideales derechos.

Ejemplo 1.1.15. Si K es un cuerpo y V un K—espacio vectorial, los submédulos de V son sus

subespacios.

1.2. Homomorfismos
En esta seccion introduciremos de una manera corta los homomorfismos de médulos ya que

al igual que en anillos, es posible definir funciones entre médulos que preserven las operaciones.
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Ademas, mencionaremos la estructura de la colecciéon de homomorfismos entre moédulos la cual

forma un grupo abeliano.

Definicion 1.2.1. Sean M y N dos R—mddulos. Una funcion f : M — N se dice que es un R—homomorfismo,

o también un homomorfismo de modulos, si:

L f(m+m') = f(m)+ f(m');

I f(m-r)= f(m)-r.
Para cualesquiera elementos m,m' € M y r € R.

Los conceptos de nicleo, imagen, homomorfismo inyectivo, homomorfismo sobreyectivo,
isomorfismo y endomorfismo de moédulos, se definen como en el caso de anillos. Notemos en
particular que ker(f) := {m € M | f(m) =0} es un submédulo de M e Im(f) :={f(m) |m e M}
es un submoédulo de N. Ademds, si f: M — N es homomorfismo, entonces f es inyectivo si y sélo
si ker(f) = {0} y f es sobreyectivo si y sélo si Im(f) = N. El homomorfismo identidad se define
por iy : M — M, ipr(m) = m, para todo m € M y el homomorfismo nulo se define por 0 : M — N,
0(m) =0, para todom € M.

Es conocido que el conjunto de endomorfismos de un grupo abeliano M es un anillo en el cual la
adicién de dos endomorfismos f,g : M — M se define por (f + g)(m) = f(m)+g(m),me My
el producto f o g(m) = f(g(m)). Considerando dos grupos abelianos M y N se prueba, definiendo
la adiciéon como antes, que el conjunto Hom(M,N) de homomorfismos de M en N es un grupo
abeliano. Ademds, si M, N, L son grupos abelianosy f,g: M — N, h: N — L son homomorfismos

de grupos, entonces se cumple que
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h(f+g)=hf+hg.

En efecto, para cada m € M se tiene que (h(f+g))(m) = h((f +g)(m)) = h(f(m) + g(m)) =
h(f(m)) +h(g(m)).

Consideraremos que M y N son ademds R-moédulos. Es claro que cada R—homomor- fismo de
M en N es un homomorfismo de grupos. Desde luego que para homomorfismos compatibles la

distributiva por el lado derecho también se cumple.

Proposicion 1.2.2. Sean M y N médulos sobre un anillo R y Homg(M,N) el conjunto de R—homomorfismos

de M en N. Entonces,

I. Homg(M,N) es subgrupo de Hom(M,N).

II. Si R es un anillo conmutativo, entonces Homg(M,N) es ademds un R—mddulo, con el pro-

ducto definido para cada f € Homg(M,N) y r € R como

III. SiM = N, entonces Endgr(M) := Homg(M,M) es un subanillo del anillo End(M) de endo-

morfismos del grupo abeliano M.

IV. Si R es un anillo conmutativo, entonces Endg(M) es una R—dlgebra.

Demostracion. Ver (Lezama, 2011al pag. 26-27). OJ
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1.3. Suma directa
En esta seccion estudiaremos la suma directa de una familia de submdédulos de un médulo
dado y daremos una caracterizacion de estas sumas mediante equivalencias. Esta seccion serd de
suma utilidad en los capitulos siguientes, pues la mencionaremos en multiples ocasiones.
1.3.1. Suma directa externa. Dados M,N dos R—mddulos, es posible obtener un
nuevo R—mddulo considerando el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (m,n), donde

m € M y n € N, definiendo las operaciones de la siguiente manera:

(m,n)+ (m',n") = (m+m' ,n+n)

(m,n)-r=(m-rn-r),

paratodo r € R.
Cuando consideramos familias eventualmente infinitas de R—mddulos podemos generalizar la

construccion anterior de la siguiente manera.

Sea {M;}c; una familia de R—médulos y M = [];c; M; el producto cartesiano de los miem-

bros de la familia (es decir, el conjunto de todas las familias de la forma (m;);c;, donde m; € M;,
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para cada i € I), podemos introducir una estructura de R—modulo con las siguentes operaciones:

(mi)icr + (m})ier = (mi+m})ies

(mj)icr-r= (mi-r)icr,

para todo r € R.

Definicion 1.3.1. El R—modulo construido arriba se dice producto directo o producto cartesiano

de la familia {M;}c;.

Sil={1,---,n}, denotamos

[IMi=M x--- xM,.
i€l

Definicion 1.3.2. Sea {M;}ic; una familia de R—mdédulos y M = [[;c; M;. Una familia (m;)ic; € M

se dice casi nula si m; # 0 para un niimero finito de indices.

En el conjunto de familias casi nulas podemos introducir una estructura de R— mddulo, por
restriccion de las operaciones de M, pues la suma de familias casi nulas es casi nula y el producto

de un elemento del anillo por una familia casi nula es una familia casi nula.

Definicion 1.3.3. Sea {M;};c; una familia de R—mddulos. El conjunto de las familias casi nulas

de M = [l,c; M;, con la estructura de R—mddulo definida por la restriccion de operaciones de M



BUENAS GRADUACIONES DE M,,(K) 20

se llama suma directa externa de la familia y se denota

@ieIMi'

Si el conjunto I = {1,--- ,n}, denotaremos

EBieIM,-:Ml@mEBMn.

De la definicién tenemos que la suma directa externa de una familia de R—moddulos es un submé-

dulo del producto directo y que

@ieIMi - HMi’

iel
si y sélo si, el conjunto de indices / es finito. Ademds, si en la familia de R—mddulos {M;}ic; se

tiene que M; = M, para cada i € I denotamos la suma directa externa de dicha familia como sigue

@ielMi - @ielM - gMi =M".
l

Ejemplo 1.3.4. La suma directa externa de cualquier par de matrices A de tamafio m x n'y B de

tamafio p X ¢ es una matriz de tamafio (m+ p) x (n+ q) definida como
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ait
A O Am1
0 B 0
0

Aln

Amn

21

0O --- 0
o --- 0
b1y b1
bpl bpq

1.3.2. Suma directa interna. La nocién de suma directa interna es conocida, por

lo menos en el caso de espacios vectoriales. Existen varias formas de caracterizar la suma directa

interna, esto lo veremos en esta seccion.

Definicion 1.3.5. Sea S un subconjunto del R—mddulo M, Denotamos por {S) la interseccion de

todos los submédulos de M que contienen a S, es decir,

= () N

Note que {S) es el menor submddulo que contiene a S'y {0) = {0}.

Decimos que S es un sistema de generadores para M si {S) = M.

Proposicion 1.3.6. Sea M un R—modulo y 0 # S C M. Entonces,

n
{S>:{ s,-~r,-\s,~€S,r,-€R,n21}.
i=1
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Demostracion. Ver (Lezama, 2011al pag. 17-18). [

Definicion 1.3.7. Sea {M;};c; una familia no vacia de submdédulos de un médulo M, se denomina

suma de la familia dada, y se denota por Y ;c; M;, al submédulo generado por el conjunto | J;c; M;.

Segtn la Proposicién 1.3.2,

ZM,:{imj|mjeUMi,n21}.

il Jj=1 i€l

Notemos que Y ;c; M; es el submédulo mds pequefio que contiene simultdneamente a cada M;, i € 1.

Para una familia finita se tiene

M +---+M, :{

n
mj\ijMj,lngn}.

i=1
Definicion 1.3.8. Sean M un R—mddulo y {M;}ic; una familia de submédulos de M. Se dice que

M es suma directa interna de la familia si
L. M =YerM;.
1. (Yi.;M;)M; = {0}, para cada j € 1.

En tal caso se denota

M=EPM,.

iel

Sil={1,--- ,n} seescribe M =MD ---PM,.
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Proposicion 1.3.9. Sea {M;}ic; una familia de submédulos del médulo M tal que M =Y ;c; M,.

Las siguientes condiciones son equivalentes:
I. M — ®i61Mi'

Il. Para cada subconjunto finito {iy,--- ,in} de indices diferentes en I se cumple que

mi1—|—~--—|—min:O<:>m,~k:0,

conm €M;, 1 <k<n

k?

III. Para cada subconjunto finito {iy,--- ,i,} de indices diferentes en I se cumple que

o ! )
m,~1+---+m,~n—mi1+---+min(:)m,k—m,-k,

con mj,, mék eEM;, 1<k<n.

Demostracion. Ver (Lezama, 2011al pag. 45-46). OJ

Definicion 1.3.10. Sean M un R—mdodulo y N un submodulo de M. Se dice que N es un sumando

directo de M si existe un submédulo N’ de M tal que M = NE@N'.

Ejemplo 1.3.11. Para cualquier R—mddulo M, se tiene que M = M @{0}. Los submédulos M y
{0} son llamados los sumandos directos triviales.

Ejemplo 1.3.12. Consideremos el Z—mdédulo Ze = {0,1,2,3,4,5}. Podemos verificar que los

subconjuntos H; = {0,2,4} y Hy = {0,3} son submédulos tales que H; N H, = {0}. También
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podemos verificar que Zg = H| + H», luego
Ze =H) © Hy,

por tanto H; es un sumando directo de Zg.

Ejemplo 1.3.13. Veamos quienes son los sumandos directos de Z como Z—mddulo. Vamos a
suponer que Z = H; ® H,, donde Hy, H, son submddulos propios de Z, por el Ejemplo 1.1.14 los
submédulos de Z coinciden con sus ideales, es decir, H; = (a) y Hy = (b) para a,b € Z. Desde que
HyNHy = (c) # {0}, donde ¢ = mcm(a,b), esto contradice que la suma de H; + H, sea directa,

por tanto los unicos sumandos directos de Z como Z—mddulo son los triviales.

Es natural preguntarse si existe una relacion entre la suma directa interna y la suma directa

externa de una familia de submdédulos. La siguiente proposicion es una respuesta a esa pregunta.

Proposicion 1.3.14. Sea M un R—mddulo y {M;}ic; una familia de submddulos de M tales que

M = @, M. Entonces,

o
DM = €D, Mi
icl

Demostracion. Ver (Milies, 1972, pag. 51). ]

Puesto que existe esa correspondecia biyectiva entre la suma directa interna y la suma di-

recta externa, es frecuente no distinguirlas y usar el simbolo €p para ambas.
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1.4. Sucesiones exactas
Las sucesiones exactas son un lenguaje que permite expresar ciertas relaciones entre homo-
morfismos mediante diagramas. Introducimos esta seccidn, pues nos interesa la relacién que existe

entre sumas directas y sucesiones exactas.

Definicion 1.4.1. Sean M,N,L, tres R—mddulos 'y f : M — N, g : N — L dos R—homomorfismos.

Decimos que el diagrama

~

es una sucesion de orden 2 en G si Im(f) C Ker(g). En particular si Im(f) = Ker(g) decimos que

el diagrama es una sucesion exacta en G.

Se puede verificar que la condicién Im(f) C Ker(g) es equivalente a que go f = 0. En
efecto, vamos a suponer que Im(f) C Ker(g). Sea m € M, tenemos que go f(m) = g(f(m)), pero
f(m) € Im(f) C Ker(g), asi g(f(m)) = 0. Reciprocamente, si go f = 0 tenemos que para todo
m e M g(f(m)) =0, luego f(m) € Ker(g), desde que la eleccién de m fue arbirtraria se cumple

que Im(f) C Ker(g).
Ejemplo 1.4.2. Sean M,N dos R—mddulos y f un homomorfismo. Entonces:
I. Una sucesiéon 0 — N l> M es exacta, siy s6lo si, f es un monomorfismo.

1I. Una sucesion N i> M — 0 es exacta, si y solo si, f es un epimorfismo.

I11. De los ejemplos anteriores tenemos que 0 — N i> M — 0 es una sucesion exacta, si y sélo

si, f es un isomorfismo.
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Ejemplo 1.4.3. La sucesiéon 0 — M — 0 es exacta, siy sélo si, M = 0.

Ejemplo 1.4.4. Si N es un submddulo de un R—mdédulo M e indicamos por i : N — M la inclusién

y por @ : M — M /N la proyeccién candnica, entonces la sucesion

0—N—3M-"sM/N

€s exacta.

Ejemplo 1.4.5. Dado un homomorfismo de R—mddulos f: N — M, la siguiente sucesion es exacta:

0 — Ker(f) —= N Lo M 5 M/Im(f) — 0.

Ejemplo 1.4.6. Sean M, M, dos R—modulos la sucesion

0— M, -5 My M, 2 My — 0,

donde 1; es la inyeccidn cdnonica y 7, la proyeccion cdnonica, es una sucesion exacta.

A partir del ejemplo anterior es natural preguntarse cuando una sucesién 0 — N i> M5

L — 0 es tal que M = N @ L. Para esto daremos el siguiente concepto.

Definicion 1.4.7. Decimos que una sucesion exacta de R—maodulos 0 — N i> M3 L — 0es cinde

si N' =Im(f) = ker(g) es un sumando directo de M.
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Proposicion 1.4.8. Dada una sucesion exacta de R—maodulos 0 — N i> M3 L—0las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
I. La sucesion es cinde.
II. Existe un R—homomorfismo Yy : M — N tal que Yo f = iy.
I1l. Existe un R—homomorfismo ¢ : L — M tal que go @ =ir.
Bajo estas condiciones M = NP L.
Demostracion. Ver (Milies, |1972, pag. 56-57). O

2. Anillos y médulos graduados

En este capitulo mencionaremos la definicion de anillo y médulo graduado, resultados bésicos de
estos y algunos ejemplos, ademds finalizaremos estudiando el anillo de endomorfismos graduado
el cual es importante para hablar de las graduaciones del anillo de matrices.
2.1. Anillos graduados

Los anillos graduados son cierto tipo de anillos a los cuales se les asocia una graduacién por
una familia de subgrupos aditivos. Entre los anillos graduados se destaca una clase especial que
son los anillos fuertemente graduados y una clase particular de estos son los productos cruzados.

En esta seccién mostraremos las caracteristicas bésicas de estos anillos y sus propiedades.

Definicion 2.1.1. Sea G un grupo con identidad e € G. Un anillo R se dice G-graduado si existe
una familia {R, | g € G} de, subgrupos aditivos R, de R, lo que es lo mismo que Z.—submodulos

tal que:
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I R=@,ccR,

Il. RgRy, € Ry, para todo g,h € G. Donde RgR), denota el conjunto de todas las sumas finitas

de elementos de la forma x-y conx € Rgy y € Ry,
Si la igualdad en 11 se cumple, decimos que R es fuertemente graduado por G.

Un elemento distinto de cero x € R, es llamado elemento homogéneo de grado g y se denota
grad(x) = g. Ademds un elemento r € R tiene descomposicién inica como r =Y ,c 7, conrg €R,

para todo g € G, donde dicha suma es finita, es decir, casi todos los r, son cero.

Definicion 2.1.2. El conjunto U(R) denota el grupo multiplicativo de elementos invertibles de
R, el conjunto h(R) = UzeGR, denota el conjunto de elementos homogéneos de R y el conjunto

U8 (R) = Ugeg(U(R) NRy) denota al conjunto de elementos invertibles homogéneos de R.

Notemos que la funcién grad : U8"(R) — G la cual envia a un elemento r € U8"(R) en
grad(r) es una funcién multiplicativa. En efecto, sean r, s € U"(R), por ser elementos homogéneos
existen g,h € G tales que grad(r) = gy grad(s) = h,luegor € Rgy s € Ry, asi r-s € RgR;, C Ry,

lo anterior implica que grad(rs) = gh = grad(r)grad(h).
Proposicion 2.1.3. Sea R = @, Rg un anillo G—graduado. Entonces:
I. 1g € R, y R, es un subanillo de R.
1. La inversa r~' de un elemento r € U(R) es un elemento homogéneo.

III. R es un anillo fuertemente graduado, si'y sélo si, 1g € RgR,-1 para cualquier g € G.
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Demostracion.

I. Veamos primero que R, es un subanillo de R. En efecto, si a,b € R,, dado que R, un sub-
grupo aditivo de R tenemos que a—b € R, ya-b € R.R, C R, pues R es un anillo graduado,
por tanto R, es subanillo de R. Probaremos ahora que 1g € R.. Sea 1g = } g1y la des-
composicion de 1z con r, € R, entonces, para cualquier s, € Ry, con h € G, tenemos que
Sh = Sh* 1R = L geGSh g, CON S, - g € Ry, desde que la descomposicion de s, como suma

finita es Unica sp, - ¢ = 0 para cualquier g # e, es decir,

ShTe = Sh, (1)

para todo A € G. Asi

=Y r,  por(21)

por lo tanto 1g =r, € R,.

1. Asumamos que r € U(R) NRy. Si r™! = Y,cq(r 1), con (r~1), € Ry, entonces 1z = r-

rl=Y,ecr-(r '), Puesto que Ig €R, y r- (r~!)g € Rpg, se sigue que r- (r~!), = 0 para
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I1.

cualquier g # h~! y dado que r € U(R), tenemos que (r~ 1), # 0 para g = h~!, por lo anterior

=Y,

Si R es un anillo fuertemente graduado RyR,-1 = R, para todo g € G y por el item anterior
1 € Re = RgR,-1. Reciprocamente, se probard que para g,h € G arbitrarios se tiene RgR;, =
Rgp. En efecto, por ser R un anillo G—graduado RyR), C Rgj,. Ahora veamos que Ry, € RgRy,
para esto probaremos primero que

Rgp = R.Ry,.

Puesto que R un anillo G—graduado, tenemos R.Rg; C Ry, por otra parte, si x € Ry, enton-
ces x = 1-x € ReRyy, de esta manera concluimos la igualdad. A continuacién probaremos
que

Re=RgR,

sabemos que RyR,-1 C R, por ser R un anillo G—graduado, por otra parte, si x € R, por
hipétesis tenemos que x =x-1 € ReRgRgf 1 C RgRgfl, por lo cual concluimos la igualdad.

Por las pruebas anteriores tenemos

R = ReRgh = (RgR,1 )Ry = Rg(Ry-1Rgp) C RgRy,.

De esta manera concluimos que R es un anillo fuertemente graduado.
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La siguiente proposiciéon muestra que el grado de los elementos idempotentes de un anillo

graduado coincide con el elemento neutro del grupo.

Proposicion 2.1.4. Sean R un anillo G—graduado y 0 # r € R un elemento homogéneo idempo-

tente, entonces grad(r) = e.

Demostracion. En efecto, puesto que r es un elemento homogéneo existe g € G tal que r € Ry,
ademads por ser r idempotente

r:r-reRgRggRgz

y por ser R una suma directa se tiene que R, = Ry2, esto implica que g = g%, es decir g es un
elemento idempotente del grupo, pero el inico elemento idempotente de un grupo es el elemento

neutro, asi g = e. L]

Definicién 2.1.5. Sea R un anillo G—graduado. R es llamado un producto cruzado si U(R) NR, #

0 para cualquier g € G, es decir, si existe un elemento invertible en cada componente homogenea.

Note que la definicién anterior es equivalente al hecho de que la funcién grad sea una

funcion sobreyectiva.

Proposicion 2.1.6. Sea R = @, R; un anillo G—graduado. Si R es un producto cruzado, enton-

ces:
I. R es fuertemente graduado.

II. R, = R, como R.—mddulos para todo g € G.
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Demostracion.

I. Si R es un producto cruzado existe u, € U(R) N R, para cada g € G, por II. de la Proposi-
cién 2.1.3 tenemos que ug_l € R,-1, luego 1g = ug-uy1 € RgR,-1, asi por I11. de la misma

proposcién concluimos que R es fuertemente graduado.

I1. Por hipétesis sabemos que para cada g € G existe un elemento invertible v, € R,. Conside-

remos las funciones R,—lineales

¢0:R.— R,
Fer—>Te Vg
y
Q:R;, — R,
Fo—> I vy |
g g Vg -

Veamos que r, - vy € Rg, en efecto puesto que R es un producto cruzado, por la parte /.
probada anteriormente R es fuertemente graduado, luego r, - vy € R.R; = Ry, asi ¢ (R,) C Ry.
Por otra parte, por la Proposicion 2.1.3 /1. vgl € R,-1, por tanto 7g -v;l € RgR,1 =R, para

todo rg € R, en consecuencia (p(Rg) C R,. Ahora bien, si hacemos la composicion de ambas
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funciones obtenemos

Ppop(rg) =0(@(rg)) = ‘P(rg‘{;l) = FgVgVe-1 =1y

Pod(re) =@(o(re)) = (D(’"evgl) = TeVgVo—1 = Te,

es decir, po @ = 1g, y @ 09 = lg,, de esta manera podemos concluir que R, = R, para todo

geaq.

Para finalizar esta seccion mostraremos algunos ejemplos de anillos graduados.

Ejemplo 2.1.7. Un anillo R puede ser un anillo G—graduado si se considera la graduacion trivial

dadapor R, =Ry R, =0, paratodo g € G con g # e.

Ejemplo 2.1.8. Si A es un anillo, entonces el anillo de poliomios R = A[X] es un anillo Z—graduado
con el grado estdndar R, = AX" para0 <ny R,, =0 paran < 0. Ademds R no es un un anillo fuer-

temente graduado, pues por ejemplo Rjs € R_3R_¢ = 0.

Ejemplo 2.1.9. Si A es un anillo, sea R = A[X,X '] el anillo de polinomios de Laurent. Un ele-
mento de R es de la forma ) >, a;X " con m € Z y un nimero finito de a}s son distintos de cero.
Entonces R tiene el Z—grado estdndar R, = AX", n € Z. Note que R es un producto cruzado pues,

paran € Z basta considerar r = 14 - X"y r ' =14 -X ", luegor-r ' = X"X " = 1.
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Ejemplo 2.1.10. Sea A un anillo y R = M3(A) su anillo de matrices de orden 3 y con entradas en

A, entonces

es una Z,—graduacion en R, Ademads puesto que

0

0

0

0

0

0

00

0 1

00

1

0

tenemos que 1g € RiR; y por definicién de Ry se tiene que 1 € RoRy, es decir 1g € RgR,-1 para

todo g € Z, por lo que haciendo uso de la Proposicion 2.1.3 I11. concluimos que R es fuertemente

graduado. Note que no es un producto cruzado pues no existen elementos invertibles en R;.

Ejemplo 2.1.11. Sea K C E una extensioén del cuerpo K, y suponga que E = K(o), donde o es

algebraico sobre K de grado n, entonces los elementos 1, a,a?,---,a" ! forma una base de E

sobre K. Veamos que E = @?:_01 E;, donde E; = K(a') es una Z,—graduacién. Primero veremos

~1
que E =P E

puesto que los elementos 1, &, &%, ---, 0"~ ! forman una base de E tenemos que
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E =Y | E; veamos que dicha suma es directa, por la Proposicién 1.3.8 debemos probar que
apg+---+a,_1 =0<a;=0

cona; € E;, 1 <i<n—1.Note que cada a; es de la forma k;a’, luego ko +kj o+ - - kp_1 a1 =0,
st ki = 0 para cada 0 <i <n—1, pues es una combinacién de la base, es decir a; = 0 para cada
0 <i <n—1,reciprocamente si a; = 0 para todo 0 <i <n— 1, tenemos que ag+---+a,—1 = 0.
Ahora veamos que forma una Z,—graduacion. Sean m,r € Z, mostraremos que E,E, C E,,

teniendo en cuenta que la suma m + r es modulo n, sea ;’:_01 a;a"b;a” € E,E, entonces

n—1 n—1 n—1
Z a;iod"b;a” = Z aib,-(oc’"oc’) = Z ClibiOCm+r cE,r
por tanto, se forma una 7, —graduacién de E, ademds E es un producto cruzado con esta gradua-

cioén pues para m € Z, sea k™ € E,, puesto que k, € K existe k,, l'e K tal que kyk, V=1

consideremos k;l(x”_m € E,_m, luego k™ - k,;la”_m = 1o = 1ga® = 1.

Definicion 2.1.12. Sean R = @,ccRg y S = Dye Sg anillos G—graduados y f : R — S un homo-
morfismo de anillos, entonces f es llamado homomorfismo G—graduado si f(Rg) C S, para todo

g € G. Si f es un isomorfismo decimos que f es un isomorfismo de anillos graduados.

Como se mostrard en el Apéndice A, si G es un grupo, los anillos G—graduados junto con

los homomorfismos G—graduados forman una categoria a la cual denotamos por G — RING.
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2.2. Médulos graduados
Los médulos graduados de manera similar a los anillos graduados son cierto tipo de mé-
dulos a los cuales se les asocia una graduacién por una familia de submdédulos del médulo. Esta

seccion la ocuparemos para definir los médulos graduados y mostrar algunos ejemplos.

Definicion 2.2.1. Sea G un grupo con identidad e € G. Un R—mddulo G—graduado es un R—maddulo

a derecha M tal que:
I. M = @My, donde cada My, es un subgrupo aditivo de M.
II. MRy C My, para cada h,g € G.

Un elemento distinto de cero m € M}, es llamado elemento homogéneo de grado / y se
denota grad(m) = h. Ademas cada elemento m € M tiene representacion tinica como m = Y j,cq My,

con my, € My, y sélo un nimero finito de my, # 0.

Definicion 2.2.2. Sea N un R—submodulo de M. Entonces, N es llamado submaodulo graduado si

para cada n € N todas sus componentes homogéneas también estdn en N, es decir, N = @gEG(N N

M,).
A continuacién presentaremos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2.3. Un anillo G—graduado R es un R—médulo G—graduado considerando

M=R, My=R, paratodogcecG.
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Ejemplo 2.2.4. Sea M un R—mddulo G—graduado, entonces el R—mddulo M" es G—graduado.
En efecto, Veamos primero que M" = @, (M,)". Sea (m;)i_; € M", puesto que M es un médulo
G—graduado tenemos que m; = Y ,c(m;), paratodoi € {1,---,n} con (m;), € M. Entonces, por

definicion de la operacién suma en M" se sigue que

(Z‘é;(mi)g) =), ((mi)g)izi € ) (My)".

i=1 geiG geG

Ahora, probaremos que la suma anterior es directa. Fijemos & € G, debemos verificar que

(My)" 0 Y (Mg)" = {0}

geG
h#g

n

sea (m;)!_, € (Mp)" N YL gec(Mg)", entonces para cada m; se tiene que m; € My y m; € Y gec(M,)",
h#g h#g
pero M es un R—moddulo G—graduado, por lo tanto m; = 0 para todo i € I, con lo anterior conclui-

mos que M" = P,c;(Mg)". Por dltimo, notemos que
(My)"Rg = (MpRg)" C (Mpg)"

Ejemplo 2.2.5. Sea R un anillo G—graduado y x € R un elemento homogéneo de grado A, entonces

el R—mddulo Rx = {rx | r € R} es G—graduado. En efecto, veamos que

Rx = EB(Rx)g, donde (Rx)y = Rgx.
geG
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Para lo anterior debemos probar primero que Rx = Y, (Rx),. Sea rx € Rx con r € R, puesto que R
es G—graduado tenemos que r tiene descomposicion en suma finita como sigue r =}, g donde

r¢ € R, para cada g € G, luego ryx € Ryx para cada g € G, asi

rx = Z FeX € ZRgx: Z(Rx)g,

geG geG geG

por otra parte sea Y ,c;(rX)g € Ygei(RX)g, puesto que (Rx)g = Rox tenemos que Y, (rx)g =
YocG X € Lo ReX, asi como Yo7 € R, concluimos que Y, (rx), € Rx. Ahora, probaremos

que

(Rx)gN Y, (Rx)g = {0},
g'€G
g'#g
sea rx € (Rx)g = Rox tenemos que rx € RgR; C Ry, vamos a suponer que 7x € Yrc(Rx) g, enton-
g'#g
ces

rx = Z (rx) g = Z rgX € Z RyR, C Z Ry,

geG geG geG geG
¢#e g#g g#g ¢#g

pero por hipétesis R es suma directa, es decir, Ry, N (YgegRyn) = {0}, luego rx = 0. Note que la
condicién de que x sea un elemento homdgeneo es necesaria para probar que la suma es directa,

de lo contrario no podemos afirmarlo. Ademas, para g,h € G se satisface

Rg(Rx)h = Rg(th) g Rghx = (Rx)hg.
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Ejemplo 2.2.6. Sea R = P, R un anillo G—graduado. Entonces, el anillo M, (R) de matrices

cuadradas de tamafio n x n es G—graduado tomando la graduacion definida por

My(R) = @ Mu(R)g, donde My(R)g = My(Ry).
geG

Consideremos e; ; la matriz elemental con 1 en la posicién (i,i) y cero en las demds posiciones.
Notemos que e;; € M,(R.) = M, (R)., pues por la Proposicién 2,1,3 tenemos que 1 € R,, y por
ser R, un subgrupo aditivo Og € R, es decir, la matriz ¢;; tiene entradas en R, por lo tanto ¢;; €
M, (R.) = M,(R), es un elemento homogéneo. Luego, ¢; ;M,(R) es un M,(R)—mdbdulo a derecha
tal que

e;iMy(R) = @ei,iMn(Rg);
geG

ademads, para todo g,/ € G se verifica

(ei,iMn(Rg))Mn(Rh> = ei,i(Mn(Rg)Mrl(Rh)) - ei,iMn(Rgh)-

Asf e; M, (R) es un M, (R)—modulo a derecha G—graduado

Como se mostrara en el Apéndice A, si G es un grupo y R un anillo G—graduado, la catego-
ria de médulos G—graduados a derecha, denotada por gr — R, es obtenida tomando los R—mddulos

G—graduados como objetos y como morfismos

Homg,_g(M,N) = {f € Homg(M,N) | f(My) C Ny, paratodo g € G}
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para N,M dos R—médulos G—graduados. Ademds, por la definicidn, es claro que Homigr—g(M,N)

es un subgrupo aditivo de Homg(M,N).

Proposicion 2.2.7. Sean M,N,L médulos graduadosy f: M — N, g : N — L morfismos G—graduados,

entonces go f es un morfismo graduado.

Demostracion. Debemos verificar que go f(M,) C L,. En efecto, puesto que f, g son G—graduados,

entonces

gof(Mg) = g(f(My)) € g(Ng) € Lg.
Concluyendo asi que la composicion de morfismos graduados es un morfismo graduado. 0

2.3. Anillo de endomorfismos graduado

En vista de que apartir de las graduaciones del anillo de endomorfismos podemos dar gra-
duaciones al anillo de matrices, introducimos esta seccion en la que estudiaremos algunas pro-
piedades de este anillo como cuando es fuertemente graduado o cuando es un producto cruzado.
De ahora en adelante, consideraremos a R un anillo G—graduado y M un R—mddulo a derecha

G—graduado.

Definicion 2.3.1. Definimos (g)M como el R—mddulo G—graduado a derecha que es justamente

M, con la graduacion definida como (g)My = Mg, para todo h € G.

Veamos que el R—médulo (g)M es un R—mddulo G—graduado, para esto veamos que
()M = Dgyc(8)My. Seam € (g)M, como (g)M = M y M es un médulo G—graduado se tiene

que m =Y ,cging conmgy € My para todo ¢’ € G, puesto que para cada g’ existe un dnico h € G
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tal que g’ = gh, tenemos que m = YoMy = LpeMeh € Lnec(8)Mp, 1a condicién para que la
suma anterior sea directa es consecuencia inmediata del hecho de ser M un médulo G—graduado.

Ahora, veamos que (g)M;Ry C (g)M;,y. En efecto,

(g)MhRg’ = MghRg’ - Mghg’ = (g)th’-

Asi probamos que (g)M es en efecto un médulo graduado.
A continuacién vamos a definir el anillo de endomorfismos, como un anillo G—graduado.

Para cualquier g € G definimos

END(M), ={f € Endr(M) | f(M},) C Mgy, para todo h € G},

el cual es un subgrupo aditivo de Endg(M). Note que END(M), = Homg—r(M, (g)M), en efecto,

Homg,_g(M,(g)M) ={f € Homg(M,(g)M) | f(M}y,) C (g)My, para todo h € G}
={f € Homg(M,M) | f(M}) C ()M}, = My, para todo h € G}
={f € Endr(M) | f(M}) € My, para todo h € G}

— END(M),.

Ahora veamos que Y.,c END(M), es una suma directa. En efecto, si suponemos por absurdo que
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no lo es tenemos

END(M)," Y END(M);, # {0},
heG
h#g

es decir, existe 0 # f € END(M)gN Y ,cc END(M);, tal que f =Y fn para f, € END(M);, y

€ END(M),. Asi, por definicién tenemos que para todo g’ € G
f g p que p g

Y f(My) C Mgy, luego Mgy MY e Myy # {0}, es decir, M no es un médulo G—graduado, lo cual
h#g

es una contradiccion.

Denotaremos por ENDr(M) = @,c END(M), el cual es un anillo G—graduado. Una construc-

cion similar a la anterior se hace para médulos a izquierda.
Definicion 2.3.2. Sean M,N € gr —R.

1. Decimos que N divide a M en gr — R si N es isomorfo como modulo graduado a un sumando

directo de M.

II. Decimos que N divide débilmente a M en gr — R si divide a una suma directa finita M' de

copias de M.

III. Decimos que M,N son débilmente isomorfos como modulos graduados en gr — R, si 'y solo

si, ellos se dividen débilmente entre si.

IV. Decimos que M es débilmente G—invariante si M 'y (g)M son débilmente isomorfos en gr —



BUENAS GRADUACIONES DE M,,(K) 43

R, para todo g € G.
La siguiente equivalencia serd muy util para los teoremas que siguen.

Proposicion 2.3.3. Sean N,M € gr — R. Entonces, N divide débilmente a M en gr — R, si y solo si,
existen fi,---, fi € Homg,_r(M,N) y g1, ,8 € Homg,_gr(N,M) tales que ix = fiogi+---+

fiog:.

Demostracion. Vamos a suponer que N divide débilmete a M en gr — R, esto es, N divide a una
suma directa finita M’ de copias de M, es decir, M' = N@N’, donde N’ € gr — R. Vamos a consi-
derar

1 tﬂi 1; s T
g -N—-M M y fi:M—M —»N

parai € {1,---t}, donde m; y 1; son las proyecciones e inyecciones candnicas respectivamente. Se
puede verificar que tanto las proyecciones como las inclusiones canénicas 7, 7T;, 1,1; son morfis-
mos graduados donde la graduacién de M’ es la graduacién definida en el Ejemplo 2.2.4 y por
la Proposicion 2.2.7 la composiciéon de morfismos graduados es un morfismo graduado, luego

gi € Homg,_r(N,M)y f; € Homg,_r(M,N) paracadaic {1,---,¢}. Note que,

t t
Y ficgi=) (mworomot)
i=1

i=1
t
:ﬂOZ(liom)Ol
i=1
=Toiyol

—iy.
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Asf, concluimos que existen fi,--- , f; € Homg,_gr(M,N)y g1, ,8 € Homg,_r(N,M) tales que

in=fiogi+ -+ fiog.

Reciprocamente, vamos a suponer que existen f,-- - , f; € Homg,_g(M,N)y g1,--- ,8 € Homg,_gr(N,M)

tales que

t
in=Y fiogi
i=1

Consideremos la sucesion de orden 4
0— N5 M M /Im(3) — 0,
donde

g:N—M

n— (g1(n),---&(n))

es un homomorfismo graduado, pues

Veamos que la sucesion anterior es una sucesion exacta, para esto por el Ejemplo 1.4.2 dado que

la funcidn proyeccién 7 es un epimorfismo basta mostrar que la funciéon g es un monomorfismo,
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para esto mostraremos que ker(g) = {0}. Sea n € ker(g), entonces g(n) = (g1(n),---,g(n)) =

(0,---,0), asi si suponemos por contradiccién que n # 0 tenemos que

ficgi(n)+---+ fiogi(n) = f1(0)+---+ £,(0) =0

lo cual contradice que Y':_, f; o g; = iy. Asi concluimos que la sucesién es exacta. Por otra parte
veamos que existe f: M" — N tal que f o g = iy, para lo anterior basta considerar el homomor-

fismo

el cual es graduado, pues

fog(N) = Flai(N),-,&(N))

=Y fiogi(N)
i=1

y lo anterior por hipétesis obtenemos que fo g = iy, por lo tanto, haciendo uso de la Proposicion
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1.4.8 concluimos que M' = N@M' /Im(g) y esto por definicién implica que N divide débilmente

aMengr—R. 0

Lema 2.3.4. Sean M,N modulos G—graduados y g,h € G. Entonces,

I. Homg,_gr((g)M,(hg)M) = END(M)),.

1. Homg,_g((§)M,N) = Homg,_gr(M, (g~ 1)N).

IIl. ENDr(M);-1 = Homg,_g((gh)M, (g)M).

Demostracion.

I

11.

Veamos primero que Homg—g((g)M, (hg)M) C END(M)y, paraesto sea f € Homg,_r((g)M,
(hg)M), por la Definicién 2.3.1 se sigue que (g)M = M = (hg)M por lo tanto tenemos
que f € Endgr(M), ahora verifiquemos que f(My) C My, para todo g’ € G, por hipétesis
f((&)Myy) C (hg)Myy, es decir, f(Mgy) = Mygy, note que para todo g’ € G existe i’ € G
tal que g’ = g, asi pues f(My) C Mgy, por tanto f € END(M),. Ahora veamos que
END(M);, € Homg,—g((g)M, (hg)M), sea f € END(M); por definicion f € Endgr(M) =
Homg((g)M, (hg)M) y f(My) C My, asi como para todo i’ € G existe g’ € G tal que
W' = gg', tenemos que (M) C M), es decir, f((g)My) C (hg)My con lo cual concluimos

que f € Homg,_g((g)M,(hg)M).

Veamos primero que Homyg,_g(M, (g~ ' )N) C Homg,_g((g§)M,N), paraesto sea f € Homyg,_g
(M, (g~ ")N), por definicién f(M,) C (g~')N, note que para todo 4 € G existe &' € G tal

que h=gh', asi pues f(Mgy) C (g7 )Ny = Ngg-1jy = Ny, es decir, f € Homg,_g((g)M,N).
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I1.

Ahora sea f € Homg,_g((g)M,N) por definicion tenemos que f((g)M;) C Ny, es decir,

f(Mgn) CNp=Ny1g, = (& 1)Ngp, por lo tanto f € Homg,_g(M, (g~ ")N).

Por el inciso anterior tenemos que

Homg,_g((hg)M,(g)M) = Homg,_r(M, (g~ 'h™")(g)M),

por lo tanto debemos verificar que

Homg,_gr(M, (g7 'h™')(g)M) = ENDR(M),-1,

probaremos primero que Homg,_g(M, (g7 'h~1)(g)M) CENDg(M),, 1, sea f € Homg,_g(M,
(g7 'h™1)(g)M) por definicion f(My) C (g~ 'h™1)(g)My, paratodo g’ € G, es decir, f(My) C
(g 'h ) (g)My = (8)My-1)-1g = Myg-1)-1 = Mj-14, por lo tanto f € ENDg(M),,-1. Re-
ciprocamente, si f(My) C M),-1,, entonces f(My) C M1y =Myo1-19 = ()Mg-1)-15 =

(g7 'h")(g)My, asi pues f € Homg, r(M, (g~ 'h™")(g)M) = Homyg, r((hg)M, (g)M).
]

El siguiente teorema da una caracterizacion de las graudaciones que hacen que el anillo

ENDg(M) sea un anillo fuertemente graduado.

Teorema 2.3.5. Sea M € gr — R. Entonces, el anillo G—graduado ENDg(M) es fuertemente gra-

dudo, siy solo si, M es débilmente G—invariante.
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Demostracion. Por el inciso I11. de la Proposicion 2.1.3 tenemos que ENDg(M) es fuertemente
graduado, si 'y s6lo si, iyy € ENDr(M),ENDg(M), 1 para todo i € G. Lo anterior, por definicién

es equivalente a que existan g1,--- ,g, € ENDy(M) y fi1,---, fn € ENDg(M), -1 tales que
n n
iv=1Y 8 fi=Y fiog (2)
i=1 i=1
pero por el Lema 2.3.4 inciso /.
Homgr—R((g)Mv (hg)M> = END(M)h7

y por el inciso I11.

ENDg(M),+ = Homg_((hg)M., ()M),

por las igualdades anteriores, el resultado (2,2) es equivalente al hecho de que (g)M divide débil-
mente a (gh)M, para todo g,h € G. Asi, si consideramos g = e tenemos que M divide débilmente
a (h)M para todo h € G. Ademds si consideramos & = g~ tenemos que (g)M divide débilmente a

M, para todo g € G. Asi que lo anterior es equivalente a que M sea débilmente G—invariante. [

El siguiente teorema da una caracterizaciéon de las graudaciones que hacen que el anillo

ENDg(M) sea un producto cruzado.

Teorema 2.3.6. Sea M € gr — R. Entonces ENDg(M) es un producto cruzado, si'y sélo si, M es

G—invariante.



BUENAS GRADUACIONES DE M,,(K) 49

Demostracion. Sabemos por definicién que ENDg(M) es un producto cruzado, si y s6lo si, existe
un elemento invertible en ENDg(M ), para cada g € G. Dado que ENDg(M) g = Homg,_g(M, (g)M)
Yy ENDR(M) 1 = Homg,—g((g)M,M), o anterior es equivalente a que existan f € Homg,_g(M, (8)M)
y £~ € Homg,_g((§)M,M) tales que fo f~! =iy y por la Proposicién 2.3.3 es equivalente a que
M divida débilmente a (g)M en gr — R para todo g € G, es decir, es equivalente a que M sea

G—invariante. [

3. Buenas graduaciones del algebra de matrices

En este dltimo capitulo estudiaremos las buenas graduaciones, comenzando por relacionar
las buenas graduaciones del anillo de matrices con las graduaciones del anillo de endomorfismos y
finalizando con propiedades y caracteriazaciones de estas buenas graduaciones. De aqui en adelan-
te vamos a considerar K un cuerpo, G un grupo multiplicativo y denotaremos por ¢; ; a las matrices
con lg en la posicion (i, j) y Ok en las demds posiciones.
3.1. Buenas graduaciones y el anillo de endomorfismos

Esta seccion la dedicaremos a construir mediante isomorfismos buenas graduaciones para

el dlgebra de matrices.

Definicion 3.1.1. Decimos que una G—graduacion de la K—dlgebra M, (K) es buena si todas las

matrices e; j son elementos homogéneos.

Definicion 3.1.2 (Delta de Kronecker). La funcion Delta de Kronecker es una funcion definida a
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trozos de la siguiente manera

Lema 3.1.3. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y {Vy} gcc una familia de subespacios
vectoriales de V. Si V = @4 Vg, entonces Uy Py es una base para 'V, donde By es una base

de V, para cada g € G.

Demostracion. Sea g unabase de Vg, para cada g € G. Es claro que # = J,c %, €s un conjunto

de generadores de } ,cgV, =V, por tanto

dim (Z Vg> <|4|.

geG

Por otro lado,

B < Y | %]
geG

<Y dim(Vy)

geG
=dim <Z Vg> .
geG

Note que la tltima igualdad es cierta pues V = @, Vg, este hecho se probard mds adelante (Ver
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Lema 3.3.7. Inciso /1.). Asi pues,

| B| = dim( X‘Z;Vg) =dim(V)

y como # genera a Y ,c; Vg =V, concluimos que % es base. [

Mostraremos como podemos formar buenas graduaciones para el anillo de matrices a partir
de la graduaciones del anillo de endomorfismos. Sea V un espacio vectorial G—graduado, es decir,

V = @,4ci Vg para algunos subespacios (Vg)gei- Recordemos que

ENDk(V) = E@END(V),,
geG

donde

END(M), ={f € Endr(M) | f(M},) C Mgy, para todo h € G}.

Si V es un espacio vectorial de dimensién finita n, entonces ENDg (V) = Endg (V') ver (Nastasescu
and Oystaeyen, 2004, pag 27-28) y Endk (V) = M, (K), pues Endx(V) y M, (K) tienen la misma
dimensién. Si (v;)7_, es una base de elemenos homogéneos de V, la cual existe por el Lema 3.1.3,
denotamos grad(v;) = g;, para todo 1 <i < n. Definamos (E; j)1<; j<» con cada E; ; € Endg (V)

como E; ;(v;) = & jvi paratodo 1 <i, j,t <ny veamos que (E; ;)1<; j<n €s una base para Endg (V).
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En efecto, basta notar que para ciertos escalares A; ; se cumple que

Z /'L,-,_,-Ei,‘,-(vk) =0& Z )vi,kEi,k(Vk) =0

1<i,j<n i=1

=

n
Aixvi=0,

i=1

por ser (v;)"_, una base de V cada A, ; = 0 para todo 1 <i < n'y por ser k arbitrario A; ; = 0, para

todo 1 <1, j <n, con lo anterior y como hay tantos elementos en (E; ;) 1<, j<, como dim(Endg(V))

concluimos que es una base de Endk (V). Por otra parte, mostraremos que grad(E; ;) = gigjfl, es

decir mostraremos que E; ; € EndK(V)g, o1 para todo 1 < i, j < n, para esto veamos que si g € G,
i8j

entonces E; j(V;) C Vgigjflg. En efecto, si V, = {0}, entonces E; j(Vg) =0 SV, g5 CASO contrario

si V, # {0}, entonces existe vx € {vi,---,v,} tal que vx € V,, es decir g = g, por definicién

v Si k:j
E;j(vi) = & jvi=

0 si k#j

asi, si k = j se tiene que E; j(vj) =v; € Vo, =V,

i g, 11 €ASO contrario E; j(vx) = {0} C

vV
gig; '’

concluyendo de esta manera que grad(E; j) = gigjfl. Por tanto, si consideramos el homomorfismos

de dlgebras

Q: EndK(V) — Mn(K)

Eijj— e
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el homomorfismo anterior es un isomorfismo pues tiene inversa, la cual envia al elemento de la
base ¢; j en E; j, asi si definimos M, (K), = ¢(End(V),) tenemos una buena G—graduacioén de

My (K). En efecto, veamos que M, (K) = @4c;Mn(K)g, para esto note que

@(Endg(V)) = @ (Z EndK(")g)

geG

=), @(Endg(V),)
geG

= ZMn(IQg

geG

falta mostrar que dicha suma es directa para esto considere

[fi,j] < Mn(K)g n Z Mn(K)ha

entonces, existen f € Endg(V ), tal que @(f) = [fij] Y & € Yhec Endg (V) tal que @(g) = [fij],
h#g
por lo tanto @(f) = @(g) y por ser ¢ un monomorfismo concluimos que f = g, lo cual contradice

que la suma Y, Endi (V) es directa. Veamos ahora que es una G—graduacion, en efecto,

My, (K) oMy (K)p = @(Endk (V)) (Endk (V)
= gD(EndK(V)gEndK(V)h)

= @(Endg(V)gn)
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= My(K) gi-

Para finalizar, note que es una buena G—graduacion pues, e; j € M, (K )gfgjl paratodoi,je {1, -+ ,n}.
3.2. Construccion de buenas graduaciones para el anillo de matrices

En esta seccion mostraremos que cualquier buena G—graduacién de M, (K) se construye de
la manera anterior, esto es, contruyendo un isomorfismo de algebras graduadas entre el dlgebra de

endomorfismos y el dlgebra de matrices. Para ver esto, comenzaremos probando el siguiente lema.
Lema 3.2.1. Consideremos una buena G—graduacion en M,(K). Entonces
I grad(ei;) =e,
II. grad(e; ;) = grad(e;;+1)grad(ei1,42)---grad(e;j—1 ;) parai < j,
1. grad(e; ;) = grad(ei,lﬂ-)*lgmd(e,-,z,i,l)*1 . -grad(ejd-ﬂ)*l parai> j.
Demostracion.

I. Basta notar que ¢; je;; = ¢, ;, €s decir, ¢; ; es un elemento homogéneo idempontente y por la

Proposicién 2.1.4 concluimos que grad(e; ;) = e.

I1. Las matrices elementales satisfacen la siguiente igualdad

€ij = €iit1€i+1,i+2" " €j—1,j
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para i < j. Por tanto, desde que la funcién grad es multiplicativa se tiene

grad(e; ;) = grad(e;jt1€iy1,i42° - €j1,j)

= grad(e; ;i 1)grad(ei1,42) - grad(ej_1,;).

I11. Note que e;; = ¢; je;;, luego e = grad(e; ;) = grad(e; j)grad(e; ), entonces grad(e,;/,)f1 =

grad(e; ;). Por la parte I se tiene que para j < i

grad(ej;) = grad(e; j11)grad(ej1,j+2)---grad(ei_1 ),

luego,

grad(e; ) = <g,7raa,’(ej,,-)*1 = graa’(ei_17,~)*1grad(e,-7i+1)*1 . -grad(ej,jH)*l.

]

Proposicion 3.2.2. Sea una buena G—graduacion en M, (K). Entonces, existe un espacio vectorial
V el cual es G—graduado tal que el isomorfismo Endg(V) = M, (K) con respecto a una base

homogénea de V es un isomorfismo de dlgebras G—graduadas.

Demostracion. Debemos encontrar algunos g1,---,g, € G tales que grad(e; ;) = g,-g]T1 para cua-
lesquiera i, j € {1,---,n}. El Lema 3.2.1 muestra que solo basta verificar los pares (i, j) € {(1,2),

(2,3),--+,(n—1,n)}, es decir, gig;rll = grad(e; 1), para cualquier 1 <i<n— 1, para esto basta
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considerar

gn=e y gi=grad(eiir1)grad(ei1iy2)- - grad(en—1,),

para cualquier 1 <i<n—1, es claro que es un conjunto de elementos del grupo y que se satisface
que grad(e; ;) = gig]fl. Asi, si V es un espacio vectorial de dimension finita n y (v;)?_, una base
de V , definimos V,, como el subespacio de V generado por el elemento v; de la base, para cada
1 <i<nyVy={0} paratodo g € G tal que g & {g1,---,&x}. Consideremos la familia {V;},cc y
veamos que V' es un espacio vectorial G—graduado por dicha familia. Es claro que V =}, Vs,

ademds, si {hy,---,h,;} un subconjunto finito de G se cumple que

v+, =08 v, =0

con vy, €V, paratodo 1 <k < m, pues (vi)l’.‘zl es una base de V, asi usando la Proposicion 1.3.8

concluimos que V = B, V. Por lo tanto, el isomorfimo Endk (V) = M,(K) que envia E; j en e;

es un isomorfismo de algebras graduadas. 0

Sabemos que una G—graduacion de la K—dlgebra de matrices es buena si cada ¢; ; es un
elemento homogéneo. Sin embargo, como se mostrara en el siguiente ejemplo existen graduaciones

que no son buenas, pero son isomorfas como dlgebras graduadas a buenas graduaciones.

Ejemplo 3.2.3. Sea R = M;(K) con la Z,—graduacién definida por
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a b—a d c
So = ca,beKy, S1= ic,deK
0 »b d —d
en efecto, probaremos que SypSo C So
a b—a c d—c ac bd—ac
= € So
0O » 0 d 0 bd
probaremos ahora que $15; C So
a b d c ac+bc ad—bc
= €S
a —a d —d 0 ad + ac

finalmente probaremos que 159 C S; y SoS1 C S

57
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a b c d—c ac ad—ac+ bd
= €S
a —a 0 d ac —ac
a b—a d c¢ bd ac—bd-+ad
0O b d —d bd —bd

f:R=S, f —

a 0 a b—a
i = € So
0 b 0O »
y
(V) c b—c
i = €S

o
o
o
|
o

58
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asi f(Ro) CSoy f(R1) C 81, ademds es un isomorfismo de dlgeras G—graduadas pues la funcién

a b a—c b—d+a—c

c d c d+c

es la inversa de f. La graduacion de S no es buena, pues e ; no es un elemento homogéneo, pero

es isomorfa a una buena graduacion.

Note que en la graduacion de § el elemento e > es homogéneo. El siguiente ejemplo mues-
tra que existen graduaciones isomorfas a buenas graduaciones, pero que ningln elemento ¢; ; es

homogéneo.

Ejemplo 3.2.4. Sea R = M;(K) con la Z—graduacién del ejemplo anterior

y sea S = M, (K), veamos que la siguiente es una Z,—graduacion para S,

2a—b —2a-+2b
So = ca,beK

a—b —a+2b
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a—2b —a-+4b
S1 = ra,beK

a—b —a-+2b

en efecto, probaremos que SpSo C So

2a—b —2a-+2b 2c—d —2c+2d 2ac—bd —2ac+2bd
= € So
a—b —a+2b c—d —c+2d ac—bd —ac+2bd
probaremos ahora que S151 C Sp
a—2b —a-+4b c—2d —c+4d 2bc—ad —2bc+2ad
= € So
a—b —a+2b c—d —c+2d bc—ad —bc+2ad
por ultimo verificaremos que S1So C S;y SoS51 C Sy
2a—b —2a-+2b c—2d —c+4d bc—2ad —bc+4ad
= €95
a—b —a+2b c—d —c+2d bc—ad —bc+2ad
2a—b —2a+2b c—2d —c+4d ac—2bd —ac+4bd
= €S.

a—b —a+2b c—d —c+2d ac—bd —ac-+2bd

60
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Con lo anterior tenemos una Z,—graduacion para S, asi pues la funcién

a b 20+c—2b—d —-2a—c+4b+2d
f:R—=S, f =

c d at+c—b—d —a—c+2b+2d

es un homomorfismo de dlgebras G—graduadas, pues para a,b,c,d € K se tiene que

a 0 2a—b —2a-+2b
f = € So
0 b a—b —a+2b
y
0 b c—2b —c+4b
S = €S
c 0 c—b —c+2b

asi f(Ro) € Soy f(R1) €Sy ademds es un isomorfismo de dlgeras G—graduadas pues la funcién

a b 2a+b—2c—d b+a—c—d
flis—sRr, ! =

c d 4de+2d—-2a—b —a—b+2c+2d

es la inversa de f. Por tltimo, note que ningln elemento ¢; ; es homogéneo en S.

3.3. Buenas graduaciones de M,(K)
En esta tltima seccion estudiaremos las buenas G—graduaciones de M,(K), en particu-

lar veremos cuantas buenas G—graduaciones existen y cuantas hacen que M,(K) sea un dlgebra
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fuertemente graduada, ademds mostraremos caracterizaciones de M, (K) que la hacen un dlgebra

fuertemente graduada o un producto cruzado.

Proposicion 3.3.1. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de las buenas G—graduaciones
de M,,(K) y el conjunto de todas las funciones f : {1,--- ,n—1} — G, talque a una buena G—graduacion

le asociamos la funcion definida por f(i) = grad(e; iy1) para cualquier 1 <i<n-—1.

Demostracion. El Lema 3,2,1 muestra que para definir una buena G—graduacién en M, (K) es
suficiente asignar grados a los elementos ej ,--- ,e,_1 ,. La inversa de la funcion mencionada esta

dada al tomar f: {l,--- ,n— 1} — G y enviarla a la G—graduacién de M, (K) tal que

grad(e;;) =e,

grad(eij) = f(i)f(i+1)---f(j—1)

grad(ej;) = f(ji—1) 7" f(j—2)"" f()"!

para cualquier 1 <i < j < n. Sea ¢ la correspondencia enunciada en la proposicién y ¢ a la
correspondencia que afirmamos ser su inversa. A continuacién, vamos a verificar que en efecto esa

funcion es su inversa. Si tomamos una buena G—graduacion ¢ envia dicha buena graduacion en la
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funcion

{1y n—-1}—G

i— grad(ejit1),

luego, @ envia la funcién en la buena G—graduacion definida como sigue

grad(e;;) =e,

grad(eij) = f(i)f(i+1)---f(j—1)

grad(ej;) = f(i—1)7"f(j—2)"" fi)"",

para cada 1 <i < j < n. Teniendo encuenta que dos buenas G—graduaciones son iguales si los
grados de las matrices elementales de una coincide con el grado de las matrices elementales de la
otra, denotaremos por grad(e; ;)1 al grad(e; ;) con la primer buena graduacion y por grad(e; ;)»
al grad(e; ;) con la segunda buena graduacién, por definicién de la funcién f y por el Lema 3.2.1
tenemos que

gard(e; ;)| = e = grad(e;;)2,
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grad(eij)r = f(i)f(i+1)---f(j—1)
= grad(e; 1)1+ grad(ej-1 ;)1

= grad(ei7j)1

y de manera andloga probamos que

grad(ej ;) = grad(e;j;)1.

Por otra parte, sea f : {1,---,n— 1} — G, la funcién ¢ envia a f en la buena G—graduacién
definida como

grad(e;;) =e,

grad(eij) = f(D)f(i+1)---f(j—1)

grad(ej;) = f(j— 1) f(j=2)"" f(G) ",

note que si despejamos obtenemos que

f(i)=grad(e; ;) f(j—1)"" - fi+1)""

y ¢ envia esta buena G—graduacion en la funcion
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g:{l,---,n—1} —G

i— grad(e;jii1).

Veamos que f = g, en efecto, seai € {1,--- ,n— 1}, entonces si | <i < j <ntenemos

g(i) = grad(e; 1)
= grad(e; j)grad(ejit1)
= grad(e; )f(j—1) " fli+1)7"

= 1)

Concluimos asi que dicha correspondecia actua como inversa de ¢. [
Corolario 3.3.2. Existen |G|"~" buenas graduaciones en M,(K).

Demostracion. Por la Proposicion 3.3.1 tenemos una correspondencia biyectiva entre el conjunto

de las buenas G—graduaciones de M, (K) y el conjunto de todas las funciones f: {1,--- ,n—1} —
G, en consecuencia hay tantas buenas G—graduaciones como funciones f: {1,--- ,n—1} = G,y
existen |G|"~! funciones. O

El siguiente teorema da una caracterizacion de las buenas G—graduaciones que hacen que

el dlgebra M, (K) sea un dlgebra fuertemente graduada.
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Teorema 3.3.3. Consideremos el dlgebra Endg (V) = M,(K) con una buena G-graduacion tal que
grad(ejjy1) =hiparal <i<n—1, dondeV = @D,cc Vs es un espacio vectorial graduado. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
I. M,(K) es un dlgebra fuertemente graduada.

I1I. Vy # 0 para todo g € G.

III. Todos los elementos de G aparecen en la sucesion e,hy,hihy,--- hihy---h,_1.

Demostracion. Esta demostracion se hard mostrando que la primera condicidn es equivalente a la

segunda y la segunda es equivalente a la tercera.

I = II Note que V es un objeto de gr — K, donde K es visto como un dlgebra G—graduada con la
graduacién trivial. Por la Proposicién 2.3.5, Endg (V) = M,(K) es fuertemente graduado,
si y solo si, V es débilmente G—invariante, es decir, si V divide débilmente a (h)V para
cualquier & € G, lo cual por la Proposicion 2.3.3, es equivalente a que existan fi,---, f; €

Homg, x(V,(h)V)y g1, - ,8 € Homg_g((h)V,V) tales que

iy = fiogi+---+fiog, 3)

para todo /1 € G, lo anterior implica que V, # {0} para todo g € G, pues de lo contrario, si
existe g € G tal que V, = {0} se tiene que para cada l € G, existe h € G tal que [ = hg y por

la ecuacién (3.1)

Vi=fiogiVi)+ -+ fiog:(Vi).
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II=1

Puesto que cada g; es un homomorfismo graduado tenemos que

8i(V1) = 8i(Vig) C Vj1jg = Ve = {0}

y desde que cada f;(0) = 0 concluimos que V; = {0} para todo / € G, lo cual es absurdo.

Veamos que si V, # 0, para todo g € G, entonces M, (K) es un dlgebra fuertemente graduada.
Sea # = (vi)1<i<n una base de elementos homogéneos de V' y denotamos por g; = grad(v;).

Mostraremos que

G:{gla"'agn}’ (4)

Es claro que {g1,---,gs} C G pues los grados son elementos de G, por otra parte, suponga-
mos que existe g € G tal que g ¢ {g1,---,gn}, definamos G; = {g1, -+, g}, desde que A es

una base, tenemos que

V=(v, ) = Z Ve,
8i€Gi

por hipétesis, V, # {0} lo cual contradice que V = @,¢ Vs, pues

Ve =V,NV

=V, YV,
8€G;

7 {0}.
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As{ obtenemos la ecuacién (3.2). Ahora, Consideremos g € Gy j € {1,--- ,n}, luego gg; €

G, por (3.2) existe i € {1,---,n} tal que

88j = 8i
g=gig;"
g =grad(E; ;)
g =grad(e; ;)
g ! = grad(e;;)

1

y como ¢; j, e;; son elementos homogéneos de grado g, g~ respectivamente, tenemos que

eij € Mn(K)gyeji € My(K)y1. Ast

—1

eii = eijeji € My(K)gMn(K),

paratodoi € {1,---,n}, luego

de esta manera concluimos por la Proposicion 2.1.3 I11. que M, (K) es un dlgebra fuertemente

graduada.

Il < I11 Si gy,---,g, son los grados de los elementos de la base de V la cual induce el isomorfis-
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mo End(V)g = M,(K), entonces por lo mostrado al inicio de este capitulo grad(e; ;) =

grad(E; j) = g,-g;], es decir,

=818 " h=g8" " n1=8n18, "

esto es

g2=h'gi.gs=hy"h g1, ga=h" b g,

luego V, # 0 para cualquier g € G, si y s6lo si, todos los elementos de G aparecen en la
sucesion g1, -+, gn. En efecto, la condicidn necesaria se mostré en I/ = I y la condicién
suficiente se obtiene, pues si todos los elementos de G aparecen en gp,---,g,, entonces
Vg # {0}, pues contiene almenos al elemento de la base de grado g. Con lo anterior, desde
que

82 :h;1g17g3 :hglhflglv"' »8n :h};jl hflgl

esto es equivalente a probar //1.

Presentaremos a continuacién unos corolarios del teorema anterior.

Corolario 3.3.4. Si M, (K) tiene una buena G—graduacion que la hace un dlgebra fuertemente

graduada, entonces |G| < n.

Demostracion. Por el Teorema anterior sabemos que todos los elementos de G aparece en el suce-
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sién e, hy,hihy,--- ,hihy---h,_1, la cual tiene n elementos no necesariamente diferentes, por tanto

|G| < n. O

Corolario 3.3.5. Sea |G| = m < n. Entonces el niimero de buenas G—graduaciones sobre M,(K)

que la hacen un dlgebra fuertemente graduada es

Demostracion. Comenzaremos probando que existe una correspondencia biyectiva entre las bue-
nas graduaciones sobre M, (K) que la hacen un élgebra fuertemente graduada y las funciones
f:{l,---,n—1} — G tales que G —{e} C Im(f). En efecto, consideremos la funcién que to-
ma una buena G—graduacién sobre M,(K) que la hacen un dlgebra fuertemente graduada y la

enviamos a la funcién f definida como sigue

fi{l,-n—1}—G

i —> hihy---h;

donde h; = grad(e; 1), paracada i € {1,---,n— 1}, notemos que G — {e} C Im(f), pues por el
teorema anterior todos los elemento de G — {e} aparecen en la sucesion hy,hihy,- -+ hihy---hy—.

La correspondencia anterior es biyectiva, pues la siguiente correspondencia es su inversa, sea g :
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{1,--- ,n—1} — G una funcién tal que G — {e} C Im(g). El Lema 3.2.1 muestra que para definir
una buena G—graduacién basta asignar los grados para los pares (i, j) € {(1,2),---,(n—1,n)}, asi

enviaremos a la funcién g en la graduacion definida de la siguiente manera

grad(e;i+1) =g(1) =M si i=1

grad(e;iy1) = f(i— 1) f(i)=h si 1<i<n

Lo anterior implica que existen tantas buenas graduaciones sobre M, (K) que la hacen un dlgebra
fuertemente graduada como funciones f: {1,---,n— 1} — G tales que G — {e} C Im(f), por lo
que debemos contar el nimero de funciones f : {1,2,--- ,;n—1} — G tal que G — {e} C Im(f).
Esto es, N1 + N, donde N; (respectivamente N>) es el nimero de funciones sobreyectivas de f :
{1,---,n—1} — G — {e} (respectivamente f : {1,---,n— 1} — G). Por un resultado clésico de

combinatoria que podemos encontrar en (Isaacs, 2004} pag. 9-10) tenemos que

i=0
— +l§i(_1)i (’?) (m — l)n—l
=t () -4 E () o
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Luego,

]

El siguiente teorema da una caracterizacién de las buenas G—graduaciones que hacen que

el dlgebra M, (K) sea un producto cruzado.

Teorema 3.3.6. Sea Endg(V) = M,(K) con una buena G-graduacion, donde V = @, Vg es un

espacio vectorial graduado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
I. M, (K) es un producto cruzado.

II. dim(V) = |G|-dim(Vy) para cualquier g € G.
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1l dim(M,(K).) - |G| = n®.
IV. My(K)e = M;(K) x -+ x My (K) (|G| veces), donde t = ﬁ

Antes de demostrar este teorema, mostraremos unos resultados requeridos.

Lema 3.3.7. Sean V,W espacios vectoriales sobre K de dimension finita'y sea {Vy } g una familia

de subespacios vectoriales de V. Entonces:

I. Si S, T son subespacios vectoriales de V, entonces dim(S+T ) = dim(S) +dim(T ) —dim(SN

T).
1. SiV =@y Ve entonces dim(LoeqVy) = Y gecdim(Vy).
II. V=W, siy solo si, dim(V) = dim(W).
IV. SiV =@, Vy, entonces Endg (V) = @ g End(Vy) como espacios vectoriales.
V. dim(V x W) =dim(V) +dim(W).
Demostracion. A continuacién probaremos cada item:

I. Sea = {by,--- by} una base de SN T. Esta base es linealmente independiente en Sy T,
extendamos % a una base &/ U % para S donde &/ = {ai,--- ,a;} es disjunta de % y a una
base ZUE de T donde € = {cy, - ,ci} es disjunta de A. Afirmamos que &/ UBUE es

una base de S+ 7. Es claro que (&7 UZU%¥) =S+ T. Veamos ahora que .o/ UZA UE es
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linealmente independiente, supongamos que

m j k
Y Bibi+ ) ctiai+ Y yici =0 )
i=1 i=1 i=1

donde «a, B, % € K, para todo i. Si reescribimos la ecuacién (3,3)

k

n J
Y vici=—Y Bibi— ) o
i=1 i=1

i=1

concluimos con lo anterior que ):f;l Yici € S, pues es una combinacion lineal de la base
o/ U 2. Pero sabemos que los ¢’s estdn en T, luego Z{;l Y;ici € SNT, como 4 es una base

de SNT y ademads disjunta de &, tomemos A; € K tal que

k m k m
Y vici=) Aibi =) Yici— Y, dibi =0,
i=i i=1 i=i i=1

pero sabemos que los ¢}s y bs son linealmente independientes, luego ; = A; = 0. Por tanto,

la ecuacién (3,3) se convierte en

m J
Zﬁ,‘b,‘ + Z oa; =0

=

_
-
I
—_

y ya que los b's, c’s son linealmente independientes, tenemos que o; = 3; = 0. Asi, conluimos
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que o UZUE esunabase de S+ T. Por lo anteror,

dim(S) +dim(T) = |/ ULB| + |€ U B
= ||+ |B|+ €|+ |2
= || +|B|+|€|+dim(SNT)

= dim(S+T) +dim(SNT),

con lo cual completamos la prueba.

I1. Esta demostracién la haremos por induccién sobre |G|

Base inductiva: Para |G| =2 sea G = {e, g}, por I tenemos que
dim(V, +Vy) = dim(V,) + dim(Vy) — dim(V, N Vy),
pero por ser V una suma directa V, NV, = {0}, asi que

dim(V, + V) = dim(V,) + dim(Vy).

Hipdtesis inductiva: Vamos a suponer que para |G| = n, tenemos

dW(Z@):me@)

geG geG
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Paso inductivo: Consideremos |G| = n+ 1, luego

dim (Z Vg> =dim| Y] Vg+vh>

gcG geG—{h}

=dim| ) Vg> +dim(Vh)—dim< ) ngvh> (6)

geG—{h} geG—{h}
=dim| ) vg> +dim(V,) )
g€G—{h}
= Y dim(Vy)+dim(Vy)
g€G—{h}
=Y dim(Vy) ®)
geG

note que la igualdad (3,4) se da por ., la igualdad (3,5) se da pues V es suma directa y la

igualdad (3,6) por hipétesis inductiva.

I11. Sea dim(V) = n. Veamos que si &/ = {ay,---,a,} esunabasede Vy f:V — W es un
isomorfismo, entonces Z = {f(ai),---,f(a,)} es una base de W. Mostraremos que Z es

linealmente independiente, para esto tomemos escalares Aq,--- ,A, € K tales que

Y Aif(aj) =Ow
=

f ( )ujaj) :OW
Jj=1

por la linealidad de f, tenemos



BUENAS GRADUACIONES DE M,,(K) 77

lo que significa que };_; A;a; € Ker(f), pero f es inyectiva, lueo Ker(f) = {0}, asf

Z /ljdj = OV
j=1

y por la independencia lineal de .2, conluimos que A; = - -- = A, = 0. Ademds, note que por
ser f un isomorfismo 4 es un conjunto generador. Reciprocamente, vamos a suponer que
dim(V) =dim(W) =m, sean # = {by,--- ,by,} unabasede Vy o/ = {ay,--- ,a,} una base

de W, veamos que la funcién

f:Vv—w
bi — a;
es un isomorfismo.
Existencia: Dado v € V, existen escalares unicos Q,---, 0, € K tales que

m
V= Z o;b;.
i=1

Definimos f(v) = Y7, oya;. Veamos que f es una transformacién lineal. Sean v,V € V,

supongamos que

a;b;

1Yo

M=

m
V= Z aib; y V=
i=1 1

~.
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entonces

E

v+ _Z(x,b +Zal’ Z (0 + o )b;

y en consecuencia,

m

f(v—l—v’):Z o+ of a,—Za,a, Zaa,_

=1

~

v)+ (V).

De manera andloga se prueba que f(Av) = A f(v), paratodoveV y A € K

Inyectividad: Veamos que Ker(f)

{0}. Sea v € Ker(f), entoces f(v) = Ow, dado que
v €V tenemos que v = Y | a;b;, luego

m
:f(zai Zal Zatal—OW
i=1
y por ser .2/ una base o; = 0 para todo ¢; € K. Por tanto, v=Y", o;b; =0

Sobreyectividad: Sea w € W, entonces existen o,

.- 04y, € K tales que

m
w= Z o,a;.
i=1

Asi, consideremos el elemento en V tal que es generado por a;,

-, € K, es decir, v =
Y", ogb;, luego f(v) =w.
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IV. Recordemos que
Endg,—x(V) ={f € Endx(V) | f(Vg) €V, para cada g € G}.
Consideremos el homomorfismo

¢ :Endg_x(V) — @D End(V,)
geG

[ Y [

geG
donde f, € End(V,) para cada g € G se define como sigue

fe: Ve —V,

vi— f(v)

note que la funcién anterior estd bien definida, pues por definicién de Endg,_x (V) se tiene
que f(Vg) C V,, ademds note que la funcién f = Y.< f,, en efecto, seanv € V = DeccVs

Y V= Y,ec Vg la descomposicion de v como suma finita, entonces

o)

geG
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La funcién @ es un isomorfismo pues, el siguiente homomorfismo actiia como inversa

¢~ P End(Vy) — Endg_g (V)
geG

Y hg—h,
geG

donde h:V — V enviaav € V cuya descomposicion estd dada por v =13} ,c; v, en

h (Z vg> =Y h(ve) =Y hglvy).

geG geG geG

V. Sean # = {v;}}_, una base de V y # = {w;}7" | una base de W. Vamos a mostrar que

(B x 0w )U(Oy x o) es una base de V x W. En efecto, sea (x,y) € V x W tenemos

(xvy) = (x7 OV) + (OWJ’)a

lo anterior para cada x € V y y € W. Por otra parte, si vi,---,v, € B, wi,--- Wy € ¥,
entonces

ri(vi,0w) 4+ (v, Ow) + 51Oy, wi) + - - - + 5 (O, win)
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= (rvi+- -+ 1V, siwi 4+ SmWi)

asi pues, wy, -+ ,wy, € #, luego

rl(V17OW) "‘""'—rn(vnaOW) +Sl(OV7W1)+"'+Sm(OV7Wm) = (OV70W)7

siy solo si,

rivit-+rve =0y ¥y s1(Oy,w1)+-+5,(0y,wy) =Ow.

De ahi que, #Z x Oy UOy x o7 es una base de V x W, luego

dim(V xW) =dim(V)+dim(W).

El resultado anterior, puede extenderse para k espacios vectoriales, es decir, si Vi, ---,V; son

espacios vectoriales de dimension finita, dim(Vy x --- x V) = YX_, dim(V;).
[

Lema 3.3.8. Sea V un espacio vectorial G—graduado. Si V = (g')V con g’ € G es un isomorfismo

graduado, entonces dim(Vy) = dim(Vy,) para todo g € G.

Demostracion. Sea @ :V — (g")V un isomorfismo graduado, por definicion ¢ (Vy) C (g")V, =V,
para todo g € G. Veamos que ¢ (V) = V,/,. Sea w € Vi, entonces por ser ¢ un epimorfismo, existe

veVtalque (v) =w, siv=Y,c5vyconvy €V, es ladescomposicién de v como suma finita,
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se sigue que

w=0(v)=0 (Z Vh) = Z ®(vn),

heG heG
donde cada @(v;) € (g')Vy. Puesto que w es un elemento homogéneo, tenemos que @(v;) = 0 para
todo i € G con g # h, pero ¢ es un monomorfismo, esto es v, = 0 para todo & # g, por lo tanto
w=@(vg) € ¢(V,). Asi, si tomamos una base %, de V,, siguiendo la demostracién del Lema 3.3.7

inciso 111 ¢(%y) es una base de Vy,, concluyendo asi que dim(Vy) = dim(Vy,,). O

Lema 3.3.9 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Si ay,--- ,a, y by,--- ,b, son nitmeros reales ar-

() =(£4) (£2)

Ademas, la igualdad se verifica, siy solo si, existe un niimero real x tal que aix+ by, = 0 para cada

bitrarios, tenemos

1 <k<n.
Demostracion. Ver (Apostol, 1992, pag. 17). [
Con los Lemas anteriores podemos dar paso a la demostracién del Teorema 3.3.6.

Demostracion. Esta demostracion se hard mostrando las siguientes implicaciones [ < 11, I = 111,

HI=I1YI<1V.

I < I1 Por definicion y puesto que V es un espacio vectorial de dimensién finita tenemos que
ENDk(V) = Endg (V) = M,(K) es un producto cruzado, si y s6lo si, End(V )y = Homg, (V. (g")V)

contiene un elemento invertible para cualquier ¢’ € G. Lo anterior es equivalente a que
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V = (g¢')V paratodo g’ € G, pues f € Endg (V) es invertible, si y slo si, f es un isomorfis-

mo. Ahora, veamos que V = (g")V, siy sdlo si, dim(V,

o'e) = dim(Vy), para todo g, g € G. En

efecto, si dim(Vy,) = dim(V,), entonces

Y dim(Vy,) =Y dim(Vy), )

geG geG

luego,

dim(V) = dim (Z Vg>

geG
=Y (dim(Vy)) (10)
geG
= ) (dim(Vgy)) (11)
gg'eCG
=dim((g')V)

note que la igualdad (3,8) se da por /1. del Lema 3.3.7 y que la igualdad (3,12) se da por
(3,9). Asi, concluimos por el inciso /11. del Lema 3.3.7 que V = (g’)V. Reciprocamente, si
V = (g')V, por el Lema 3.3.8 dim(V,) = dim(Vy,), para todo g € G. Con lo anterior, sea
k € G arbitrario, se sigue que g~ 'k € G, tomando g’ = kg~!, tenemos

dim(Vg) = dim(Vy,)

= dim(ngflg)
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= dim(Vy)

lo anterior para todo k € G. Luego, dim(V) = dim(Yec; Vg) = Lecc(dim(Vy)) = |G| -dim(Vy)

para cualquier g € G.

I'= 111 Si consideramos My (K) = @,c;Mn(K), como espacio vectorial graduado, tenemos por la

Proposicién 2.1.6 inciso I1. que

luego,

para todo g € G. Asi,

con lo cual concluimos /1.
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111 = I1 Supongamos que dim(M,(K).)-|G| = n?. Notemos que
End(V)e={f € Endg(V) | f(Vg) C Veg =V, para todo g € G} = Endg,_g(V),
Por el Lema 3.3.7 inciso V.

End(V), = Endg_x(V) = €D Endx (Vy)
geiG

luego,

dim(My(K)) = dim(End(V).)
= dim(Endg—g(V))

=dim()_ Endk(Vy))
geG

=Y dim(Endk(Vy)) (12)
geG

= Z (dim(Vg))2

geG

(la igualdad (3,10) se da por el inciso /1. del lema). Entonces por hipétesis

2
|G| dim(Mu(K)e) = |G| - Y (dim(Vy))* = n* = (Z dim("g))

8eG gcG

Tomemos ay = dim(V,) y by = 1. Por la desigualdad de Cauchy-Shwartz tenemos
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2
<Z dim(Vg)> <) 1% Y (dim(V))?

geG geG geG

=G| Y (dim(Vy))

geG

Como se satisface la igualdad existe un nimero real x tal que dim(Vy) +x = 0 para todo
g € G, luego x = —dim(V,), pero el nimero x es fijo, por lo tanto dim(Vy) = dim(V}) para

todo k € G, asi concluimos que

dim(V) = dim (Z Vg>

geG

= Z (dim(Vg))

geG

= |G| dim(V,).

111 = IV Vamos a suponer que dim(M,(K).) - |G| = n. Por el Lema 3.3.7 inciso V.

dim(M;(K) x --- x M;(K)) = Zédim(M,(K))

= |G- dim(M,(K))
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_ dim(M,(K)o)-|G
6]

— dim(My(K),)

asi pues, por I11. del Lema 3.3.7 concluimos que M,(K), = M;(K) x --- x M;(K).

IV = 111 Comenzaremos por suponer que M, (K), = M;(K) x --- x M;(K), en consecuencia por el

Lema 3.3.7 inciso II1. e inciso V.

dim(My(K)e) = dim(M,(K) x - - x My(K))

=Y dim(M;)(K)

geG
2
n
nZ
|G

de ahi que, dim(M,,(K),) - |G| = n?.
]
Para finalizar, mencionaremos un corolario resultado del Teorema 3.3.6 y unos ejemplos.

Corolario 3.3.10. Cualesquiera dos estructuras de productos cruzados en M, (K) que tienen bue-

nas G—graduaciones son isomorfas como dlgebras graduadas.
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Demostracion. Sabemos que las dos dlgebras graduadas son isomorfas a Endg (V) (Endg (W) res-
pectivamente) para dos espacios vectoriales G—graduados V, W de dimension n. Por /1. del Teore-

ma 3.3.6 tenemos que

dim(Vy) = Gl y dim(Wy) = Gl

luego, V = W como K—mddulos graduados por tanto, Endg (V) = Endg (W) como élgebras gra-

duadas. O]

Ejemplo 3.3.11. Sea R = M,(K), K un cuerpo arbitrario con una buena C, = {e, g} —graduacion.
Por el Corolario 3.3.2 existen |C;|>~! = |C,| =2 buenas graduaciones. Entonces las buenas C; —graduaciones

de R son siguintes

I. La graduacion trivial

K 0 0 K
1. R, = . Ry=

0 K K 0
Ejemplo 3.3.12. Sea R = M3(K). Vamos a encontrar todas las buenas C, — graduaciones de R.
Por el Corolario 3.3.2 tenemos que existen |G|>~! = |G|? = 22 = 4 buenas graduaciones. Por tanto,
una buena graduacién de R tiene una de las siguientes formas
I. La graduacién trivial, R, = M3(K), R, = 0;

K K O 0 0 K

II.Re= g kK o|:'R=|0 0 k|’
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. Re= o k k[-Re=]|Kk 0 0|

IV.Re=1o0 k of-R=|Kk 0 K

K 0 K 0 K O
Mostraremos que las graduaciones /1., I11., IV. son fuertemente graduadas. Para esto definimos
grad(e;iy1) = h;, por el Teorema 3.3.3 debemos verificar que todos los elementos de C, aparecen
en la sucesion e, hy, hihy para cada una de las graduaciones anteriores. En efecto, para la graduaciéon
II tenemos, grad(e; o) = ey grad(ex3) = g, luego e,hy,hihy = e, e, g, asi todos los elementos de
C, aparecen en dicha sucecion, lo cual por el Teorema 3.3.3 equivale a que R con la graduacion en
I1. es fuertemente graduado.

Para la graduacién en I11. tenemos, grad(e12) = gy grad(ez3) = e, luego e, hy,hihy = e, g, g, asi
todos los elementos de C; aparecen en dicha sucecion, lo cual por el Teorema 3.3.3 equivale a que
R con la graduacidn en I11. es fuertemente graduado.

Para la graduacién en IV. tenemos, grad(ej ;) = e 'y grad(ex3) = g, y se concluye de manera
analoga al primer item.

Por ultimo note que ninguna de las graduaciones anteriores es un producto cruzado, para esto basta

notar que dim(M3(K),) = 5 para los ejemplos I1., I11. y IV., asi dim(M3(K),) - |G| =5%2 = 10,
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pero por I11. del Teorema 3.3.6 si dichas graduaciones fueran productos cruzados tendriamos que

dim(M5(K),) - |G| = 3% = 9 por tanto, ninguno de los ejemplos anteriores es un producto cruzado.
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Apéndices
Apéndice A. Categorias
El tema que vamos a desarrollar en este apéndice se enfoca en las definiciones bdsicas de la teoria
de categorias. Introducimos este anexo con el fin de especificar la categoria de anillos graduados y

modulos graduados las cuales fueron mencionadas a lo largo de este trabajo.
Definicion 3.3.13. Una categoria € se define por:

a) Una coleccion no vacia cuyos elementos se llaman objetos. Esta coleccion se denota por

Ob(%).

b) Una coleccion no vacia de conjuntos disjuntos y eventualmente vacios:

{Mors(X,Y)}x yeon(s)-

Los elementos del conjunto Morg(X,Y) se denominan morfismos del obejeto X en el objeto
Y. Un elemento f € Morg(X,Y) se representa por f : X — Y, donde X es el dominio del
morfismo fyY su codominio.

La reunion de todos de todos los conjuntos de morfismos de € se denota por

MOF(%) = UX7Y€0b(cg)M0r<X,Y).

¢) Una operacion entre morfismos llamada composicion, tal que si X,Y,Z son objetos de €,
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feMor(X,Y)yge Mor(Y,Z), entonces existe un tinico morfismo go f € Mor(X,Z) :

Mor(X,Y)x Mor(Y,Z) — Mor(X,Z)

(f,g)—>gof

La operacion o cumple las siguientes condiciones:

L. Es asociativa, es decir, si f € Mor(X,Y), g € Mor(Y,Z) y h € Mor(Z,W), entonces

(hog)of=ho(gof).

II. Para cada objeto X en € existe un morfismo identidad ix € Mor(X,X) tal que

ixof=f y goix=g

para todo f € Mor(Y,X), y todo g € Mor(X,Y).

Notemos que si en ¢) Mor(X,Y) o Mor(Y,Z) son vacios, la composicion no se define.

Ejemplo 3.3.14. El ejemplo mads sencillo de categoria es la de los conjuntos, la cual se denota por
Set. Sus objetos son la coleccion de todos los conjuntos, las funciones conforman los morfismos y
la operacién entre éstos es la composicion usual de funciones. Dado un conjunto X, el morfismo

identidad es la funcién idéntica ix : X — X, ix(x) = x. Se define ip := 0, Mor(0,A) := {0}, para
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cada conjunto A; Mor(A,®) = 0 para cada conjunto A # 0.

Ejemplo 3.3.15. A continuacién enunciaremos las categorias mds conocidas en dlgebra:

I. La coleccién de todos los grupos junto con los homomorfismos constituyen una categoria

denotada por Gr.

I1. Los anillos con unidad junto con los homomorfismos de anillo que preservan la unidad con-

forman una categoria denotada por Ring.

I11. Para un anillo con unidad A, Mod, es la categoria de todos los A—mddulos derechos cu-
yos objetos son los A—mddulos derechos y los morfismos son los A—homomorfismos. De

manera andloga definimos 4Mod.

Categoria de anillos graduados. Si G es un grupo, la categoria de anillos gradua-
dos denotada por G — RING, es una categoria obtenida al tomar anillos G—graduados como objetos
y como morfismos los homomorfismos entre anillos G—graduados definido como sigue:

Para cada R y S anillos G—graduados, definimos el homomorfismo graduado como

¢:R—S

tal que @(R,) C S, para cualquier g € G.

En seguida mencionaremos unas observaciones:

I. Si G = {e} tenemos que G — RING = RING.
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II. Si R es un anillo G—graduado y X es un subconjunto no vacio de G denotaremos Ry =

@xeX RX :

I11. Si H < G es un subgrupo, Ry = @<y es un subanillo de R, de hecho Ry es un anillo

H —graduado.

Categoria de modulos graduados. Sea R un anillo graduado por G denotaremos
por gr — R a la categoria de médulos graduados a derecha, donde los objetos de gr — R son los
R—mddulos graduados y para los R—moédulos G—graduados M y N definimos los morfismos de la

categoria como:

Homg,_gr(M,N) ={f € Homgr(M,N) | f(Mg) C N, para todo g € G}.

De manera dnaloga definimos R — gr-
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