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RESUMEN

TITULO: GRUPOS CON AUSENCIA DE CONMUTATIVIDAD []
AUTORA: ANGELA PATRICIA ARDILA CABALLERO []]
PALABRAS CLAVE: ANILLOS DE GRUPO, ANILLOS DE LOOP, SLC-GRUPOS

DESCRIPCION:

Dado un loop y un anillo asociativo, conmutativo y con unidad, se construye el anillo de loop de
la misma forma que se construye un anillo de grupo. En esta tesis se trabaja con anillos de loop
tales que el anillo tiene caracteristica diferente de 2 y el loop es un loop de Moufang no asociativo,
construido a partir de un grupo no abeliano, este tipo de anillos de loop son no asociativos, sin
embargo, pueden ser alternativos. De acuerdo con esto, se presenta un resultado que proporciona
equivalencias para que estos anillos de loop sean alternativos, una de estas equivalencias establece
cierta propiedad sobre grupos no abelianos con una involucién, dichos grupos son precisamente
los grupos con ausencia de conmutatividad y un Unico conmutador no trivial o SLC-grupos. Siendo
esta la estructura central en este trabajo, se estudia una caracterizacién de estos, sus propiedades,
algunos ejemplos de particular interés y cémo construir grupos de este tipo a partir de uno dado. Por
ultimo, se muestra como estos grupos aparecen de manera natural en el estudio de los anillos de
grupo, examinando la pregunta de cuando el conjunto de los elementos simétricos con respecto a la

llamada involucion clasica conmuta.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Alexander Holguin Villa, Doctor en Cien-
cias Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: GROUPS WITH LACK OF COMMUTATIVITY []
AUTHOR: ANGELA PATRICIA ARDILA CABALLERO [
KEYWORDS: GROUP RINGS, LOOP RINGS, SLC-GROUPS.

DESCRIPTION:

Given an associative and commutative ring with unity and a loop, the loop ring is constructed in the
same way as a group ring is constructed. In this thesis, we work with loop rings such that the ring
has characteristic different from 2 and the loop is a non-associative Moufang loop, constructed from
a non-abelian group, this type of loop rings are non-associative, however, they can be alternative.
In agreement with this, is presented a result that provides equivalences for these loop rings to be
alternative, one of these equivalences establishes a certain property on non-abelian groups with an
involution, these groups are precisely the groups with lack of commutativity a unique non-identity
commutator or SLC-groups. This is the central structure in this work, we study a characterization of
these, their properties, some examples of interest and how to get groups of this type from a given one.
Finally, it is shown how these groups naturally appear in the study of group rings, watching carefully
the question of when the set of symmetric elements with respect to the so-called classical involution

commutes.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Alexander Holguin Villa, Doctor en Cien-
cias Matematicas.
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INTRODUCCION

Con los elementos de un grupo G multiplicativo como base para un maédulo libre en
un anillo R conmutativo, asociativo y con una unidad, y extendiendo la operacion
en GG al modulo a través de las leyes distributivas, se obtiene un anillo asociativo,
llamado anillo de grupo de G sobre Ry denotado por RG. Estos anillos fueron intro-
ducidos implicitamente por A. Cayley en un articulo en 1854, [ Se puede repetir la
misma construccién, con un loop L en lugar de un grupo G. La idea de no requerir
asociatividad y construir anillos de loop o algebras loop, se debe a R.H Bruck quien
las definié en 1944, pero fue hasta 1983 que se consider6 un tema significativo. E.
G. Goodaire demostré que existen algebras de loop alternativas (no asociativas) que
satisfacen identidades importantes, como las identidades alternativas a derechay a
izquierda |

Los anillos alternativos surgieron de los trabajos de R. Moufang en 1930. Gran parte
de su atencion se dirigié a la estructura multiplicativa de un anillo de division alterna-
tivo. Asi como los elementos no nulos de un cuerpo forman un grupo multiplicativo,
los elementos no nulos de un anillo de divisién alternativo forman un loop de Mou-
fang con la operacion multiplicacion.

En este trabajo se mostrara como los grupos con ausencia de conmutatividad o
LC-grupos estan relacionados con los anillos de loop alternativos y a su vez como

estos grupos aparecen de forma natural en el estudio de los anillos de grupo E] Enel

' C.P MILIES y SEHGAL S. K. An introduction to group rings. Vol. 1. Springer Science & Business

Media, 2002.
2 E.G. GOODAIRE, JESPERS E. y MILIES C. P. Alternative loop rings. Vol. 184. Elsevier, 1996.

3 0. B. CRISTO. “Commutativity of symmetric elements in group rings”. En: Journal of Group

Theory 9.5 (2006), pags. 673-683.
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Capitulo 1, se introducen las nociones béasicas de teoria de grupos, anillos, médulos
y anillos de grupo, que seran de utilidad a lo largo del texto. En la primera parte
del Capitulo 2, se introducen las nociones de anillos alternativos, loops y anillos de
loop alternativos. Luego de ello se estudiaran los LC-grupos, estructuras centrales
en este trabajo, sus propiedades y algunos ejemplos de interés. Finalmente, el Ca-
pitulo 3 es dedicado al estudio de la conmutatividad del conjunto de los elementos
simétricos RG*, de un anillo de grupo respecto a la involucién clasica, esto con el
fin de ver como los LC-grupos con un Unico conmutador no trivial, o SLC-grupos,

aparecen de manera natural en los anillos de grupo Pl
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1. Preliminares

En este capitulo se presentaran algunas definiciones basicas y resultados ya cono-

cidos que seran necesarios para entender este trabajo.

1.1. Grupos

Los grupos son una de las principales estructuras de interés en este trabajo. En
esta seccidn se recordaran algunas definiciones y resultados basicos, omitiendo la
mayoria de sus pruebas, las cuales pueden ser encontradas en cualquier texto de

teoria de grupos, ver por ejemplo [f

Definicion 1.1.1. Un grupo es un conjunto no vacio G con una operacion binaria
(denotada por -) tal que, para todos a,b,c € G, se cumplen las siguientes propieda-

des:
(i) (a-b)-c=a-(b-c),
(11) existe un elemento, denotado por1 € G, talquea-1=1-a = a,

(i17) para cada elemento a € G existe un elemento, denotado pora™! € G, tal que

a-at=at-a=1.

Si ademas,

4 J. GALLIAN. Contemporary abstract algebra. Nelson Education, 2009.

5 0. LEZAMA. Cuadernos de Algebra, No. 1: Grupos. Departamento de Matematicas, Universidad

Nacional de Colombia, sede de Bogota, 2017.
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para todos a,b € G, se dice que el grupo es abeliano. Cabe destacar que en este
trabajo, tienen mayor presencia los grupos no abelianos.
Si el conjunto G es finito, entonces el numero de elementos de G es llamado el

orden de G y es denotado por |G)|.

Definicion 1.1.2. Un subconjunto no vacio H de un grupo G es llamado un subgru-
po de G, si este tiene estructura de grupo bajo la operacion de G. En tal caso se

escribe H < G.

Proposicion 1.1.1. Sea G un grupo y a un elemento cualquiera de G. Entonces,
(a) ={a" :n € Z},

es un subgrupo de G, llamado subgrupo ciclico de G generado por el elemento a.

Es posible que el subgrupo generado por algin elemento a del grupo G coincida con

todo el grupo, es decir, (a) = G, tales grupos reciben un nombre especial.

Definicion 1.1.3. Sea G un grupo. Se dice que G es ciclico si G coincide con uno
de sus subgrupos ciclicos. Es decir, si existe un elemento a € G tal que (a) = G. En

este caso se dice que a es un generador del grupo ciclico G.

Proposicion 1.1.2. Las siguientes afirmaciones son validas para grupos ciclicos

arbitrarios.
(1) Todo grupo ciclico es abeliano.
(17) Cada subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

(i1i) Sea G # {1} un grupo. Entonces, G es un grupo ciclico finito de orden primo

si y solo si, G no tiene subgrupos diferentes de los triviales.

Dado un subgrupo H de G y un elemento en G, es posible definir una particion del

grupo G por subconjuntos disjuntos.
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Definicion 1.1.4. Sea H un subgrupo de un grupo G. Dado un elemento a € G, los

subconjuntos de la forma

aH = {ah:h € H},
Ha ={ha:he H},

son llamados clase lateral izquierda y derecha (respectivamente) del subgrupo H,
determinadas por el elemento a. Este elemento a es llamado representante de la
clase.

El conjunto de todas las clases laterales izquierdas (derechas) de H en GG es deno-
tado por G/, H (G/,.H).

La relacién ~ sobre G dada por a ~ b si, y solo si, a='b € H con a,b € G, es una

relacion de equivalencia. Ademas, para a € GG, su clase de equivalencia es:
a={reG:z=a(mMOd H)} ={z€G:a'v € H} = aH,

es decir, las clases de equivalencia determinadas por la relacién ~ son precisamente
las clases laterales izquierdas de H en G. Ahora bien, es conocido que por ser ~
relacion de equivalencia sobre G, entonces dados a,b € G, se tiene:
aH=bHoaHNVH =0y G=|]gH.
geqG
Un conjunto completo de representantes de las clases laterales izquierdas (dere-

chas) de H en G es llamado un transversal izquierdo (derecho) de H en G.

Proposicion 1.1.3. La aplicacion ¢ : G/|H — G/.H, dada por p(¢gH) = Hg ' es

una biyeccion.

Del resultado anterior se deduce que G/,H y G/, H tienen la misma cardinalidad.

Esto muestra la siguiente definicion.

Definicion 1.1.5. Sea H < . La cardinalidad del conjunto de clases laterales iz-

quierdas o derechas es llamado el indice de H en G y es denotado por |G : H]|.
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Teorema 1.1.1. (Teorema de Lagrange) Si G es un grupo finito y H es un subgrupo
de G, entonces |H| divide a |G|. Ademas, el nimero de clases laterales izquierdas
(o derechas) de H en G es |G|/|H]|.

Corolario 1.1.1. Sea a un elemento de un grupo finito G. Entonces |a| divide a |G|.

Los subgrupos cuyas clases laterales derechas e izquierdas generadas por el mismo
elemento son iguales son de especial importancia. Note que para un elemento a y
un subgrupo H de un grupo G, se tiene que aH = Ha siy solo sia 'Ha = H. Esto

sugiere lo siguiente:

Definicion 1.1.6. Sea H un subgrupo de un grupo G, se dice que H es normal en

G, yse escribe H <G, sia*Ha= H paratodoa € G.
Teorema 1.1.2. Un subgrupo H de G es normal en G siy solo sia 'Ha C H.
A continuacion se presentara un subgrupo que sera de gran importancia.

Definicién 1.1.7. Sea G un grupo, el centro de G, denotado por Z(G), es el sub-
grupo dado por:
Z(G)={reG:xg=gzx,Vg € G}.

Claramente Z(G) es un subgrupo normal de G.

Sea N un subgrupo normal de un grupo G, entonces toda clase lateral izquierda de
N en G es también una clase lateral derecha y viceversa, es decir, estas coinciden.

En consecuencia, se denotara el conjunto de todas las clases laterales por G/N.

Definicion 1.1.8. Sea H < G. El conjunto G/H de todas las clases laterales tiene

estructura de grupo con la operacion
aHbH = (ab)H, a,b € G,
y es llamado grupo cociente de G por H.
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Note que el producto definido es asociativo dado que el producto en G lo es; la
clase lateral identidad en G/H es eH = H y los elementos inversos son dados por
(gH) ' =g7'H.

El siguiente resultado sera usado en el estudio de los SLC-grupos.

Teorema 1.1.3. Sea G un grupo y sea Z(G) el centro de G. Si G/ Z(G) es ciclico,

entonces G es abeliano.

Demostracion. Sean g € G tal que ¢Z(G) genera a G/Z(G) y a € G. Entonces
existe un entero r tal que «Z(G) = (¢Z2(G))" = ¢"Z(G). Luego a = ¢"z para algun
z € Z(G). Puesto que ¢g" y z conmutan con g, a también conmuta con g y como a
es arbitrario, sigue que g conmuta con cualquier elemento de G, es decir, g € Z(G).
Lo cual implica que ¢Z(G) = Z(G) es el unico elemento de G/Z(G). Por lo tanto,
G = Z(G) y G es abeliano. O

Definicion 1.1.9. Sean G y H grupos multiplicativos. Una aplicacion ¢ : G — H
tal que p(ab) = p(a)p(b), para todos a,b € G se denomina un homomorfismo de
grupos. Si ¢ es inyectivo se dice que es un monomorfismo; si es sobreyectivo se
dice que es un epimorfismo, y si es biyectivo se dice que es un isomorfismo. En

este ultimo caso se dice que G y H son isomorfos y se denota por G = H.

Definicién 1.1.10. Sea o : G — H un homomorfismo de grupos, se definen el

kernel y la imagen de o respectivamente como:

Ker (p) ={9€G:0(9) =1} y Im(p)={p(g):9g€ G}

El resultado a continuacién muestra las principales caracteristicas de los homomor-
fismos.
Proposicién 1.1.4. Sea o : G — H un homomorfismo de grupos, entonces:

(1) ¢(lg) = 1.

17



(1i1) Ker(y) < G.
(1v) ¢ es inyectiva si, y solo si, Ker (¢) = {1¢}.

(v) Sea N < G. La funcién j : G — G/N definida por j(z) := T = =N, es un

epimorfismo denominado el homomorfismo candnico.

Teorema 1.1.4. (Primer Teorema de Isomorfimos) Sea ¢ : G — H un homomorfis-

mo de grupos, entonces
G/Ker () =Im (o).
En particular, si ¢ es un epimorfismo, entonces G /Ker (y) = H.

Definicién 1.1.11. Sean H y K subgrupos de G. Se dice que G es el producto

directo de H y K, denotado por G = H x K, si se cumple lo siguiente:
(i) G=HK,

(1) HN K = {1},

(19) HAG y K <4G.

Definicion 1.1.12. Dados dos elementos x,y en un grupo G, el conmutador de x
ey es el elemento (z,y) = x~'y~'zy. En general, un conmutador de peson > 2 es

definido inductivamente por la regla

(1, T2y oy Ty Tpg1) = (X1, T2y ooy Tp)y Tpyg1) -

Dados dos subconjuntos H y K del grupo G, se denotara por (H, K) el subgrupo de

G generado por el conjunto:

{(h,k):he H ke K}.

18



En particular, el grupo G' = (G, G) es llamado el subgrupo conmutador o subgru-

po derivado de G.

En este trabajo, como ya se menciond, son de mayor interés los grupos no abelianos.
Por este motivo seran de gran importancia el centro y el subgrupo conmutador de

un grupo no abeliano.

Proposiciéon 1.1.5. Sean z,y, 2z elementos de un grupo G, entonces la siguiente

identidad es vélida: (zy, z) = (z, 2)Y(y, z), donde (x,2)¥ = y~'(z, 2)y.
Demostracion. Sean x,y, z € GG, entonces:

(wy,2) = (zy) ety =y o e ey =y e e ey =y (o 2) 2y

=y Nz, 2)yy 'z yz

y(z, 2)y(y, 2).

El siguiente resultado caracteriza el subgrupo conmutador.
Teorema 1.1.5. Sean G un grupo y G' su subgrupo conmutador, entonces
(1) G <4G.

(11) G/G' es abeliano. Ademas, si H < G, entonces G/H es abeliano si y solo si
G' C H.

(13i) SiG es un grupo no abelianoy H < G es tal que G' C H, entonces H < G.

Definicion 1.1.13. Sean G un grupo y g € G. Se define la clase de conjugacion

de g como,

Clg) ={z7'gx:z € G}.
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Note que para todo » € G, h™'C(g)h = C(g), pues si z € G, h ' (z7'gx)h =
(zh)~'g(xh).
Previo a la definicién de p-subgrupo de Sylow y sus teoremas se presentan algunos

conceptos necesarios.
Definicion 1.1.14. Sean G un grupo y p un entero primo:

(1) Un elemento x € G se dice p-elemento si su orden es un potencia de p, y

se dice p'-elemento si su orden es infinito o no divisible por p.
(11) Si G es finito, se dice que G es p-grupo, si su orden, |G|, es un potencia de p.

(1ii) Se dice que G es abeliano elemental, si G es abeliano y existe un primo q, tal

que todo elemento g € G (excepto la identidad) tiene orden q.

Definicion 1.1.15. Sea G un grupo, el exponente de G, es el menor entero positivo

k tal que g* = 1, para todo g € G. Si tal entero existe se denota por exp(G) = k.

De las definiciones [1.1.14] (ii7) y |1.1.15| se obtiene que un grupo G es un p-grupo
abeliano elemental si, y solo si, exp(G) = p.

El siguiente teorema es un resultado fundamental sobre p-grupos finitosH
Teorema 1.1.6. Sea G un p-grupo finito no trivial. Entonces, Z(G) # {1}.

Sea G un grupo finito de orden p"m, donde p es primo y m € N es primo relativo con
p. Sigue del Teorema de Lagrange [1.1.1} que un p-subgrupo de G no puede tener

orden mayor que p". Esto ultimo motiva la siguiente definicidn.

Definicion 1.1.16. Sea G un grupo finito de orden |G| = p™m donde p t m. Un
subgrupo de G de orden p™ es llamado un p-subgrupo de Sylow de G.

Teorema 1.1.7. Sea G un grupo finito de orden |G| = p"m donde p es primo y p t m.

Entonces:
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(1) G contiene p-subgrupos de Sylow y ademas, cada p-subgrupo de G esta con-

tenido en un p-subgrupo de Sylow de G.
(17) Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados en G.

(i13) Sin, denota el numero de p-subgrupos de Sylow de G, entoncesn,, = 1(mod p).

Definicion 1.1.17. Sea G un grupo. Se dice que G es nilpotente, si G contiene una

Serie de subgrupos
{1} =Goc G, C---CG, =G,

tal que cada subgrupo G;_, es normal en G y cada grupo cociente G,;/G,;_, esta
contenido en el centro de G/G,_1, es decir, G;/Gi—1 C Z(G/Gi-1), 1 <i<n.
Una serie de subgrupos finitos de G con esta propiedad es llamada una serie cen-

tral.
De la definicién anterior sigue que cada grupo abeliano es nilpotente.
Proposicién 1.1.6. Un p-grupo finito es nilpotente.

El siguiente criterio debido a P. Hall, permite concluir que un grupo G es nilpotente,

usando extensién por un subgrupo normal H de G:
Teorema 1.1.8. Sea GG un grupo:

(1) SiH <G yambos, H y G/H' son nilpotentes, entonces G es nilpotente.

(11) SiH < Z(G) y si G/H es un grupo nilpotente, entonces G también es nilpo-

tente.

Es posible verificar que si un grupo es abeliano, todos sus subgrupos son normales,
sin embargo la afirmacién reciproca, en general no es cierta. Un ejemplo de esto
es el grupo cuaternio Qg, el cual es no abeliano pero todos sus subgrupos son
normales.

A continuacion una clase especial de grupos, de la cual Qg es un ejemplo explicito.
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Definicién 1.1.18. Un grupo no abeliano G tal que todos sus subgrupos son norma-

les es llamado un grupo Hamiltoniano.

Los grupos Hamiltonianos juegan un papel importante en este trabajo. A continua-

cidn se presenta una clasificacion de dichos grupos.

Teorema 1.1.9. Un grupo G es Hamiltoniano si, y solo si, G = Qg x E x A, donde E
es un 2-grupo abeliano elemental y A es un grupo abeliano con todos sus elementos

de orden impar.
En particular, todo grupo Hamiltoniano G contiene una copia isomorfa de Os.

Definicion 1.1.19. Sea G un grupo. La aplicaciéon ¢ : G — G es llamada una
involucion si es un antihomomorfismo de orden 2, es decir, si para todos g,h € G

se verifican las siguientes 2 condiciones:
(1) ¢(gh) = ©(h)p(g)-

(i) »(p(g)) = g-

Ejemplo 1.1.1. Sea G un grupo. La aplicacion = : G — G definida por ¢* = g~!, es

conocida como la involucion clasica. De la inversion de elementos se tiene que:
(Z) (gh)* — (gh)_l — h—lg—l — h*g*

(i) (9) =(g)" =g
1.2. Anillos y médulos

Definicion 1.2.1. Sea R un conjunto no vacio. R es llamado anillo, si en R estan

definidas dos operaciones binarias denotadas por “+7 y -7 tales que:
(1) (R,+) es un grupo abeliano.
(17) (R,-) es un semigrupo con elemento identidad 1y = 1.
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(1ii) La multiplicacion es distributiva respecto a la adicion.

Si ademas la multiplicacion verifica que
a-b=>b-a;Va,b € R,

se dice que (R, +, -) es un anillo conmutativo.

Como se vio en la seccion anterior, un homomorfismo de grupos preserva la ope-
racion, asi mismo un homomorfismo de anillos preserva las operaciones del anillo,

como lo muestra la siguiente definicion.

Definicion 1.2.2. Sean R y S anillos. Una aplicaciéon ¢ : R — S es llamada un

homomorfismo de anillos, si para todos a,b € R se tiene que:
(1) ¢la+b) = ¢(a)+ o(b).
(i2) ¢(ab) = ¢(a)p(b).

Se definen de igual manera que en grupos monomorfismo, epimorfismo e isomorfis-

mo.

Definicion 1.2.3. Sea R un anillo. La aplicacion ¢ : R — R es una involucion, si

para todosr,s € R
(1) (r+s) = 9(r) +9(s).
(@) (rs) = p(s)i(r).
(#it) P(¥(r)) =r,
es decir, 1 es un antihomomorfismo de anillos, de orden 2.

Ejemplo 1.2.1. Sea R un anillo conmutativo. La aplicacion identidad iy, : R — R

es una involucion en R.
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Ejemplo 1.2.2. Sea Hg = {a1 + azi + asj + ask : a; € R i, j, k simbolos formales}
el anillo de los cuaternios reales. Las aplicaciones 1,1 : Hg — Hg definidas por
V1(art+agitazjtask) = ay—agi—azj—ask ¥y Po(ar+agitazj+ask) = a1 +azi+azj+ask,

respectivamente, son involuciones en Hy.

Definicion 1.2.4. Sean R un anillo y M un grupo abeliano (aditivo). Se dice que M
tiene estructura de R-maodulo a izquierda, si existe una aplicacion . : Rx M — M,
dada por (a,m) —— am, que verifica para todos a,b € R y m,my,ms € M las

siguientes condiciones:
(i) (a+b)ym = am + bm.
(1) a(mq + mg) = amy + ama.
(1ii) (ab)m = a(bm).
(1v) Im = m.

De manera similar se definen los médulos-R o modulos a derecha sobre el anillo
R, es decir, se tiene una aplicacion i : M x R — M, donde ahora el anillo R actlia

por derecha sobre los elementos de M.

Definicion 1.2.5. Un conjunto S = {s;}ic; de elementos de un R-mddulo M, es

llamado:

(i) conjunto de generadores de M, siM = {> "  x;s;:x; € R,s; € S,;n>1};es
decir, si cada elemento de M puede ser escrito como una combinacion lineal

de elementos de S con coeficientes en R.

(i1) linealmente independiente si, para cualquier combinacion lineal de elemen-

tos de S con coeficientes en R,

Tilsil —+ T’i282‘2 + ...+ T3 Siy = O
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se tiene Tipg =Tig =00 =15, = 0;

(1ii) base de M sobre R (o una R-base) si es un conjunto linealmente independien-

te y un conjunto de generadores.
Se dice que M es un mddulo libre si tiene una base.

Observacion 1.2.1. No todos los R-moédulos tienen una base. Por ejemplo, en el
Z-modulo Z¢, cada elemento a € Zg cumple 6a =0 y 6 € Z \ {0}, lo cual demuestra
que ningun subconjunto de Z¢ es linealmente independiente sobre Z, luego este no

puede tener una base.

Definicién 1.2.6. Sea R un anillo conmutativo. Se dice que el anillo A es una R-

algebra si A tiene estructura de R-mddulo y, ademas,
r(ab) = (ra)b = a(rb), para todor € R y todos a,b € A.

Si A es un anillo con unidad 1, entonces la condicion de la definicion anterior implica
que el conjunto R-1 (que es isomorfo a R) esta contenido en el centro de A, es decir,
R-1=RcC Z(A).

1.3. Anillos de grupo

Los anillos de grupo son una estructura que como su nombre lo indica, relaciona la

teoria de grupos y anillos. Dicha estructura es fundamental para este trabajo.

Considere la siguiente construccion. Sean G un grupo y R un anillo. Se define RG

como el conjunto de todas las combinaciones lineales formales,

o= Zagg,

geG

donde a, € Ry a, = 0 casi siempre, es decir, el conjunto
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supp(a) == {g € G : a, # 0},

llamado soporte de «, es finito. Explicitamente, el supp(«) es el conjunto de los
elementos de G que aparecen en la representacién de «. De esta definicion sigue

que dos elementos, a = > a,gy 8 =Y byg en RG son iguales, siy solo si a, = b,
geG beG
para todo g € G.

Seana =) ay9, 8= byg € RG, laadicion y multiplicacion en RG, son definidas
geG geqG
respectivamente por:

() a+B=> a9+ > byg=> (ag+D,)g.

geG geqG geG
(11) af = (Z agQ) (Z bhh> = Z (agbr)(gh).
geG heG g,heG

Con estas nociones se obtiene:

Definicion 1.3.1. E/ conjunto

RG = {Z a9, €R Yy a,=0 casi siempre} :

geG

con las operaciones definidas anteriormente, es llamado el anillo de grupo de G
sobre R. En el caso en que R es conmutativo, RG también es llamado algebra de

grupo de G sobre R.

Teorema 1.3.1. RG es un anillo con las operaciones adicion y multiplicacion defini-

das anteriormente.
Demostracion. Note que:

(i) De ladefinicion de suma “+”en RG'y el hecho que (R, +) es un grupo abeliano

se tiene que
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(iid)

(a+B)+vy=a+(B+7) Yy a+pB=p+a,paratodos a, 3,7 € RG.

Tomando Opg = Z 0-g,paratodo a € RG, Ope +a = a+0re = a. Ademas, si

geG
= Z(—ag)g entonces —a + « = a — a = Opq. Por tanto, (RG, +) es grupo
geG
abeliano.

Ahora bien, como (R,-) y (G, -) son asociativos, sigue de la definicion de pro-
ducto
“.”en RG, que tal producto es asociativo en RG.

Usando las definiciones de suma “+” y producto “ - ” en RG, para o, 3,7 € RG

se tiene:
a(f+7) = Zagg (Z(bh + ch)h) = Z aq(bn, + cn)gh
9eq hea 9:h€C
= Z (agbn)gh + Z (agen)gh
g,h€G g9,heG
=af + ay.

y de manera andloga, (« + 8)y = a~y + v, es decir, (RG, -) €s un semigrupo.

Finalmente, 1re = ) _ a,g, donde a, = 0 paratodo g # 1g y a1, = 1, €s la
geG

unidad de RG.

O

Ejemplo 1.3.1. Sean C, = (g : ¢* = 1¢,), €l grupo ciclico de orden 2 y Z,, el cuerpo

de los enteros modulo 2. El anillo de grupo de Cs sobre 7., es dado por:

ZQCQ = {Z Ggg : Qg € ZQ}
gels

={a-1lg, +b-g:a,b€Zs}
:{OZQ '1CQ+OZQ g, 122 '1C'Q+OZQ 'gaOZQ '1CQ+1ZQ 9, 122 '1C'2+122 9}
={0,1,9,1+ g},
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y se obtienen las siguientes tablas de operaciones:

Tabla 1. Suma en Z,Cs. Tabla 2. Producto en Z,Cs.
+ 0 1 g l+g - 0 1 9 l+g
0 0 1 g l1+g 0 0 0 0 0
1 1 0 1+g| ¢ 1 0 1 g 1+g
g g 1+g| O 1 g 0 g 1 1+g
l1+g|14+g| g 1 0 1+g 0 1+g|14+g| O

El producto

i: Rx RG— RG
(7", Oé) — Z(Tag)g’

geCG
enriguece un poco mas la estructura de RG, mas exactamente, el producto 1 da a
RG estructura de R-modulo.
En efecto, por la demostracién del Teorema[1.3.1] (RG, +) es un grupo abeliano y
de la definicién de , sigue que ra € RG, paratodor € Ry a € RG.

Ahora bien, siri,7, € RY «, € RG se tiene que:

(@) (ri+ra)a= Z(h +1r9)agg = Zrlagg + ngagg =ria + raa.

geG geqG geqG
(17) m(a+p6)=r Z(ag—l—bg)g = Z'rl(ag—l—bg)g = Zrlagg—i—z r1byg = ria+rf.
9geG geG geqG geq
(¢47) ri(rac) =14 Z(T2ag)9 = Z(Tl(ﬁ@g))g = Z((T1T2)%)9 = (rir2)a.
geG geG geG
(v) 1pa = Z(lgag)g = Zagg.
9eG geG

Observacion 1.3.1. 1. Considere la aplicacion inclusion, i : G — RG, dada

por z — i(x) = Zagg, donde a, = 1 ya, = 0 si g # x. Esta aplicacion
geG
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permite ver a G como un subconjunto de RG y por tanto notar que G es una
R-base de RG. De esto y de lo anterior es posible afirmar que RG es un R-
maodulo libre.

Ahora, considere v : R — RG dada porr — v(r) = Y _ a,g, donde a;, =y
geG
a, = 0 8i g # 1. v asi definido es un monomorfismo de anillos, por lo tanto, R

es subanillo de RG.

. Como R = R-1¢ con la aplicacionr — r-1g y R es subanillo de RG entonces,

paratodor € Ryg € G, gr =rg, dado que gr = (1grg)(rle) = (1gr)(glg) = rg.
De esto ultimo sigue que para R anillo conmutativo, R C Z(RG), puesto que
fodo r € R conmuta con los elementos de la R-base de RG, G, y con los

coeficientes de cada elemento de RG.

La siguiente proposicidn establece una propiedad universal de los anillos de grupo

y a su vez puede servir como una definicién para estos [f|fil

Proposicion 1.3.1. Sean G un grupo y R un anillo. Dado cualquier anillo A tal que

R C A y cualquier aplicacion f : G — A tal que f(gh) = f(g9)f(h), para todo

g,h € G, existe un unico homomorfismo de anillos R-lineal f* : RG — A, tal que

ffoi= f,dondei: G — RG es la inclusion dada anteriormente, esto es, tal que

el siguiente diagrama conmuta:

RG-L A

| A

G

El siguiente resultado es un caso especial de la proposicién anterior:

6

R. B. DOS SANTOS. “Elementos simétricos sob involugbes orientadas em anéis de grupos”. En:
(2012).
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Corolario 1.3.1. Sea f : G — H un homomorfimos de grupos. Entonces existe
un unico homomorfismo de anillos f* : RG — RH tal que *(g) = f(g), para todo
g € G. Si f es un monomorfismo (epimorfismo), entonces f* es un monomorfismo

(epimorfismo).

Teorema 1.3.2. Sean R un anillo conmutativo con unidad y G, H grupos. Entonces
R(G x H) =~ (RG)H

Demostracion. Considere la aplicacion

¥ R(G x H) — (RG)H

S antont) X (Sagus )

(9,h)eEGXH heH \geG

Se mostrara primero que v esta bien definida.
Seana= > agw(gh)yB= Y bgwlg h)enR(Gx H)tales que a = j,

(9,h)eGxH (g,h)EGXxH

entonces a(, ) = b,n paratodos g € Gy h € H, asi,

- Z (Z a(g,h)9> h = Z <Z b(g,h)9> h=v(B).
heH \geG heH \geG

Ademas,
(1) Y(a+pB) = Z (Z(a(g,h) + b(g,h))g> h
heH \geG
=Z<Za<gh> )’HZ(Z )h (o) +(B),
heH \geG heH \geG
(i4) $()(8) = [Z (Zw(g,h))g) h [Z (Z(b@l,m))gl) m]
heH \geG hi1€eH \g1€G
- Z ( Z (a(gvh)b(g1,h1))ggl> hhi = ¥(af).
h,hi€H \g,91€G
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Luego ¥ es un homomorfismo de anillos.

Para concluir, se demostrara que ¢ es biyectiva. Sea « € R(G x H), tal que ¢(«) = 0,

entonces Z (Z(a(gvh))g> h = 0y como H es una RG-base para (RG)H, sigue

heH

que Z(a(g,h))g = 0, para todo h € H. Ademas G es una R-base para RG, entonces

geG
ag,n = 0, paratodo g € G. Luego a = 0, es decir, ¢ es inyectiva.

Seay € (RG)H, como H es una RG-base para (RG)H, entonces y = Z aph, don-

heH

geG

de ay, € RG. Dado que G es una R-base de RG, para h € H, oy, = Za(g,h)g. Con-
geG

sidere z = Y agu(g.h) € R(G x H), entonces ¢(z) = » (Z(a(gmg) h =
(9,h)€GXH heH \gea

Z aph = y. Por lo tanto, ¢) es sobreyectiva. l

heH

Corolario 1.3.2. Sean R un anillo conmutativo con unidad y G, H grupos. Entonces
R(G x H) = (RH)G.

Demostracion. Es conocido que (G x H) y (H x G) son grupos isomorfos, asi por el
Corolario[1.3.1} sigue que R(G x H) = R(H x G) y del Teorema|1.3.2] R(H x G) =
(RH)G. Por lo tanto R(G' x H) = (RH)G.

[

Teniendo presente el concepto de clase de conjugacion, Definicién [1.1.13] se intro-

ducen los siguientes elementos destacados.

Definicion 1.3.2. Sean G un grupo, R un anillo conmutativo, RG el anillo de grupo
de G sobre R y {C;};c; €l conjunto de las clases de conjugacion de G que contienen

solo un numero finito de elementos. Para cada indicei € I, escriba c; = Z r € RG.

zeC};
Estos elementos son llamados sumas de clases de GG sobre R.

El siguiente resultado permite dar una descripcion del centro de un anillo de grupo
RG, informacién de interés para determinar la estructura de anillos de grupo semi-

simples.

31



Teorema 1.3.3. Sean G un grupo y R un anillo conmutativo. Entonces el conjunto
{ci}ier de todas las sumas de clases de G sobre R es una R-base de Z(RG).
Demostracion. Sea g € G arbitrario, entonces g~lcig = > g7lzg = > y = ¢

zeC; yel;
puesto que ¢~ 'C;g = C;, paratodos i € I y g € GG, como se observé en la Definicion

1.1.13| Luego, c;g = gc¢;, para todo g € G, asi, como G es base para RG 'y R es
conmutativo, sigue que ¢; € Z(RG), paratodoi € I.
Ahora se mostrara que estos elementos son linealmente independientes. Sean r; €

Rtales que » ric; =0, esdecir, Y r; ¥« = 0. Puesto que la conjugacion en G es
i€l el zeC;
una relacién de equivalencia entonces, sumas de clases diferentes poseen soportes

disjuntos y como G es base para RG, la independencia lineal de los elementos en
G implica que r; = 0, para todo i € I.

Finalmente, suponga a = Y " a,g € Z(RG). Si k € supp(a), entonces cualquier otro
geG
elemento A en la clase de conjugacion de k, C(k), también pertenece al supp(«). En

efecto, si h = 2~ 'kx para algun = € G, por ser « central, se tiene que a = v 'ax, es

decir,

Z g9 = Z aga:_lgas.

geG geG
Comparando el coeficiente de h en ambos lados de la ultima expresion, se obtiene
que a, = ag, luego h € supp(«). Esto muestra que se pueden factorizar los coefi-

cientes de los elementos en cada clase de conjugacién y escribir
o = Z a;C;.
i€l

Luego, {¢;}icr €S también un conjunto de generadores para Z(RG), por lo tanto,
{ci}ic; €s Una R-base de Z(RG). O

Se concluye esta seccion mostrando que los anillos de grupo sobre anillos conmu-

tativos son anillos con involucion.
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Proposicidn 1.3.2. Sea R un anillo conmutativo. La aplicacion x : RG — RG dada

por

o (S) -

geG geG

es un antihomomorfismo de orden 2, es decir:
(1) (a+p)" =a"+ 757,
(ii) (af)" = p"a”,

(i17) (a*)* = .

Demostracion. Sean a'y 8 € RG, entonces

(1) (a+p5)" = (Z(% + bg)g) = (ag+b)g™"

geG geG
= Z a,g” " + Z beg !
geG geG
= (Z agg> + <Z bgg) ="+ 5%
geG geq
(1) (ap)" = ( > (agbw(gh)) = > (aghn)(gh)™"
g,heG g,heG
= Z (bpag)h g™
g,heG

Az ()
= (Z bhh)* <Z agg)* = Ba’.

heG geG

33



Note que la involucién en RG, es dada por la involucion clasica en G y la involucién
identidad en R.
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2. LC-grupos y SLC-grupos

En este capitulo se estudiara una clase especial de grupos, los asi llamados SLC-
grupos, que se definiran posteriormente. Antes de entrar en su estudio se introducira
brevemente la teoria de anillos alternativos y loops, en particular, loops de Moufang
gue seran necesarios para el entendimiento del teorema en que se desprende este

tipo de grupos.

2.1. Anillos alternativos

En todo anillo no necesariamente asociativo R son definidas dos funciones muy
importantes (lineales de sus argumentos), llamadas conmutador y asociador, dadas

respectivamente por:
l[a,b) =ab—ba 'y [a,b,c] = (ab)c— a(be).
Definicién 2.1.1. Un anillo R es alternativo si satisface las siguientes identidades

[z,z,y] = 0, identidad alternativa a izquierda

ly, z,z] = 0, identidad alternativa a derecha,
para todos =,y € R.

De la definicién, sigue que todo anillo asociativo es alternativo. En general, la reci-

proca no es cierta. Por ejemplo, considerando el algebra de los cuaternios reales,

Hr ={a+bi+cj+dk:abceR;ijk simbolosformales},

35



con la suma “ 4+ ” usual y la multiplicacion “ x ” dada por la distributividad y el

producto de los elementos base i, j, k, ver la Tabla [3]

Tabla 3. Multiplicacion en Hg.

11| 4 k
v |l e | —1 k| —)
—k| =11 1

se construye el anillo de los numeros de Cayley
C=C(Hr)={a+Dbl:abe Hg;l simbolo formal},

también con la suma “ + 7 usual y la multiplicacién “ x 7 dada por
(a+bl)(c+dl) = (ac — db) + (da + be)l,

donde para q € Hg, ¢ = qo — q11 — q2j — g3k, denota su conjugado. Este es un anillo

alternativo que no es asociativo, como se vera en el Ejemplo|2.2.1]

Proposicion 2.1.1. Todo anillo alternativo satisface la identidad flexible, [x,y, x| = 0,

para cualesquiera x, y.

Demostracion. Cambiando x por z+z en la identidad alternativa a izquierda, y usan-
do el hecho de que el asociador es una funcion lineal de cada uno de sus argumen-

tos, se obtiene:
0=[z+z,2+2y =r,z,y]+ [z 2,y + [z, 2,y + [z 2]

Por hipétesis, el anillo es alternativo, luego [z, x,y] = [z, z,y] = 0, lo que implica que

[z, z,y] = —|z, x,y]. Andlogamente, cambiando y por y + z en la identidad alternativa
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a derecha, sigue que [z,y, z] = —[z, z, y|, por lo tanto [z, y, z] = [z, z,y|. En particular,

[z,y,x] = [z, 2,y] = 0. O

Los anillos alternativos derivan su nombre del hecho que en un anillo alternativo, el
asociador es una funcién alternante, esto es, para cualquier permutacién o sobre
el conjunto {1,2,3}, el asociador verifica que [a,(1), as(2), Go@3)] = sgn(o)la, az, as),

donde

1, sioespar,
sgn(o) =
—1, sioesimpar.

El siguiente resultado contiene algunas identidades validas en todo anillo alternativo.

Teorema 2.1.1. En todo anillo alternativo, las siguientes identidades son validas

para cualesquiera .y, z:
(1) [2*,y,2] = zlz,y, 2] + [2,y, 2]2
(i1) [ry, >, 2] = [y, x, 2]z
(1ii) |yz,z, 2] = zly, z, 2]
() ((zy)z)z = x(y(x2)), identidad de Moufang a izquierda
(v) ((zy)2)y = z(y(zy)), identidad de Moufang a derecha
(vi) (zy)(zz) = (x(yz))z, identidad media de Moufang.

Demostracion. La demostracion de las tres primeras identidades, puede ser con-
sultada en ﬁ Unicamente se demostrara la identidad (iv), identidad de Moufang a
izquierda, dado que posteriormente se establecera que (iv), (v) y (vi) son equiva-

lentes.
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En efecto, sumando y restando (zy)(zz) a la diferencia ((zy)x)z — x(y(xz)), se ob-

tiene

((zy)a)z — a(y(z2)) = ((zy)r)z = (vy)(x2) + (2y)(22) — 2(y(22))

N J N J

Def. a;gciador Def. a;gciador (1 )
= [y, x, 2] + [z,y, xz].

Por (ii), [xy,z, 2] = [y, , z]x y usando la permutacion par (123) y (iz), se tiene que

[z,y,22] = [vz,z,y] = [2,2,y]z. Regresando a (1),

[zy, x, 2] + [z, y, x2] = [y, x, 2]z + [z, 2, y|x.

y con la permutacién impar (13)(2) se obtiene: [y, z, z] = —[z, z, y]. Por lo tanto,
[zy,x, 2] + [, y, 2] = —[z, 2, y|z + [z, 2, y]z = 0,

lo cual implica que ((zy)z)z — z(y(xz)) = 0, como se requeria. O

2.2. Loops

Definicién 2.2.1. Un loop es un par (L, -), donde L es un conjunto no vacio, (a,b) —
a-b €s una operacion binaria cerrada en L que posee un elemento identidad bilateral,
tal que las ecuaciones a - x = b e y - a = b tienen soluciones unicas x € y en L, para

todos a,b € L.

De ahora en adelante, se omitira la notacion de la operacién binaria del loop y se
escribira unicamente “el loop L” en lugar de “el loop (L,-)”. También, se escribira
ab en lugar de a - b para denotar la operacion de los elementos en un loop.

Es claro que todo grupo es un ejemplo de un loop. A continuacidén se presenta un

ejemplo de un loop que no es grupo.
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Ejemplo 2.2.1. (Loop de Cayley)

Sea Be = {1,1,j,k,1,il, jl, kl} la base usual de los nimeros de Cayley, C. Usando
las relaciones

m al-bl = —ba, m - bl = (ba)l, m al-b=(ab)l,

paraa,b € {+1,+i,+j, tk}, se obtiene la siguiente tabla de multiplicacion

Tabla 4. Multiplicacién en 5.

{1 T N N Y "X O A 7 A B 1 A Y ¥

il |t | 1=k Gl =i | =1 —k|
GUl gt kD =it | = k| =1 —i
KUK —50 | Lo~k | =] i | =1

del loop L = Mys(Qs) = {£1,+i,+5, £k + [, +il, £5l,+kl}, que no es un grupo
puesto que, (ik)l = —jl # jl = i(kl).

Definicién 2.2.2. Un loop L tiene la propiedad del inverso si todo x € L tiene un

unico inverso bilateral, que se denotara por =1, y si, todos x,y € L satisfacen

' (zy) =y, propiedad del inverso a izquierda

(yz)x~' =y, propiedad del inverso a derecha.
El loop de Cayley es un ejemplo de un loop que tiene la propiedad del inverso.
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Proposicidon 2.2.1. Si L es un loop con la propiedad del inverso. Entonces,

(xy) ™ =y ta

Demostracion. Sea » = zy, por la propiedad del inverso zy~! = z, luego y ! = 271z,

por lo tanto, 2! =y~ 1z~ 1. O

2.2.1. Loops de Moufang En este trabajo, todo loop sera un loop de Moufang.
Dichos loops llevan este nombre en honor a Ruth Moufang, quien los introdujo en

un contexto geométrico en 1935, B

El siguiente resultado es esencial para la proxima definicién y su demostraciéon com-

pleta puede consultarse en

Teorema 2.2.1. En todo loop L, las siguientes identidades son equivalentes, para

todo x,y, z:
(1) ((zy)x)z = z(y(zz)), identidad de Moufang a izquierda
(11) ((xy)z)y = x(y(zy)), identidad de Moufang a derecha
(1ii) (zy)(zz) = (z(yz))z, identidad media de Moufang.

Si L es un loop que satisface cualquiera de las identidades anteriores, entonces
L es un loop con la propiedad del inverso que también satisface las identidades
alternativas y la identidad flexible, Definicion y Proposicion|2.1.1].

Demostracion. Suponga que L satisface la identidad de Moufang a izquierda. To-
mando z = 1 en esta identidad, se obtiene la identidad flexible, (zy)x = x(yx). En
particular, siendo z*, 2* los inversos a izquierda y a derecha de x, respectivamente,
sigue que (zzM)z = x(2*x) = z, luego zz* = 1y asi de la unicidad de los inversos,
2 = 2°, es decir, x tiene un Unico inverso bilateral, z—!. Al tomar x = y~! en (i)

se obtiene y~'z = y~(y(y~'2)), para todos y, z. Por definiciéon de loop, para todos
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y,w € L, laecuacién y~!z = w tiene solucién para . Luego w = y~!(yw) y se obtiene
la propiedad del inverso a izquierda. Tomando »z = x~! en (i) se obtiene la propiedad
del inverso a derecha, ((zy)z)z~! = xy. Por lo tanto, L es un loop con la propiedad
del inverso. Ahora, con y = 1 en (i) se obtiene la identidad alternativa a izquierda y
asi (z(z2))~" = (222)~", luego por la Proposicion 2.2.1], (z" 'z~ 1)z~! = 27! (z 7127 Y),
lo cual implica la identidad alternativa a derecha.

(i) = (iii) Reemplazando z por 7'z en (i), se tiene ((zy)x)(z~'z) = z(yz) y to-
mando el inverso en cada lado de (i) se obtiene la identidad de Moufang a derecha,

luego L satisface (ii), entonces

(2(y2)z = [((zy)2)(z 7 2)]2
(zy)[z((x'2)x)] Identidad de Moufang a derecha
= (xy)[(x(x~'2))x] Identidad flexible
(

Por lo tanto, L satisface la identidad media de Moufang.
Para demostrar las implicaciones (iii) = (ii) y (it) = (i) y concluir en cada caso
que L satisface las identidades alternativas, la identidad flexible y la propiedad del

inverso, se usan argumentos similares a los anteriores. l
Definicion 2.2.3. Un loop L es llamado un loop de Moufang si satisface alguna de
las tres identidades (equivalentes) de Moufang.

Ejemplos de loops de Moufang

Ejemplo 2.2.2. Como el anillo de los numeros de Cayley, C, es un anillo alternativo,
sigue del Teorema que este anillo verifica las identidades de Moufang. El loop

de Cayley, M,s(Qs), esta contenido en C, por lo tanto es un loop de Moufang.
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Ejemplo 2.2.3. Sea G un grupo no abeliano, g, € G un elemento central, g — ¢* una
involucion en G tal que g5 = g0 ¥ 99* € Z(G), para todo g € G. Sea u un simbolo.

Defina L = G U Gu (unién disjunta) y extienda la operacion de G a L por las reglas:

g(hu) = (hg)u,
(gu)h = (gh™)u, (2)

(gu)(hu) = goh™g,

para todo g, h € GG. Para ver que L con la operacion definida es un loop de Moufang
se mostrara inicialmente que L es un loop. Note que la operacion binaria definida
anteriormente es cerrada en L, ademas L posee el elemento 1 como identidad
bilateral.

Sean gu, hu € L, entonces existe un unico elemento x € L tal que gu - x = hu. En
efecto, para que esta igualdad se cumpla = debe pertenecer a GG, de lo contrario si

z € Gu entonces gu -z € Gy GNGu=0. Asiz € G y por (2) sigue que
gu-r=hu = (gr*)\u=hu = gr*=h = 2* =g 'h = x= (g7 'h)"

Ahora, dados gu,h € L, el elemento x que satisface gu - © = h debe pertenecer a
Gu y utilizando las ecuaciones @ se obtiene que x = (hgy'g~")*u. Sig,hu € L,
entonces x = (hg~')u es tal que g - x = hu. Con esto, se probé que dados a,c € L
existe un unico b € L tal que a - b = c. Analogamente se muestra que dados b, c € L
existe un unico a € L tal que b - a = c. De esto se concluye que L es un loop. Sin
embargo, L no es grupo. En efecto, si L. fuese grupo, entonces, para todos g, h € G,
(gh)u = g(hu) = (hg)u, esto implica que gh = hg, es decir, G es abeliano, lo que
contradice la hipotesis sobre GG. Luego, la condicion de que G sea no abeliano,
implica que L es no asociativo.

Ahora se probara que L satisface la identidad de Moufang a izquierda. Para esto,

existen 2 posibilidades para cada elemento, es decir, x = g 0 x = gu, y = h 0
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y=huyz=mo0z=mu,conghmée G, loque da un total de 8 posibilidades. Se
mostraran solamente 3 de ellas, ya que las otras son analogas.

Suponga que = = gu, y = hu y z = mu, entonces

((gu - hu)gu)ymu = ((goh” g) gu)mu y  gu(hu(gu-mu)) = gu(hu(gom*g))
= ((9g90h" g)u)mu = gu(h(gom™g)" - u)
= gom“ggoh’g = gogom*gh’g
= gom*gh*g = gom*gh’g.

Ahora, suponga que x = gu, y = h y z = mu. Asi

((gu - h)gu)ymu = ((gh*)u - gu)mu y gu(h(gu - mu)) = gu(hgom”g)
= (gog"gh*)mu = (g(hgom™g)*)u
= (mgog*gh*)u = (99"mg:h™)u.

Como gg* es central, g conmuta con g*, ademas g, = g, por lo tanto las dos ecua-
ciones anteriores son iguales.

Sixz = gu,y=hyz=m, se tiene que

((gu - h)gu)m = ((gh*)u - gu)m y gu(h(gu - m)) = gu(h - (gm”)u)
= (909" gh")m = gu((gm*h)u)
= gog"gh™m = goh*mg"g.

Como gg* es central en G sigue que g conmuta con g* y se obtiene la igualdad.
De esto se concluye que L satisface la identidad a izquierda de Moufang. Por lo
tanto, L es un loop de Moufang. Este loop es denotado M (G, %, g,) y sera de gran

importancia en este trabajo.

El menor loop de Moufang que no es grupo es M(Ss, *,1), donde S5 es el grupo
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simétrico de orden 6 y la involucién en S; es dada por g* = g, para todo g € S;[]
Note que si G = Qg y g* = g~ !, entonces M(Qs, x,—1) es el loop de Cayley, donde
u es el elemento [ del Ejemplo[2.2.1]

El siguiente resultado proporciona condiciones equivalentes para que el anillo de
loop, del loop Moufang, L = M(G, %, go), sea un anillo alternativo. Su demostracion

puede ser consultada en ]

Teorema 2.2.2. (Anillos de loop alternativos) Sea R un anillo conmutativo, asociativo
y con unidad y sea L = M (G, *, go) un loop de Moufang construido a partir de un

grupo no abeliano G. Las siguientes implicaciones son equivalentes:

(1) RL es alternativo
(17) g+ g* € Z(RG), paratodo g € G.

(ii1) Sicar(R) # 2, entonces para cada g € G, h™'gh € {g,9*} para todo h € G; si
car(R) = 2, entonces, paracadag € G, 09 = g* 0 h™'gh € {g,¢*} para todo
hedG.

Sera de particular interés para el estudio de los SLC-grupos el item (iii), en el caso
especial que * es la funcion inversa en un grupo no abeliano y la caracteristica del

anillo es diferente de 2.

2.3. LC-grupos y SLC-grupos

Definicion 2.3.1. Un grupo no abeliano G posee la propiedad de “ausencia de
conmutatividad”, que se denotara por LC (del inglés, lack commutativity), si para
cualquier par de elementos g,h € G, gh = hg si, y solo si, g € Z(G) oh € Z(G) o
gh € Z(G).

7 O.CHEIN y PFLUGFELDER H. O. “The smallest Moufang loop”. En: Archiv der Mathematik 22.1
(1971), pags. 573-576.
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Observacion 2.3.1. De la definicion anterior es un hecho que los cuadrados son
centrales en los grupos LC. Por lo tanto, los conmutadores también son centrales
puesto que (g,h) = g *h™'gh = g (g7 g)htg(h=*h)h = g~2(gh~1)%h?, para todos
g,h € G.

Definicion 2.3.2. Sea G un grupo no abeliano. Se dice que un elemento s € G es el

unico conmutador no trivial de G si s # 1 y para todos =,y € G, (x,y) € {1, s}.

A continuacion se presenta el grupo cuaternio de orden 8, Qg, el cual no solo mues-
tra la validez de la Definicion [2.3.1} sino que ademas es un grupo que aparece

repetidamente en el estudio de anillos de grupo, E]

Ejemplo 2.3.1. 1. Considere el grupo cuaternio, Qg, con presentacion

donde v = y~'xy, es decir, conjugar a x por y. Su tabla de multiplicacion es:

Tabla 5. Multiplicacién en Qxs.

1 T x? 3 Y vy | 2%y | 23y

1 1 T x? 3 Y vy | 2%y | 23y
T T x? a3 1 vy | 2%y | 2y | oy
x? 22 3 1 x |2y |2y | y | ay

3 3 1 x 2 |23y | oy | ay | 2%y

Y Y 2y | 2%y | ay 2| 1 3
Ty Ty Y 2y | 2%y 2| 22| oz 1
22y || 2%y | xy y | 2%y 1 2| 22|z

2y || By | 2%y | ay Y x 1 x| a?

De la tabla anterior se verifica que Z(Qg) = {1,2?} y que Qg es un LC-grupo.
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Ademas, Z(Qs) = Oy = {1,2?}, donde Qj denota el subgrupo conmutador. En

efecto, paral < j,k<4y0<i<l1
w (Laly') = (2Py') laly' = y e Ialy’ = 1

m (28 2d) = a7 kr gkl = 1.

w (z,27y) =y e pady = a7y ey = o7l = 272 = 2

w (22 27y) = 1, puesto que z* € Z(Qy).

w (23 27y) = a3y e daly = a3y ady = 27307 = o = 22,

1

(y,27y) =y ly e Tyaly = yadaly = yla¥y = o7, paraj = 1,3 se

obtiene (y,x7y) = 22 y para j = 2,4 se obtiene (y,27y) = 1.
w (zy,2’y) =y oy e Payaty = y ey T e yaty =y e taya® = 2t
n ($y7 $3y) — y‘lx_ly_lx‘?’xy$3y _ y—lx—1$2x3y -1

n (22y, 2%y) = yla 2y taSatyady = y o 2aady = o2 = 22,

2. SeaD, = (a,b:a*=1=1?a"=a"') el grupo diedral de orden 8. Como en el

ejemplo anterior se puede verificar que Z(D,) = D, = {1,a*} y que D, es un

LC-grupo.

Observe que la propiedad LC no caracteriza los grupos, en el sentido que dos o mas
grupos pueden tener el mismo orden y satisfacer la propiedad LC, pero no necesa-
riamente son isomorfos, como lo evidencian Qg y D4 que son LC-grupos y ademas

tienen un Gnico conmutador no trivial s = 2% # 1y s = a® # 1, respectivamente.

El siguiente ejemplo muestra que la condicién de tener un Unico conmutador no

trivial es independiente de la condicion de tener la propiedad LC.

Ejemplo 2.3.2. Sea G un grupo con la siguiente presentacion:

G = (1,79, 73 | xt = (jS2,$j) = ((z4,2;),zx) = 1; I, j, k distintos).
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Afirmacion 1: G/ Z(G) tiene exponente 2.
De la presentacion de G se tiene que los cuadrados y conmutadores son centrales.

Sea g € G un elemento arbitrario, entonces g es de la forma

_ 51’1 51'2 iy
g_xil x’iz ...xir ,
conx;; € {w1, 12,73} ¥ 05, = £1. Luego,
2 by Gy 8i, Oiy Gig 3i,
g =x )y gt
Como (a,b) = a~'b~tab, se tiene que ab = ba(a,b), asi
2 51'1 5»;2 51' 51'1 52'2 51:
g =T Ly (‘Ti»,»r‘ril )xig R
diy 0 0iy 6 8; 0; 05 8;
_ 1 2 1 r r 1 2 ir
=Ly gy Xy Ty (9% » Liy ) in T,
_ 00 g diy  8i,  Oig Oip (00 00y
=Xy Ly Ly Xy T, Ty (%T » Liy )s

donde la ultima igualdad se obtiene del hecho que (xfj",x‘.s“) € Z(G). Repitiendo

1

este proceso un numero finito de veces, se obtiene

¢* = (xij1)2($f;2)2 e (:Bf:T)inlziQ oz, €ON z;; € Z(G).
Por lo tanto ¢*> € Z(G), lo cual implica que §* = ¢*Z(G) = Z(G) = 1.
Afirmacion 2: Dos elementos no centrales g,h € G conmutan si y solo si, g,h €
z;Z(Q), es decir, si estan en la misma clase lateral del centro de G.
Suponga que g,h ¢ Z(G), pero g y h conmutan. Si g = x;21 Y h = xj2z, cOni # j y
21,29 € Z(G), entonces por hipotesis, x;z1x;29 = xjzx;21 ¥ @si x;x; = x;x;, lo cual es
una contradiccion, puesto que los unicos elementos centrales en G son cuadrados

y conmutadores de los generadores.
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Reciprocamente, si g,h € x;Z(G) entonces g = x;z1 Y h = ;23 €CON 21,29 € Z(G),

s

asl
gh = x;217i29 = ;297321 = hg.

En este caso, gh = 2?22, € Z(G). Esto es, G tiene la propiedad LC.

Por otro lado, G posee 3 conmutadores no triviales (x1,xs), (z1,x3) ¥ (z2, x3).

El siguiente resultado caracteriza los grupos no abelianos, que tienen una involucion
que satisface (ziz) del Teorema|2.2.2, en el caso que R tiene caracteristica diferente
de 2.

Teorema 2.3.1. Sea G un grupo no abeliano. Entonces G tiene una involucion g —
g* con la propiedad que h™'gh € {g,g*} para todos g,h € G si, y solo si, G tiene la
propiedad LC y un unico conmutador no trivial. Para tal grupo la involucion es dada

por:

g, Sig escentral,

sg, olro caso,

donde s es el unico conmutador no trivial en G.

Demostracion. Suponga primero que G tiene un unico conmutador s # 1, entonces
s~1 = 1y también es conmutador, pero como s es el Unico conmutador no trivial
sigue que s = s !, luego s? = 1. Ademas, si gs # sg para algin g € G, entonces
gs = (sg)s, luego g = sg y s = 1, contradiccion. Por lo tanto, s es central y de orden
2.

Defina g* por (3). Entonces, si g es central (¢*)* = ¢* = g y si g no es central
(g")* = (sg)* = s’g = g yaque s? = 1. Luego (¢*)* = ¢, para cualquier g € G.

Ahora suponga también que G tiene la propiedad LC. Se mostrara que g — g* es

un antihomomorfismo (y por lo tanto una involucién) considerando 2 casos:
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Caso 1: gh # hg.
En este caso hg = sgh, ademas ni g, ni h ni gh son centrales (de serlo se obtendria

que gh = hg), luego
h'g* = (sh)(sg) = hg = sgh = (gh)".

Caso 2: gh = hg.

Para este caso hay 4 posibilidades correspondientes a si cada uno de g, h es central.

= Si ambos elementos g y h son centrales, entonces gh también debe serlo y asi
h'g* = hg = gh = (gh)*

= Sj por el contrario ninguno de los dos es central, entonces gh debe serlo ya que

gh = hg y G tiene la propiedad LC, luego h*g* = (sh)(sg) = hg = gh = (gh)*.

= Sjuno de los dos es central y el otro no, por ejemplo, si g es central y h no lo es,
entonces gh no puede ser central. En efecto, si gh es central, (gh)z = z(gh),
para todo x € G, asi g 'ghz = g~ 'zgh y como g es central g~ también lo es,
luego g~ 'ghx = xg~'gh y hx = xh, para todo x € G, es decir, h es central, lo

cual es una contradiccion. Por lo tanto, h*g* = (sh)g = shg = sgh = (gh)*.

De esto se concluye que, g — ¢* es una involucion y note que

g, si gh = hg
h~'gh=g(g~'h~'gh) =

gs =sg, Sigh#hg
luego h=tgh € {g,g*} paratodo g, h € G.

Reciprocamente, suponga que G es un grupo no abeliano con una involucién, g —
g* tal que hgh € {g,9*}, paratodo g,h € G. Si g = ¢g* para algin g € G, entonces

h=tgh = g, luego gh = hg para todo h € G, lo que implica que g es central. En
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particular, note que (gg9*)* = (¢*)*¢9* = gg*, por lo tanto, g¢g* es central para todo
g € G. Entonces (gg*)g~' = g~ '(g99"), luego gg* = g*gy g*g~" = g~'g*, es decir, g*
conmuta con gy con ¢!, para todo g € G.

Ahora suponga que gh # hg, para g,h € G. Entonces g 'hg = h*, luego hg = gh*.
Ademas, h~'¢g*h = g, pues de lo contrario, h~1g*h = g*, entonces g*h = hg*, luego
gg*h = ghg* y como gg* es central, gg*h = hgg*, luego ghg* = hgg*, asi gh = hg, que
es una contradiccion. Por lo tanto g*h = hg, entonces g*h = gh*, asi g 'g* = h*h~ 'y

dado que h~!' conmuta con h* se tiene que g 'g* = h~'h*.

Afirmacioén: Si g ¢ Z(G), entonces el elemento s = g~'¢g* es independiente de g.

Para ver esto, fije g,h € G, con gh # hg y sea x cualquier elemento no central de
G. Si xzg # gr 'y h = hx (0 viceversa), entonces, por lo mostrado anteriormente,
xlx* = g7lg*. Sivh # ha y g # gx, entonces x~'2* = h='h* = g~'¢*. En el caso

que xg = gx 'y xh = hz, se tiene:
h=Hgx)h =gz o h7'(gx)h = (g2)* = (v9)" = g*a",

ademas h~'(gz)h = (h~'gh)(h~'zh) = g*x entonces gz = g*z 0 g*z* = g*z, luego
g = ¢g* 0 x* = x, en cualquiera de los dos casos se produce una contradiccion ya
qgue ni g ni z son centrales. Esto establece la afirmacion.

Asi, si gh # hg, entonces (g,h) = g *h~'gh = g 'g*, luego s = g~ 'g* es el Unico
conmutador no trivial de Gy g* = h=tgh = g(¢g7'h~'gh) = gs = sg. Si g es central y

h no lo es, entonces gh no es central y se tiene:

(sh)g® = h"g" = (gh)” = s(gh) = shg = g" =g

Asi, g* esta definida por (3).
Por dltimo, si gh = hgy g, h ¢ Z(G), entonces

(gh)* = h*g* = (sh)(sg) = s°hg = hg = gh.
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Luego gh € Z(G). Por lo tanto, G es un LC-grupo. ]
En vista de los Teoremas [2.2.2y [2.3.1], el siguiente corolario es inmediato.

Corolario 2.3.1. Sea R un anillo conmutativo, asociativo, con unidad y caracteristica
diferente de 2. Sea L el loop M(G,*,gy). Entonces RL es un anillo alternativo no
asociativo si, y solo si, G tiene la propiedad LC y un tnico conmutador no trivial s.

En este caso, la involucién en G es dada por (3).

Definicion 2.3.3. Sea G un grupo no abeliano con una involucion. Se dice que G
es un LC-grupo especial o un SLC-grupo con respecto a la involucion, si G es un

LC-grupo con un unico conmutador no trivial s.

El Teorema se enfoca en los grupos LC con un Unico conmutador no trivial.

Tales grupos son caracterizados por el siguientes teorema.

Teorema 2.3.2. Sea G un grupo no abeliano. Entonces G es un LC-grupo con un
unico conmutador no trivial si, y solo si, G/Z(G) = Cy x Cy, donde C, es el grupo

ciclico de orden 2.

Demostracion. Suponga que G es un LC-grupo con Unico conmutador no trivial, s.

De la observacién los cuadrados son centrales en los grupos con ausencia
de conmutatividad, luego G/ Z(G) en un 2-grupo abeliano elemental, en efecto, sea
7 =92(G) € G/Z(@G), entonces (9)* = (9Z2(G))* = ¢*Z(G) = Z(G) = 1, ademas
sig,h € G/Z(G), por lo anterior (gh)? = I, luego gh = gh = (gh)™' = (gh)™" =
(h)~* ()~ = hg. Con esto, si g ¢ Z(G), (g) = (9Z(G)) es un grupo ciclico de orden
2. Suponga que G/Z(G) contiene al producto directo (@) x (b) x (¢) (3 copias del
grupo ciclico de orden 2), con a@,b y ¢ diferentes y a,b,c ¢ Z(G). Como G es un
LC-grupo, a, by ¢ no pueden conmutar dos a dos. De hecho, por ejemplo, si ab = ba,
entonces a € Z(G) o b € Z(G) 0 ab € Z(G), como se menciond anteriormente
a,b ¢ Z(G). Siab € Z(G), entonces ab = abZ(G) = Z(G) = 1, y como G/Z(G) es
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2-grupo abeliano elemental sigue que, b = @, lo que contradice la eleccién de @ y b.
Los casos en que a 0 b conmutan con ¢ son anélogos.
Ahora, la relacién (zy, z) = y~'(z,2)y(y, 2) se cumple en todo grupo (ver[1.1.5), y

puesto que los conmutadores son centrales en un LC-grupo, se tiene que:

(zy,z) =y~ ', 2)y(y, 2) = (&, 2)y y(y, 2) = (2,2)(y, 2),

para todo x,y, 2 € G. Con esto, (ab,c) = (a,c)(b,c) = s* = 1, es decir, (ab)c = c(ab),
luego ab € Z(G) o ¢ € Z(G) 0 abc € Z(G), lo cual no ocurre. De hecho, ¢ ¢ Z(G),
si ab € Z(G), ab conmuta con a, y asi (ab)a = a(ab), luego ba = ab, absurdo. Si
abc € Z(@), entonces abc = (abc)Z(G) = Z(G) = 1, y como (¢)? = 1, sigue que
ab = ¢, asi (@)(b) N (¢) = (@)(b) N (ab) # {1}, lo cual es una contradiccion. Luego,
G/ Z(G) contiene a lo sumo el producto directo de dos copias de Cs, y como G es no
abeliano, G/ Z(G) no es ciclico, por tanto, G/ Z(G) contiene exactamente dos copias
de (5, es decir, G/ Z(G) = Cy x Cs.

Reciprocamente, si G es un grupo tal que G/Z(G) = (a) x (b) con (a) = Cy = (b),
entonces |G/Z(G)| =4y G/Z(G) = {1,a,b,ab}, luego ab # ba, pues de lo contrario
a,by ab conmutarian entre si, lo cual contradice el hecho de que G es no abeliano.
Sean z,y ¢ Z(G), puesto que a y b no conmutan, se tiene que xy = yz Si, y SO-
lamente si, 7 = 7. De hecho, siz = ay 7 = b, entonces existen z;,z, € Z(G)
tales que x = az; € y = bzo. Asi, Si zy = yx, se tiene que az1bzy = bzyazy, lue-
g0 abzyzo = bazizs ¥ ab = ba, absurdo. Para los otros casos se procede de forma
analoga. Entonces, dos elementos no centrales, x,y € G, conmutan si, y solo si,
r,y € aZ(G) 0 z,y € bZ(G) 0 z,y € abZ(G), es decir, ambos estédn en la mis-
ma clase. Asi, si zy = yz sigue que T = 7 y como (@) = C, = (b), se tiene que
(@)? = (b)? =1, luego 7y = 7y = (z)? = 1, es decir, zy € Z(G), por lo tanto, G es
un LC-grupo. Sea s = (a,b) y z,y € G, tales que zy # yz, entonces, por lo que se

concluy6 anteriormente = e y no pertenecen simultaneamente a una de las clases
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a@,b,ab. Ademas, G/Z(G) es abeliano, luego, G’ C Z(G), es decir, todo conmutador
es central lo que implica que se cumple la siguiente relacion, (zy, z) = (x, z)(y, 2),
para todo x,y € G. Por lo tanto, (z,y) = (a,b) = s, en efecto, suponga sin pérdida
de generalidad que = € @ e y € b, entonces existen z;, z, € Z(G) tales que y = bz, y

r = az, asi (z,y) = (az1,bz) y de (zy, z) = (z, 2)(y, z) sigue que,
(x,y) = (az1, bze) = (a,b)(z1,b)(a, 22)(21, 22) = (a,b) = s.

Luego s es el unico conmutador no trivial en G. O

Ejemplo 2.3.3. Sea G = Qg descrito en el Ejemplo[2.3.1, Qs/Z(Qs) tiene orden 4,
luego Qs/Z(Qs) = Cy x Cy 0 Qs/Z(Qs) = C4, puesto que C, es ciclico la segunda
opcion no es posible, ya que Qg es no abeliano. Por lo tanto, Qg es un LC-grupo con
un tnico conmutador no trivial s = 2. Mas aun, Qs es un SLC-grupo con respecto
a la involucién clasica. En efecto, es sabido que Z(Qg) = {1,2%}, entonces para
1 y 2% se obtiene trivialmente que (1)~ = 1 y (2*)"! = 272 = 2% Ahora, para

x, 2%y, 2y, 2%y, 2%y ¢ Z(G) se tiene:

n (y) =yt =ty =2ty = sy,
m (zy) =y o7l = sysx = s(syx) = szy,
n (2%y) =y (a?) T = sy’ = sy,

= (2Py) " =y (@%) T = sysa® = s(syx’) = sady.

De esto se concluye que g = gsige Z(Qs) yg ' =sgsig ¢ Z(Qs).
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Otros ejemplos de LC-grupos con un Unico conmutador son: Dy, Qg x Cy, Qg x (s,
D, x Cy y Dy x Cs. Mas ejemplos de estos grupos pueden ser consultados en

Si G es cualquiera de estos grupos y s es el unico conmutador no trivial de G, la fun-
cion g — ¢* dada por (3) es unainvolucion ,. Mas aun, si R es un anillo conmutativo,
asociativo, con unidad y de caracteristica diferente de 2 y si gy €s cualquier elemento
en Z(G), el anillo de loop RL del loop L = M(G,*,go) €s un anillo alternativo pero
no asociativo, segun el Corolario

Corolario 2.3.2. Sean R un anillo conmutativo y G un LC-grupo con un unico con-

mutador no trivial, s. Entonces, el conjunto
Z(G)U{g+sg:g9€ G\Z(G)},
es una R-base de Z(RG).

Demostracién. Sea g € G, si g € Z(G) entonces C(g) = {x7'gx : v € G} = {g}.
Ahora, para todos z,y € G, tales que zy # yx, se tiene que s = (z,y) = 2~ 'y tay.

Luego, y~'zy = sz, asi, sig ¢ Z(G), C(g) = {g, sg}. Por el Teorema [1.3.3] sigue el
resultado. m

El siguiente Corolario permite decir mas sobre la estructura de los LC-grupos con

un Unico conmutador [

Corolario 2.3.3. Sea GG un grupo no abeliano tal que G/ Z(G) = Cyx Cy. Sig ¢ Z(G)
es de orden finito, entonces el orden de g es par. Equivalentemente, el conjunto G oqq
de los elementos de orden impar es un subgrupo central. Ademas, si H x K es un

producto directo de subgrupos de G, entonces al menos uno entre H y K es central.

Demostracion. Sea g € G,4q, €ntonces existe algin ¢ € N tal que, ¢*'*! = ¢%g =1,

luego g = (¢7*)?, lo cual implica que g es central ya que G es un LC-grupo, por lo

8 A.H.VILLA. “Involugdes de grupo orientadas em algebras de grupo”. Tesis doct. Tese de Douto-

rado, Universidade de Sao Paulo, 2013.
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tanto, G,4q C Z(G). Ahora, sean gy, g, € G,qq €NtOnces d = m.c.m(|g1|, |g2|) s impar
Y (9195 1) = 1, 1luego g1g; " € Goaa, €St0 €8, Gous < Z(G).

De la definicién de producto directo, [1.1.11], se tiene que, hkh~'k~! = 1 0 equivalen-
temente hk = kh paratodo h € Hy k € K. Asi, como G es LC-grupo, h € Z(G) o
ke Z(G)o hk € Z(G). Porlotanto, H < Z(G) o K < Z(G) 0 HK < Z(G). O

Sea G es un grupo no abeliano tal que G/Z(G) = Cy x Cs, entonces como Cy x Cy
es abeliano, por el Teorema se tiene que G es nilpotente. A continuacion se

mostrara un resultado a partir del Corolario y la teoria de Sylow.

Proposicion 2.3.1. Sea G un grupo finito tal que G/ Z(G) = Cy x Csy. Entonces G

es nilpotente y su 2-grupo de Sylow contiene al subgrupo conmutador G'.

Demostracion. Por el isomorfismo G/Z(G) = Cy x Cy, se tiene que G/ Z(G) es abe-
liano, entonces por el Teorema[1.1.5, G’ ¢ Z(G). Como G tiene un Gnico conmutador
no trivial, |G'| = 2, lo que implica que el orden de Z(G) es multiplo de 2, es decir,
|Z(G)| = 2"m, donde n > 1y m € N es tal que 2 1 m. Asi, dado que |G/Z(G)| = 4,
se tiene que |G| = 2"*2m, entonces por el inciso (i) del Teorema [1.1.7] G contiene
un subgrupo G, tal que |Gy = 2" y G’ C G, dado que |G| = 2. Como G = GG uq
Y GoNGoga = {1}, sigue que G = G2 x Gyqq. Del Corolario 2.3.3], Goqq €S un subgrupo
central, por tanto es nilpotente y por la Proposicién [1.1.6] G» también es nilpotente,

entonces el producto directo de estos dos grupos, G, es nilpotente. O

La siguiente proposicion, permite obtener LC-grupos con un unico conmutador, de

un grupo inicial G con las mismas caracteristicas.

Proposicion 2.3.2. Sean G un grupo no abeliano tal que G/Z(G) = Cy x Cy y H un

grupo abeliano. Entonces

(Gx H)/Z(G x H) = Cy x Cs.
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Demostracion. Es sabido que Z(G) y Z(H) son subgrupos normales de G'y H,
respectivamente. Considere [ : G x H — (G/Z(G)) x (H/Z(H)) el homomorfis-
mo canonico dado por f(g,h) = (9Z2(G),hZ(H)), el cual es sobreyectivo. Observe

ademas que

ker(f) ={(g.h) € G x H: f(g,h) = (92(G),hZ(H)) = (2(G), Z(H))}
= {(g,h) €EGx H:g€e Z(G),he Z(H)}
= Z(G) x Z(H),

por el primer teorema de isomorfismos sigue que

(G x H)/(2(G) x Z(H)) = (G/Z2(G)) x (H/Z(H))

y como H es abeliano, H = Z(H), entonces (G/Z(G)) x (H/Z(H)) = G/Z(G) =
Cy x Cy,luego (GxH)/(Z(G)x Z(H)) = CyxCy. Note que Z(Gx H) = Z(G)x Z(H),
en efecto, sean (g,h) € Z(G) x Z(H) y (g1,h1) € G x H, entonces (g,h)(g1,h1) =
(991, hh1) = (g19, hih) = (g1, h1)(g,h), luego (g,h) € Z(G x H). Por otro lado, sean
(g1,h1) € Z(G x H)y (9,h) € G x H, entonces (g1,h1)(g,h) = (g,h)(g1,h1) Y
(919, h1h) = (91, hhy), luego g19 = gg1 Yy hih = hhy, asi g € Z(G)y hy € Z(H),
por lo tanto, (g1, h) € Z(G) x Z(H). De esto se concluye que (G x H)/Z(G x H) =
Cy x Cs.

[

Observacion 2.3.2. Del Teoremal|2.3.2 sigue que G x H (con las condiciones dadas
para G y H en la proposicion anterior), es un LC-grupo con un tnico conmutador no

trivial, es decir, la propiedad LC se preserva por producto de grupos abelianos.

Proposicion 2.3.3. Sean G un LC-grupo con un unico conmutador no trivial y H un

subgrupo no abeliano de G, entonces

(i) H es un LC-grupo con un unico conmutador no trivial.
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(i)

Si Z(G) C H, entonces H = G.

Demostracion. (i) Sean a,b € H tales que a,b ¢ Z(H) y ab = ba. Como G tiene

la propiedad LC y a,b € G, sigue que a 0 b 0 ab € Z(G), sin embargo, las
dos primeras opciones no son posibles, pues caso contrario, si a 0 b € Z(G),
entonces a 0 b € Z(H), lo cual es absurdo. Luego ab € Z(G) y asi ab € Z(H),
por lo tanto, H es un LC-grupo. Ahora, sea s el unico conmutador no trivial
de GG y suponga que existe un conmutador no trivial, » en H, entonces para
r,y € H C G se tiene que zyr = yx, esto es r = y~ a7 lyz = s, por lo tanto
H tiene un Unico conmutador no trivial que es precisamente el conmutador de
G. De esto se concluye que H es un LC-grupo con un unico conmutador no
trivial, luego H/Z(H) = Cy x Cs.

Por hipétesis H < G, luego H C G. Ademas H es no abeliano, entonces
existen x,y € H tales que xy # yz, asi T = {1,z,y,xy} C H,y como
|H/Z(H)| = 4 entonces T' es un conjunto transversal de Z(H) en H y a su
vez T es un conjunto transversal de Z(G) en G, puesto que |G/Z(G)| = 4

y z,y,zy € H C G. De esta forma G = UtZ(G) y asi si g € G, entonces

teT
g € tZ(G) C H, para algun ¢t € T. Por lo tanto, G C H y consecuentemente

G=H.
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3. SLC-grupos y anillos de grupo

En este capitulo se estudiaran algunas condiciones necesarias y suficientes para
gue el conjunto de elementos simétricos de RG, RG™' sea conmutativo, o equivalen-
temente, para que RG™ sea subanillo de RG.
El anillo RG tiene una involucion natural, x, que se obtiene extendiendo la involucion
de G (¢* =g ', g € G), por linealidad a RG. Es decir, (3" a,9)" =3 a,g7*, ver[1.3.2
Sea

RG* ={a € RG |a* = a},

el conjunto de los elementos simétricos de RG. En general, RG™ no es subanillo de
RG. En efecto, si a, f € RG™T, entonces (af)* = f*a* = fa, asi (af)* = af si, y solo
si, a y f conmutan. Luego RG* es subanillo de RG si, y solo si, los elementos de
RG* conmutan. Nuestro objetivo en este capitulo es caracterizar los grupos G tales

que los elementos simétricos de RG, con respecto a la involucidn cldsica, conmutan.

Definicion 3.0.1. Un elemento o € RG es simétrico si

o = (Z agg> = Z a,g” ' = Zagg = q,

geG geG geG

esto es, si el coeficiente de g coincide con el coeficiente de g~ (es decir, a, = a,-1)

para todo g € G.

Asi, RG" es generado, como R-médulo, por el conjunto

{9+9'19eG @ #1}U{geG|g* =1}

Como se quiere estudiar la conmutatividad de RG™, bastara con analizar la conmu-

tatividad de los elementos en este conjunto. Para simplificar la notacion, se usara el
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corchete de Lie de elementos en RG, definido por [«, 5] = a5 — Sa.

Ejemplo 3.0.1. Sean R un anillo conmutativo con unidad, Qs el grupo cuaternio de
orden 8 y x la involucion clasica. Por el Ejemplo[2.3.3 se tiene que Qs es un SLC-
grupo con respecto a , ademds Qf = {g € Qs : g> = 1} = Z(Qs). Luego RO} es
generado como R-modulo por el conjunto {g + sg : g € Qs\Z(Qs)} U Z(Qs) que, por
el Corolario[2.3.2, es una R-base para Z(RQs). Por lo tanto RQJ es conmutativo.

Lema 3.0.1. Si RGT es conmutativo, entonces los elementos de orden 2 en G son

centrales.

Demostracion. Sean x € G un elemento de orden 2 e y € G un elemento arbitrario.
Se mostrara que x e y conmutan.
Si 3> = 1 entonces ambos elementos z,y € RG™ y por hipétesis RG* es conmutati-

vo, luego zy = yx. Suponga ahora que y? # 1. Entonces y + y~! € RG™ y asi,

O=[r,y+y =zly+y ) —(y+y Dr=ay+ay ' —yr—y 'a

Luego zy + 2y~ = yx + y~'z. Puesto que y? # 1 se tiene que zy # xy ', entonces
ry = yr 0 vy = y ‘x. Si xy = y~'z sigue que (xy)? = x? = 1y, por el caso anterior,
xy y x conmutan. Consecuentemente, (zy)xr = z(zy) y asi yz = xy. Por lo tanto, x

es central en G. O
Lema 3.0.2. Suponga que RG* es conmutativo y sean x,y € G.

(i) Sicar(R) # 2, entonces zy es igual a uno de yx, yz~=' 0y 'u.

(i1) Sicar(R) = 2, entonces vale una de las siguientes condiciones:

a) vy es igual a uno de yz, yz=* oy ‘x.

b) xy = 2=y~ y ambos x e y tienen orden 4.
y
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Demostracion. Los casos en que 22 = 1 0 > = 1 (0 ambos al tiempo) se reducen al
Lema|[3.0.1| Entonces, suponga que z? # 1y y* # 1. Luego

O=[z+aty+ty =aytay '+ lyt+taly ! —yr—yot —y o —ylah.
(i) Si car(R) # 2, entonces xy coincide por lo menos con dos términos diferentes
con coeficiente positivo o con algin término con coeficiente negativo. Como 2 # 1
y 4> # 1, se tiene que zy # zy~ 'y xy # x~'y. Por lo tanto la primera posibilidad
es eliminada y asi zy debe coincidir con algun término de coeficiente negativo. Si
ry = y 'z~ entonces, (ry)? = zyy 'z~! = 1y, por Lema m, (xy)z = z(xy),

luego, ry = yz.

(1) Si car(R) = 2 también se debe analizar la posibilidad que zy = 21y~ (y equi-

valentemente yz = y~'2~!). Con estas condiciones,
O=[z+aty+tyl=ay +aly+ya +y e,

y se tienen tres posibilidades para zy . Si zy~! = yz~!, entonces (xy~1)? = 1y por
Lema [3.0.1] xy~! es central, luego (zy ')y = y(zy~ '), esto es, zy = yz. Ahora, si
ry~! =y~ 'z, entonces v = y~lzy asi xzy = yx. Finalmente, si zy~! = 27!y, entonces
2?2 =9y?’ycomoxzy =2 'y 'setienequer® =22y’ =y 2 Luegozt=1yyt =1,

por lo tanto, = e y tienen orden 4 ya que 22, 3* # 1. O

Es conveniente estudiar por separado los casos en que car(R) # 2y car(R) = 2 E]

Este trabajo se centra en el caso que car(R) # 2.

Lema 3.0.3. Sea G = (z,y) un grupo no abeliano generado por dos elementos = e
y tales que y~'zy = z7'. Si RG™ es conmutativo y car(R) # 2, entonces (z,y) €s

isomorfo a Qg, el grupo cuaternio de orden 8.

Demostracion. Aplicando la parte (i) del Lema [3.0.2] a los elementos y y zy, se
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tienen 3 posibilidades para el producto (zy)y = zy*:

» 1y? = y(zy), entonces ry = yu;

n oy? =y(zy) ' =yytzt =27, lo que implica que y* = =%
» zy® =y (zy) = 27!, de esto se obtiene nuevamente, y* = = 2.

Puesto que G es no abeliano sus generadores no conmutan, es decir, xy # yx asi
y* = 272 Luego

1

=y ey) =y ey =y Yy =yt =

lo que implica que z* = 1. Por lo tanto, el orden de z es igual a 4 pues, caso contrario,
x conmutaria con y, por Lema De esto,

Y

<$ay ’ :LA = 17 1'2 = y27 y_lxy = x_l> = QS-

]

La siguiente proposicion muestra la relacién entre la propiedad LC' y los grupos

Hamiltonianos caracterizados por el Teorema([{.1.9]

Proposicion 3.0.1. Sea G un SLC-grupo con respecto a la involucion clasica. En-

tonces G es un 2-grupo Hamiltoniano.

Demostracion. Sean s el unico conmutador no trivial de Gy g un elemento arbitrario
de G.Sig € Z(G), g~! = g, entonces ¢* = 1, si por el contrario g ¢ Z(G), entonces
g~! = sg, asi g¢> = s. En consecuencia, G es un 2-grupo con exponente menor o
igual a 4.

Para mostrar que G es Hamiltoniano basta mostrar que todo subgrupo de G es

normal. Sean g € Gy h € H, donde H es un subgrupo de G, entonces
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= Si gh = hg, se tiene que g 'hg = h € H,luego g *Hg C H,
= Si gh # hg, como G es SLC-grupo, g 'hg=h"' € H,luego g 'Hg C H.
Por lo tanto, H es normal en G y asi G es un 2-grupo Hamiltoniano. O

A continuacién se presenta el teorema principal, el cual caracteriza a los grupos G,

tales que RG* sea subanillo de RG.

Teorema 3.0.1. Sean G un grupo y R un anillo conmutativo con unidad de carac-
teristica diferente de 2. Entonces, RG+ es conmutativo si, y solo si, G es un grupo

abeliano o G es un 2-grupo Hamiltoniano.

Demostracion. Suponga que G es no abeliano. Se probara entonces que G debe
ser un 2-grupo Hamiltoniano.

Sea z € G un 2'-elemento, es decir, un elemento cuyo orden es impar o infinito.
Observe que x es central en GG. Sea y un elemento arbitrario de G y suponga que
r no conmuta con y, entonces, por (i) del Lema [3.0.2, se tiene que zy = yx~' o
xy = y~lz. En ambos casos sigue del Lemamque (x,y) = Qs, luego el orden de
x es par, lo que contradice que = sea 2’-elemento. De esto, xy = yx y = es central
en G.

Como G es no abeliano, existen g, h € G tales que gh # hg. Entonces, por los Lemas

y [3.0.3, sigue que (g,h) = Qg. Aplicando la parte (i) de Lema 3.0.2| a los
elementos gz y hz, se tienen tres casos a considerar, para el producto grhx = gha?:

» gha? = hagr = hga?, asi gh = hg, lo cual no puede pasar;
» ghz® = hx(gx)~' = hg™', luego 2? = (gh) 'hg~', lo cualimplica que 22 € (g, h);
» ghz? = (hx) 'gx = h™'g, entonces z* = (gh)"'h~'g y nuevamente 2> € (g, h).

Asi, 22 es un 2-elemento, lo que implica que z tiene orden par, contradiciendo el

hecho de ser 2’-elemento. Por lo tanto G es un 2—grupo.
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Ahora se mostrara que G es un grupo Hamiltoniano. Sean z,y € G elementos ar-
bitrarios en G. Entonces, por Lema|3.0.2} (i) y Lema [3.0.3|se tiene que zy = yx 0
(x,y) = Qg, luego ylzy = x*!, asi, todo subgrupo de G es normal. Por lo tanto, G

es un 2-grupo Hamiltoniano.

Reciprocamente se analizan los dos casos:

» Si G es abeliano el resultado sigue facilmente. Debido a que G es base para
RG y R es conmutativo, esto implica que RG es conmutativo, por lo tanto,

RG™ C RG es conmutativo.

= Si G es 2-grupo Hamiltoniano, entonces por Teorema G = Qg x E (no
pueden haber elementos de orden impar). Asi, RG = R(Qsx E) = (RE) Qs por
Corolario [1.3.2] Ademas, por el Ejemplo es sabido que, Qg es un SLC-
grupo y como E es un 2-grupo abeliano elemental y R es un anillo conmutativo
con unidad, entonces RE es un anillo conmutativo con unidad. Luego por el
Ejemplo sigue que (RE)Q4 es conmutativo.

]

Condiciones necesarias y suficientes para que el conjunto de elementos simétricos,

RG™ sea conmutativo cuando car(R) = 2 pueden ser encontradas en .
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