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RESUMEN

TITULO: Funciones de Censo de Lenguajes Libres del Contexto™
AUTOR: Luis Eduardo Zambrano Fernandez .

Palabras claves: Problemas de conteo delgado, método de Schutzenberger-Bertoni, poliominoes,
caminos que se auto-evitan, complejidad computacional.

DESCRIPCION:

En este trabajo, estudiamos algunos de los resultados mas relevantes acerca de las funciones de
censo de los lenguajes libres del contexto y usamos estos resultados para resolver dos problemas
de conteo delgado (tally counting problems) cuando son restringidos a grillas rectangulares de
altura fija. Estos problemas surgen de la tomografia discreta y la mecénica estadistica. Nuestras
soluciones se basan en el método de Schitzenberger-Bertoni, una importante técnica de conteo
que permite reducir varios problemas de conteo al calculo de las funciones de censo de ciertos
lenguajes formales.

La complejidad de calcular la funcion de censo de lenguajes libres del contexto esta estrechamente
relacionada con la ambigtiedad del lenguaje. Para lenguajes regulares, existen algoritmos de
tiempo lineal que permiten calcularla, para lenguajes libres del contexto no ambiguos, existen
algoritmos en paralelo que permiten calcularla en tiempo polilogaritmico, sin embargo, para
lenguajes libres del contexto ambiguos no se conocen algoritmos deterministicos de tiempo
polinomial que permitan calcular su funcién de censo, solo se conocen esquemas de aproximacion
aleatorios completamente polinomiales que permiten aproximarla.

Nuestro principal aporte consiste en reducir el problema de conteo de poliominoes en grillas
rectangulares de altura fija al calculo de la funcion de censo de un lenguaje libre del contexto
deterministico y reducir el problema de conteo de caminos que se auto-evitan en grillas
rectangulares de altura fija al célculo de la funcién de censo de un lenguaje regular.

i*Trabajo de Grado.
Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Prof. Dr. Juan Andrés Montoya Arguello.
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ABSTRACT

TITLE: Census Functions of Context Free Languages.*
Author: Luis Eduardo Zambrano Fernandez.”
Keywords: Tally counting problems, Schutzenberger-Bertoni Method, polyominoes, self-avoiding

walks, computational complexity.

DESCRIPTION:

In this paper, we study some of the most relevant results on the census functions of context free
languages and use these results to solve two tally counting problems when they are restricted to
rectangular grids of fixed height. These problems arise from discrete tomography and statistical
mechanics. Our solutions are based on the Schitzenberger-Bertoni Method, a powerful counting
technique that reduces multiple counting problems to the calculation of functions Census of certain
formal languages.

The complexity of calculating the census function of context-free languages is closely related to the
ambiguity of language. For regular languages, there are linear time algorithms to calculate, if
context-free languages is not ambiguous, there are parallel algorithms that calculate in
polylogarithm time, however, for ambiguous context-free languages are not known deterministic
polynomial time algorithms that can calculate their function census, only known fully polynomial time
randomized approximation schemes to approximate.

Our main contribution in this paper is to reduce the problem of counting polyominoes on rectangular
grids of fixed height to the calculation the census function of a deterministic context-free language,
and reduce the problem of counting self-avoiding walks on rectangular grids of fixed height to the
calculation the census function of a regular language.

* Paper Work
* Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Prof.Dr. Juan Andrés Montoya Arglello.
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Capitulo 1

Introduccion

En un lenguaje formal, la funcién que a cada entero no negativo n le asigna
el cardinal del conjunto de las palabras de longitud n, es llamada la funcidn de
censo (funcion de crecimiento o funcion de conteo) del lenguaje. Las funciones de
censo de los lenguajes libres del contexto han sido ampliamente investigadas en la
literatura por razones que van més alld de la belleza matemaética inherente a su
estudio. Desde el punto de vista de la complejidad computacional, nuestro estudio
ha permitido acercarnos a la solucién de importantes problemas de conteo que tienen
interés particular en mecdnica estadistica y tomografia discreta e interés general en
matemadticas discretas, combinatoria y la teorfa de autématas y lenguajes formales.

La clasificacién de problemas de conteo en clases de complejidad fue inicialmente
investigada por Valiant en [29]; en este trabajo el autor muestra que computar la
permanente de una matriz (o equivalentemente, contar el nimero de matchings per-
fectos en grafos bipartitos) es un problema #P-completo; intuitivamente, una prueba
de que un cierto problema de conteo es #P-completo es una prueba fuerte de que
no existen algoritmos eficientes que lo resuelvan. Posteriormente, Jerrum, Valiant y
Vazirani [17] estudiaron la aproximabilidad de los problemas de conteo, logrando ex-
hibir una 1til e importante relacién entre la generacién aleatoria uniforme y el conteo
aproximado. Més tarde, Flajolet, Van Cutsen y Zimmerman [11] lograron disefiar un
algoritmo de generacién uniforme para lenguajes no ambiguos; este algoritmo puede

ser usado, explotando la conexién exhibida por Jerrum, Valiant y Vazirani, para dis-
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enar algoritmos de conteo aproximado para las funciones de censo de los lenguajes
libres del contexto no ambiguos (las cuales pueden ser calculadas eficientemente de
manera exacta [4]) y mds interesante auin, para disenar algoritmos probabilisticos
de aproximacién para las funciones de censo de los lenguajes libres de contexto de
ambigiiedad polinomial (para las cuales, no se conocen algoritmos eficientes que las
calculen de manera exacta). Nosotros estudiaremos en profundidad esta importante
consecuencia del trabajo de Flajolet.

Nuestro estudio de las funciones de censo inicia con un importante teorema de
“gap” (Teorema 2.4), el cual expresa que no existen funciones de censo de crecimiento
estrictamente superpolinomial y estrictamente subexponencial. Posteriormente estu-
diamos las funciones de censo de los lenguajes libres del contexto no ambiguos, es
decir, lenguajes descritos por una gramadtica libre del contexto donde toda palabra
en el lenguaje admite un tnico drbol de derivacién. Mostramos que el cédlculo de
las funciones de censo de tales lenguajes resulta eficiente. No obstante, los lenguajes
libres del contexto ambiguos presentan funciones de censo de dificil evaluacién, de
hecho, existen lenguajes libres del contexto de ambigiiedad dos cuyas funciones de
censo son #P,-completas. Este hecho sugiere que, no todo lenguaje libre del contexto
ambiguo admite un algoritmo eficiente que permita evaluar su funcién de censo; de
modo que, el estudio de las funciones de censo de tales lenguajes ha sido abordado
desde el punto de vista de la existencia de algoritmos probabilisticos que permiten
aproximarla. Siguiendo la relacién mostrada por Jerrum, Valiant y Vazirani entre
la generacién aleatoria uniforme y el conteo aproximado, introducimos algoritmos
de generacién uniforme para lenguajes libres del contexto no ambiguos y desde és-
tos, con cierto trabajo, se construyen algoritmos para generacién aleatoria uniforme
para lenguajes libres del contexto de ambigiiedad finita. Finalmente, presentamos el
método de Schiitzenberger-Bertoni, una técnica de conteo que nos permite reducir
algunos problemas de conteo al cdlculo de las funciones de censo de ciertos lenguajes
formales. El Capitulo 4 exhibe reducciones de problemas de conteo de la tomografia
discreta y mecanica estadistica al calculo de las funciones de censo de lenguajes libres

del contexto.
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Capitulo 2

Lenguajes libres del contexto y

funciones de censo

En este capitulo introducimos algunas definiciones y nociones preliminares; asumire-
mos que el lector estd familiarizado con los rudimentos de la teorfa de autématas y
lenguajes formales, en particular, con los conceptos de lenguaje libre del contexto
(CFL), gramdtica libre del contexto (CFG), autémata de pila (PDA) y mdquina de
Turing (TM); asi, mds que hacer un recuento de algunos conceptos bésicos, este
capitulo tiene por objeto establecer la notacién que usaremos en todo el documento.
Para una completa revisién sobre la teorfa de autématas y lenguajes formales, el

lector interesado puede consultar las excelentes referencias [15] y [27].

En primer lugar, definiremos la nocién de funcién de censo de un lenguaje for-
mal. Al final de esta seccién estudiaremos un interesante teorema relacionado con las
funciones de censo de lenguajes libres del contexto, este teorema establece que las
funciones de censo de los lenguajes libres del contexto tienen, exclusivamente, crec-
imiento polinomial o estrictamente exponencial, esto es, no existen lenguajes libres
del contexto cuya funcién de censo sea de crecimiento intermedio. Nos referiremos a

este teorema con el término "Teorema del Gap".
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2.1. Funciones de Censo

Definicién 2.1 Si L C ¥* es un lenguaje formal sobre un alfabeto 3, la funcién de

censo del lenguaje L, es la funcion f, : N — N definida como

VneN, f,(n)=|LNX"|

Definiciéon 2.2 Si L es un lenguaje formal con funcion de censo fr diremos que:

1. L es de crecimiento polinomial si y solo si existe ng € N y un polinomio p(x) €
Q[z] tal que f,(n) < p(n) para todo n > ny. Los lenguajes de crecimiento
polinomial son frecuentemente llamados dispersos (sparse) o p-escasos (poly-

slender).

2. L es de crecimiento estrictamente exponencial si y solo si existe un nimero
real v > 1 tal que f,(n) > r™ para un nimero infinito de valores de n. Los

lenguajes de crecimiento exponencial son también llamados densos.

3. L es de crecimiento intermedio si y solo si f,(n) es subexponencial y super-
polinomial, es decir, f, mo estd acotada superiormente por un polinomio y
lim sup L _ para todo r > 1.

rn

Usaremos el simbolo ¢ para denotar la palabra vacia sobre cualquier alfabeto
Y., ademds, usaremos w* en lugar de {w}* para denotar la cerradura de Kleene del

lenguaje que solo contiene la palabra w.

Definicién 2.3 Un lenguaje L C ¥*, con |X| > 2, es acotado si ewisten palabras
w,Wa, ... ,w, € X*, no vacias y tales que L C wiws - - w). Las palabras wy,wa, ...

,w, son llamadas palabras correspondientes del lenguaje L.

El siguiente lema caracteriza el crecimiento de las funciones de censo de los lengua-

jes acotados.

Lema 2.1 Todo lenguaje acotado es de crecimiento polinomial.
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Prueba. Suponga que L es un lenguaje acotado con palabras correspondientes wy, ws, . . .

mostraremos por induccion sobre r que para todon € N, f,(n) < (n+ 1)""!. Si
r =1, L C wj, por lo tanto, para cada n € N, L tiene a lo mds una palabra de
longitud n, i.e., f, (n) < 1. Supongamos que la afirmacion es cierta parar —1, i.e.,

f.(n) < (n+1)""2 se verifica para todo n € N. Por otra parte, siw € L C wjwj-- - w

T

y |w| = n, entonces w = uv con u € wiw;---w_,, yv € w’, note que tanto u co-
mo v pueden ser wvacias, por lo tanto, tal descomposicion se puede hacer a lo mds
en (n + 1) posiciones. Como u € wiwy---w_; y |w| = n, entonces |u| < n y por

hipétesis de induccion f,(n) < (n+1)"2(n+1)=(n+1)"""' =
El reciproco del Lema 2.1 no es cierto en general para todo lenguaje formal, Raz
[24] muestra que el lenguaje

L = {w#1":i >0 & w es la representacién binaria de 7}

es un lenguaje dependiente del contexto de crecimiento polinomial que no es acota-
do. Sin embargo, para lenguajes libres del contexto, crecimiento polinomial implica

acotacién [6].

Definicién 2.4 Sean u,v € ¥*, diremos que u y v conmutan si uv = vu. Un sub-

conjunto C' C ¥* se dice que es conmutativo si Vu,v € C, uv = vu.

Lema 2.2 (/13, Lemma 5.1]) Sean u,v € ¥*, las siquientes afirmaciones son equiv-

alentes:
= U Yy v conmutan.
w u? =P, para ciertos p,q > 1.
m u=w" yv=w’, para alguna palabra w € X*, y para r,s > 1.

Denotaremos una gramética libre del contexto G con la cuddrupla (X, V, P, S),
donde ¥ representa el conjunto de simbolos terminales (o el alfabeto de la gramética),
V' el conjunto de variables, P el conjunto de reglas de produccion y S la variable inicial
de la gramdtica. Usaremos el simbolo L (G) para denotar el lenguaje generado por

G.
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Definicién 2.5 Sean G = (X,V, P,S) una gramdtica libre del contexto, A € V
y a € (XUV)*. Una G-derivacion de o desde A es una secuencia ay,...,q, de

elementos de (X U V)" tal que:
1. a1 = A.
2. a, = a.

3. Para todo 1 < n — 1 se tiene que la expresion o1 puede ser obtenida a partir
de «; aplicando alguna de las reglas de produccion en P a la variable que ocurre

mds a la izquierda en o;.

Dado A € V y dada o € (£ U V)" usaremos la notacién A = « para indicar que

existe una G-derivacién de « desde A.

Notacién 2.1 Sea G = (X,V, P, S) una gramdtica libre del contexto sin variables

intitiles' y sea A € V una variable de la gramdtica, definimos los conjuntos
I4(G) ={u e ¥ : A= ulv, para algin v € ¥} (2.1)

DA(G) ={v e X : A= uAv, para algin u € $*} (2.2)

Teorema 2.1 ([138, Theorem 5.1]) Sea G = (X,V, P, S) una gramdtica libre del con-
texto. Una condicion necesaria y suficiente para que el lenguaje generado L(G) # @

sea acotado es que 14(G) y Da(G) sean conmutativos para cada variable A € V.
Usando el teorema anterior, Raz [24] prueba la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1 (/24, Proposition 2]) Sea G = (X,V, P, S) una gramdtica libre del

contexto. Si L(G) es de crecimiento polinomial, entonces L(G) es acotado.

Como consecuencia inmediata del Lema 2.1 y la Proposicién 2.1 tenemos el sigu-

iente corolario.

!Toda variable de la gramética participa en la derivacién de al menos una palabra.
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Corolario 2.1 Un lenguaje libre del contexto es acotado si y solo si es de crecimiento

polinomial.
Ginsburg y Spanier prueban los dos siguientes teoremas.
Teorema 2.2 [13, Theorem 5.2] Sea G una gramdtica libre del contexto, entonces:

1. FEs decidible si el lenguaje L(G) es acotado.

2. Si L(QG) es acotado, entonces es posible encontrar (de manera efectiva) palabras

*

Wy, Wa, ..., w, € X* tales que L C wiws; - - - wy.

Teorema 2.3 [13, Theorem 6.3] Si Ly y Lo son lenguages libres del contexto y uno

de éstos dos lenguajes es acotado, entonces se puede determinar si
1. L1 Q LQ, 0 St

2. Ly C Ly

Corolario 2.2 Si Ly y Ly son lenguajes libres del contexto y uno de éstos es acotado,

entonces se puede determinar si Ly = Lo.

Concluiremos esta seccién con el Teorema del Gap para funciones de censo de

lenguajes libres del contexto.

Notacién 2.2 Si W es una palabra arbitraria sobre el alfabeto binario {0,1}, y u,v
son palabras sobre cualquier alfabeto X, entonces W(u,v) denotard la palabra que

resulta de sustituir en W cada O por u y cada 1 por v.

Teorema 2.4 Sean, G = (X,V, P, S) una gramdtica libre del contexto sin variables

indtiles, L(G) el lenguaje generado por G y f, ., la funcion de censo del lenguaje

(@)

L(G). Una y solo una de las siguientes afirmaciones se verifica

1. Ewiste un nimero r > 1 y un entero ng tal que f, ., (n) > r™ para todo n > ny,

o bien

2. L(G) es un lenguaje acotado

17



Prueba. En razon al Teorema 2.1, es suficiente mostrar que si alguno de los conjuntos
I4(G) o D4(G) no es conmutativo para alguna variable A € V| entonces Ly = {w €
YA S w}, el lenguaje formado por todas las palabras derivadas desde A, tiene
una funcién de censo que es acotada inferiormente por una funcién exponencial. En
efecto, puesto que G no tiene variables inttiles, A participa en la derivacién de al
menos una palabra en L(G), asi, si la funcién de censo del lenguaje L4 estd acotada
inferiormente por una funcién exponencial entonces la funcién de censo del lenguaje
L(G) también lo esta.

Sin pérdida de generalidad, supongamos en particular que /4(G) no es conmuta-
tivo y sean wuy,us € I4(G) palabras que no conmutan. Entonces, existen palabras
v, V9, Wi, We € X*y wg € Lu tales que A 5owo, S 5w Awy, A S ugAuy
y A = ugAvg  con ujus % usu,. Sean ademds e,d enteros positivos tales que
lud| = |ug| (e.g. e = |uy] y d = |ug|) y considere la palabra en L(G) producida
al aplicar las reglas S = w;Aw, (una vez), A — ujAvy (d veces), A = uyAvy (e
veces) y A = wy (una vez); asi, obtenemos wyudu§wovsviw, € L(G); denotaremos
esta palabra como W (u{, u$)woW(v¢,v5), donde W1 denota el reverso de W. Note
que si dos palabras distintas W y W’ de la misma longitud k& producen la misma
palabra en L(G), entonces, o W (ué, u$) es prefijo de W' (ué, us), o W’ (u, u$) es pre-
fijo de W (ug, u$); en nuestro caso, como |ud| = |u§| entonces W (uf, us) = W’ (ud, us).
Como W y W’ son distintos, se debe tener que u¢ = u$ y de acuerdo al Lema 2.2, u;
y up conmutan. Puesto que por hipétesis u; y uy no conmutan, se concluye que las
2% palabras W de longitud k inducen 2* palabras distintas W (u¢, u$)woW # (v, v5)
en L4. Si W es una palabra de tamano k, y hacemos | = max{d, e} y m un entero
positivo mayor o igual a cada uno de los tamanos |us|, |us|, |v1], |ve| ¥ |wol|, entonces
(W (ud, u§)weWE (v, v5)| < (2k + 1)ml, asf, la funcién de censo del lenguaje L4, que
denotaremos f, , satisface f, ((2k + 1)ml) > 2k si k > 1. Supongamos n > 6ml;
dividiendo n por ml obtenemos n = (2k + 1)ml+r para algin k > 1y 0 < r < 2ml,
por lo tanto f, (n) > 2*. Note que n < (2k + 1)ml + 2ml = 2kml + 3ml, de aquf

—3mi.. : 2n—6ml
que k > 2228 como n > 6ml, se tiene 2n > 6ml + n, luego = % o, y de
aqui, ;= < ”;—3&”1 < k. Esto implica que f, (n) > 28 > 2@m = (2ﬁ> . Haciendo

r = 2% > 1, se tiene fi,(n) > r" siempre que n > 6mi. m

18



Corolario 2.3 No existen lenguajes libres del contexto de crecimiento intermedio.

2.2. Ambigiiedad

La problemética de la ambigiiedad es de suma importancia en la teorfa de los
lenguajes (y gramaticas) libres del contexto. Recuerde ([15]) que las gramaticas li-
bres del contexto son utilizadas para definir la gramadtica (sintaxis) de los lenguajes
de programacion, los cuales deben ser completamente no ambiguos. Por otro lado,
como se hard patente en esta tesis, los lenguajes libres del contexto no ambiguos
son bien comportados, en tanto que sus funciones de censo pueden ser calculadas

eficientemente.

Definicién 2.6 Dadas G = (X,V,P,S), A€V ya e (X UV)" usaremos el simbolo

# 4 () para denotar el nimero de G-derivaciones de o desde A.
Definicién 2.7 Dado L un lenguaje libre del contexto diremos que

1. L es un lenguaje no ambiguo si y solo si existe una gramdtica libre del contexto

G, tal que L = L (G) y para cada w € L se tiene que #s (w) = 1.

2. L es un lenguaje de ambigiiedad finita si y solo si existe una gramdtica libre del
contexto G, y existe una constante K tales que L = L (G) y para cada w € L

se tiene que #g (w) < K.

3. L es un lenguaje de ambigiiedad polinomial si y solo si existe una gramdtica
libre del contexto G, y existe un polinomio p (X) tales que L = L(G) y para
cada w € L se tiene que #5 (w) < p (Jw|).

4. L es un lenguaje de ambigiiedad estrictamente exponencial si y solo si existe
una gramdatica libre del contexto G, y existe r > 1 tal que L = L(G) y para

infinitos w en L se tiene que #g (w) > rivl,

Es interesante anotar que existe un teorema de Gap asociado a la nocién de

ambigiiedad y similar al Teorema 2.4 de Bridson y Gillman [6].
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Teorema 2.5 Dado L un lenguaje libre del contexto, o L es de ambigiiedad polino-

mial o L es de ambigiiedad estrictamente exponencial.

El lector interesado en la prueba del Teorema 2.5 puede consultar la referencia

33).
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Capitulo 3

Complejidad computacional de las
funciones de censo de los lenguajes

libres del contexto

En este capitulo estudiaremos la complejidad temporal de las funciones de censo
de los lenguajes libres del contexto. Iniciaremos nuestro estudio con las definiciones
de las clases #P, #P; y con la definicién de #P,-completez introducida por Leslie
Valiant en [29]; centraremos nuestra atencién en una clase particular de problemas
de conteo, los asi llamados problemas de conteo delgados (tally counting problems);
esta clase contiene una gran variedad de problema interesantes que ocurren en la
préactica. En el Capitulo 4 estudiaremos algunos de estos problemas y presentaremos

soluciones algoritmicas eficientes para tales problemas.

3.1. #P, #P, y problemas completos

Definicién 3.1 Una maquina de Turing de conteo (CTM) es una mdquina de Turing
M, no deterministica y provista con un dispositivo de salida auziliar que (magica-
mente), con input w, imprime en notacion binaria sobre una cinta especial el nimero

de computaciones aceptantes de M en el input w.
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Diremos que una CTM tiene complejidad temporal (o tiempo de computo) f(n)
si y solo si la computacion mds larga, inducida por cualquier input de longitud n,
toma f(n) pasos (cuando la CTM es considerada como una TM no deterministica
sin dispositivo auxiliar). Mas atin, diremos que una funcién f : {0,1}* — N es
computable por una CTM, digamos M, si para cada x € {0,1}*, f(z) es el niimero

de computaciones aceptantes de M en el input x.

Definicién 3.2 #P es la clase de todas funciones que pueden ser calculadas por una

CTM con tiempo de computo polinomial.

Dada M una CTM, diremos que M es una CTM unaria si y solo si el alfabeto

de entrada de M es unario.

Definicion 3.3 #P, es la clase de todas funciones que pueden ser calculadas por

una CTM unaria cuyo tiempo de computo es polinomial.

Denotaremos con FP a la clase de funciones que pueden ser calculadas por

méquinas de Turing deterministicas de tiempo polinomial.

Definicién 3.4 Una maquina de Turing con ordculo (TMO) es una TM, digamos
M, dotada con una cinta de consulta, una cinta de respuesta, algunas cintas de tra-
bajo y una funcion (la funcion ordculo de M) hys : {1} — N. Para consultar el
ordculo, la maquina M imprime una cadena unaria 1™ sobre la cinta de consulta,
entra a un estado especial de consulta y retorna en una unidad de tiempo la repre-

sentacion binaria de hy (1™) escribiéndola sobre la cinta de respuesta.

Definicién 3.5 Dadas dos funciones f,g : {1}* — N, diremos que f es #1-
reducible a g si y solo existe una TMO, digamos M , con funcion ordculo g que
puede calcular f en tiempo polinomial. Mds ain, para cada input 1™, la maquina M

imprime la representacion binaria de f(1™) en tiempo polinomial.

Proposicién 3.1 St L es un lenguaje en P, su funcion de censo pertenece a #P;.
Prueba. Si M es una TM deterministica que reconoce L en tiempo polinomial, en-

tonces construimos una TM no deterministica, digamos M’ tal que, en el input
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1™, M’ puede generar no deterministicamente cualquier cadena de longitud n, en-
tonces, teniendo una cadena y de longitud n sobre su cinta de entrada, M’ simula
la computacion de la maquina M en el input y. Es claro que M’ trabaja en tiempo

polinomial y el nimero de computaciones aceptantes de M’ en el input 1" es igual a
fL(ln) |

Definicién 3.6 Diremos que una funcion f € #P, es #P,-completa si y solo si

toda funcion g € #P, es #1-reducible a f.

Es posible probar que existen problemas completos para #P;. Sea M una CTM
unaria, y sea accy (n) la funcién definida por: dado n > 1 la cantidad accpy (n)
es igual a el nmimero de computaciones aceptantes de la maquina M en el input n.
Note que para toda CTM unaria M la funcién accp (n) es un problema de conteo

delgado.

Teorema 3.1 Euxiste una CTM unaria, digamos M, tal que accyy (n) es #P, com-

pleto.

Para una prueba el lector puede consultar la referencia [30].

3.2. Problemas de conteo delgados

Un problema de conteo es una funcién f : ¥* — N. Un problema de conteo
f X" — Nes un problema de conteo delgado si y solo si el cardinal de ¥ es igual a 1.
Si f:¥* — N es un problema de conteo delgado, asumiremos que ¥ es igual a {1}.
Existen muchos problemas de conteo delgados interesantes, considere por ejemplo los

siguientes:

1. f,o: X" — N es el problema de conteo delgado definido por

f.s (1") = # de cuadrados latinos de orden n

2. f,, 1 ¥* — N es el problema de conteo delgado definido por

fu (1") = # de cuadrados magicos de orden n, cuyas sumas-lineales son iguales a n
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3. f,:X* — N es el problema de conteo delgado definido por

fo (1") = # de grupos de orden n

Nosotros estamos particularmente interesados en el siguiente problema de conteo

delgado.

Problema 3.1 (#SAW, the self-avoiding problem)

Input: 1", donde n € N.

Output: Calcular el nimero de caminos simples de cualquier longitud contenidos

en la grilla cuadrada de orden n.

Este problema es importante porque codifica la funcién de particién del modelo
SAW (Self-avoiding walk model) de la termodindmica de polimeros [32]. No se conoce
algoritmo eficiente que resuelva #SAW y se desconoce si #SAW es un problema
duro (en algiin sentido, no existen pruebas de dureza algoritmica para este problema).

Considere ahora el siguiente problema.

Problema 3.2 (Problema de Welsh) Exhiba un algoritmo de tiempo polinomial que
resuelva #SAW, o pruebe que #SAW es #P -completo [32].

Desafortunadamente, no resolveremos el problema de Welsh, pero en el Capitulo
4 consideraremos algunas restricciones de #SAW y probaremos algunos resultados

concernientes a tales restricciones, estudiaremos la funcién de particién de una version

restringida del modelo #SAW.

Observacion 3.1 Lo que es especial y sospechoso acerca de los problemas de con-
teo delgados es la codificacion unaria de sus instancias. Considere por ejemplo el
problema #SAW . Dado n > 1, el espacio de busqueda asociado a la instancia 1"
es ([n] x [n])" y su tamario es igual a 24"°8(M) - esto implica que el tiempo de com-
puto del algoritmo de fuerza bruta para #SAW es igual a 24™1°€(™) o cual muestra

que los problemas de conteo delgados no (necesariamente) resultan tratables debido
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a la codificacion unaria de sus instancias. Ahora bien, si usamos codificacion bina-
ria para sus instancias, obtendriamos un problema tal que el algoritmo ingenuo de
fuerza bruta que lo resuelve es de tiempo super-exponencial, un problema que ademds
no podria ser resuelto en tiempo polinomial debido al tamano de los outputs, que
serdn de tamano exponencial respecto al tamano del input respectivo. Ast, la bisque-
da de algoritmos de tiempo polinomial (o algoritmos de tiempo polilogaritmico) que
resuelvan el problema #SAW tiene sentido si consideramos la codificacion unaria
usada en la definicion 3.1. Es claro ahora que la codificacion unaria empleada en la
definicion de los problemas de conteo delgados no es un truco ingenuo disenado para

hacer que problemas (posiblemente) intratables parezcan faciles.

3.3. Funciones de censo de lenguajes libres del

contexto no ambiguos

En esta seccién estudiaremos la clase de funciones de censo de los lenguajes libre
del contexto no ambiguos. Como todo lenguaje libre del contexto estd en P, las
funciones de censo de estos lenguajes estan en #P; por lo que dado L € CFL la
funcién de censo de L podria ser o #P;-completa o computable en tiempo polinomial.
Probaremos en esta seccién que si L es un lenguaje libre del contexto no ambiguo,
entonces su funcién de censo fr, puede ser calculada en tiempo O (log2 (n)) usando
un nimero polinomial de procesadores. La prueba del teorema se basa fuertemente
en el teorema de Chomsky-Schiitzenberger (Teorema 3.2) y un teorema debido a

Comtet [8].

3.3.1. Lenguajes algebraicos

Una serie de potencias sobre N centrada en cero (en adelante, una serie de po-

tencias), es una expresion de la forma

F(z) = Zanz” con a, € N

n=0
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Definicién 3.7 Diremos que una serie de potencias F' es algebraica sobre el anillo

Q[z] si existen polinomios po(x), p1(x),...,ps(z) € Q[z] tales que la ecuacion
d .
> i (F@)) =0 (3.1)
=0

se verifica. Diremos que d es el grado de F' si d es el menor entero para el que la

ecuacion 3.1 se satisface.

Definicién 3.8 Si L es un lenguaje libre del contexto con funcion de censo fr, la

funcion generatriz de L, es la serie de potencias
F(z) =) f,(n)z"
n=0

Puesto que para cada n € N se tiene que f,(n) < |¥"| = |X|", donde X es el
alfabeto de L, se tiene entonces que el radio de convergencia p de la funcién generatriz

F(z) satisface Ell <p<l

Definicién 3.9 Dado L un lenguaje libre del contexto diremos que L es algebraico

sty solo si la funcion generatriz de L es algebraica.

Teorema 3.2 (Chomsky-Schiitzenberger [7]) Si L es un lenguaje libre del contexto

no ambiguo, entonces L es algebraico.

3.3.2. Circuitos booleanos

En esta subseccién introducimos un primer modelo de computacién en paralelo,
el modelo de circuitos booleanos.

Un circuito booleano tiene una cantidad fija, digamos n, de variables de entrada
que le permiten evaluar (tinicamente) vectores booleanos n-dimensionales (inputs
de tamano n). Sin embargo, puesto que estamos interesados en procesar instancias
de tamano arbitrario, consideraremos familias de circuitos booleanos, esto es, un

circuito distinto para cada posible tamano del input.
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Definicién 3.10 Un circuito booleano es un digrafo C' = (V, E), donde los nodos
en V = {1,...,n} son llamados las compuertas de C. El digrafo C estd dotado de

una estructura especial (la sintaxis):

1. No existen ciclos en el grafo, ast, podemos asumir que todas las aristas son de

la forma (i,7) coni < j.
2. Todos los nodos en el grafo tienen grado de entrada igual a 0, 1 o0 2.

3. Cada compuerta © € V tiene asociado un tipo de expresion booleana s; €

{1,0,V, A\, =} U{z1,29,...} donde las z; son variables booleanas.

4. St s; € {1,0} U{xq,x9,...} entonces el grado de entrada de la compuerta i es
cero, esto es, 1 no tiene aristas entrantes. Las compuertas con grado de entrada

cero son llamadas compuertas de entrada del circuito C.
5. St s; =, entonces i tiene grado de entrada uno.
6. Sis; € {V,A\}, entonces i tiene grado de entrada dos.

7. Existe un nodo, que asumiremos es el nodo n, cuyo grado de salida es igual a

cero, diremos que este nodo es la compuerta de salida del circuito C.

En la practica, se consideran circuitos booleanos con varias compuertas de salida,
en este caso, el conjunto formado por las compuertas que no tienen aristas salientes
es considerado la salida del circuito. Para definir la semdntica del circuito, considere
X(C) = {si : s; € {x1,29,...} para alguna arista i en C}, el conjunto de todas
las variables booleanas involucradas en el circuito C. Diremos que una asignacion
de verdad T es apropiada para C' si ésta es definida para todas las variables en
X(C). Dada una asignacion apropiada T', el valor de verdad de la compuertai € V,
denotado T (i), es definido inductivamente (sobre i) como sigue: Si s; = 1 entonces
T(i) = 1; si s; = 0 entonces T(i) = 0; si s; € X(C), entonces T'(i) = T(s;); si
s; = - entonces existe una unica compuerta j < i tal que (j,1) € E, por induccion,
conocemos el valor de T(j), ast T(i) =0 si T(j) = 1 y viceversa; si s; =\ entonces

existen dos aristas que entran en i, digamos (j,1) y (j',1), entonces T'(i) = 1 si y solo
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si al menos uno de T'(j) o T(j') es 1; andlogamente, si s; = N\ entonces T(i) =1 si y
solo si ambos T'(7) y T'(j') son 1, como antes, (j,i) y (j',i) son las aristas entrantes
a i. Finalmente, el valor del circuito T(C), es T(n), donde n es la compuerta de

salida de C'.

No es dificil probar que para cada funcién booleana n-aria f, existe un circuito
booleano Cy con n variables de entrada que puede calcular f [22, 4.3]. En con-
secuencia, podemos pensar que un circuito con n variables de entrada acepta cier-
tas palabras de longitud n en el conjunto {0, 1}* y rechaza las otras. Una cadena
x=umx1--x, €{0,1}" es interpretada como una asignacién de verdad a las variables
de entrada del circuito, sin embargo, esta correspondencia es buena solo para pal-
abras de longitud n . Con el fin de relacionar circuitos con lenguajes arbitrarios sobre
el alfabeto {0, 1}, necesitaremos considerar un circuito para cada posible longitud de

la cadena de entrada, esto es, familias de circuitos booleanos.

Definicién 3.11 FEl tamano de un circuito es el nimero de compuertas en éste. La
profundidad del circuito es el nimero de compuertas en el camino mds largo del
circuito. Una familia de circuitos es una sucesion {Cy}nen de circuitos booleanos,
donde para cada n € N el circuito C,, tiene n variables de entrada. Diremos que un
lenguaje L C {0, 1}* pertenece a P/poly si y solo si existe una familia de circuitos

{Ch}nen y un polinomio p(X) tales que
1. Dado n > 1 el tamano de C,, es a lo mds p(n), y

2. Para cada x € {0,1}* se tiene que x € L si y solo si la salida de Cj, es 1
cuando las variables de entrada del circuito C|,| toman la asignacién de verdad

inducida por x.

Un interesante resultado acerca de los lenguajes con circuitos booleanos es el

siguiente.
Proposicién 3.2 ([22, Proposition 11.1]) P C P/poly.

El reciproco de la Proposicién 3.2 no es cierto, de hecho, existen lenguajes no

decidibles que tienen circuitos polinomiales, la construccién de los circuitos para tales
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lenguajes requiere cantidades exageradas de recursos de cémputo. Este hecho nos
lleva a cuestionarnos si el modelo de familias de circuitos booleanos es un modelo de
computacién realista. Para no admitir lenguajes no decidibles, es necesario considerar

familias uniformes de circuitos booleanos.

Definicién 3.12 Una familia de circuitos booleanos se dice que es uniforme si ex-
iste una mdquina de Turing, la cual, en el input 1", calcula una descripcion de C,,
usando espacio logaritmico en n. Diremos que un lenguaje L puede ser reconoci-
do por circuitos polinomiales uniformes si existe una familia uniforme de circuitos

polinomiales que decide L.

Proposicion 3.3 Un lenguaje L tiene circuitos polinomiales uniformes si y solo si
LeP.

Puesto que nuestro objetivo en este capitulo es estudiar la complejidad computa-
cional de las funciones de censo de los lenguajes libres del contexto y dado que las
familias uniformes de circuitos booleanos son nuestro modelo de computacién en
paralelo, es necesario definir medidas de complejidad, como por ejemplo el tiempo de

computo paralelo.

Definicién 3.13 Sea C ={C,},en una familia uniforme de circuitos booleanos y
sean t(n) y h(n) funciones de valor entero. Diremos que el tiempo en paralelo de C

es t(n) si para todo n la profundidad de C,, es a lo mas t(n).

Definiremos las clase de complejidad NC como la clase de las funciones (prob-
lemas) computables mediante familias uniformes de tamano polinomial y tiempo

paralelo (profundidad) polilogaritmico.

Definicién 3.14 Para cada entero k, la clase NCF es el conjunto de problemas
computables por familias uniformes de circuitos booleanos de profundidad O(logk n)

y tamaiio n°Y. La clase NC es definida como

NC = GNC’“

k=1
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Puesto que la cantidad de trabajo involucrada en resolver cualquier problema en
NC estd (por definicién) acotada por un polinomio, es claro que NC C P. Es un
problema abierto de la complejidad computacional determinar si NC = P. Por otro
lado, si C' es un circuito con n compuertas de entrada, tamano h (n) y profundidad
t(n), y v es un vector booleano de dimensién n, es posible calcular v (C') en t(n)
unidades de tiempo empleando h (n) procesadores. La observacién anterior implica
que si L € NC* el problema L puede ser resuelto en tiempo O (logk n) usando un
ndmero polinomial de procesadores (i.e. puede ser resuelto en tiempo polilogaritmico
en paralelo). Dado k£ > 1 usaremos el simbolo FNC* para denotar la versién funcional
de NC*, esto es: dada f : {0,1}" — N diremos que f pertenece a FNC* si y solo
si la funcién f puede ser calculada (i.e. puede ser evaluada en cualquiera de los
elementos de su dominio) mediante una familia uniforme de circuitos booleanos de

tamano polinomial y profundidad O (logk n) .

3.3.3. Un teorema de Comtet.

La solucién al problema de calcular eficientemente las funciones de censo de los
lenguajes libres del contexto no ambiguos se basa fuertemente en el teorema de
Chomsky-Schiitzenberger (Teorema 3.2) y en el siguiente teorema debido a Comtet

).

Teorema 3.3 (Teorema de Comtet, [8]) Sea F(z) =" ¢,2" una serie de poten-

ctas algebraica de grado d , implicitamente definida por una ecuacion de la forma

> ai()(F(E) =0 (32

con q; € Z[X] para toda j € {0,...,d}. Entonces, existe un entero ng > 0 y poli-
nomios po, ..., px € Z[X] tales que

1. po(X) #0

2. deg (p;) < d para cada 0 < j <k
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3. Para todo n > ng se tiene que

po(n)en+pi(n)cp1+...+pe(n)cky =0 (3.3)

Prueba. (Esquema de la prueba)

Sea Y = F(X) una funcién (serie) que satisface la ecuacién polinomial 3.2, es
decir,

0(X) + @ (X)Y + -+ q(X)Y4 =0 (3.4)

Diferenciando 3.4 y usando inducciéon podemos obtener una expresiéon racional
para cada una de las funciones Y®) = d*Y/dX*, con k > 0. Puesto que Y es al-
gebraica de grado d sobre Q[X] C C[X], la funciones 1, Y(© =Y, K y®  yd-!
son linealmente dependientes sobre C[X]. Podemos escribir ecuaciones que expresen
estas relaciones de dependencia, en estas ecuaciones podemos eliminar los denom-
inadores, logrando que los coeficientes de cada Y*) sean polinomios en la variable
X, posteriormente podemos expandir cada Y *) como una serie de potencias en X, y
finalmente, si igualamos los correspondientes coeficientes de X” a ambos lados de las
ecuaciones que expresan las relaciones de dependencia, obtenemos el resultado de-

seado (el lector interesado en una prueba mas detallada puede consultar la referencia

8]). m
3.3.4. #UCFLCFNC(C?

En esta subseccién usaremos el teorema de Chomsky-Schiitzenberger (Teorema
3.2) y el teorema de Comtet (Teorema 3.3) para mostrar que la clase de las funciones
de censo de los lenguajes libres del contexto no ambiguos, que denotamos #UCFL,
pueden ser calculadas por familias de circuitos booleanos de profundidad O(log2 n)
y tamano polinomial.

Iniciaremos nuestro estudio considerando el problema de calcular los coeficientes

de Taylor de una serie de potencias algebraica.
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Sea F': C — C una funcién que es analitica en una vecindad de cero, considere

el siguiente problema.
Problema 3.3 (CT (F) calculo de los coeficientes de Taylor de F')
Input: 1"

Output: Calcule el n-ésimo coeficiente de Taylor de la serie de potencias de F

alrededor de cero e imprima el resultado en binario.

Observacion 3.2 La computabilidad del problema CT (F') dependerd de F' y de la
manera como se presente la funcion ' que define el problema. Si F' es algebraica de

grado d y estd implicitamente definida por una ecuacion de la forma

donde q; € Z[X] para todo j € {0, ...,d} . Podemos entonces presentar la funcion
F mediante la tupla (qo, ..., q4) . En este caso, es posible recurrir al Teorema de Comtet

para mostrar que el problema CT (F') puede ser resuelto de manera eficiente.

Diremos que un problema tiene profundidad booleana O(t(n)) y tamano O(h(n))
si puede ser resuelto por una familia uniforme de circuitos booleanos de profundidad
O(t(n)) y tamano O(h(n)). En nuestra prueba necesitaremos emplear una larga lista
de resultados clasicos relacionados con la computabilidad de ciertos problemas usando

familias uniformes de circuitos booleanos.

Lema 3.1 ([25, Theorem 3.2]) El problema consistente en calcular el producto de dos

enteros de n bits tiene profundidad booleana O(logn) y tamano O(nlognloglogn).

Corolario 3.1 El problema de calcular la suma y el producto de dos enteros de O(n)

bits yace en NC!.

Lema 3.2 ([25, Theorem 3.3]) Sin es una potencia de 2, el producto de m enteros

de n bits mdédulo 2"+1 tiene profundidad booleana O(log mloglogn+logn) y tamano

(mn)°W,
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Corolario 3.2 El problema de calcular el producto de n enteros de n bits yace en

NC2.

Lema 3.3 (/25, Corollary 3.4]) El inverso multiplicativo de un nimero no nulo de
n bits puede ser computado con precision o(27") por una familia de circuitos de

profundidad O(lognloglogn) y tamaro n®W).

Lema 3.4 ([25, Corollary 3.5]) Dados los enteros a,b de n bits, podemos calcular
enteros q y r tales que a = gb+r, con 0 < r < q usando una familia uniforme de

circuitos booleanos de profundidad O(lognloglogn) y tamario n®M.

Corolario 3.3 El problema de calcular el cociente de dos enteros de n bits yace en

NC2.

Lema 3.5 ([}, Lemma 2.8]) Sean By, Bs, ..., B, matrices de tamano k X k con

entradas enteras de O(logn) bits cada una y suponga que todas las entradas de la

matriz A = HBi son enteros no megativos. Entonces el problema de calcular la
i=1
matriz A tiene profundidad booleana O(lognloglogn) y tamarno polinomial.

A continuaciéon mostraremos que es posible calcular eficientemente los coeficientes

de Taylor para series de potencias adecuadas.

Proposicién 3.4 Si F(z) es una serie de potencias que satisface la hipdtesis del

Teorema de Comtet, entonces el Problema CT(F) yace en NC?.

Prueba. Supongamos F(z) = Y - c¢,z" algebraica de grado d implicitamente
definida por la tupla (qo,...,qq). Por el Teorema 3.3 existe ny > 0 y polinomios

Do, ---, Pk € Z[X] tales que para cada n > ngy se cumple que

po(n)cn +pi(n)cn 1+ ...+ pr(n)c, i =0 (3.5)

Como pg (X) # 0, para cada i € {1,...,k} podemos hacer r; = —;’;((Z)); asi, de la
ecuacion 3.5 se tiene

cn=11(n)Ch1+ .. + 71 (N) Cri (3.6)
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siempre que n > ngy. Considere ahora la sucesién de vectores

Cp—1 Cp
Cn—2 Cn—1
y(n) = y(n+1) :
Cn—k Cn—k+1
y la matriz de tamano k x k
ri(n) ro(n) rr—1(n) rr(n)
1 0 0 0
A(n) = 0 1 0 0
0 0 1 0

Note que para cada n > ny (usando la ecuacién 3.6) es posible formar la relacién de

recurrencia y(n 4+ 1) = A(n)y(n), y(n+2) = A(n+ 1)y(n+ 1) = A(n + 1)A(n)y(n),

o yn+l) = (HAn—l-l—j)) y(n), .

Note ademds que calcular ¢, es calcular el primer elemento de y(n + 1). Como
la relacién se cumple para todo n > nyg, si definimos M, como la matriz k£ X k cuya
primera columna es el vector y(ng) y tal que todas sus otras entradas son cero, es

facil ver que calcular ¢, es equivalente a calcular la componente (1,1) de la matriz

= <H A(j)) My

Por otro lado, como la primera fila de la matriz A(n) son expresiones racionales
con denominador pg (n), hacemos B(n) = po(n)A(n), que es una matriz k x k cuyas

componentes son polinomios con coeficientes enteros. Note que A(n) = B(n),

1
po(n)
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por lo tanto

n

M(n) = H; JIIOBO) My = Hpo ((JQOB ) )

Jj=no Jj=no

Para calcular ¢,, esto es, la componente (1,1) de la matriz M (n) usamos el

algoritmo A definido a continuacién:
Input n >0
Output ¢,

1. Calcula la representacién binaria de n y calcula en paralelo las matrices B(ng),
B(ng + 1), ..., B(n) y los enteros (de O(log(n)) bits) po(no), po(no + 1), ...,
po(n).

2. Calcula el vector y(ng) y la matriz Mp.

3. Calcula el entero b = H Po(Jj)

Jj=no

4. Calcula la matriz M'(n) = <H B(j)) My y determina M;j,(n) (la compo-
J=no
nente (1,1) de esta matriz).

5. Calcula el entero w =c,

El célculo del Paso (1) yace en NC! puesto que la suma y producto de dos enteros
de O(n)-bits yace en NC' (ver Corolario 3.1). Ademds, puesto que ng es fijo y no
depende del input, el vector y(ng) y la matriz M, del Paso (2) pueden ser calculados
en tiempo constante. Por otra parte, en razén al Corolario 3.2, calcular el entero b
(de O(nlogn) bits) del Paso (3) yace en NC?. Mis atn, el problema de calcular
M'(n) en el Paso (4) yace en NC? (ver Lema 3.5). Finalmente, debido al Corolario
3.3 el problema de calcular el cociente del Paso (5) yace en NC?. De todo esto, el
problema de calcular los coeficientes ¢, de la serie de potencias F(z) pertenece a la

clase NC?. m
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Corolario 3.4 5i L es un lenguaje libre del contexto mo ambiguo con funcion de

censo fr,, entonces el problema consistente en evaluar la funcion fi, pertenece a NC?.

3.4. Funciones de censo de lenguajes libres del

contexto ambiguos

El teorema estudiado en la seccién anterior afirma que las funciones de censo de
los lenguajes libres del contexto no ambiguos pueden ser calculadas eficientemente en
paralelo, es natural preguntarse si esto es cierto para todo lenguaje libre de contexto,
esto es: dado L un lenguaje libre de contexto, jocurre que f;, € FNC?? En esta
seccién veremos que esto, desafortunadamente, no es cierto: existen lenguajes libres

del contexto de ambigiiedad finita cuyas funciones de censo son # P; completas.

Observacién 3.3 Dada M, una TM no deterministica (NDTM), es posible con-
struir una NDTM M’ equivalente (en el sentido de que reconoce el mismo lenguaje)
y tal que cualquier computacion finita de M’ es aceptante y consiste de un nimero

impar de transiciones.

Definicién 3.15 Si M es una NDTM, una configuracién de M (también llamada
descripcion instantdnea) es una tripla C = (q,p, w) donde q € Q es el estado en que
se encuentra M, p € N es la posicion de la cabeza lectora y w € T'* es el contenido

de la cinta de entrada.

Sin pérdida de generalidad, suponga que M es una NDTM tal que toda com-
putacién finita es aceptante y consiste de un nimero impar, digamos 2n — 1, de tran-

siciones. Entonces, toda computacién aceptante de M se puede codificar por una

sucesién de descripciones instantdneas wy, wo, . . . , we, donde w; codifica una config-
uracién inicial, wy, codifica una configuracién final y para todo i =1,...,2n — 1 se
tiene que w; ,, w;11. Representaremos una computacién aceptante wy, wo, . .., wa,

de 2n — 1 transiciones de M por la palabra

wl#w§#w3#wf# e #w2n—1#wi## (3~7)
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donde # es un simbolo especial que no pertenece ni al conjunto de estados ni al
alfabeto de M y para cada i = 1,...,n, la expresién wf denota el reverso de la
cadena ws;. Llamaremos a una cadena como la de la expresién 3.7, una descripcion
alternante de una computacién aceptante de M.

Sean S'y H el conjunto de todas las configuraciones iniciales y configuraciones
aceptantes de M (respectivamente). Denotaremos con H* al conjunto de los reversos

de todas las palabras en H. Considere ahora los siguientes lenguajes

Lo(M) = {w#u# :w F o ubt#
Li(M) = S#{w Hudt whk,, u} H #.#

Por claridad se ha senialado con un punto bajo (.) la concatenacién de lenguajes

y por simplicidad se han omitido las llaves para representar el lenguaje {#}.
Lema 3.6 (Lema de Hartmanis [14])

1. Lo(M) y L1(M) son lenguages libres del contexto deterministicos.

2. Lo(M) N Ly(M) es el conjunto de todas las descripciones alternantes que cod-

ifican las computaciones aceptantes de M.

Note que una palabra en Lo(M) tiene la forma w #ult#woFtuli 4t - - - wor Full | FwHult##
y codifica una secuencia finita de configuraciones C4, Cs, C5,CYy,...,C,_1,C, tales
que Cy F,, Cy, C3 =, Cy, ..., Coy b, C;; dada esta secuencia, existe una pal-
abra en Li(M) que codifica una segunda secuencia Cy, C1,Co, C5,Cy, ..., C,, Cryq
de configuraciones tales que Cj es una configuracién inicial, Cy =, Cy, Cy =, Cs,

..y G, Criq y Crqq es una configuracion aceptante. Esto implica que

1. Siw € Lo(M) N Ly(M) entonces w es la unica descripcion alternante de una

computacién aceptante en M.

2. Para cada computacién aceptante descrita por una secuencia de configuraciones
Cy, C1, Cs,. .., Cy, C,y1 existe una unica descripcién alternante w € Lo(M) N

Li(M) que la codifica.
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De esto se sigue que: existe una biyeccién entre el lenguaje Lo(M) N Li(M) y el
conjunto de computaciones aceptantes de M.

Note ademds que al ser Lo(M) y Li;(M) CFL deterministicos, son por lo tan-
to, CFL no ambiguos [15]; existe entonces una gramadtica libre del contexto G,
tal que L(G) = Lo(M) U Li(M), més formalmente, si Gy = (X, Vo, Fo, So) ¥
G1 = (X1,V4, P, S1) con (Vo NV; = (), son gramdticas libres del contexto no am-
biguas tales que L(Gy) = Lo(M) y L(G1) = Li(M), entonces formamos la gramatica
libre del contexto G = (X,V, P,S), con S ¢ Vo U V;, donde

u E:ZQLle
» V=VouWu{S}

L P:{S—>S()|Sl}UPOUP1

Claramente, G es una gramética libre del contexto de ambigiiedad a lo mds 2 [4],

de hecho, como Ly(M) N L1(M) es no vacio, G es de ambigiiedad 2.

Proposicion 3.5 Para toda funcion f € # Py, existe un lenguaje libre del contexto
L de ambigiiedad 2 tal que f es #1-reducible a f1 (la funcién de censo de L).

Prueba. Sea M una CMT que calcula f en tiempo cn (polinomial) para alguna
constante ¢ > 0. Sea M’ una CMT que calcula [ en tiempo polinomial y es tal que
para cadan € N, todas las descripciones alternantes de M’ sobre el input 1" tienen la

misma longitud, digamos g(n) para alguna funcion polinomial inyectiva g. Entonces

F(1") = aacar(1") = [Lo(M') N Ly(M') n Q)] (3-8)

fLoﬂLl (1g(n)) = fLo (1g(n)) + le (1g(n)) - fLOULl <1g(n)ﬁ3'9)

donde §2 es un alfabeto adecuado, fr,, fr,, fronr, Y frour, son las funciones de
censo de los lenguajes Lo(M'), L1(M"), Lo(M") N Liy(M') y Lo(M') U Li(M') re-
spectivamente. La ecuacion 3.9 es consecuencia inmediata del principio de inclusion-
exclusion.

Puesto que Lo(M') y Li(M') son no ambiguos, por el Corolario 3.4, fr, y fr,

pueden ser calculadas eficientemente, por lo tanto, la funcion f es #1-reducible a
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frouLys la funcion de censo del lenguage libre del contexto Lo(M') U Li(M’), que es

un lenguaje de ambigiiedad 2. m

Intuitivamente, la Proposicién 3.5 muestra que las funciones en # P; son al menos
tan dificiles como las funciones de censo de lenguajes libres del contexto de am-
bigiiedad 2. Podemos hacer mds precisa esta afirmacién con el enunciado del corolario

a continuacion.

Corolario 3.5 FExiste un lenguage libre de contexto L tal que su funcion de censo fr,

es # Py -completa.

Prueba. Sea f un problema # P, completo, el Lema 3.5 garantiza la existencia de un
lenguaje libre de contexto (jde ambigiiedad 2!), digamos L, tal que f es #;-reducible

a fr. Tenemos entonces que f7, es # P, completa y el corolario queda demostrado. =

3.5. Aproximabilidad

Los resultados de la seccién anterior sugieren que la gran mayoria de los lenguajes
libres del contexto poseen funciones de censo que no se pueden calcular eficiente-
mente. Cuando nos enfrentamos a un problema de conteo, tenemos dos alternativas,
resolver el problema de manera exacta (en caso de ser posible) o resolverlo de man-
era aproximada (que podria ser méas fdcil). En esta seccién introducimos la nocién
de FPTRAS (full polynomial time randomized approximation scheme) y discutimos
brevemente la teorfa relacionada. En la siguiente seccion mostraremos que si L es un
lenguaje libre del contexto de ambigiiedad finita, existe entonces un FPT RAS que

permite aproximar la funcién f7.

3.5.1. El modelo PrRAM

Estudiaremos a continuacién el modelo de computacién en el que nos apoyaremos
para describir los algoritmos de generacion aleatoria uniforme, a saber, las mdquinas
de acceso aleatorio probabilisticas, en adelante PrRAM (probabilistic random access

machine).
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Recordamos que una mdquina de acceso aleatorio (RAM) consiste de una cinta
de entrada de solo lectura, una cinta de salida de solo escritura, una memoria y un

programa (Figura 3.1).

Memoria

o

my

A

v Cintadesalida
I N N N

Figura 3.1: Maquina de acceso aleatorio (RAM).

La cinta de entrada es una sucesién de celdas, cada una de las cuales puede
albergar un entero; cuando un entero es leido desde la cinta de entrada, el cabezal
de la cinta se desplaza una celda a la derecha. La cinta de salida es una sucesién
(potencialmente infinita) de celdas en blanco; cuando una instruccién de escritura es
ejecutada, un entero es impreso en la celda donde se encuentre actualmente el cabezal
de la cinta de salida y, después de la escritura, el cabezal se desplaza a la siguiente
celda a la derecha. La memoria consiste en una sucesién de registros mg, mq, ... cada
uno de los cuales puede albergar un entero; no hay cota superior para el nimero de
registros que pueden ser usados.

El programa es una secuencia fija de instrucciones (opcionalmente etiquetadas)
que no son modificadas durante la ejecucién de la RAM. Asumiremos que existen
instrucciones de entrada y salida (read y write) que manipulan las cintas, instruc-
ciones de movimiento de datos desde y hacia la memoria (load y store), instruc-
ciones aritméticas (add, sub, mult y div), instrucciones de manipulacién del puntero

(jum, jzero y jgtz) y la instruccién halt para detener la computacién de la RAM.
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Para una completa revision de las instrucciones y de la semdntica de la computacién
del modelo RAM, el lector puede consultar la referencia [1].
Cada instruccion opera su argumento segin ciertas convenciones (modo de direc-

cionamiento indirecto): un argumento de la forma

‘=1” indica el entero ¢ € Z, “i”
indica el contenido del registro m; y “*i” denota el contenido del registro m; donde
J es el contenido del registro m;. En adelante, denotaremos el contenido del registro
m; como M ().

A manera de ejemplo, la Tabla 3.1 muestra algunas instrucciones y su significado.

Instruccién | Significado

read i M (i) toma como valor el entero en la celda actual de la cinta de entrada
write *i Se escribe en la cinta de salida el valor del registro m s

load i M (0) toma el valor M (i)

store i M (i) toma el valor M (0)

add i M(0) toma el valor M(0) + M (i)

div =i M (0) toma el valor [ M (0)/i]

jump =i El puntero de instruccién se mueve a la instruccién i-ésima

Tabla 3.1: Instrucciones RAM

Usaremos el criterio de costo logaritmico para estimar la complejidad de los al-
goritmos que pueden ser implementados en este modelo RAM. Sea log(i) la funcién

logarftmica sobre los enteros definida por

, llogy(i)] +1 si >0
log(i) =
si 1=0
Para cada instruccién posible del modelo RAM, se define el costo (logaritmico)
t(7) de acceder el argumento i como t(= i) = log(i), t(i) = log(i) + log(M (7)) y
t(x1) = log(i) + log(M (7)) + log(M (M (7))).

Observacion 3.4 FEl lenguaje de alto nivel con el que cuenta el modelo RAM per-
mite el diseno de algoritmos faciles de entender puesto que son mds similares a los
algoritmos implementados en los lenguajes de programacion de la actualidad. Por
otro lado, el criterio de costo logaritmico asumido para el andlisis de la compleji-

dad computacional es realista en tanto que es acorde con el modelo de maquinas de
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Turing, es decir, los tiempos de computo de ambos modelos estdan polinomialmente

relacionados.

Recordamos que dos funciones f, g se dice que estdn polinomialmente relacionadas
si existen dos polinomios p, ¢ tales que f(n) < p(g(n)) y g(n) < q(f(n)) para todo
n > 0.

Proposicién 3.6 (/26]) Los costos en tiempo (y espacio) del modelo RAM y el mod-

elo de maquinas de Turing estdn polinomialmente relacionados.

A fin de obtener un modelo apropiado para algoritmos aleatorios, es necesario
introducir un modelo de computacién probabilistico. Una mdquina de acceso aleatorio
probabilistica (PrRAM) es una RAM dotada de una cinta semi-infinita de solo lectura
a la que llamaremos cinta aleatoria y una instruccién rnd que le permite acceder a
ésta (Figura 3.2). Cada celda de la cinta aleatoria contiene un cero o un uno; cuando

“rnd a” es ejecutada, el cabezal de la cinta aleatoria escanea a celdas

la instruccion
de la cinta aleatoria, i.e. escanea una secuencia de a bits, esta secuencia de bits es
transferida a un registro en la memoria (eventualmente mg) y es interpretado alli
como un entero en notacién binaria.

Cinta aleatoria

ple [ [ [

‘ X1 X ‘ ‘ ‘

L

Cinta de entrada

Memoria i

mo

My

; Cinta de salida

IR ECIN N I I

Figura 3.2: Maquina de acceso aleatorio probabilistica (PrRAM)

La complejidad computacional de una PrRAM es definida andlogamente al mod-

elo RAM, considerando adicionalmente el costo de la instruccién "rnd a" que se
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define como t(a); aqui el argumento "a" toma una de las tres formas del modo de
direccionamiento indirecto ya mencionado en el modelo RAM. Al niimero de celdas
leidas por la instruccién rnd lo llamaremos el nimero de bits aleatorios usados en la

computacion.

3.6. Generacion aleatoria uniforme

En adelante, usaremos el simbolo | para denotar un elemento distinguido que
no pertenece a algin alfabeto. El simbolo | serd 1itil si queremos indicar un valor
especial en el output de un algoritmo probabilistico, por ejemplo, para indicar una

nocién natural de error.

Notacién 3.1 5i L C ¥* es un lenguaje formal, usaremos el simbolo L,, para deno-
tar el conjunto

L,=%¥"NL

Definicién 3.16 Un algoritmo A es un generador aleatorio uniforme (u.r.g.) para
un lenguaje formal L C ¥* si y solo si, para cada n > 0 tal que fr(n) > 0, se tiene

lo siguiente

1. El output de A en el input n, denotado A(n), pertenece al conjunto L, U {L}

2. Para toda palabra w € L, Pr[A(n) =w | A(n) #L1] = |L1n|

3. Pr[A(n) =1] <

PN

St A es un generador aleatorio uniforme que opera en tiempo polinomial en n,

diremos que A es un generador aleatorio uniforme de tiempo polinomial.

La constante 1 en el numeral 3 de la definicién anterior puede ser reemplazada

4
por cualquier mimero positivo estrictamente menor que 1 como lo muestra el lema a

continuacién.

Lema 3.7 Sea L un lenguaje formal L y sea A un algoritmo para el cual los nu-

merales 1 y & de la Definicion 3.16 se satisfacen, suponga ademds que Pr[A(n) =L
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] <6, para algiin 0 < § < 1. Entonces, para todo 0 < &' < 1 ewiste un algoritmo A’
para el cual los numerales 1 y 8 de la Definicion 3.16 se satisfacen y adicionalmente
se satisface la desigualdad Pr[A’'(n) =1] < §'. Mds aiin, si A trabaja en tiempo t 4(n)
y usa R4(n) bits aleatorios, entonces A’ trabaja en tiempo O(t4(n)) y usa O(Ra(n))
bits aleatorios.

Prueba. Si § < ' la afirmacion es trivialmente cierta. En otro caso, sea AMP el

Algoritmo 3.1.

Algoritmo 3.1 AM P: amplificador de probabilidades
Input: n
1: s+—1,2+0
2 while i < | %% | and s =1 do
3: 1+—1+1
4: s «— A(n)
5. return s

Sin es un entero tal que fr(n) > 0, entonces

Pr[A(n) = 1] = (PrlA(n) =) %5 ] < 5151 < 5
Por otro lado, para cada w € L,, se tiene que
PrA'(n) = w | A'(n) A1) = PriA(n) = w | A(n) £1]

Las afirmaciones acerca del tiempo de computo y nimero de bits aleatorios usados

por A’ se siguen inmediatamente de su definicion. m

Definicién 3.17 Un algoritmo A es un esquema de aproximacién aleatorio (7.a.s.)
para la funcion de censo fr, de un lenguaje formal L C ¥* si y solo si, para cada

n > 0 tal que fr(n) > 0 y para cada € € (0,1), se tiene lo siguiente
1. A(n,e) € QU{L}
2. Prl(1—e)fr(n) < A(n,e) < (1+€)fr(n) | Aln,e) #1] > %

3. Pr[A(n) =1] <

I,
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Mas aiin, un r.a.s. se dice que es de tiempo completamente polinomial o (FPTRAS)

st este opera en tiempo polinomial en n y %

La constante }l del numeral 3 puede ser reemplazada por cualquier nimero posi-
tivo estrictamente menor que uno [17]; también, la constante % del numeral 2 puede
ser reemplazada por cualquier nimero en el intervalo (%, 1) [26].

Como ya lo dijimos, en esta seccién probaremos que para cada lenguaje libre del
contexto de ambigiiedad finita existe un F'PTRAS para su funcién de censo. La
existencia de algoritmos aleatorios de conteo aproximado (r.a.s.) esta estrechamente
ligada a la existencia de generadores aleatorios uniformes (u.r.g.). Esta importante
conexioén fue descubierta por Jerrum, Valiant y Vazirani en [17]. Tomando nota de
esta importante relacién, antes de probar que para cada CFL de ambigiiedad finita

existe un FPTRAS que aproxima su funcién de censo, mostraremos la existencia de

generadores uniformes para tales lenguajes.

Notacién 3.2 Sea G = (3,V, P,S) una CFG. Supondremos que G estd en forma
normal de Chomsky y supondremos que V no contiene variables initiles. Sea A una

variable en V. Considere las siguientes definiciones:
1. Ly={we¥y:ASw}

2. Yw € ¥*, el simbolo ds(w) denota el mimero de derivaciones A = w (o equiv-

alentemente, el nimero de drboles de derivacion con raiz en A de la palabra

w).
3. Dado |l € N, definimos

La(l) = {we€La:|w=1}
Ta(l) = ) da(w)

w|=!

4. Pya el conjunto de reglas de produccion de la forma A — BC, con B,C € V

5. P el conjunto de reglas de produccion de la forma A — a, con a € 2.
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Observaciéon 3.5 Los objetos introducidos en la definicion anterior dependen de G,
pero para no sobrecargar la notacion hemos decidido no usar subindices o superindices

que indiquen de manera explicita este hecho.

3.6.1. Generacién uniforme en CFL no ambiguos

Los algoritmos de generaciéon uniforme para lenguajes de ambigiiedad finita uti-
lizan como una de sus subrutinas m&s importantes un algoritmo de generacién uni-
forme para lenguajes no ambiguos, este algoritmo, que fue descubierto por Flajolet,
Zimmermann y Van Cutsen [11], serd denotado con el simbolo GEN (ver Algoritmo
3.2). La variable k en el algoritmo GEN es un parametro utilizado para aumentar

la probabilidad de éxito.

Algoritmo 3.2 GEN(A,I)
Input: (A,l) € V x N, donde V es el conjunto de variables de la gramatica
Output: w e Ls(l) U{L}

Lt—0,r—1L, w1l

2: while i < k and r =1 do

3: 1—1+1
4: seleccione aleatoriamente u € {1, ...,2MeTa(O1}
5: if w <Tx(l) then
6: T U
7. if r #1 then
8: if [ =1 then
9: Sea A — a el r-ésimo elemento de P}
10: w < a
11: else
12: calcule el menor elemento (A — BC, k) € Py x {1,...,l — 1} tal que
> Tp(h)Te(l—h) >r (3.10)
(A—DE,h)<(A—BC,k)
13: wp «— GEN(B, k)
14: we — GEN(C,l — k)
15: if wg #1 and we #1 then
16: W <~— WpWC

17: return w
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Observacién 3.6 Es impreciso decir que GEN es un generador uniforme para
gramdticas no ambiguas: no se conoce un unico GEN para todas las gramdticas no
ambiguas; en cambio, existe un generador uniforme por cada gramdtica no ambigua.
Si quisiéramos ser mdas precisos debertamos usar el simbolo GEN (G) para denotar
el algoritmo asociado a la gramdtica no ambigua G, sin embargo, para evitar recargar
la notacion y hacer la lectura mds fluida, abusaremos de la notacion y del lenguaje

e insistiremos en sequir usando el simbolo GEN .

Fijemos una gramética no ambigua G = (X,V, P, S), el algoritmo GEN requiere
que se introduzca un orden lineal sobre el conjunto de reglas de produccién de la
gramatica.

Suponga que G estd en forma normal de Chomsky y suponga que cada uno de
los conjuntos ¥ y V estdn dotados cada uno de una relacién de orden total <y y
=<y, respectivamente. Dado A € V usaremos el simbolo P, para denotar el conjunto
de las reglas en P que tienen a A como la tnica variable a la izquierda de la regla
y dado i > 1 usaremos el simbolo P} para denotar el conjunto {A — « : |a| =i} .
Para cada [ > 0, definiremos un orden =; sobre el conjunto P} x {1,...,] — 1} (sobre

P}‘ si [ =1), el orden =; se define de la siguiente manera:

» Sil=1, entonces A - a =1 A—bsia=<b.

» Sil > 1, entonces (A — BC,h) =, (A — DE, k) siempre que h < k, o bien si
h=Fk y BC <,. DE, donde <y- es el orden lexicografico asociado al orden
=v.

Nosotros sabemos que la funcién generatriz
G(z) =Y Ta(l)?
1=0

de T'4 es algebraica [7]. Por el Teorema de Comtet, existen polinomios po(X), p1(X), ..., pm(X) €

7.1 X] tales que para todo [ suficientemente grande se satisface la ecuacién 3.11

po()Ta(l) + pr(DTa(l — 1) + - + pu(DTa(l = m) = 0 (3.11)
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Es facil ver que T4(l) € O(r™) para algin r > 0, esto implica que los primero n
términos T4 (1), ..., T4(n) se pueden calcular en una RAM en tiempo O(n?) usando
el criterio del costo logaritmico. Mds atin, para cada 1 <[ < n los enteros [logT4(1)]
pueden ser calculados en tiempo O(Ilogl) para un costo total de O(n?logn).

Si suponemos ahora que GG es una gramaética no ambigua, entonces
» da(w) <1 para toda A € V' y para toda w € £*
» Ta(l) = |La(l)| y por lo tanto Ts(l) = f1(I) para toda [ € N.

En este caso, es posible construir un w.r.g. para el lenguaje Lg utilizando el

siguiente procedimiento:
Input: n € N

1. Para todo 1 <1 < n y para toda A € V calcule los T(l).
2. Ejecute el algoritmo GEN en el input (S,n) (ver Algoritmo 3.2).

Nota: Dado (A,1), el input de GEN, si | =1, entonces GEN selecciona
aleatoriamente un elemento A — a en el conjunto P} y retorna la
palabra formada por el inico simbolo a. Si l > 1, GEN escoge aleato-
riamente un elemento (A — BC, k) en el conjunto Py x{1,...,1—1},
y recursivamente hace llamadas en el input (B, k) y (C,l — k) y re-

torna la concatenacion de las dos palabras asociadas a éstos inputs.
El algoritmo GEN en el input (A,l) € V x N retorna un elemento
we La(l)U{L} tal que (ver [5])

a) Para cada x € L4(l) se tiene que

1 1

Prlw =z [w #1] = Ta() ~ [La(D)]

b) Prjw=1] <

1
4
3. Retorne la palabra w que corresponde al output de GEN, en el input

(S,n).

Nota: Note que w € Lg(n)U{L}, note también que
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a) Para cada x € Lg(n) = L, se tiene que

1
Priw=z|w#1l] = o) = A0

es decir, si w #1 entonces w es una palabra de L,, generada aleato-

riamente de acuerdo con la distribucion uniforme sobre L,,.

b) Prlw =1] < 1.

No es dificil ver que en nuestro modelo PrRAM de costo logaritmico, el algoritmo

descrito toma un tiempo total O(n?logn) y usa O(n?*logn) bits aleatorios [5].

Teorema 3.4 Todo lenguaje libre del contexto mno ambiguo admite un generador

aleatorio uniforme de tiempo O(n*logn) que usa O(n*logn) bits aleatorios.

Observacion 3.7 Note que si G es una gramdatica ambigua (i.e. da(w) > 1 para
algin A € V y w € ¥*) entonces, en el input (A,l), el algoritmo GEN retorna un
elemento w € Ls(1) U{L} tal que

dA(ZL‘)

Para cada x € La(l),Prlw =2 | w#1] = T—(l)
A

este hecho serd til para estudiar la generacion aleatoria uniforme para lenguajes
libres del contexto de ambigiiedad finita, a su vez, este w.r.g. serd clave en la con-

struccion de un FPTRAS para tales lenguajes.

Observacion 3.8 Note ademds que es facil modificar GEN (sin cambiar las proba-
bilidades involucradas y sin cambiar sustancialmente el tiempo de computo) si quer-
emos que en lugar de retornar palabras retorne las derivaciones de tales palabras.
Esto es ast porque la operacion clave en los cdlculos recursivos de GEN es la elec-

cion aleatoria de las reglas de produccion.

3.6.2. Generacién uniforme para CFL de ambigiiedad finita

Dada G una gramdtica, ambigua o no ambigua, existe un algoritmo GEN (G)

el cual se comporta como un u.r.g cuando GG es no ambigua. Si G es ambigua el
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algoritmo GEN (G) de Flajolet et al no es un generador uniforme, pero podemos
modificarlo para convertirlo en un u.r.g cuando GG es de ambigiiedad finita.

Fijemos una gramética G = (X,V, P,S), y sea GEN el algoritmo de Flajolet et
al asociado a la gramédtica GG. Supondremos que G es una CFG en forma normal
de Chomsky y sin variables inttiles, supondremos ademés que G es de ambigiiedad
finita, esto es, que existe un D € N tal que dg(w) < D para toda w € X*. Atendiendo
la Observacion 3.7, es posible construir un u.r.g. para Lg siguiendo la siguiente idea

intuitiva:

1. Calcule la palabra w = GEN(S,n) (Algoritmo 3.2), si w #_L continte con el
paso 2, en otro caso repita el paso 1 un nimero apropiado (fijo) de veces, si

siempre obtiene w =1 retorne este valor.

2. Calcule el valor dg(w)

3. Construya una moneda parcializada con probabilidad de cara igual a } ]

4. Haga un lanzamiento de la moneda y en caso de obtener cara retorne el valor

w, en otro caso retorne |

Note que la construccién y el lanzamiento de una moneda parcializada son féciles

de simular en nuestro modelo PrRAM, ademads, puesto que cada palabra w en Lg(n)

es generada con probabilidad = ds w)) el uso de la moneda parcializada permite obtener

1 1 1
la palabra w con probablhdad ) ds@) = Ts() = i) ©8 decir, todas las palabras

de longitud n en L son generadas con igual probabilidad. M&s atin, un valor adecuado

del pardmetro x permite amplificar la probabilidad de éxito tanto como sea necesario.
Formalmente, el Algoritmo 3.3 describe el procedimiento, donde mem(C') denota el
minimo comin multiplo del conjunto C' C N.

Es importante senalar que el entero r puede ser mayor que m, y puesto que

% < Smen7 < 1, esto implica que toda palabra w generada por GEN-AmbFinita

es generada con probabilidad ) para algin %

< h < 1; sin embargo, el valor
de h es fijo e independiente de w y por lo tanto, toda palabra w de longitud n es
generada con igual probabilidad. Ademads, senalamos que el valor dg(z) en la linea 6

del Algoritmo 3.3 es calculado haciendo uso del algoritmo de Earley [10]. El tiempo
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Algoritmo 3.3 GEN-AmbFinita(G)
Input: n
Output: we L, U{Ll}
1. m«—mem({1,...,D}), l < [logm], i 0, w L
2: while i« < kD and w =1 do
1— 141
x— GEN(S,n)
if z #1 then
d ds(:L’)
seleccione aleatoriamente r € {1,...,2'}
if » < % then
9: W< T
10: return w

de céomputo empleado en el célculo de dg(z) estd dado por el Lema 3.8 probado en

[5]-

Lema 3.8 Dada una gramdtica libre del contexto en forma normal de Chomsky y
de ambigiiedad finita, existe un algoritmo que con input w € L calcula el nimero de
drboles de derivacion de w en tiempo O(|w|*log |w|) y espacio O(|w|*) usando una

PrRAM con criterio de costo logaritmico.

La prueba es constructiva y los autores exhiben el algoritmo. No es dificil probar
que GEN-AmbFinita es un u.r.g. para L y que la computacion méds costosa del
algoritmo es, de hecho, el cdlculo de dg(w).

Es fécil probar que existe un algoritmo de tiempo polinomial que permite calcular
la funcién T, este hecho serd fundamental en el desarrollo de nuestros esquemas de
aproximacién. Note que si L es un lenguaje no ambiguo y G es una gramética de
Chomsky que lo genera y que a su vez es no ambigua (i.e. para todo w € L se
satisface la igualdad dg (w) = 1), entonces las funciones f; y T coinciden, esto es

asi dado que

fuln)=Y 1= ds(w)=Ts(n)

’LUELn ’LUGLn
El algoritmo utilizado en la prueba del Corolario 3.4 es en realidad un algoritmo
que permite calcular la funcién T en tiempo O (log2 n) usando un nimero polinomial

de procesadores, (y esto para cualquier gramdtica libre de contexto). Dado M el
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algoritmo paralelo que calcula la funcién Tg, siempre es posible obtener de M un

algoritmo secuencial de tiempo polinomial que calcule la misma funcion.

Teorema 3.5 Si L es un lenguaje libre del contexto de ambigiiedad finita, entonces
eziste un u.r.g. para L de tiempo O(n?logn) y espacio O(n?) empleando una PrRAM

con criterio de costo logaritmico.

Observacion 3.9 El Teorema 3.4 puede ser extendido, con un poco de trabajo, a
la clase de funciones de censo de los lenguajes libres del contexto de ambigiiedad

polinomial.

3.7. FPTRAS para las funciones de censo de los
lenguajes libres del contexto de ambigiiedad

polinomial

En esta seccién usaremos la relacién existente entre generacién aleatoria uniforme
y conteo aproximado para exhibir esquemas de aproximacién aleatoria (FPTRAS)
para las funciones de censo de los lenguajes libres del contexto de ambigiiedad finita.

Sea G una CFG y sea L el lenguaje generado por G. Recuerde que en la Notacién
3.2 (pag. 45) para cada A € V hemos definido implicitamente las funciones d4 : L —
Ny T4:N— N como:

Ve e L,da(zr) = [{t €Trees: h(t) =x}|
VIEN, Ta(l) = > da(w)

|w|=1

donde T'reey es el conjunto de todos los drboles de (G-derivaciones con raiz en A,
y h :Trees — L es la funcién que a cada drbol t € Treey le asigna la palabra en L
derivada mediante t. Note que h(t) es la palabra que se obtiene al leer los simbolos
terminales ubicados en las hojas de ¢ (tenga en cuenta que t es un drbol plantado lo

que implica que las hojas de t estdn ordenadas).
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Antes de presentar el FFPTRAS para la funcién de censo de un CFL de am-
bigiiedad polinomial, presentaremos un Lema que es una forma de la famosa de-

sigualdad de Hoeffding’s.

Lema 3.9 5@ X, X1,..., X, son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas que toman valores en el intervalo [0,1]. Entonces, para cada € > 0
- Xi —2n(E[X]e)?
Pr|(1—-¢)E[X] < E — < (1+eE[X]| >1-2e
n
i=1

Teorema 3.6 Sea L un lenguaje libre del contexto de ambigiiedad polinomial explici-
tamente descrito por una gramdtica G tal que para cada w € L se satisface la de-
sigualdad d(w) < O(Jw|P), (i.e. G es una gramdtica de ambigiiedad polinomial). Sea
Gen un generador aleatorio uniforme para L. Si Gen es computable en tiempo tgen,
Ts es computable en tiempo brg (n), h es computable en tiempo t, y d es computable
en tiempo ty. Existe entonces un esquema de aprozimacion aleatorio Aprox(n,e) de
tiempo O(t, (n) + ”:—QD(tGm(n) +th(n) +ta(n))), donde € es el pardmetro que acota
el error en la aproximacion.

Prueba. Por brevedad, definimos p(n), el polinomio que acota la ambigiiedad de G,
como p(n) = kin? + ko, donde ki y ky son constantes enteras tales que para cada
w € L se satisface la desigualdad d(w) < p(|wl|). Sea Aprox el Algoritmo 3.4 donde

k > 0 es una constante entera cuyo valor puede ser ajustado previamente.

Algoritmo 3.4 Aproz(n,e))
Input: n,e

1: 10,70, m<0

2: while i <  [p(n)/€]* do

3: 1—1+1

4: t «— Gen(n)

5: if t #1 then

6: j+—j+1

7 m«—m+ m
8 if j > 0 then

9: return %(”)
10: else
11: return |
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Por cada entrada al ciclo while (linea 2) se ejecutan a lo mds una vez los pro-
cedimientos Gen, d y h (ver lineas 4 y 7), ademds, Ts(n) al estar fuera del dmbito
de cualquier ciclo es ejecutado a lo mas una vez en todo el algoritmo (linea 9).
Puesto que el ciclo while es ejecutado k P@T veces y dado que p(n) € O(nP), el
algoritmo Aprox opera en tiempo O(tr, + ”:—ZD(tGm(n) +th(n) +tq(n))). Solo queda
por mostrar que Aprox es un esquema de aprozimacion aleatorio para la funcion de
censo fr. Fijemos un n tal que fr(n) >0 y sea J la variable aleatoria que represen-
ta el valor de j al final de la ejecucion del Algoritmo Aprox. Entonces, puesto que

Pr[Gen(n) =1] < %, para un K apropiado se tiene que:

Pr[Aproz(n) = 1] = Pr[J = 0] = (Pr[Gen(n) —1))* "1 < i

Consideremos ahora el caso J > 0. Denotaremos como Trees(n) el conjunto de dr-
boles de derivacion con raiz en S que producen cadenas de longitud n (i.e. Trees(n) =

{t € Trees : h(t) € L,}). Definamos ahora

1
= 2 gy | O+

1 1
= 2 d(h(t)) Ts(n)

teTrees(n)

1 1
= 2\ 2 dw)

fr(n)
Ts(’n)

St M es la variable aleatoria que representa los valores asumidos por m al final de
la ejecucion del algoritmo Aprox y I(n,e€) es el intervalo cerrado [(1 — €)u, (1+ €)ul,
el Lema 3.9 nos permite afirmar que

M
J

M
Pr 7¢I(n,e)|J:k} §1—Pr{(1—e)ﬂg <(1+e)p|J=k| <2e 2w’
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2
para todo k > 0. De aqui, si N = k {p(en)-‘ y q = Pr[Gen(n) #1] > 2, entonces el

teorema de Bayes [3] implica que

M _ Pr[¥ ¢ I(n,e)nJ >0
Pr 7¢I(n,e)]J>01 = PrlJ >0
(S Pr[ ¢ I(n,) | T =K)) PrlT = K]
- Pr[J > 0]
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la tltima desigualdad se sigue del hecho de que 1 — eiz > 5 para todo x € [0,1] y de
que Ts(n) < fr(n)p(n).

Finalmente no es dificil ver que para un k > 0 apropiado se tiene que

2\ *[ 72
(5GR)) <

—MTj(") (ver linea 9 de Aprozx) se verifica que

Ahora bien, puesto que Aprox(n,e) =
M

Pr - € I(n,e) | J> 0] =Pr[(1—c¢€)fr(n) < Aproz(n,e) < (1 +€)fr(n) | Aproz(n,e) #1]

y de aqui que

Pr{(1—e€)fr(n) < Aprox(n,e) < (1+¢€)fr(n) | Aprox(n,e) #L1] >

W~

con lo que queda probado que Approx es un esquema de aprorimacion aleatorio para

Jo.- =
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Observacion 3.10 Jerrum, Valiant y Vazirani [17] muestran que si L es un lengua-
je libre de contexto de ambigiiedad estrictamente exponencial existe un esquema de

aproximacion aleatorio que permite calcular fr en tiempo cuasipolinomial.
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Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo, el iltimo de este trabajo, usaremos algunos de los teoremas dis-
cutidos previamente para estudiar desde el punto de vista algorftmico dos problemas
provenientes de las ciencias aplicadas, en su orden: tomografia discreta y mecédnica

estadistica.

4.1. Aplicaciones en tomografia discreta: conteo

de poligonos con area prescrita.

En esta seccion consideraremos un problema de conteo delgado relacionado con
poligonos y exhibiremos un algoritmo en paralelo que resuelve este problema. Nuestro

algoritmo estd basado en el método de Schiitzenberger-Bertoni.

Observacion 4.1 El material estudiado en esta seccion estd basado en la referencia

[20].

El conteo de poligonos de drea prescrita es uno de los problemas de conteo delgado
més estudiados puesto que tiene muchas aplicaciones en termodindmica, fisicoquimica
y tomografia discreta (ver referencia [2] y las referencias en éste). En tomografia
discreta el conteo de poligonos es importante debido a que, en la mayorfa de los
casos, las instancias de un problema tomogréafico dado son ambiguas, esto es, las

instancias admiten varias soluciones. Para los usuarios de las imagenes tomograficas
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(e.g. médicos), es de interés calcular una solucién tnica (la solucién). El conteo de

poligonos puede ser usado para reducir el grado de ambigiiedad de la instancia dada.
Dado r > 1 usaremos el simbolo £} para denotar la grilla rectangular Nx [r].

Definicién 4.1 Un poligono es un ciclo simple incluido en L} que no contiene sub-

ciclos propios.

Definicién 4.2 Dado un poligono P, el drea de P, denotada A (P), es igual al

numero de celdas encerradas por éste.

Sea Iy el conjunto {(1, k) : £ < r}. El problema # Poly [r] es el problema de conteo
delgado definido por:

Problema 4.1 (#Poly|[r|, Conteo de poligonos en grillas rectangulares de altura r)

s Input: 1", donde n € N.

= Problema: calcular el nimero de poligonos de drea n que intersecan el conjunto

Io.

Observacion 4.2 Dado n,r > 2, existen infinitos poligonos de drea n contenidos

en L5, y todo poligono es la traslacion de un poligono que interseca Iy.
Nosotros probamos el siguiente teorema.

Teorema 4.1 Dado un entero positivo r, el problema de conteo delgado # Poly [r]
puede ser resuelto en tiempo O (log2 (n)) usando un niumero polinomial de proce-

sadores.

Note que para obtener una prueba del teorema 4.1 es suficiente mostrar que, si
fijamos r > 1, podemos calcular en tiempo 2°) un autémata de pila deterministico
M, que satisfaga:

Vn > 1,#Poly[r] (n) = fm, 2n+ 1)

donde #Poly [r] (n) denota el nimero de poligonos de drea n y fu, denota la

funcién de censo del lenguaje L (M,.), el lenguaje reconocido por el autémata M,..
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La construccion de M, estd basada en la codificaciéon de poligonos como palabras
sobre un alfabeto adecuado.

Desde ahora, fijaremos » > 1. Una porcion bilateral es un grafo en la grilla isomor-
fo a {0,1} x [r]. Las porciones izquierdas son los subgrafos de porciones bilaterales
obtenidas al eliminar todas las aristas verticales de la forma {(1,x), (1,2 + 1)}.

Los patrones izquierdos (patrones, para abreviar) son los tipos de isomorfismos de
los subgrafos de un patrén izquierdo, note que cualquier par de porciones izquierdas
de altura r son isomorfas.

Sea (n) el conjunto {0, ...,n}, note que dado un poligono v contenido en la grilla
(n) x [r], el poligono v es la concatenacién de una secuencia p;...p, de n patrones
tales que p; es no vacio (p; contiene al menos una arista horizontal) y todas las
aristas que ocurren en p, son aristas verticales localizadas en la columna izquierda
de p,. Note también que todo poligono de area n y altura r puede considerarse como
contenido en (n) x [r]. Lo anterior sugiere que podemos codificar los poligonos de

area n como palabras de longitud n + 1 cuyos caracteres son patrones.
Lema 4.1 Dado r > 1, existen a lo mds 22" patrones distintos.

El lema anterior es consecuencia de que todo patron es un subconjunto del conjun-
to de aristas de una porcién izquierda. Esto a su vez implica que podemos enumerar
la coleccién de todos los patrones en tiempo 2°(" (en tiempo constante dado que r
es fijo), usaremos el simbolo P, para denotar el conjunto de los patrones izquierdos.

Dados p y q dos patrones, podemos pensar de la concatenacién pq de estos dos
patrones como en un subgrafo de la grilla {0, 1,2} x [r]. El conjunto de los nodos
de pq que estan localizados sobre el conjunto {1} x [r] serd llamado el nicleo de pq
(o la 1-fibra de pq), y serd denotado con el simbolo ¢ (pg). Dado i € {0,1,2,3,4}

definimos una funcién «; : P, xPr — N de la siguiente manera:

@i (p,q) = HU €< (pq) : degpq (v) = Z}‘

donde deg,, (v) denota el grado de v como nodo de pg. Adicionalmente definimos
funciones 3,, 85, ..., By : Pr — N, donde dado i € {0,1,2,3,4} la funcién 3, cuenta

el nimero de nodos de grado ¢ ubicados sobre la 0-fibra del patron siendo evaluado.
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Note que nosotros podemos calcular en tiempo 2°) las tablas de cada una de las
funciones ay, ..., a4, By, ..., 4. Dados p,q dos patrones, diremos que el par (p,q) es

admisible si y solo si se satisfacen las ecuaciones

o (pg) =3 (p,q) = (p,g) =0

Usaremos el simbolo Z para denotar el conjunto de los pares admisibles, note que Z
puede ser calculado en tiempo 200,

Observe que dado v un subgrafo de (n) x [r], el subgrafo v es un poligono si y
solo si todos los nodos de «y tienen grado dos (como nodos de ) y 7 no contiene

ciclos propios. La prueba del lema a continuacién es muy facil y por ello se omite.

Lema 4.2 Una secuencia de patrones pips...pni1 codifica un poligono que interseca

el conjunto Iy si y solo si:

1. p1 es no wvacio, todas las aristas que ocurren en p,.1 son aristas verticales
localizadas sobre la columna izquierda de pni1, Bs(p1) = 51 (p1) = 0 y para

todo i < n se tiene que el par (p;, pi+1) es admisible.
2. Todos los nodos que ocurren en pips...pni1 tienen grado 2.

3. El grafo codificado por pips...pn11 Mo contiene ciclos propios.

Una n-cadena de patrones es una secuencia pips...p,.+1 que satisface las condi-
ciones impuestas en el enunciado del lema anterior. La prueba del lema a continuacién

es muy fécil y por ello se omite.

Lema 4.3 FEuxiste una biyeccion entre el conjunto de las n-cadenas de patrones y el

conjunto de los poligonos incluidos en (n) x [r] que intersecan el conjunto I.

Dado P un poligono, si P es el poligono codificado por pips...p,+1, entonces el

area de P, que denotamos con el simbolo A (P), es igual a Z A* (p;) , donde dado
i<n+1
p un patron definimos A* (p), el area de p, como sigue:

Sea hy, ..., h; la lista ordenada de las y-coordenadas (alturas) de los lados hor-

izontales que ocurren en p. Podemos suponer que ¢ es un niimero par igual a 2m.
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m—1

Definimos A* (p) como Z (h¢_2; — hy_9;_1) . Si p es un patron vacio (que no contiene

i=0
aristas horizontales) definimos A* (p) = 0. Sea A*:P;, — N la funcién p — A* (p),
note que una tabla para A* puede ser calculada en tiempo constante.

Estamos listos para definir nuestra codificaciéon de poligonos de un area dada,

para tal fin usaremos el alfabeto ¥ = {p : p € P} U{1}. Sea Ly €l lenguaje
Lpoty(ry = {1"p1.pni1 € X7 :in > 1 & U}

donde V¥ es la sentencia definida como la conjuncién de las siguientes condiciones:

1. py es no vacio; B4 (p1) = B4 (p1) = 0; todos los lados que ocurren en p, 1 son
lados verticales contenidos en la columna izquierda de p,1; para todo i < n
se tiene que (p;,pi+1) es un par admisible y todos los nodos que ocurren en

P1P2.--Pni1 tienen grado dos.
2. La n-cadena de patrones pips...p,.1 no permite la creacién de ciclos propios.

3. A (p1p2---pn+1) =n.

Sea r > 1y sea A, el conjunto de todos los subgrafos finitos y aciclicos de Nx [r]
cuyo grado total es acotado por 2 (i.e. tales que si v es un nodo, el grado de v es
menor o igual que 2). El lema a continuacién es un lema técnico que serd clave en la

prueba de los dos teoremas principales de este capitulo.

Lema 4.4 Dado r > 1, es posible calcular en tiempo 2°0) un autémata finito M,

que reconoce el conjunto A,.

Prueba. Lo que nosotros probaremos es que el lenguaje
Q. ={p1..pp € X" : U}

es regular, donde W es igual a la conjuncion de las siguientes condiciones:

1. Todos los lados que ocurren en p, son lados verticales localizados sobre la
columna izquierda de p,, y dado i < n — 1 se tiene que el par (p;, p;11) es un

par admisible.
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2. By (p1)+ Z oy (pi, piv1) = 2y se satisfacen las ecuaciones (3, (p1) = B3 (p1) =
i<n—1
0.

3. La cadena p;ps...p, prohibe la creacion de ciclos y no existen nodos en p1ps...p,

de grados tres y cuatro.

Podemos expresar ¥ como ¥, AWy, donde W, es la conjuncién de las dos primeras
condiciones y ¥, es la sentencia:

La cadena pyps...p, prohibe la creacién de ciclos y no existen nodos de grado tres
o cuatro contenidos en pips...p,

Definimos dos lenguajes

O ={p1..pn €X": U}

Qy = {p1..pn € X7 : Us}

Y observamos que €2, = ; N 5. Recuerde que la interseccién de lenguajes
regulares es regular. Lo anterior implica que es suficiente, para nuestros propdsitos,
probar que €2y y {25 son lenguajes regulares. Primero mostraremos que €2; es regular,
mostraremos que es posible construir en tiempo 2°) un autémata de estado finito
M que reconoce el lenguaje €2;.

Recuerde que nosotros podemos calcular los conjuntos Py, e Z; y las tablas de las
funciones ag, a1, as, as, By, 31 ¥ P35 en tiempo 2°0"). Entonces, antes de construir el
autémata podemos calcular estas tablas e incorporarlas en la funcién de transicién
del autémata que las usarda como lookup tables. Sea M el autémata de estado finito

(Qa qo, F7 5) definido por:

L Q={(q,1):qeX&0<i<2}U{q0, ¢ ¢} -
2. F=Q —{4¢}.

3. Sea pi...p, un input de M. La funcién de transicién § se define de la siguiente

maneras:
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a) 0(qo,p1) = (p1, 81 (p1)) si By (p1) = B3 (p1) = 0y By (p1) = 0, en otro caso
0 (q07p1) =dqr
b) Dado ¢ < n — 1, se tiene que § ((p;, k), piv1) = ¢, siempre que alguna de

las siguientes condiciones sea satisfecha:

" (pi>pi+1) §é 7.
w k4 oq (i, piv1) > 1.

¢) Seai <n—1. 5i(p;pit1) €Ty k+ a1 (pi,pit1) = 0, entonces

6 ((pis k), piv1) = (Piv1, b + a1 (pi, Piv1))
d) Si oy (pp_1,Pn) +k =0y p, no contiene aristas horizontales, entonces
6 ((pns k), 8) = Ga
e) Siag (pp_1,pns1) +k # 0 0 p, contiene aristas horizontales, entonces
6 ((pn, k), 1) = g

Note que el autémata M; simplemente verifica que la cadena p;...p, es una
cadena de patrones compatibles tales que el nimero de nodos de grado uno, tres y
cuatro es igual a 0 y tal que todas las aristas en p,, son aristas verticales contenidas
en la columna izquierda de p,. Es facil (pero tedioso) verificar que el automata M,
reconoce el lenguaje €. Tenemos que estimar el tiempo de computo empleado en
la construccién de M;. Note que el tiempo de computo esta acotado superiormente
por 2900 dado que las tablas que este emplea pueden ser calculadas en tiempo 29
y ademss |Q| € 20,

Para terminar con la prueba debemos mostrar que {2, también es un lenguaje
regular. Presentaremos una descripcion esquemadtica de un autémata de estado fini-
to, digamos M, que reconoce el lenguaje €25. Mostraremos que si fijamos n > 1,
podemos usar un autémata de estado finito My para reconocer los grafos aciclicos y

de grado total acotado por dos contenidos en [n] x [r] (el grado total de un grafo G

es igual a max,cy (@) {deg (v)})
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Una c-estructura es un subgrafo de [n] x [r] constituido por una secuencia vertical
de aristas ubicadas a la izquierda, y aristas horizontales ubicadas en los extremos
inferior y superior de la secuencia y que se extienden a la derecha de la mencionada

secuencia vertical (i.e. son subgrafos con forma de c). Note que:

1. Todo ciclo empieza con una c-estructura, esto es: El patron ubicado al extremo

izquierdo del ciclo contiene una c-estructura.

2. Las c-estructuras pueden ser ficilmente identificadas usando un autémata de

estado finito.

Podemos pensar en una c-estructura como en una alerta que nos advierte de
la posible emergencia de un ciclo. Esto implica que debemos guardar informacion
referente a las c-estructuras que han sido observadas con anterioridad. Para lograr
tal objetivo, debemos hacer seguimiento de las trayectorias que surgen de las c-

estructuras previamente observadas, esto serd posible puesto que:

1. Dado w, un input de My, y dado ¢ < |w|, existen a lo mds § parejas de trayec-
torias en el instante ¢ que han sido originadas en c-estructuras previamente

observadas que podrian dar lugar a ciclos.

2. La tnica informacién que tenemos que guardar, con el fin de controlar la evolu-
cién de un par de trayectorias peligrosas, son las y-coordenadas de los nodos
donde las trayectorias encuentran la columna derecha del patron izquierdo que

se estd escaneando.

Dado ¢ un entero positivo menor que 7, usaremos el simbolo P; para denotar el

conjunto

{((al,bl) g sery (a“bz)) : q)}

donde @ es la condicion:
at, ..., a;, b1, ..., b; € {1,...,r} son diferentes dos a dos y a1 5 b1;...;a; 5 b;.
Sea P el conjunto de estados del autémata Mo, el conjunto P es esencialmente

igual a U P;. Sea p = ((a1,b1), ..., (a;,b;)) un elemento de P, y supongamos que

0<i<?t
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p es el estado de My en el instante ¢. El estado p estd informandonos que las @
trayectorias peligrosas que estdn saliendo del patron izquierdo que se estd explorando
en el instante ¢, lo estédn haciendo a través de los pares de nodos (ay,b1), ..., (a;, b;). La
funcion de transicién de M, denotada por p, es definida de modo tal que nos permita
seguir la pista de la evolucién de aquellas trayectorias. Considere como ejemplo la

siguiente situacién:

1. El estado del autémata Mo, en el instante t, es igual a ((ay, b1) , (a2, b2) , (ag, b3)) .
2. a1§b1§&2§62§a3§bg.

3. La trayectoria cuya y-coordenada es igual a a; > 2, es extendida con una arista

vertical hacia abajo y luego con una arista horizontal.

4. La trayectoria cuya y-coordenada es igual a b; es extendida con una arista

vertical hacia arriba y luego con una arista horizontal.

5. La trayectoria cuya y-coordenada es igual a ao es extendida con una arista
vertical hacia abajo y luego con una arista horizontal. Ademads, suponemos que

ag—b1:3.

6. La trayectoria cuya y-coordenada es igual a by es extendida con una arista

vertical hacia arriba y luego con una arista horizontal.

7. Las trayectorias restantes son extendidas con aristas horizontales. Ademads,

suponemos que as — by > 2.

8. Una nueva c-estructura es observada, ésta estd conformada por dos aristas
horizontales cuyas y-coordenadas son iguales a k +3 y k 2 bs, y por tres
aristas verticales sobre la columna izquierda que unen los nodos localizados a

altura k£ y k + 3.

Dada esta informacion, tenemos que el estado del autémata Mo, en el instante

t+1, esigual a

((a1 — 1, bl + 1) s (ag — ]_,bg + ].) (Cbg,bg) s (l{?, ]{7 -+ 3))
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Identificamos la evolucién de una c-estructura con sus correspondientes parejas
de seguimiento (tracking pairs). Supongamos que M, estd leyendo la palabra w, y
supongamos que la pareja (a,b) pertenece al estado de M en el instante t. Existen
tres posibilidades para la pareja (a,b), en el instante ¢ + 1: (i) la pareja (a,b) se
fusiona con otra pareja del instante ¢; (ii) la pareja (a,b) sobrevive o (iii) la pareja
(a,b) se desvanece. Decimos que la pareja (a,b) se desvanece en el instante ¢t + 1 si y
solo si w1, el (t + 1)-ésimo patron de la palabra que se estéd leyendo, contiene una
cadena de aristas verticales que unen los nodos localizados a altura a y b. Si una
pareja se desvanece, un ciclo ha sido creado (detectado). Por otro lado, si dos parejas
se fusionan, esta fusién da lugar a un ciclo si y solo si las parejas estdn anidadas,
esto es: si la pareja (a,b) y (c,d) se funden en el instante t + 1, y la desigualdad
a $ ¢S5 d S b se verifica; cuando esto ocurre, un ciclo ha sido creado (detectado).
Usaremos el término vectores-pareja para denotar la tupla de parejas contenida en el
estado actual del autémata My, note que la evolucién de parejas define un dlgebra
de vectores-pareja la cual es finita y puede ser pre-calculada y codificada dentro de
la funcién de transicién de M.

Llegados a este punto podemos afirmar que hemos discutido las caracteristicas
claves de M, el lector debe estar completamente convencido de que €25 es un lenguaje
regular, y que un autémata de estado finito que reconozca {25 puede ser calculado en
tiempo 20().

Podemos ahora afirmar que un autémata de estado finito que reconozca €2, puede

ser calculado en tiempo 2. m

Teorema 4.2 Ly, es un lenguage libre del contexto no ambiguo y podemos calcu-

lar en tiempo 2°7) un autémata de pila deterministico Mopoty(ry que reconoce Lygpy(ry.

Prueba. (Esbozo de la prueba) Es momento de colocar las piezas juntas. Queremos

probar que el lenguaje
Lpoty(ry = {1"p1..pp1 €X":n>1& ¥}

es un lenguaje libre del contexto no ambiguo, donde ¥ es la conjuncién de las tres

condiciones listadas anteriormente. Podemos escribir ¥ como ¥; A ¥y A W3, donde

66



U, es la primera condicion, ¥y es la segunda condicion y W3 es la tdltima. Definimos

los lenguajes Ly, Ly y L3, donde dado i < 3
Li - {1np1...pn+1 € DI n 2 1 & \I’Z}

Observe ahora que Ly = L1 N Ly N Ls. Recordamos que la interseccién de un
ntimero finito de lenguajes regulares con un lenguaje libre del contexto deterministico
da lugar a un lenguaje libre del contexto deterministico, recordamos ademads que
los lenguajes libres del contexto deterministicos son no ambiguos. Por lo tanto, es
suficiente mostrar que Ly y Ly son regulares y que L3 es un lenguaje libre del contexto
deterministico. Podemos calcular en tiempo 2°(") un autémata de estado finito M;
que reconozca L;. El Lema 4.4 nos permite calcular, en tiempo 2°). un autémata
de estado finito My que reconoce L,. Mostraremos ahora que L3 es un lenguaje
libre del contexto deterministico. Daremos una breve descripcién del autémata de
pila deterministico M3 que reconoce Ls. La tabla A* puede ser calculada en tiempo
constante, este hecho nos permite incorporar la funcién A* dentro de la funcién de
transiciéon de Mj3. Sea w un input de Mj. El autémata Ms, en el input w, opera

como sigue:

1. Si el primer simbolo es diferente de 1 el automata rechaza su input.

2. Cada vez que M3 lee un 1, escribe este 1 en la pila. Si M3 encuentra un factor

x1 tal que = # 1, entonces M3 rechaza w.

3. Cada vez que M3 lee un simbolo (p, s), suprime A* (p) simbolos de su pila.

M3 acepta w si y solo si la computaciéon de Ms, en el input w, finaliza con la
pila vacfa y no ocurre que en algin instante de la computacién, la pila no contenia
suficientes sfmbolos para ser suprimidos.

Es claro que M3 puede ser calculado en tiempo 2°(). Por lo tanto, tenemos que
existe un autémata de pila deterministico que reconoce L, () y este autémata puede

ser calculado en tiempo 2°). m
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4.2. Aplicaciones en Mecanica Estadistica

Observacién 4.3 El material estudiado en esta seccion se basa en la referencia [19].

Las propiedades cualitativas de algunos modelos de la mecédnica estadistica es-
tdan completamente codificados dentro de una funcién discreta llamada la funcidon de
particion del modelo [28]. Muchas cantidades que describen la dindmica y estruc-
tura de aquellos modelos, como por ejemplo la energia libre del sistema, pueden ser
calculadas a partir de su funcién de particién, asi, resolver un modelo discreto de
la mecdnica estadistica significa calcular su funcién de particiéon. La mayoria de la
veces, la funciones de particién estén definidas como problemas de conteo [32]. En
esta seccién consideraremos el modelo de caminos que se auto-evitan (self-avoiding
walk model). Mencionaremos algunos hechos relacionados con la complejidad com-
putacional de calcular la funcién de particién de este modelo y probaremos que existe
un algoritmo de tiempo O (log2 (n)) que opera en paralelo y que calcula el niimero
de caminos que se auto-evitan que estdn contenidos en grillas de altura fija.

La relacién entre los caminos que se auto-evitan y las cadenas de polimeros estd
basada en la conformational statistics of polymer chains desarrollada por S. Edwards
y sus colaboradores, quienes muestran que el modelo de caminos que se auto-evitan
puede ser usado como un lattice model que describe y realiza las relaciones y las
afirmaciones bésicas de la teoria del volumen excluido para cadenas de polimeros
(m&s informacién puede ser encontrada en [9]), la cual es la teoria termodindmica de
uso en el estudio de la organizacién espacial de los polimeros (ver [12]).

Asi, tenemos que un buen entendimiento del comportamiento de la funcién de
particién para el modelo bidimensional de caminos que se auto-evitan aporta infor-
macién profunda relativa a la evolucién de las cadenas de polimeros.

Consideraremos un modelo restringido de cadenas de polimeros: el modelo de
cadenas de polimeros contenidos en grillas de altura fija, el cual es importante en el
estudio de proteinas globulares [16]. El lattice-model que corresponde a este modelo
fisico es el modelo bidimensional de caminos que se auto-evitan restringidos a tiras de
altura fija (model of two dimensional self-avoiding walks constrained to lattice strips

of fized height). Probaremos en esta seccién que la funcién de particién de este iltimo
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modelo puede ser calculada en tiempo O (10g2 (n)) empleando un niimero polinomial
de procesadores.
Recordamos que el problema #SAW es el problema de conteo delgado definido

por
Problema 4.2 (#SAW, el problema de caminos que se auto-evitan)
Input: 1", donde n € N.

Problema: Calcule el niimero de caminos simples (de cualquier longitud) contenidos

en grillas cuadradas de orden n.

A pesar de la cantidad de trabajo realizado relacionado con este problema, pocos
resultados son conocidos. No sabemos de la existencia de férmulas cerradas para la
funcién de conteo que codifica el problema, no sabemos de la existencia de algoritmos
eficientes que resuelvan el problema y no sabemos de la existencia de pruebas de
dureza que podrian explicar, hasta cierto punto, la intratabilidad del mismo. Randall
y Sinclair han encontrado un F'PTRAS para el problema #SAW [23]. El algoritmo
Randall-Sinclair puede ser considerado como el tinico resultado importante obtenido
hasta ahora relacionado con la complejidad computacional de #SAW.

Si modificamos algunos pardmetros en la definicién del problema, podemos obten-
er una version factible (feasible) de este. Algunas versiones factibles de #SAW han
sido identificadas y estudiadas. Es conocido que, por ejemplo, el conteo de up-side
y spiral self-avoiding walks puede ser realizado en tiempo lineal [21]. Klein [18] y
Wall-Klein [31] estudiaron un modelo relacionado, The Model of Self-avoiding Walks
constrained to Lattice Strips of Fixed Height, este modelo es importante en el estudio
de proteinas globulares y largas cadenas de polimeros [16]. Estudiaremos la funcién
de particién de este problema, denotada por #SAW,, y exhibiremos un algoritmo
que calcula #SAW, en tiempo paralelo O (log2 (n)) .

Desde ahora fijaremos r > 1. Nuestro algoritmo estd basado en el método de
Schiitzenberger-Bertoni.

Sea 1™ una instancia de #SAW,.. Un camino que se auto-evita contenido en la
grilla [n] x [r] puede ser codificado como una cadena de patrones p;...p, de longitud

n.
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Sea L, el lenguaje

L, = {pipa-.pn : ¥ (P1pa2-.pn) }

donde ¥ (p1p2..pn) es la sentencia: la cadena de patrones pips..p, codifica un
camino que se auto-evita. Observe que #SAW,. (1") es igual a fr, (1"). Si queremos
mostrar que #S AW, puede ser resuelto en tiempo O (log2 (n)) es suficiente mostrar
que es posible calcular en tiempo 2°) un autémata de pila deterministico M, tal

que
fr, (") = frm,) (17)

La prueba del siguiente lema es bastante fécil.
Lema 4.5 pips..p, pertenece a L, sty solo si las siguiente condiciones se satisfacen

1. Para todo i <n —1, la pareja (p;, pir1) es una pareja admisible.

2. By (;) + Z a1 (pi, piv1) = 2 y las ecuaciones By (p1) = B3 (p1) = 0 se satis-
i<n—1
facen.

3. La cadena de patrones p1ps...p, evita la creacion de ciclos.

Se sigue del lema 4.5 que el lenguaje L, puede ser definido como

Lr = {p1p2pn : \Ijl A \Ij2}

donde V¥, es la conjuncién de las primeras dos condiciones en el enunciado del

Lema 4.5 y U5 es la tercera condicién.

Teorema 4.3 L, es un lenguaje reqular y podemos calcular en tiempo 2°) un auto-

mata finito M, que reconoce L,.

Prueba. Recordemos que cualquier lenguaje regular es un lenguaje libre del contexto

no ambiguo. Para 1 < i < 2 definiremos los conjuntos

Hi={p1..pn € X" : ¥;}
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Observe que L, = H; N Hy. Recuerde que la interseccién de un nimero finito de
lenguajes regulares es también un lenguaje regular. Ademas, es suficiente mostrar
que existen dos autématas de estado finito que reconocen los lenguajes Hy y Hs
respectivamente. El Lema 4.4 establece que es posible calcular en tiempo 2°(") ambos

autéomatas. m

Observacion 4.4 FEs importante senalar que el algoritmo implicito en la prueba del

Teorema 4.3 puede ser adaptado facilmente a cualquier dimension.
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