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RESUMEN

TITULO: EL MULTIPLICADOR PARCIAL DE SCHUR *
AUTOR: NATALIA ISABEL PEREZ NINO

PALABRAS CLAVE: REPRESENTACIONES PARCIALES PROYECTIVAS, CONJUNTOS FACTORES,
GRUPOS DIVISIBLES, GRUPOS TOPOLOGICOS COMPACTOS.

DESCRIPCION: En la teoria de representaciones de grupos, es bien conocido que el segundo grupo de

cohomologia H?(G,K*), llamado el multiplicador de Schur de un grupo G sobre un cuerpo K, permite
caracterizar las representaciones proyectivas de G. En 2010, los matematicos M. Dokuchaev y B. Novikov
introdujeron el concepto de representacion parcial proyectiva, lo que llevo a la definicion del multiplicador

parcial de Schur, denotado por pM(G), que es una generalizacion del multiplicador de Schur.

En la primera parte de este trabajo de grado se presenta un andlisis detallado de las propiedades
estructurales de pM (G). En particular, se estudia su descomposicion como una union disjunta de grupos
abelianos, llamados componentes. También se muestra que, cuando el cuerpo K es algebraicamente
cerrado, cada componente es una imagen homomorfa de la componente pMa«(G), conocida como la
componente total. Posteriormente, bajo la hipdtesis de que |[K| = 2™ con m > ¥, se dota de una topologia
a cada componente de tal forma que sea un grupo topolégico compacto divisible, lo cual permite obtener
una descripcion mas detallada de estos grupos abelianos.

Trabajo de grado
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ABSTRACT

TITLE: THE PARTIAL SCHUR MULTIPLIER ~
AUTHOR: NATALIA ISABEL PEREZ NINO ™

KEYWORDS: PARTIAL PROJECTIVE REPRESENTATION, FACTOR SETS, DIVISIBLE GROUPS,
COMPACT TOPOLOGICAL GROUPS.

DESCRIPTION: In the theory of group representations, it is well known that the second cohomology group

H?(G,K*), known as the Schur multiplier of a group G over a field K, is used to characterize the projective
representations of G. In 2010, the mathematicians M. Dokuchaev and B. Novikov introduced the concept
of partial projective representation, which led to the definition of the partial Schur multiplier, denoted by
pM (G), which is a generalization of the Schur multiplier.

In the first part of this thesis, we present a detailed analysis of the structural properties of pM(G).
In particular, we study its decomposition as a disjoint union of abelian groups, called components. We
also show that, when the field K is algebraically closed, each component is a epimorphic image of the
component pMea« ¢ (G), known as the total component. In the second part of this work, under the hypothesis
that |[K| = 2™ with m > X,, each component is equipped with a topology that makes it a divisible compact
topological group, which allows for a more detailed description of these abelian groups.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en
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Introduccion

En la teoria de representaciones de grupos, uno de los objetos mas estudiados es el
segundo grupo de cohomologia H?*(G, K*), llamado el multiplicador de Schur de un grupo
G sobre un cuerpo K, el cual se denota por M(G). Este grupo fue introducido por el
matematico |. Schur mientras caracterizaba las representaciones proyectivas de grupos
y ha sido de gran utilidad en distintas areas de las matematicas, como por ejemplo, en la
teoria de grupos finitos.

En 2010, los matematicos M. Dokuchaev y B. Novikov en ' introducen el concepto
de representacion parcial proyectiva de un grupo G sobre un cuerpo K. En dicha
investigacion, aparece naturalmente el concepto de conjunto factor parcial, lo que
permite definir el multiplicador parcial de Schur, denotado por pM (G), el cual generaliza
al multiplicador de Schur. Adicionalmente, hacia el final del articulo, los autores
establecen una relacion entre las representaciones parciales proyectivas y las acciones
parciales torcidas. Dichas acciones permiten definir los productos cruzados parciales, y
esta conexién ha tenido un impacto significativo en el desarrollo de esta teoria, siendo
retomada en investigaciones posteriores, como en 2.

En ' se probé que a diferencia de M(G), pM(G) no es un grupo, pero si es un
semigrupo inverso conmutativo y por lo tanto, se puede descomponer como una union
disyunta de grupos abelianos, llamados componentes (Ver Teorema 2.2.15). La primera
parte de este trabajo esta dedicada al estudio de las propiedades estructurales del
multiplicador parcial de Schur. Con este propdsito, se realizé una revision detallada de
los articulos ', 3 y 4, en los que se desarrollaron los primeros resultados acerca de este

' M. DOKUCHAEYV y B. NOVIKOV. “Partial projective representations and partial actions”. En: Journal of
Pure and Applied Algebra 214.3 (2010), pags. 251-268.

2 M. DOKUCHAEV y E. JEREZ. “The Twisted Partial Group Algebra and (Co)homology of Partial Crossed
Products”. En: Bulletin of the Brazilian Mathematical Society, New Series 55.33 (2024).

3 M. DOKUCHAEV y B. NOVIKOV. “Partial projective representations and partial actions”. En: Journal of
Pure and Applied Algebra 216.2 (2012), pags. 438-455.

4 M. DOKUCHAEV, B. NOVIKOV y H. PINEDO. “The partial Schur multiplier of a group”. En: Journal of
Algebra 392 (2013), pags. 199-225.



semigrupo. Avances posteriores, asi como ejemplos concretos de este multiplicador para
ciertas familias de grupos, tales como los grupos dihedrales y ciclicos, se encuentran en
5 6y7,

Por otro lado, los grupos divisibles poseen una estructura algebraica muy particular,
que permite demostrar que ciertos grupos son isomorfos, sin necesidad de construir
explicitamente el isomorfismo entre ellos (Ver Teorema 3.1.11 y Corolario 3.1.15).
Ademas, dotar a estos grupos de una topologia compatible con su operacién, es decir,
considerarlos como grupos topologicos, es una gran herramienta para su analisis. En la
segunda parte de esta investigacion, combinamos propiedades de los grupos divisibles
y grupos topoldgicos con el objetivo de estudiar resultados sobre las componentes de
pM(G) (Ver Seccion 3.4).

Este documento esta dividido en 3 capitulos. En el Capitulo 1 se presentan los
preliminares. En las Secciones 1.1 y 1.2 se abordan los resultados relacionados
con el multiplicador usual de Schur, mientras que el estudio de semigrupos inversos
conmutativos, y en especial del semigrupo de Exel, denotado por E(G), se desarrolla en
las tres ultimas secciones de este capitulo.

En el Capitulo 2 se encuentra una recopilacion de las propiedades estructurales
de pM(G). Se inicia generalizando el concepto de representacion proyectiva, lo que
permite introducir el semigrupo de los conjuntos factores parciales, que es denotado por
pm(G). En la Seccidon 2.2, usando las propiedades de los conjuntos factores de E(G),
demostramos que tanto pm(G) como pM (G) son semigrupos inversos conmutativos. La
seccién concluye con la definicién de E3(G), un semigrupo cociente de E(G). A partir
de la Seccidn 2.3, asumiremos que el cuerpo K es algebraicamente cerrado. Bajo esta
hipotesis, mediante el estudio de los conjuntos factores de FE3(G), caracterizaremos los
conjuntos factores parciales de G. Esto nos permite probar que toda componente de

5> H. DE LIMA y H. PINEDO. “On the total component of the partial Schur multiplier”. En: Journal of the
Australian Mathematical Society 100 (2016), pags. 374-402.

6 M. DOKUCHAEV y N. SAMBONET. “Schur’s theory for partial projective representations”. En: Israel
Journal of Mathematics 232 (2019), pags. 373-399.

7 H. PINEDO. “On the total component and the torsion part of the partial Schur multiplier”. En:
Communications in Algebra 45.3 (2017), pags. 954-966.
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pM (G) es una imagen homomorfa de la componente pM¢«(G), llamada la componente
total (Ver Teorema 2.4.4 y Corolario 2.4.5).

Este trabajo finaliza con el Capitulo 3, cuyo objetivo es dotar a cada componente
de una topologia compacta. Para ello, las Secciones 3.1 y 3.2 estan dedicadas a
los preliminares necesarios sobre grupos divisibles y topoldgicos. En la Seccion 3.3,
realizamos un analisis detallado de la caracterizacion algebraica de los grupos divisibles
que admiten topologias compactas presentada en &, en el cual se completan los detalles
omitidos por el autor. A partir del teorema principal alli presentado, se concluye que es
adecuado trabajar con cuerpos algebraicamente cerrados de cardinal 2™ con m > N,.
En la Seccion 3.4, se muestran los avances de esta investigacion. Dotamos de una
topologia compacta a K* y de esta forma, a cada componente pMx(G). Al ser este un
grupo divisible, posee una descomposicion de la forma

@@@@@Cpm.

peEP Xy

Probamos que si cardinalidad de las S;-6rbitas efectivas de X es finita, entonces cada \,
es finito (Ver Teorema 3.4.2).

8  A. HULANICKI. “Algebraic characterization of abelian divisible groups which admit compact topologies”.

En: Fundamenta Mathematicae 44.2 (1957), pags. 192-197.
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1. Preliminares

Dado que este es un trabajo autocontenido, el objetivo de este capitulo es establecer las
definiciones y resultados previamente conocidos, junto con sus respectivas referencias,
necesarios para abordar el estudio del multiplicador parcial de Schur.

1.1. El multiplicador de Schur

A lo largo de esta seccion, G denotara un grupo multiplicativo, A un grupo abeliano
multiplicativo y 14 el elemento identidad de A. En esta seccion recordaremos la definicion
del multiplicador de Schur de G. Comenzaremos con algunas nociones fundamentales de
cohomologia de grupos. Aunque existe un enfoque mas general donde G actlia en A, en
nuestro contexto solo necesitaremos la accidn trivial de G en A.

Definicion 1.1.1. Sea n un entero positivo. Una n-cocadena de G en A es una funcién
f : G" — A. Denotamos por C"(G, A) al conjunto de las n-cocadenas de G en A. En el
caso n = 0, definimos C(G, A) = A.

El conjunto C"(G, A) es un grupo abeliano con la multiplicacion punto a punto donde el
elemento identidad es la n—cocadena (g,...,9,) — la y €l inversode f € C"*(G, A), es

f g1, 90) = fl91,--.,90)"", donde f(gi,...,9,)"" es elinverso de f(gi,...,9.) €N A,
para todo g1, ..., 9, € G.

Proposicion 1.1.2. Sean € N. La funcién é" : C"(G, A) — C""(G, A) dada por

n

(8" )91, gns1) = F(G20- - gn) [T F(91s- s Gigi1, - 9000) T F (g1, - )

=1

_1)n+1

con f € C"(G, A), es un homomorfismo de grupos. Ademas, se vale que Im 6" C Ker 6",
para todon € N.

Demostracién. Ver °, Lema 1.1.4. O]

Definicion 1.1.3. Para cadan € Z*, definimos los grupos Z" (G, A) = Ker 6"y B"(G, A) =
Im §"~!. Los elementos de Z"(G, A) y B"(G, A) son llamados n-cociclos y n-cobordos,

9 E. MONTEIRO. Projective representations of groups. 2017. URL: https://alistairsavage.ca/pubs/
Mendonca-Projective_Representation_of_Groups.pdf.
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respectivamente. El n-ésimo grupo de cohomologia de GG con valores en A es el grupo

cociente 20(GA)
H"(G,A) = ————=

D= ay

y sus elementos son llamados clases de cohomologia.

Dos n-cociclos son llamados cohomologos si pertenecen a la misma clase de
cohomologia.

Ejemplo 1.1.4. (El segundo grupo de cohomologia). Usemos la Proposicién 1.1.2 para
obtener una forma explicita de los 2-cociclos y los 2-cobordos.
Sea f € C*(G, A). Entonces f € Z?(G, A) si, y solo si,

f(h k) f(gh k)" fg,hk)f(g,h)™" =14, Vg, hkeG.

Esto es,
f(gh,k)f(g,h) = f(h,k)f(g,hk), Vg,h. k€ G.

Asimismo, f € B%(G, A) si, y solo si, existe t € C(G, A) tal que
f(g,h) = t(h)t(gh)~'t(g), Vg,h € G.

De esta forma, dos 2-cociclos f y f' son cohomélogos si existe t € C(G, A) tal que

f(g,h) = t(h)t(gh)*t(9)f (g, h), Yg,h e G.

Definicion 1.1.5. Sean K un cuerpo con su grupo multiplicativo K* = K\ {0}. El
multiplicador de Schur de un grupo G sobre K es H?*(G, K*).

En adelante, fijaremos un cuerpo K y denotaremos por M (G) al multiplicador de Schur
de G sobre K.

1.2. Representaciones proyectivas de grupos

En esta seccidn presentaremos una relacion entre el multiplicador de Schur y las
representaciones proyectivas de grupos.

Definicion 1.2.1. Sea V un K-espacio vectorial. El grupo de los automorfismos de V' es
llamado el grupo lineal general de V' y es denotado por GL(V'). Definimos el grupo

13



lineal general proyectivo como el grupo cociente PGL(V') = Z(GGLT((VV))) donde Z(GL(V))
es el centro de GL(V).

Definicion 1.2.2. Una representacion proyectiva de un grupo G en un K-espacio
vectorial V' es un homomorfismo de grupos P : G — PGL(V).

Denotamos a la proyeccion canonica por = : GL(V) — PGL(V), donde cada
automorfismo de V' es enviado a su coclase. Como Z(GL(V)) = {kidy : k € K*} tenemos
que dos automorfismos T, y Ty pertenecen a la misma coclase si existe k£ € K* tal que
T, = k'Ty. Usaremos este resultado en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.3. Sea P una representacion proyectiva de G en V. Entonces existen
funcionesT' : G — GL(V) yo : G x G — K* tales que

['(g)T'(h) = o(g,h)T'(gh), Yg,h € G. (1.1)

Esto es,
m(I'(g)L'(h)) = 7(T'(gh)), Vg,h € G.

Reciprocamente, si existen funciones ' : G — GL(V) yo : G x G — K* que satisfacen
(1.1), entonces existe un unico homomorfismo P : G — PGL(V) tal que P(g) = w(I'(g)),
para todo g € G.

Demostracion. Fijemos X un conjunto de representantes de las coclases de GL(V) en
PGL(V). Definamos la funcion ' : G — GL(V'), donde para cada g € G, I'(g) es el Unico
elemento de X tal que 7(I'(¢)) = P(g). Como 7y P son homomorfismos de grupos, para
todo g, h € G se tiene que

m([(g)T(h)) = =(L(g))w(L'(h)) = P(g)P(h) = P(gh) = m(L'(gh)).

Esto implica que para cada ¢g,h € G existe un unico k,;, € K* tal que
I'(g)T'(h) = kyn'(g, h). De esta forma, definimos o : G x G — K* por o(g, h) = k,, para
cada g, h € G. Asi, hemos mostrado que las funciones I' y ¢ satisfacen la ecuacion (1.1).

Reciprocamente, si existen I' : G — GL(V)y o : G x G — K* que satisfacen
(1.1), entonces definimos P : G — PGL(V') por P(g) = 7(I'(g)), para cada g € G. Note
que si g, h € G entonces

P(gh) = n(C(gh)) = w(o(g, h)'T(g)T(h)) = w(T'(g)T'(h)

I
A
=
s
El
=
=

I
sy
s
3
=
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Luego, P es un homomorfismo y por lo tanto, una representacion proyectiva de G en
V. O

Las funciones I' : G — GL(V)y o : G x G — K* son llamadas una seccion y
un conjunto factor de P, respectivamente. La proposicidon anterior nos proporciona
otra forma equivalente de ver las representaciones proyectivas. Luego, si tenemos dos
funcionesI' : G — GL(V) y o : G x G — K* que satisfacen (1.1), decimos que I" es una
representacion proyectiva o una o—representacion.

Observacion 1.2.4. En la demostracion de la Proposicion 1.2.3 , si consideramos Y =
{o(1,1)"'x : z € X}, tenemos que Y es un conjunto de representantes de las coclases
de GL(V) en PGL(V). Asi, si I es la seccion correspondiente a Y, entonces

Tomando o’'(g,h) = o(1,1)"'o(g, h) para cada g,h € G, tenemos que o’ es el conjunto
factor correspondiente a I"” y satisface que ¢/(1,1) = 1. De este modo, sin pérdida de
generalidad, podemos asumir que los conjuntos factores o cumplen la condicion o(1,1) =
1.

Note que, dado X un conjunto de representantes de GL(V) en PGL(V), por la
construccion realizada existen Unicas funciones I' y o. Sin embargo, puede haber mas
de una seccion y un conjunto factor, dependiendo de la eleccion de X.

Proposicion 1.25. Seano : G x G — K* yI' : G — GL(V) una o—representacion,
entonces o € Z*(G,K*). Esto es, o(gh, k)o(g,h) = a(h,k)o(g, hk), para todo g, h. k € G.

Demostracion. Sean g, h, k € GG, entonces usando la ecuacion (1.1) tenemos que
(D(g)L(h))L(k) = o(g, )T (gh)L (k) = (g, h)o(gh, k)I(ghk),

[(g)(C(R)L(R)) = T(g)o(h, k)T (hk) = o (h, k)T (g)L'(hk) = o (h, k)o(g, hk)T(ghk).

Por consiguiente, (g, h)o(gh, k)I'(ghk) = o(h, k)o(g, hk)T'(ghk). De lo anterior se deduce
que o(gh,k)o(g, h) = o(h, k)o(g, hk). O

A continuacion, analizaremos la relacion entre los conjuntos factores que provienen de la
misma representacion proyectiva.

15



Proposicion 1.2.6. Sean P una representacion proyectiva de G en V, T" y I dos
secciones de P con o y o' sus respectivos conjuntos factores. Entonces o y o' son
cohomdlogos.

Demostracion. Dado que T" y IV son dos secciones de la representacion proyectiva P
tenemos que 7 (I'(g)) = w(I"(g)), para todo g € G. Por ende, para cada g € G existe
k, € K* tal que I'(g9) = k,I"(g). Considerando la funcion t : G — K* dada por t(g) = k,,
tenemos que

o(g, h)t(gh)I"(gh) = o (g, h)T'(gh)
=T(g9)T(h)
= t(g)t(h)I"(g)T" ()
= t(g)t(h)o’ (g, W)I"(gh)

De ahi que, o(g, h)t(gh) = t(g)t(h)o’(g,h) y por lo tanto, a(g, h) = t(h)t(gh)~'t(g)o’ (g, h).
Es decir, o y ¢/ son cohomélogos. O

A partir de la proposicion anterior, surge la siguiente definicion.

Definicidon 1.2.7. Sean P : G — PGL(V') una representacion proyectivay o : G x G — K*
un conjunto factor de una seccién I' : G — GL(V). Entonces la clase de cohomologia
cls(o) de o es llamada la clase de cohomologia asociada a la representacion proyectiva
P.

Ahora veremos que para cada clase de cohomologia de H?*(G,K*) existe una
representacion proyectiva asociada a dicha clase.

Sea o : G x G — K* un 2-cociclo. Denotemos por K?G al K-espacio vectorial cuya
base estd dada por elementos de G. La multiplicacion en K?G se define extendiendo
linealmente la igualdad:

g-h:=a(g,h)gh,

para todo g,h € G. Con estas operaciones se tiene que K°G es una K-algebra (ver 10,
Lema 2.3.3). Llamamos a K’G el algebra de grupo de G torcida por o.

0 G. KARPILOVSKY. The Schur Multiplier. (London Mathematical Society Monographs New Series).
Clarendon Press Oxford, 1987.
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Teorema 1.2.8. Sea o € Z*(G,K*). Entonces existe una correspondencia biyectiva entre
las o-representaciones de G y los K°G-modulos.

Demostracién. Ver '°, Proposicion 2.3.6. O

Observacion 1.2.9. Si ¢ € Z*(G,K*), entonces considerando a K°G como un
K?G-médulo, el Teorema 1.2.8 nos permite concluir que existe una representacion
proyectiva de G cuya clase de cohomologia asociada es cls(o).

De la Proposicién 1.2.6 y la Observacion 1.2.9, tenemos que, dados un grupo G y
un cuerpo K, los conjuntos factores de las representaciones proyectivas de G sobre
K-espacios vectoriales son exactamente los 2-cociclos vy, por lo tanto, forman un grupo
con la multiplicacion punto a punto.

1.3. Teoria de Semigrupos

A continuacion, se introducen los conceptos fundamentales de la teoria de semigrupos
relevantes para este trabajo, con énfasis en los semigrupos inversos conmutativos, los
cuales desempenan un papel clave en el estudio del multiplicador parcial de Schur. Para

el desarrollo de esta seccidn, se toman como referencias el libro ' y los trabajos de grado
12 183

Definicion 1.3.1. Un semigrupo es un conjunto S junto con una operacién binaria y
asociativa en S.

Ejemplo 1.3.2. 1) Todo grupo es un semigrupo.

1) Para cualquier conjunto X, las funciones de X en X son un semigrupo con la
composicion de funciones.

Decimos que un semigrupo S posee un elemento identidad, si existe un elemento en
S, que denotaremos por 1g, tal que z1g = 1gx = x, para todo =z € S. Un semigrupo con

" J. HOWIE. Fundamentals of Semigroup Theory. (London Mathematical Society Monographs New

Series). Clarendon Press Oxford, 1995.

2. J. BAEZ. “Semigrupo de Picard y acciones parciales”. En: Tesis de Maestria, Universidad Industrial de
Santander (2016).

13 A. GONZALEZ. “Semigrupos Inversos y Acciones Parciales”. En: Tesis de Pregrado, Universidad
Industrial de Santander (2016).
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elemento identidad es llamado monoide.
Definimos las unidades en un monoide S como sigue

U(S)={x € S :existe y € Stal que zy = yz = 15}.

Definicion 1.3.3. Decimos que un semigrupo S es un semigrupo con 0 si existe z € S
tal que xy = yx = x, para todo y € S. Si este elemento existe es Unico y es denotado por
0.

Ejemplo 1.3.4. El conjunto M,,(K) formado por las matrices de tamano n x n con entradas
en K junto con la multiplicacion de matrices es un semigrupo con O.

Definicion 1.3.5. Sean S un semigrupo y 77 € S no vacio. Decimos que T es un
subsemigrupo de S si paratodo z,y € T, xy € T. Ademas, si paratodo =z € S,y € T, se
tiene que xy, yxr € T, decimos que 7' es un ideal de S.

Un semigrupo S es conmutativo si xy = yz, para todo z,y € S. Un elemento
e € S es llamado idempotente si ¢ = ¢. Ahora, analizaremos la estructura de
los semigrupos conmutativos formados de idempotentes. Para ello, introducimos los
siguientes conceptos.

Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y Y C X. Decimos que un elemento
¢ € X es cota inferior de Y si ¢ < y, para todo y € Y. Si el conjunto de las cotas
inferiores de Y es no vacio y tiene un elemento maximo d, decimos que d es la mayor de
las cotas inferiores, o el infimo de Y. El elemento d es Unico (si existe) y si Y = {a, b},
escribimos d = a A b.

Definicion 1.3.6. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Si para todo a,b € X
se vale que a A b existe, decimos que (X, <) es un semirreticulo inferior.

Proposicion 1.3.7. Sea (E,<) un semirreticulo inferior. Entonces (E,\) e€s un
semigrupo conmutativo donde todos sus elementos son idempotentes. Reciprocamente,
supongamos que (FE,-) es un semigrupo conmutativo de idempotentes. Entonces la
relacion < en E definida por

a<b << ab=a,

es un orden parcial en E y (E, <) es un semirreticulo inferior, donde el infimo de a y b es
Su producto ab.
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Demostracion. Sea (FE, <) un semirreticulo inferior. Sean a,b,c € E. Es sencillo ver que
(aNb)AecyaA(bAc)son el infimo de {a,b,c}. Porlotanto, (a Ab) Ac=aA (bAc). Luego,
(E, N) es un semigrupo. Dadoque aAa =ayaAb=bAa,paratodo a,b € E, concluimos
que (E, A) es un semigrupo conmutativo y todos sus elementos son idempotentes.

Reciprocamente, sea (FE,:) un semigrupo conmutativo de idempotentes. Note que
si a € F, entonces a? = a, lo cual implica que a < a. Ademas, sia < by b < a, entonces
ab = a 'y ba = b, pero dado que E es conmutativo, concluimos que a = b. Ahora, sia < by
b < ¢, entonces ab = a 'y bc = b. Lo que nos lleva a ac = abc = ab = a y por lo tanto, a < c.
De esta forma, hemos mostrado que < es un orden parcial en E.

Finalmente, veamos que (E, <) es un semirreticulo inferior. Sean a,b € E. Se tiene que
(ab)a = a*b = aby (ab)b = ab® = ab; por lo tanto, ab < a 'y ab < b. Por otro lado, si c es una
cota inferior de {a, b}, entonces ca = cy cb = c. Asi,

c = c* = (ca)(cb) = c*ab = cab.

Luego, ¢ < aby por consiguiente, a A b = ab. O

De la proposicion anterior tenemos que las nociones de semirreticulo inferior y semigrupo
conmutativo de idempotentes son equivalentes. En adelante, utilizaremos el término
semirreticulo en cualquiera de estos dos sentidos.

Definicion 1.3.8. Sean S un semigrupo y R una relacién de equivalencia en S. Decimos
gue R es una congruencia en S si, para todo x,y, z,w € S, el hecho de que zRy y zRw
implica que zz Ryw.

Ejemplo 1.3.9. En el monoide M, (K) la relacion de equivalencia A dada por:
AAB <= det(A) = det(B),

€s una congruencia.
El siguiente resultado es una consecuencia directa de la Definicién 1.3.8.

Proposicion 1.3.10. Sean S un semigrupo y R una congruencia en S. Entonces el
conjunto cociente S/R = {cls(x) : x € S} es un semigrupo con la operacion cls(x) cls(y) =
cls(xy). Este semigrupo es llamado el semigrupo cociente.

19



Es facil ver que la interseccion arbitaria de congruencias en un semigrupo S, es una
congruencia. Asi, de manera natural, dada cualquier relacion R en S x .S, podemos definir
la congruencia generada por R como la interseccion de todas las congruencias en S
que contienen a R.

Definicion 1.3.11. Sean S y T semigrupos. Decimos que ¢ : S — T es un
homomorfismo si ¢(zy) = ¢(x)p(y), para todo z,y € S.

En la dltima parte de esta seccion, estudiaremos los semigrupos inversos, con un enfoque
particular en los que son conmutativos.

Definicion 1.3.12. Sean S un semigrupo y = € S. Decimos que 2/ € S es un inverso de

rSizr’r =xyrxx =2x.

A diferencia de los grupos, no todo elemento en un semigrupo tiene inverso, y este no
necesariamente es unico.

Definicion 1.3.13. Sea S un semigrupo. S es llamado un semigrupo regular si todo
elemento de S tiene inverso. Ademas, si para cada =z € S, el inverso de = es Unico,
entonces S es llamado un semigrupo inverso.

Proposicion 1.3.14. Sea S un semigrupo. S es un semigrupo inverso si, y solo si, S es
regular y los idempotentes de S conmutan entre ellos.

Demostracion. Supongamos que S es un semigrupo inverso, entonces por definicion
S es regular. Sean ¢, f idempotentes. Probaremos que e¢f es idempotente. Sea ¢ el
inverso de ef, entonces efgef = ef y gefg = g. Luego, (ef)(ge)(ef) = efgef = ef y
(ge)(ef)(ge) = gefge = ge, esto es, ge es un inverso de ef. Dado que g es tambien un
inverso de ef, ge = g. Similarmente, (ef)(fg)(ef) =efy (fg)(ef)(fg) = fgy comoen S
los inversos son Unicos, fg = g. De esta forma, ¢> = gefg = g; es decir, g es idempotente
y por consiguiente g es su propio inverso. No obstante, e¢f también es un inverso de g y por
lo tanto, e f = g. Asi, hemos probado que el producto de idempotentes es un idempotente.

Utilizando lo anterior, demostraremos que los idempotentes conmutan. Sean
e, [ idempotentes, entonces ef y fe son idempotentes y por consiguiente,

(ef)(fe)ef) = (ef)(ef) = ef y (fe)(ef)(fe) = (fe)(fe) = fe. Es decir, fe es un

inverso de ef, pero como ef es también un inverso de si mismo, concluimos que ef = fe.
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Reciprocamente, supongamos que S es regular y los idempotentes conmutan. Sea
x € Sy asumamos que existen u,v € S inversos de x. Esto es, x = ruxr = zvx, u = uxu
y v = vzv. Es sencillo ver que uz, vz, zu y xv son idempotentes. Asi, estos elementos
conmutan entre ellos y por lo tanto,

u = uru = u(zvr)u = (ux)(ve)u = (vr)(uz)u = v(zuxr)u = veu = v(zvr)u
= v(zv)(zu) = v(zu)(zv) = v(TUT)V = VIV = V.
Luego, S es un semigrupo inverso. H
Observacion 1.3.15. Sean S un semigrupo inverso y x,y € S. Es facil verificar que:

) 2" = x;

/

) (zy)" = y'a;

Definicion 1.3.16. Sea S un semigrupo inverso. Definimos las relaciones de equivalencia
L, Ry H como sigue:
(a,b) € L < d'a=1b,

(a,b) € R <= ad =0bl,
(a,b) e H < da=Vby ad =bb.

Observacion 1.3.17. En general, para cualquier semigrupo S se pueden definir las
relaciones de equivalencia £, R y H. Junto con otras dos relaciones 7 y D conforman las
llamadas relaciones de Green en S (ver por ejemplo ', Seccion 2.1). En este trabajo,
estaremos interesados en la relacidon H en semigrupos inversos.

Para cada = € S, con S un semigrupo inverso, definimos la #-clase de x por
H,={se€S:(s,x) e H}.
En particular, para e idempotente de S
He={s€S:ss=e=5s}

Proposicion 1.3.18. Sean S un semigrupo inverso y e idempotente de S. Entonces, las
siguientes afirmaciones son verdaderas:
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1) eSe es un monoide inverso con identidad e.
) H. =U(eSe). En particular, H. es un grupo.
Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

1) Como e es idempotente, es claro que eSe es un semigrupo. Sea = € S, entonces
e(exe) = exe = (exe)e y por lo tanto, e es elemento identidad de eSe. Ademas, por
el item 11) de la Observacion 1.3.15, se tiene que (exe) = e'z’e’ = ex’e € eSe. Por
ende, eSe €s un monoide inverso.

1) Seax € H., entonces xa’ = e = 2/x. Estoimplicaque ex = z2'z = zy re = zva'x = x.
Por lo tanto, exe = xe = z, esto es, € eSe y como e es el elemento identidad de
eSe, x € U(eSe). Reciprocamente, sea x € U(eSe), entonces 2’ € U(eSe). Luego,
xx' =e=2'zyporende, x € H,.

]

Definicion 1.3.19. Un semigrupo S es llamado un semirreticulo de grupos si existe una
coleccion {S, }.cy de subgrupos disyuntos de S tales que

1) Y es un semirreticulo;
) S=U,cy Sa
1) S,.Ss C S,.s, donde af es el producto de «y 5 en el semirreticulo Y.

Teorema 1.3.20. Sea S un semigrupo inverso conmutativo. Entonces

s= | #.,

e€E(S)

donde E(S) es el conjunto de idempotentes de S. Mas aun, todo semigrupo inverso
conmutativo es un semirreticulo de grupos.

Demostracion. Sean S un semigrupo inverso conmutativo y s € S. Entonces ss’ es
idempotente y como S es conmutativo, ss' = s's. Esto implica que s € H,y Yy por lo
tanto;

S = He.
ecE(S)
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Esta union es disyunta, ya que si e, f son idempotentes tales que #. N H; # 0, entonces
existe a € S tal que ad’ = e = d'a = f y por ende, e = f. Ademas, H.H; C H.s, pues
Siz € He,y € Hy entonces za’ = e = 2’z y yy = f = y'y. De esta forma, (zy)(zy) =
zyy's’ = xfr’ = za'f = ef y como S es conmutativo, (zy) (xy) = ef. Asi, xy € H.s.
Finalmente, como S es conmutativo, F(.S) es un semirreticulo y por la proposicién anterior,
cada H. es un grupo. Luego, S es un semirreticulo de grupos. O

1.4. El semigrupo de Exel

Dado un grupo G, podemos asociarle un semigrupo inverso, que denotaremos por E(G).
Este semigrupo desempena un papel fundamental en el estudio de las representaciones
parciales proyectivas de G. En lo que sigue, veremos algunas propiedades estructurales
de este semigrupo que seran utilizadas en el Capitulo 2.

Antes de definir el semigrupo de Exel es necesario explorar como construir semigrupos
a partir de conjuntos.

Definicion 1.4.1. Sea L un conjunto arbitrario no vacio. Definimos L* como el conjunto
de todas las concatenaciones de elementos de L de longitud finita mayor a 0. Esto es,

L*={hly...l,: ;€ LineZ"}.

Es sencillo ver que L* es un semigrupo con la operacion wv = ajas . . . a,bibs . . . by, donde
w = aias...a, Yy v = by...b,. Este semigrupo es llamado el semigrupo libre generado
por L. Es claro que L C L*.

Observacion 1.4.2. Sean S un semigrupo y f : L — S una funcion. Definimos f* : L* —
S por f*(lily...l,) = f(ly)f(l2)... f(ln). Es inmediato que f* es un homomorfismo de
semigrupos que extiende a f.

Los semigrupos libres proporcionan una manera de construir semigrupos a través de
generadores y relaciones. Sean R una relacion binaria en L* y A la congruencia generada
por R, entonces L*/\ es el semigrupo generado por L sujeto a la relacion R.
Denotamos por i : L — L*/\, al homomorfismo natural donde cada elemento de L es
enviado a su clase de equivalencia.

Proposicion 1.4.3. Sean L, R y )\ anteriormente descritos. Sean S un semigrupo y f :
L — S una funcion tal que para todo u,v € L*, uRv implica que f*(u) = f*(v). Entonces
existe un unico homomorfismo ) : L*/\ — S tal que f =1 o i.
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Demostracion. Ver '3, Proposicion 2.4.2. O

Definicion 1.4.4. Sea GG un grupo. El semigrupo de Exel E(G) es el semigrupo definido
por los generadores [z] (z € G) y las relaciones:

) [z [][y] = [z ][zy];
) [=ylly~"] = [zylly'];
) [z][1] = [«];

para todo z,y € G. Es decir, E(G) = L*/\, donde L* es el semigrupo libre generado por
L ={[z] : x € G} y X la congruencia generada por la relacion

R = {([z7"[2]ly]; [+~ lw)), (2llylly ], [oylly D), ([ (1], [2]) - 2,y € G} € L7 x L.

Observacion 1.4.5. Sea x € G. Por los items 1) y 111), tenemos que [z][z~!][z] = [z][1] =
Ademas, del item 1) [z][z~!][z] = [1][z]. Luego, [1][x] = [z]. Esto implica que E(G) es
monoide con elemento identidad [1].

[2]-
u

Proposicion 1.4.6. Sean S un semigrupo y ¢ : G — S una funcion que satisface:

) oz )e(@)p(y) = o™ )p(zy);

) o(@)e(y)e(y™) = elzy)ely™);
) p(z)e(l) = ¢(r),

para todo x,y € G. Entonces existe un unico homomorfismo ¢ : E(G) — S tal que
o(x) = ¢([z]), para todo x € G.

Demostracion. Considere la funcion f : L — S dada por f([z]) = ¢(x), para cada = €
G. Por las propiedades de la funcién ¢, tenemos que f cumple las condiciones de la
Proposicidén 1.4.3 y por lo tanto, existe un Unico homomorfismo ¢ : E(G) — S tal que
f = ¢ o i. Considere la funcién h : G — L dada por h(x) = [z], para cada = € G, entonces
@ =foh=@ oioh.Luego, p(x) = @([z]), paratodo z € G. O

Proposicion 1.4.7. Existe un anti-automorfismo involutivo '* x : E(G) — E(G) tal que
paracadaz € G, [z]* = [z71].

4 Sea S un semigrupo. Una funcién f : S — S es un anti-automorfismo involutivo si f es una biyeccion
y para todo z,y € S, se cumple que f(zy) = f(y)f(x)y f(f(z)) = =.
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Demostracion. Ver ', Proposicion 2.3. O

De esta forma, para cada s € E(G), denotaremos por s*, a la imagen de s bajo el
anti-automorfismo presentado anteriormente. Algunas propiedades importantes de los
idempotentes en E(G) se resumen en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4.8. Para cada v € G, sea e, = [z][x~!]. Entonces, para cualesquiera
x,y € G;

I) e, esidempotente ye, = e;;
) [yles = ey yl;
) e, y e, conmutan.
Demostracion. Veamos cada uno de los enunciados:

) Sea x € G, entonces e,e, = [x][z7Y[z][z7!] = [z][z7!] = ex ¥ €& = ([z][z71])* =

[z7 ] [z]* = [2][z71] = eo.
1) Sean z,y € G, entonces usando las relaciones de la Definicion 1.4.4

Wlew = Wllz]lz™"] = [yallz™'] = [ya]lz~"y ][] = egaly]-

1) Sean z,y € G, entonces e,e, = [z][z e, = []es—1,[27] = €pe1y[2][z7] = €yes.

Proposicion 1.4.9. Cada elemento s € E(G) puede ser escrito de la forma

S=é€z .. [y,
donde
Dn>0yx,...,x,,y €G;
) x; # x;, parai # j;

m) 1+ x; #vy, para cada:i.

5 R. EXEL. “Partial actions of groups and actions of inverse semigroups”. En: Proc. Amer. Math. Soc 126
(1998), pags. 3481-3494.
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Demostracion. Tomando n = 0, y = x, tenemos que para cualquier = € G, [x] se puede
descomponer de esta forma. Dado que E(G) es generado por el conjunto {[z] : = € G},
para demostrar que cualquier elemento s € FE(G) admite una descomposicion de esta
forma, es suficiente probar que los elementos que admiten dicha descomposicién son un
subsemigrupo de E(G). Sean s = e,, ...e,.[y| Yt = e, ..., [p]. Porla propiedad I1) de
la Proposicion 1.4.8,

st =€z, ... [Yler, .. €, [D] = €ay - €upCyr [Y]Ery - - €0 [D]

Continuando este proceso,

St == 65,;1 C) 6xn€yr1 eyrz cee elﬁ“m [y] [p]
= Cay - - Cap Cyri Cyry - - - Eyrn [ [y Y] [P)
= €y -+ CxpCyri Cyry - - - Cypyy [y] [yil][yp]

= €ay - - €, €y €yry - - - Eyr €4 [YD].

Por lo tanto, cualquier elemento s € E(G) puede escribirse de la forma e, ...e,, [y], con
n>0yux,..., 2,y € G. Del item 111) de la Proposicion 1.4.8, se sigue que se pueden
eliminar los idempotentes repetidos y, por lo tanto, se cumple la condicion 11). Por altimo,
si algiin z; = y, entonces e,, = [y|[y~'] y asi,

§=Cgy - Cq;_1Czi4y - Ca,y Y] [y_l][y] =€z - Cay 1€y -+ Cay [y].
Luego, ¢,, puede ser eliminado y, por consiguiente, se tiene la condicion I11). O

Definicion 1.4.10. Si s € E(G) se escribe de la forma s = e,, ...e,, [y] ¥ Se satisfacen
las condiciones de la proposicidon anterior, entonces decimos que s esta en la forma
estandar.

Probaremos ahora, que E(G) es un semigrupo regular.
Proposicion 1.4.11. Sea s € E(G). Entonces ss*s = s y s*ss* = s*.

Demostracion. Sea s € E(G), entonces s = e, ... e, [y] con z;,y € G. Asi,

st =[yl'e; ...ep = [y_l]el,n R
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Por lo tanto,

s5* s =€y .o, Y[y Nenn -+ CorCay - - Ca (U] = €y - €aney[Y]

=€y ...6 Y] = s.

Aplicando el anti-automorfismo involutivo * a la ecuacion anterior, concluimos que s*ss* =
s*. O

De esta forma, si queremos probar que E(G) es un semigrupo inverso, debemos probar
que para cada elemento existe un unico inverso. Para ello, necesitamos hablar de
representaciones.

Definicion 1.4.12. Una representacion del semigrupo F(G) es un homomorfismo de
E(G) en algun semigrupo S.

Ejemplo 1.4.13. Sea ¢ : G — G el homomorfismo identidad. Es claro que ¢ satisface
las propiedades de la Proposicidon 1.4.6. Luego, existe 0 : E(G) — G homomorfismo de
grupos tal que d([g]) = ¢. Es decir, J es una representacion de E(G).

Sea P1(G) el conjunto de todos los subconjuntos finitos de G que contienen al elemento
identidad de GG. Sea F(P;(G)) el conjunto de todas las funciones de P;(G) en si mismo.
Este conjunto es un semigrupo con la composicion de funciones.

Para cada » € G, denotamos por ¢, a la funcion ¢, : Pi(G) — Pi(G), dada por
¢.(F) =xEU{1},donde zE = {zy : y € E}.

Proposicion 1.4.14. La funcion x € G — ¢, € F(P1(G)) cumple las condiciones de la
Proposicion 1.4.6, y por lo tanto, existe una unica representacion A : E(G) — F(P:(G))
tal que A([z]) = ¢, paracadax € G.

Demostracion. Sean z,y € G. Mostraremos que ¢,-1¢,¢, = ¢,-1¢,,. Sea E un
subconjunto finito de G que contiene a 1. Entonces,

Ge1020y(E) = ¢p10:(yEU{1}) = dpr (ayE U {z,1}) = yE U {1,27'}.

Mientras que, ¢,-1¢.y(E) = ¢,-1(zyE U{1}) = yE U {z7", 1}. Luego, ¢,-1¢.¢, = ¢o-16y.
Andlogamente, se muestra que ¢,¢,¢,-1 = ¢uP,-1. Ahora, como ¢ (E) = E para
cualquier E un subconjunto finito de G que contiene a 1, se tiene que ¢,¢; = ¢,. De
esta forma, se cumplen las condiciones de la Proposicion 1.4.6. O
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Note que para cualquier r € G'y E € P,(G), se tiene que
Ae)(E) = (6e6r)(E) = 6,1 EU{1}) = EU {r}.
En particular, si s = e,, .. . e, [y], entonces
A(s) = Aea,) .- Aes, )A([Y]) = Alea,) - - Ales, )by
Luego, A(s)({1}) = (Ales,) - Ales,)({y, 1}) = {21, ..., 20y y, 1}

Usando estas dos representaciones del semigrupo de Exel, probaremos la unicidad de la
descomposicidn estandar y asi, la unicidad de los inversos.

Proposicion 1.4.15. Sea s € E(G). Entonces s admite una unica descomposicion
estandar s = e,, ...e,,|y], salvo el orden de los e,,.

Demostracion. Supongamos que existe otra descomposicion s = e, ...e,, [p]. Por el
Ejemplo 1.4.13, tenemos que d(s) = y y d(s) = p. Luego, y = p. Por otro lado,

AGs){1}) = {z1,...,zn,y, 1}y A(s){1}) = {r1, .. yrm,p, 1} AsSi, {z1, .. 20,9, 1)\
{y,1} = {r1,...,rm,p, 1} \ {p, 1}. Por la condicién I11) de la forma estandar, concluimos

que {x1,...,z,} ={r1,...,rm} O
Teorema 1.4.16. E(G) es un semigrupo inverso.

Demostracion. Sea s € E(G), entonces existe s* € E(G) tal que ss*s = sy s*ss* = s*.
Supongamos que existe t € E(G) tal que sts = sy tst = t. Escribamos a s y t* en su
forma estandar:

S=e€z ...z [Y]

t =ep...en D).

Por lo tanto, ¢t = [p~']e,, ...e,,,. Asi, y = O(s) = d(sts) = yp~'y; luego p = y. Ademas,

sts = ey ... ey Y] [y_l]er1 € Cay e Cq (Y]
=€y ..y Cry ... ey

=€y .. €y Er b (Y]

Por la unicidad de la descomposicion estandar tenemos que {xi,...,z,,71,...,"m} =
{z1,... 2, }. Asi, {r1,...,rm} C {21,...,2,}. Ulilizando el mismo argumento a t*s*t* = t*,
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concluimos que {z1,...,z,} C{r,...,rn}. Deestaforma, s =t*yporlotantot = s*. O

Finalizamos esta seccion presentando una caracterizacion del semigrupo de Exel, la cual
sera de gran utilidad en el Capitulo 2.

Teorema 1.4.17. Sea{(A,a) : A € P1(G),a € A} el semigrupo con multiplicacion definida
por
(A,a)(B,b) = (AU aB,ab).

Entonces existe un isomorfismo de semigrupos ¢ : E(G) — {(A,a) : A € P1(G),a € A}
tal que ¢([z]) = ({1, 2}, z), paratodo x € G.

Demostracion. Ver ¢, Lema 2.3 y Teorema 2.4. O

Definicion 1.4.18. Sea = = (A,a) € E(G). El conjunto A es llamado el soporte de z y el
cardinal |A| es el volumen de z.

1.5. Representaciones proyectivas de semigrupos

Mas adelante, observaremos una estrecha relacion entre las representaciones parciales
proyectivas de grupos y las representaciones proyectivas de semigrupos. Por ello, en esta
seccion nos centraremos en el estudio de este tipo de representaciones, cuya teoria fue

desarrollada por el matematico B. Novikov. Usaremos como referencia principal el articulo
]

Definicion 1.5.1. Sea K un cuerpo. Decimos que un semigrupo S con 0 es un
K-semigrupo si existe una funcién K x S — S, denotada por («, z) — ax tal que:

) a(Bz) = (af)x;

) a(zy) = (ax)y = z(ay);
ny lgz =
IV) Oxx =0 € S;

para todo o, 5 € Kytodo z,y € S.

16 J. KELLENDONK y M. LAWSON. “Partial Actions of Groups”. En: International Journal of Algebra and
Computation 1 (2004), pags. 87-114.
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Definicion 1.5.2. Un K-semigrupo S es llamado un semigrupo K—cancelativo si para
todo o, 5 € Ky x #£ 0 € S, laigualdad ax = Sz implica que o = . Si se tiene que S es un
monoide, decimos que S es un monoide K-cancelativo.

Ejemplo 1.5.3. M, (K) es un monoide K-cancelativo. Mas general, cualquier K-algebra
vista como un semigrupo multiplicativo es un semigrupo K-cancelativo.

Ejemplo 1.5.4. Sea A una K-algebra con elemento identidad 14. El K-submonoide
generado por a € A, {aa™ : a € K,n > 0} (donde a° = 14), es un monoide K-cancelativo.
Un ejemplo concreto es {(a,a),(0,8) : o, € K} € A = K x K, el K-submonoide
generado por a = (0,1).

Dado un monoide K-cancelativo M, inspirados en el grupo lineal general proyectivo,
definimos la siguiente relacién \ en M:

Ay < x=ay, paraalginaecK"*.

Es sencillo ver que )\ es una relacion de equivalencia en M. Ademas, si z\y y z\w,
entonces existen «, § € K* tales que = = ay y z = pw. Luego,

rz = (ay)(Bw) = a(y(Bw)) = a(Byw)) = (aB)(yw).

Como af € K*, tenemos que xzAyw y por lo tanto, A es una congruencia en M.

De esta forma, obtenemos el semigrupo cociente ProjM = M/X y denotamos por
¢ al homomorfismo natural ¢ : M — Proj M, donde cada elemento de M es enviado a su
clase de equivalencia.

Definicion 1.5.5. Sean S un semigrupo y M un monoide K-cancelativo. Una
representacion proyectivade S en M esunafuncionT : S — M talque &Il : S — Proj M
es un homomorfismo.

En la siguiente proposicion presentamos una caracterizacion de las representaciones
proyectivas de semigrupos, siguiendo una estructura similar a la presentada en la
Proposicion 1.2.3. En este contexto, por funcion parcialmente definida o : S x § — K*
nos referimos a una funcion que no esta definida en su totalidad en S x S, sino solo en
un subconjunto de S x S.
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Proposicion 1.5.6. ' Sea M un monoide K-cancelativo. Una funcionT : S — M es una
representacion proyectiva de un semigrupo S si, y solo si, se satisfacen las siguientes
condiciones:

1) T'(zy) =0 < T'(2)I'(y) =0, paracadazx,y € S;

I1) existe una unica funcion parcialmente definida p : S x S — K* tal que
dom p = {(z,y) € § x §: D(ay) # 0},
y para cada (z,y) € dom p,

D(z)T(y) = p(x, y)T(zy). (1.2)

Demostracion. Supongamos que I' : S — M es una representacion proyectiva de
semigrupos. Por definicion, (T : S — Proj M es un homomorfismo de semigrupos. Sean
z,y € S. Note que si I'(zy) = 0, entonces £I'(xy) = 0. Como &Iy € son homomorfismos,
entonces 0 = £0(xy) = £ (2)ET (y) = (T (2)(y)). Es facil ver que £ A0 <= z = 0. Porlo
tanto, I'(z)T'(y) = 0. Analogamente, mostramos que si I'(z)T'(y) = 0, entonces T'(zy) = 0.
Resta ver que se cumple la condicién 11). Sean (z,y) € Sx S tales que I'(xy) # 0, entonces
E(T(zy)) = &(T'(x)I'(y)). Luego, existe p(z,y) € K* tal que I'(x)I'(y) = p(z, y)['(xy). Como
I'(zy) # 0y M es un monoide K-cancelativo, concluimos que la funcién p es Unica.

Reciprocamente, si se satisfacen las condiciones 1) y 1) de esta proposicion, al
igual que en la Proposicion 1.2.3, es facil ver que I' es una representacion proyectiva de
semigrupos. O

La funcién p es llamada el conjunto factor de T'.

Observacion 1.5.7. Si extendemos p a una funcién totalmente definida en S x S,
estableciendo que p(x,y) = 0, para los pares ordenados (z,y) tales que I'(z)I'(y) = 0,
entonces la ecuacion (1.2) se cumple para todo =,y € S.

Proposicion 1.5.8. Seal : S — M una representacion proyectiva de un semigrupo S en
un monoide K-cancelativo M. Entonces para todo x,y, z € S,

I'(z)I(y)I'(2) =0 <= TI'(zyz) =0.
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Demostracion. Sean z,y, >z € S. Como &, " son homomorfismos,

F@)T(y)F(z) =0 = ET@IHN(2) =0 <= ET(@)ETE)ET(z) =0
> ()T (Y)ED(z) = 0 <= (T(ryz) =0 <= T(ayz) =0

]

Al igual que en el caso de las representaciones proyectivas de grupos, queremos obtener
una caracterizacion de las funciones parcialmente definidas p : S x S — K*. Siguiendo la
prueba de la Proposicion 1.2.5, se tiene que para todo z,y,z € S,

p(xy, z)p(r,y) = p(y, 2)p(z,y2).

Sin embargo, a diferencia de los conjuntos factores de representaciones proyectivas de
grupos, la condicién anterior no es suficiente. En el resto de esta seccion, trabajaremos
con S un monoide.

Teorema 1.5.9. Sea S un monoide. Una funcion p : S x S — K es un conjunto factor de
alguna representacion proyectiva de S si, y solo si,

p(zy, z)p(r,y) = ply, 2)p(z, yz)

y, ademas,

p(z,y) =0 <= p(1l,2y) =0, (1.3)
para cadaz,y,z € S.
Demostracion. Ver ', Corolario 1. O

Sean p y o dos conjuntos factores. Definimos el producto po por

po(z,y) = p(z,y)o(x,y).

Se sigue del Teorema 1.5.9 que po es un conjunto factor. Similarmente al caso de grupos,
tenemos la siguiente relacion entre conjuntos factores.

Definicion 1.5.10. Sea S un monoide. Dos conjuntos factores p y o son llamados
equivalentes, que denotamos por p ~ o, si existe una funcion n : S — K* tal que

p(x,y) = n(y)n(zy) 'n(x)o(z,y),
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para todo z,y € S.

De esta forma, el conjunto m(.S) de todos los conjuntos factores es un semigrupo con la
congruencia ~.

Definiciéon 1.5.11. El semigrupo cociente M (S) = m(S)/ ~ es llamado el multiplicador
de Schur de S.

Proposicion 1.5.12. Sea S un monoide, entonces m(S) y M(S) son semigrupos inversos
conmutativos.

Demostracion. Sea p € m(S). Defina

p(x,y)~" si plz,y) #0,
plr,y) =
0 si p(z,y) =0.

Por el Teorema 1.5.9, p' € m(S). Ademas, es claro que pp'p = py p'pp’ = p' y por lo tanto,
m(S) es regular. Como M(S) es un semigrupo cociente de m(S), también es regular.
Finalmente, como K es cuerpo tenemos ambos semigrupos son conmutativos y asi, la
Proposicion 1.3.14 implica que son semigrupos inversos. O

Por el Teorema 1.3.20, tenemos que

mS) = |J H, M= |J H
)

e€E(m(S)) eeE(M(S
Luego, estudiaremos los conjuntos factores idempotentes.

Teorema 1.5.13. ' Existe una biyeccion ¢ <+ I, entre los idempotentes de m(S) y los
ideales de S tal que para todo idempotente ¢ se vale que

1 si xy ¢ I,
e(z,y) =
0 st xyel.

VI, =1,U1

€2

Demostracion. Sea e € m(S) idempotente, entonces ¢(x,y)? = ¢(x,y), para todo z,y € S.
Esto implica que los unicos valores que toma ¢ son 0 y 1. De (1.3) tenemos que ¢(z,y) =
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0 < ¢(1,zy) = 0, pero por lo anterior esto implica que €(z,y) = ¢(1,zy), para todo
x,y € S. Luego, la ecuacidon de 2-cociclo implica que

e(1,zy)e(1, zyz) = (1, yz)e(1, xyz), Va,y,z € S. (1.4)

Considere I. = {y € S : ¢(1,y) = 0}. Afirmamos que I, es un ideal de S. En efecto, sean
y €I,z € S. Tomando z = 1 en (1.4) tenemos que

e(1y)e(l, yz) = (1, yz)e(l, yz) = e(1,yz).

Comoy € I, ¢(1,y) = 0y por lo tanto, ¢(1,yz) = 0. Esto es, yz € I.. Similarmente, si
x € S,tomando z = 1 en (1.4), obtenemos que

e(1,zy) = e(1, zy)e(1, zy) = €(1, y)e(1, zy).

Dado que ¢(1,y) = 0, concluimos que zy € S. Luego, /. es un ideal de S. Por lo tanto,
podemos definir la funcion ¢ — I.. Veamos que es sobreyectiva. Sea I un ideal de S.
Considere ¢ : § x S — K dada por

1 si zyé¢l,
e(z,y) =
0 st zyel.

Es claro que ¢ es idempotente. Probaremos que ¢ es un conjunto factor de S. Dado que
zy = 1(zy), se sigue de la definicion de e que e(z,y) = 0 < €(1,zy) = 0. Verifiquemos
ahora la ecuacion de 2-cociclo. Sean z,y,z € S. Si zyz € I, entonces €(z,yz) = 0y
e(ry,z) = 0, luego trivialmente se verifica la ecuacion. Ahora, si zyz ¢ I, como I es
ideal tenemos que zy ¢ Iy yz ¢ I, luego e(x,yz) = e(zy,2) = e(z,y) = €(y,z) = 1. Por
el Teorema 1.5.9, tenemos que ¢ es un conjunto factor de S. Se tiene que I. = I y por
consiguiente, la funcion es sobreyectiva.

Por otro lado, es facil ver que la funcién es inyectiva. Finalmente, sean ¢, ¢, idempotentes
de m(S), entonces

Y€ l,, < e(l,yea(l,y) =0 < c(l,y) =00 e(l,y) =0 < yel, UI,.
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Denotamos por Y (S) al conjunto de los ideales de S. Sean I,J € Y (S), definimos el
siguiente orden parcial:
I<J <<= IDJ

Es claro que I U J es una cota inferior de {1, J}. Ademas, si K € Y(S)con K < I, K < J,
entonces K O U J. Por lo tanto, (Y (5), <) es un semirreticulo, donde el infimo entre I, .J
esTUJ.

Corolario 1.5.14. ' E(m(S)) 2 Y (S) = E(M(S))

Demostracion. Por el Teorema 1.5.13, tenemos que E(m(S)) = Y(S). Definamos la
funcién = : E(m(S)) — E(M(S)), dada por w(e) = cls(e), para cada ¢ € E(m(S)).
Claramente, = estd bien definida y es un homomorfismo de semigrupos. Sean
€1,62 € FE(m(S)) tales que cls(e;) = cls(ey), entonces existe n : S — K* tal que
ei(z,y) = n(y)n(zy) 'n(x)e(z,y). Si e(z,y) = 0, como n(y)n(zy)~'n(z) € K* tenemos
que ex(x,y) = 0. Si € (z,y) = 1, dado que e(z,y) es 0 6 1, tenemos que ex(x,y) = 1.
Luego, €; = €.

Por ultimo, veamos que 7w es sobreyectiva. Sea ¢ € m(S) tal que cls(o) es
idempotente. Esto es, cls(c?) = cls(o). Por lo tanto, existe n : S — K*
tal que o%*(z,y) = ny)n(zy) 'n(x)o(z,y). Definamos ¢ : S x S — K por
e(r,y) = (myn(zy)'n(z))to(z,y). Es facil ver que e cumple las condiciones
del Teorema 1.5.9 y, por lo tanto, ¢ es un conjunto factor idempotente. Ademas,
o(z,y) = n(y)n(zy) n(x)e(z, y); luego cls(o) = cls(e), es decir, m(e) = cls(o). O

Dado I ideal de S, definimos el conjunto factor idempotente

1 si zyé¢l,
E[(I, y) =
0 st xyel.
Se sigue del Corolario 1.5.14 que
m(S) = |J mi(8), M(S)= |J Mi(9), (1.5)
IeY (S) IeY(S)

donde m;(S) = H.,, M;(S) = Has(,)- Ademas, recordando que

He, = {pem(S): pp = e},
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se deduce que
mr(S) ={pem(S):px,y) =0 <= zy € I}. (1.6)

Como consecuencia del Teorema 1.3.20 y del Corolario 1.5.14, tenemos que
my(S)m;(S) € mru(S), conl,J € Y(S). (1.7)
Sea I un ideal de un semigrupo S. Es sencillo verificar que la siguiente relacion
pr = I x HU{(x,z):z € S}
es una congruencia en S. Luego, tenemos el semigrupo cociente
S/pr =1y U{{z}:z e S\I}.

Dado que I es el elemento cero de S/p;, es conveniente ver a este semigrupo cociente
como el conjunto (S \ ) U {0}, donde el producto zy para x,y € S\ I se mantiene
igual si zy ¢ I, pero se define como cero cuando zy € I. Por simplicidad, escribiremos
S/I en lugar de S/p;. De (1.6) se sigue que si I es un ideal no vacio de S, entonces
my(S) = my(S/I). En el caso I = (), tenemos que my(S) = my(S°), donde S° es el
semigrupo que se obtiene al anadirle un elemento cero a S.
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2. El multiplicador parcial de Schur

En este capitulo se presenta un estudio detallado de las propiedades estructurales del
multiplicador parcial de Schur, con base en los articulos ', 3 y 4. Los resultados mas
importantes de este capitulo se encuentran en el Teorema 2.2.15 y el Teorema 2.4.4.
A partir de la Seccion 2.3, asumiremos que el cuerpo K es algebraicamente cerrado,
hipbtesis que sera relevante en la demostracion del Lema 2.3.6 y el Teorema 2.4.4.

2.1. Representaciones parciales proyectivas de grupos

Como primer paso hacia la generalizacién del multiplicador de Schur, abordamos el
estudio de las representaciones parciales proyectivas de grupos. El objetivo de esta
seccion es entender en profundidad el Teorema 2.1.7, un resultado de suma importancia
en este trabajo. Recordemos, segun lo presentado en la Seccién 1.5, que dado cualquier
monoide K-cancelativo M, definimos el semigrupo cociente Proj M y el homomorfismo
canonico £ : M — Proj M.

Definicion 2.1.1. Sean G un grupo y M un monoide. Una funcién ¢ : G — M que
preserva los elementos identidad es llamada un homomorfismo parcial (unitario) si
para todo g, h € G se tiene que:

Definicion 2.1.2. Una representacion parcial proyectiva de G en un monoide
K-cancelativo M es unafuncionT' : G — M talque &I : G — Proj M es un homomorfismo
parcial.

Observacion 2.1.3. Sea T' : G — GL(V) una representacion proyectiva de G. Tenemos
que L(V), el conjunto de las transformaciones lineales de V', es un monoide K-cancelativo
y que, GL(V) C L(V). Ademas, todo homomorfismo es en particular un homomorfismo
parcial y por ende, este nuevo concepto generaliza las representaciones proyectivas de

grupo.

Proposicion 2.1.4. ' Una funcionT : G — M es una representacion parcial proyectiva si,

37



y solo si, existe una representacion proyectival : E(G) — M tal que T'(z) = T'([z]), para
cadazx € G.

Demostracion. Supongamos que I' : G — M es una representacion parcial proyectiva.
Esto es, A = ¢ : G — Proj M es un homomorfismo parcial. Por la Proposicion 1.4.6,
existe un homomorfismo A : E(G) — Proj M tal que A(z) = A([z]), para todo = € G.

Fijemos X un conjunto de representantes de las coclases de M en Proj M. Definamos la
funcion ¢ : Proj M — M, donde cada coclase es enviada a su Unico representante en X.
Dado que £¢' : ProjM — ProjM es la funcidn identidad, I’ = ¢A : E(G) — M
es una representacion proyectiva de semigrupos. Note que para cada =z € G
ET'([z]) = €E€A(z])) = A([z]) = &(T(z)). Lo que implica que para cada = € G,
existe A\(z) € K* tal que
(@) = Ma)I"([2]).

Fijemos \ : E(G) — K* una funcién tal que \([z]) = A(x), para todo = € G. Consideremos
la funcién T' : E(G) — M dada por I'(s) = \(s)['(s), para cada s € FE(G). De
esta forma, tenemos que ¢I' = ¢IV y como I” es una representacién proyectiva de
semigrupos, podemos concluir que I' también lo es. Finalmente, para cada =z € G,

[([z]) = AlzDI([x]) = M) ([z]) = T(x).

Reciprocamente, supongamos que existe una representacion proyectiva I : EG) - M
tal que I'(x) = I'([z]), para cada = € G. Esto implica que (I : E(G) — Proj M es
un homomorfismo de monoides. Consideremos la funcion f : G — Proj M definida
por f(z) = £I([x]), para cada = € G. Segun la Definicion 1.4.4 y dado que ¢T" es un
homomorfismo de monoides, podemos concluir que f es un homomorfismo parcial. Por
Gltimo, la hipotesis I'(z) = I'([z]), para cada = € G implica que f = I, por lo tanto, T es
una representacion parcial proyectiva. O

De este modo, hemos visto la importancia del semigrupo de Exel en el estudio de
este tipo de representaciones. Dado que dicho semigrupo es inverso, veremos algunas
propiedades de las representaciones proyectivas de semigrupos inversos.

Lema 2.1.5. Sean S un semigrupo inverso, M un monoide K-cancelativo y 11 : S — M
una representacion proyectiva. Entonces para cada a,b € S

H(a)[I(b) =0 <= M(a HI(ab) =0 <= T(ab)II(b~") = 0.
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Demostracion. Sean a,b € S. Por la caracterizacion de representaciones proyectivas de
semigrupos, se tiene que Il(ab) = 0 <= Il(a)Il(b) = 0. Asi, II(a)II(b) = 0 si, y solo
si, ab € T171(0). Afirmamos que I17'(0) es un ideal de S. En efecto, dado que II es un
representacion proyectiva, (1T es un homomorfismo de semigrupos. Ademas, si = € S,
y € I171(0), entonces y € (£I1)~1(0). Por lo tanto, £MT(xy) = £I1(x)ETI(y) = 0. Esto es,
xy € (€I1)71(0), pero esto implica que xy € I171(0). De manera andloga, se prueba que
yx € T171(0).

Como I171(0) es un ideal, si ab € T171(0), entonces a'ab € 1171(0). Reciprocamente, si
a~tab € TI"*(0), entonces ab = aa'ab € T71(0). De esta forma,

ab € IT71(0) <= atabe II7'(0) <= Il(a 'ab) =0 <= M(a ")I(ab) = 0.

Por lo tanto, hemos mostrado que I1(a)II(b) = 0 <= II(a')II(ab) = 0. Similarmente, se
puede mostrar que I1(a)I1(b) = 0 <= TI(ab)II(b~') = 0. O

Corolario 2.1.6. Si 7 es un conjunto factor de 11, entonces para cada a,b € S
7(a,b) =0 <= 7(a',ab) =0 < n(ab,b™ ') =0.

A continuacion presentamos un analogo de la Proposicion 1.5.6 para una representacion
parcial proyectiva de grupo.

Teorema 2.1.7. ' Sea M un monoide K-cancelativo. Una funcionT : G — M es una
representacion parcial proyectiva de un grupo G si, y solo si, se satisfacen las siguientes
condiciones:

1) paratodo x,y € G
(e )T (zy) =0 <= T(@)[(y) =0 <= T(ey)I(y™") =0; (2.1)
I1) existe una unica funcion parcialmente definida o : G x G — K* tal que
domo = {(z,y) € G x G| I'(z)'(y) # 0} (2.2)
y para todo (z,y) € dom o

[(z™(x)0(y) = o(z,y)0 (2T (zy), (2.3)
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D@0 ()l (y ™) = oz, y)T@y)Ty). (2.4)

Demostracion. SeaT' : G — M una representacion parcial proyectiva. Por la Proposicion
2.1.4, existe T' : E(G) — M una representacion proyectiva tal que I'(z) = I'([z]), para
cada r € G. Veamos 1). Sean z,y € G. Usando la Proposicion 1.5.6 y el Lema 2.1.5
tenemos que:

Pz (ay) = D[z DI([ay) =0 <= T([z7"[zy]) = T(lz™fa]ly]) = 0

Analogamente, probamos que I'(zy)I'(y ') =0 < T'(z)'(y) = 0.

Ahora, probaremos 1I). Sea p el conjunto factor de I. Supongamos que
[z HT(z)'(y) # 0. Esto implica que T'(z~HT'(zy) # 0, pues si suponemos que
['(z~")I'(zy) = 0, entonces por la ecuacion (2.1) T'(x)I'(y) = 0y asi, I'(z~ 1T (x)'(y) = 0.
De esta forma, T'([z~'])I'([zy]) # 0 y por lo tanto p([z~'],[zy]) # 0. Por (1.2) de la
Proposicion 1.5.6, tenemos que

D(z YT (2)(y) = D([= DI ([=)T([y])
= p([], )T ([z~ DT ([][y])
= p([], W) p([= 7], [=][yDT (2] [2][y])
= p([a], [w)p(lz™", [ W) (2~ [zy))
_ AL Doz, (200D ¢y 1y
_ el D=1, 21D -1y,
Y N

Tomando

p(ll, [yDp(=™"], [2][y])

p([a=], [zy]) 7
tenemos por la ecuacion (2.1) y el Corolario 2.1.6 que o(z,y) € K* si, y solo si,
I'(x)I'(y) # 0. Hasta el momento, hemos probado la igualdad (2.3) bajo la hipotesis de
que I'(z~HT(z)T'(y) # 0. Sin embargo, si (z,y) € dom o entonces usando que &, T son

o(z,y) =
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homomomorfismos y (2.1) tenemos que

(T (a0 (@) (y)) = ¢T (a7 e (2)E0(y) = €T (x 8T (wy) = (T (@) (zy)) # 0,

lo que completa la prueba de (2.3). De manera analoga, obtenemos

1y el De ) ™D byt

Consideremos la siguiente funcion parcialmente definida

T(7,y) =

Veamos que las funciones parcialmente definidas o y 7 son iguales. Primero, mostraremos
que dom ¢ = dom 7. Sea (z,y) € dom o, entonces I'(z)I'(y) # 0. Esto implica que
p([x],[y]) # 0y por el Corolario 2.1.6, p([z][y], [y~']) # 0. Ademas, como I'(z)I'(y) # 0
tenemos que T'(zy)['(y~') # 0y por tanto, p([zy],[y']) # 0. Asi, (z,y) € dom 7.
Reciprocamente, si (z,y) € dom 7, entonces p([z],[y]) # 0 y por consiguiente,
I'(z)I'(y) # 0. Luego, (z,y) € dom o.

Sea (z,y) € dom o. Usando la ecuaciéon de 2-cociclo del Teorema 1.5.9, tenemos
que

[z~ [zy], [y~ Do, [2y])
=[]y, v Doz, [ay])



Luego, o(x,y) = 7(z,y). Note que la unicidad de o se sigue de la propiedad K-cancelativa
de M. Asi, hemos probado 1I1).

Reciprocamente, si I' : G — M es una funcién que satisface las condiciones de
este teorema, es sencillo ver que £I" es un homomorfismo parcial y por lo tanto, I" es una
representacion parcial proyectiva. O

La funcion o es llamada un conjunto factor de " o un conjunto factor parcial de G. Es
conveniente asumir que ¢ esta totalmente definida en G x G, definiendo o(z,y) = 0 para
cada (z,y) ¢ dom o y mantener la notacion dom o para el conjunto definido en (2.2). De
esta forma, es claro que las igualdades (2.3) y (2.4) valen para todo =,y € G.

2.2. Conjuntos factores parciales

Sean I' una representacion parcial proyectiva de un grupo G en un monoide K-cancelativo
M y o su respectivo conjunto factor parcial. Dado que &I' preserva los elementos
identidad, podemos asumir sin pérdidad de generalidad que T'(1) = 1,,. De esta forma, al
igual que en la Observacion 1.2.4, 0(1,1) = 1.

A continuacién, mencionaremos una propiedad muy importante de los conjuntos
factores parciales. Uno esperaria que estas funciones cumplan la ecuacion de 2-cociclo
presentada en la Proposicion 1.2.5. Sin embargo, esto es valido unicamente bajo ciertas
condiciones restringidas. Un ejemplo de un conjunto factor parcial que no cumple dicha
ecuacion se muestra en el Ejemplo 2.2.10.

Proposicion 2.2.1. Sea I una representacion parcial proyectiva con un conjunto factor
o. Entonces para todo x,y,z € G con T'(x)T'(y)['(z) # 0 se tiene que o(zy, z)o(x,y) =

o(y,z)o(z,yz).

Demostracion. Sean z,y,z € G tales que I'(z)I'(y)I'(z) # 0. Por las ecuaciones (2.3) y
(2.4)

(D@ (@)D (y))T(2)T (™) = oz, y)T (@) (ay)T(2)0(= )
= o(z,y)o(zy, )T (z D (2y2)(z7).
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D@ (@)D ()0 (=) = oy, )T (@ T (@) (y2)I ()
=o(y, 2)o(x, y2)D (2 I (zy2)[ (7).

Luego,
o(z,y)o(zy, 2)T (a0 (zy2)(271) = o(y, 2)o(z, y2)T(a™ D (zy2)0(z 7). (2.5)

Afirmamos que T(x HT(zyz)I'(>7') # 0. Supongamos por absurdo que
(z YT (zyz)I'(27!) = 0. Esto es, I'([z~'])I'(Jzyz])[([z"']) = 0. Por la Proposicién
1.5.8, I'([z7Y[zyz][z"']) = 0. Lo que implica que [z7'|[z][y][z][z""] € T-'(0). Al
igual que en la prueba del Lema 2.1.5, T-'(0) es un ideal de E(G). Por lo tanto,
(][] (2] [y][=][="][2] = [][y][=] € T~'(0) y por la Proposicién 1.5.8, I'([«])I'([y])[([]) = 0.
Lo que contradice la hipotesis de que I'(z)I'(y)['(z) = 0. Por consiguiente,
[(z Y (zy2)L(z7Y) # 0.

Como M es un monoide K-cancelativo, podemos concluir de (2.5) que o(zy, z)o(x,y) =
o(y, z)o(z,yz). O

La siguiente proposicion muestra una definicion alternativa de los conjuntos factores
parciales que es independiente del concepto de una representacion parcial proyectiva
de grupo.

Proposicion 2.2.2. ' Una funcién parcialmente definida o : G x G — K* es un conjunto
factor para alguna representacion parcial proyectival : G — M si, y solo si, existe un
conjunto factor p de E(G) tal que

1) Ve,y € G (z,y) € domo < ([z],[y]) € dom p;

p(al, [yDp(l=™", [=][y])

p(lz=1], [vy])
Demostracion. Sea T" : G — M una representacion parcial proyectiva y ¢ su conjunto
factor, tomando p como el conjunto factor de la representacion proyectiva de semigrupos
I': E(G) — M, como se mostr6 en la prueba del Teorema 2.1.7, se valen las condiciones
mencionadas. Reciprocamente, sea I' una representacion proyectiva de E(G) y p su
conjunto factor. Definiendo I' : G — Proj M por I'(z) = I'([z]), para cada = € G tenemos
por la Proposicion 1.4.6 que I" es una representacion parcial proyectiva de G y como se
mostrd en el Teorema 2.1.7, o es un conjunto factor. O

) Ve,y € G (z,y) € domo, o(z,y) =
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Corolario 2.2.3. ' Los conjuntos factores parciales de un grupo G son un semigrupo
inverso conmutativo con la multiplicacion punto a punto, esto es, (o7)(z,y) =

o(z,y)7(z,y).

Demostracion. Sean o,7 conjuntos factores parciales de G. Usando la proposicion
anterior es sencillo verficar que o7 es un conjunto factor parcial. Considere

' si (z,y) € domo,

o(z,y)”
o'(v,y) =

0 st (x,y) ¢ domo.

Es claro que oo’'c = o y d'o0’ = o'. Afirmamos que ¢’ es un conjunto factor parcial
de G. En efecto, como o es un conjunto factor parcial existe p una representacion
de E(G) que cumple las condiciones 1) y 11) de la Proposicion 2.2.2. Considerando la
representacion p’ de E(G) definida en el Teorema 1.5.12, tenemos que ¢’ cumple las
condiciones de la Proposicidon 2.2.2 y por lo tanto es un conjunto factor parcial de G.
Asi, hemos mostrado que estos conjuntos factores son un semigrupo regular y como sus
idempotentes conmutan, es un semigrupo inverso. O

Este semigrupo es denotado por pm(G).

Observacion 2.2.4. Note que pm(G) es un monoide, cuyo elemento identidad es el
conjunto factor parcial 1, : G — K*, dado por 1,,(9) = 1k para cada g € G.
Sin embargo, para ¢ € pm(G), cuyo dominio sea diferente de G x G, tenemos que
o0’ # 1pm(e)- Luego, pm(G) no es un grupo, pero si un semigrupo inverso.

Definicion 2.2.5. El multiplicador parcial de Schur de un grupo G es el semigrupo
cociente pM(G) = pm(G)/ ~, donde la congruencia ~ es dada por

o~ T = o(z,y) = n(y)nlzy) n(x)r(x,y), Yo,y € G,
para alguna funcion n : G — K*.

Dado que pM(G) es un semigrupo cociente de un semigrupo inverso conmutativo,
también lo es. Luego, ambos semigrupos son un semirreticulo de grupos abelianos y
por ende es util estudiar sus idempotentes. Empezaremos con algunas propiedades de
los dominios de los conjuntos factores parciales.
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Proposicion 2.2.6. Sean o un conjunto factor de alguna representacion parcial proyectiva
y D su dominio, entonces para todo =,y € G

(z,y) €D <= (z7hay) €D < (zy,y ') €D < (y,y ‘a7 ')eD
— (yha'YeD = (y 'z hax)eD.
Demostracion. De las ecuaciones (2.1) y (2.2) del Teorema 2.1.7 tenemos que

-1

(r,y) €D <= (v ' 2y) €D < (ay,y ') €D, Va,ycq.

Aplicando estas equivalencias adecuadamente obtenemos
(z hay) €D <= (yy'a)eD — (yhao)eD < (y'z7'2)€D.

[
Corolario 2.2.7. Sean o un conjunto factor de alguna representacion parcial proyectiva T’
y D su dominio, entonces para todo x,y € G

(r,1)eD <= (z72)eD < (1,z7')e D < (1,2) € D.

Demostracion. De la proposicion anterior tenemos que

(r,y) €D <= (z ' oy) €D +— (y7y_1x_1) e D.

Tomando y = 1, obtenemos
(z,1)€D < (z7'x) €D <= (1,z7') e D.

Ademas,como I'(1) =1, (z,1) € D <= I'(z) #0 < (1,z) € D. O

Proposicion 2.2.8. Si (z,y) € D, entonces (z,1), (y,1) € D yo(x,1) = o(1,2) = o(y,1) =
o(ly) =1

Demostracion. Si (z,y) € D, entonces I'(x)I'(y) # 0. Estoimplica que I'(z) # 0y I'(y) # 0.
Luego, (z,1) € Dy (y,1) € D. De esta forma, por el Corolario 2.2.7, (1,z) y (1,y) € D.
Ahora bien, tomando y = 1 en la ecuacién (2.4) obtenemos que I'(x) = o(z, 1)I'(x).
Dado que T'(z) # 0, concluimos que o(x,1) = 1. Analogamente, se puede mostrar que
o(l,z) =0(y,1) = o(1,y). O
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Teorema 2.2.9. ' Una funcién o : G x G — K tal que o(1,1) = 1, es un conjunto factor
parcial idempotente si, y solo si, sus valores son0 y 1, y la siguiente condicion se satisface:

Vo,y € G, (z,y) € domo = (vy,y '), (y ', 271), (x,1) € domo. (2.6)

Demostracion. Supongamos que o : G x G — K es idempotente. Es claro que si (z,y) €
dom o, entonces o(x,y) = 1y en caso contrario, o(x,y) = 0. La condicién (2.6) se sigue
de las Proposiciones 2.2.6 y 2.2.8. Reciprocamente, supongamos que los unicos valores
deo:GxG —Kson0y 1y se vale lacondicién (2.6). Es claro que o es idempotente.
De (2.6) se sigue que si (zy,y!) € dom o, entonces (zyy !, (y~1)~!) = (z,y) € domo. Por
la misma propiedad, se tiene que

(zy,y ') €domo = (y,y 'z~ ') € domo = (v, 2y) € domo.

(z7 ry) € domo = (y,y '27') € domo = (vy,y ') € domo.
(z,y) € domo = (y ',27') €domo = (y',1) € domo = (1,y) € domo.

Por lo tanto,
(z,y) €domo <= (vy,y ') € domo <= (z ! zy) € domo. (2.7)

(x,y) € domo = (1,y) € domo. (2.8)

Considere L = {[z][y] € E(G) : o(z,y) =0}, I = E(G)LE(G)y p : E(G) x E(G) = K,
dada por
1 si AB¢1,
p(A,B) = (2.9)
0 si ABel.

para cada A,B € FE(G). Como I es un ideal de E(G), por el Teorema 1.5.13
tenemos que p es un conjunto factor de E(G). Queremos probar que se cumplen
las condiciones 1) y 1) de la Proposicion 2.2.2. Note que es suficiente ver que
p([ul, [v]) = o(u,v), para todo u,v € G, puesto que eso implicaria la condicion 1) y como

p(u], ) p([u~"], [u][v])

o o p([u™t], [uv]) _
la condicidon 11). Dado que los unicos valores que toman las funciones p,o son 0 y 1,

probaremos que o(u,v) =0 <= p([ul,[v]) =0, para todo u,v € G.

p(w™] [ullv]) = p([u™], [uv]) tendriamos

= o(u,v), es decir,
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Sean u,v € G. Supongamos que o(u,v) = 0, entonces [u|[v] € Ly por lo tanto, [u][v] € I.
Esto implica que, p([u],[v]) = 0. Reciprocamente, supongamos que p([u],[v]) = 0,
entonces existen A, B € E(G), [z][y] € L tales que

Para probar que o(u,v) = 0, es conveniente representar a los elementos de E(G) como
en el Teorema 1.4.17. Se tiene que [u] = ({1,u},u), [v] = ({1,v},v) y que existen P,Q €
Pi(G),pe Pyge Qtalesque A= (P,p)y B=(Q,q). Asi,

({1, u, wv}, wv) = (P,p)({1, z, zy}, 2y)(Q, q)
= (PUp{l,z,zy}, pry)(Q,q)
= (PUp{l,z, 2y} UpryQ, pryq).

Luego,
p{1,z, 2y} C {1, u,uv}, (2.10)

con p,z,y € Gy o(x,y) = 0. Para concluir esta prueba, utilizaremos la siguiente
afirmacion.

Afirmacion: Supongamos que los valoresde o0 : G x G - Kson0y1,0(1,1) =1yo
satisface (2.6). Sean a,b,c,d € G tales que o(a,b) = 0y {a™', b} C {1,c7,d}, entonces
o(c,d) =0.

En efecto, asumamos por absurdo que o(c,d) # 0, entonces o(c,d) = 1. De (2.6) y (2.8)
tenemos que

old e =0(,1)=0(l,d) =0c(l,c')=0c(d 1) =1.

Por otro lado, de la contenencia {a~',b} C {1,¢7',d}, tenemos que o(a,b) tiene nueve
valores posibles, pero por las igualdades anteriormente mencionadas y la hipétesis
de que o(a,b) = 0, tenemos que o(a,b) coincide con solo uno de los siguientes
valores: o(1,1),0(c,c™!),0(d™*, d). Sin embargo, aplicando (2.6) y (2.7) a (¢,d) € domo,
obtenemos que:

(ched), (¢ 1), (1,¢), (c,c™h) € domo.
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Similarmente, como (¢, d) € domo, (d7!,¢™!) € dom o y asi;
(d,d”'c™h),(d,1),(1,d™ "), (d7 ", d) € domo.

Estoes, o(c,c™') = o(d™!,d) = o(1,1) = 1, lo cual contradice que alguno de estos valores
esigual a o(a,b) = 0.

Continuando con la demostracion de este teorema, de (2.7) se tiene que
o(z7!,7y) ¢ domo y ademas, se sigue de (2.10) que p € {1,u,uv}. Por consiguiente,
tenemos los siguientes casos:

Caso 1: Si p = 1, entonces {z,zy} C {1,u,uv}. Utilizando la afirmacién con a = =71,
b=xy,c=u"' d=uv, concluimos que o(u~t,uv) = 0y por (2.7) se tiene que o(u,v) = 0.
Caso 2: Sip = u, entonces {z, zy} C {1,u~!,v}. Aligual que en el caso anterior tomando
a=ax"',b=1xy,c=u,d=wv, concluimos que o(u,v) = 0.

Caso 3: Si p = wv, entonces {z,zy} C {1,v~', v~ 'u~'}. Aplicando la afirmacién con
a =20 = 2yc = vd = viul concluimos que o(v,o 'u"t) = 0. Por (2.7),
o(v™Hu™) =0y por (2.6), o(u,v) = 0. O

Por la Observacién 2.1.3, es claro que M (G) C pM(G). No obstante, el siguiente ejemplo
muestra que esta contenencia puede ser estricta.

Ejemplo 2.2.10. Sea G = Z, x Zs X Zs, €l grupo abeliano de orden 8 con todos sus
elementos no nulos de orden 2. Es claro que G es un Z,-espacio vectorial de dimension
3. Luego, existen a, b, c € G tales que G = (a, b, c). Considere H = (b,c) y K = ((H\ 1) x
(H\1))\A, donde A es la diagonal del producto cartesiano. Afirmamos que o : GXxG — K,
dada por

1 si (x,y) ¢ K,

o(z,y) =
0 si (z,y) € K.

es un conjunto factor parcial pero no es un conjunto factor.

En efecto, es claro que o es idempotente y o(1,1) = 1. Supongamos por absurdo
que o no es un conjunto factor parcial, por el Teorema 2.2.9 y dado que en G todo
elemento es su propio inverso, tenemos que existen =,y € G tales que (z,y) ¢ K
pero alguno de los siguientes pares ordenados (zy,y)(y,z),(z,1) pertenecen a K.
Claramente, esto es imposible para los dos ultimos pares. Ahora bien, si (zy,y) € K,
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entonces zy,y € H\ 1y zy # y. Esto implica que x = zyy € H\ 1y x # y. Luego,
(z,y) € K, lo cual es un absurdo. Por lo tanto, o es un conjunto factor parcial.

Finalmente, tenemos que o(ba,ac) = o(b,a) = 1; pero o(b,c) = 0. De esto, la ecuacién
del 2-cociclo no se cumple para z = b, y = a, = = ac y por lo tanto; o ¢ Z%(G, K*).

En la siguiente proposicion, estudiamos las H-clases de los conjuntos factores parciales
idempotentes.

Proposicion 2.2.11. Sean o un conjunto factor parcial idempotente de G y X su dominio.
Considere pmx (G) = {7 € pm(G) : dom T = X}, entonces H, = pmx(G).

Demostracion. Sea 7 € pm(G) tal que 77/ = . Como dom7 = dom 77/, tenemos que
domT = X y por consiguiente = € pmx(G). Reciprocamente, sea 7 € pm(G) tal que
domT = X, entonces 77'(z,y) = 1, si (z,y) € Xy 77'(z,y) = 0, si (z,y) ¢ X. Por el
Teorema 2.2.9, 77’ es un conjunto factor parcial idempotente con dominio X, esto es,

77" = 0. O

Usando el Teorema 2.2.9, caracterizaremos los dominios de conjuntos factores parciales,
para esto definimos las siguientes transformaciones de G x G :

g: (z,y) = (zy,y7), (2.11)
he(z,y)— (y o), (2.12)
t:(x,y)— (z,1). (2.13)

Estas funciones satisfacen las relaciones:
g =h*=1, (gh)>=1, t* =t, gt =t, tght = thgh, tht =0, (2.14)

donde 1 es la funcion identidad en G x G 'y 0 es la funcion (z,y) — (1,1).
Sea T el semigrupo abstracto generado por los elementos g, h,t con las relaciones
definidas en (2.14). Las funciones (2.11)-(2.13) determinan una accionde 7 en G x G.

Definicion 2.2.12. Sea X C G x GG. Decimos que X es un 7-subconjunto de G x G si
paratodo a € Ty (z,y) € X setiene que a(z,y) € X.

De esta forma, podemos reformular el Teorema 2.2.9 de la siguiente manera:
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Corolario 2.2.13. Una funcion idempotente o : G x G — K tal que o(1,1) = 1, es un
conjunto factor parcial si, y solo si, dom o es un T -subconjunto de G x G.

Denotamos por C(G) a la coleccion de los T-subconjuntos de G x GG. Ordenando a C(G)
parcialmente con la inclusién de conjuntos, tenemos que dados X,Y € C(G), X NY €
C(G)ysiSeC(G)talque SC X, S CYentoncesSC XNY.Luego, XNY =XAYYy
por lo tanto, C(G) es un semirreticulo.

Corolario 2.2.14. Sea G un grupo, entonces E(pm(G)) = C(G) = E(pM(G)).

Demostracion. Definamos f : E(pm(G)) — C(G), dada por f(0) = domo, para cada
o conjunto factor parcial idempotente. Del corolario anterior, se tiene que f esta bien
definida y es sobreyectiva. Es claro que f es inyectiva. Ademas, sean oy, 0, € E(pm(G))
y X, Y sus respectivos dominios, entonces o,0, es el conjunto factor idempotente cuyo
dominio es XNY'. Luego, f es un homomorfismo de semigrupos y por lo tanto E(pm(G)) =
C(G). Por ultimo, siguiendo la prueba del Corolario 1.5.14, tenemos que la funcién 7 :
E(pm(G)) — E(pM(G)), dada por w(c) = cls(o), es un isomorfismo de semigrupos y por
lo tanto, E(pm(G)) = E(pM(G)). O

Teorema 2.2.15. ' Los semigrupos pm(G) y pM(G) son semirreticulos de grupos
abelianos

(@)= ] pmx(@), pM(G)= | pMx(G),

XeC(@) XeC(G)

donde pmx(G) = {o € pm(G) : domo = X} y pMx(G) = pmx(G)/ ~ .

Demostracion. Por el Teorema 1.3.20, tenemos que

(@)= ) He pM(G)= U Heis(o)

o€ E(pm(Q)) cls(o)e E(pM(G))

De la Proposicién 2.2.11 y el Corolario 2.2.14, tenemos que

Sea cls(o) € pM(G) idempotente. Por el Corolario 2.2.14, podemos asumir que o €s un
conjunto factor parcial idempotente. Sea X = dom(c), afirmamos que Hes) = pMx(G).
En efecto, sea cls(r) € pM(G) tal que cls(r)cls(7’) = cls(o). Como 77" y ¢ son
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idempotentes, esto implica que 77’ = o¢. Es decir, 7 € pmx(G). La otra contencia es
clara. Usando esta igualdad y el Corolario 2.2.14 concluimos que

pM(G)= | pMx(G). (2.15)
XeC(G)
OJ

Los grupos abelianos pMx (G) en la igualdad (2.15) se conocen como las componentes
del multiplicador parcial de Schur. En el caso particular cuando X = G x G, la componente
pMeaxc(G) es llamada la componente total.

Ahora, definiremos un semigrupo cociente de E(G), el cual nos permitira obtener
resultados mas fuertes sobre los conjuntos factores parciales.

Sea G un grupo, denotamos por N;(G) al ideal
{(A,a) € E(G) : |A] = 4} 2 E(G)

y a F3(G) al semigrupo cociente E(G)/N5;(G). Si |G| < 3, entonces N3(G) = (). En este
caso, F53(G) = {0} U E(G). Por simplicidad, escribiremos E y E5 en lugar de E(G) y
E5(G), respectivamente. Es claro que como E es un semigrupo inverso, F5 al ser un
semigrupo cociente, también lo es.

A continuacion, veremos que es posible obtener cada conjunto factor parcial de G
a partir de un conjunto factor de FEs.

Proposicion 2.2.16. 2 Una funcién o : G x G — K es un conjunto factor parcial si, y solo
Si, existe un conjunto factor p € m(FEj3) tal que

Ve,y € G (z,y) € domo < ([z],[y]) € dom p (2.16)
_ el [yD ez, [][y))
Vr,y € G (z,y) € domo, o(z,y) = (e, ol) : (2.17)

Demostracion. Sea o : G x G — K un conjunto factor. Entonces existe p € m(FE) que
cumple las condiciones de la Proposicion 2.2.2. Por otro lado, de (1.5) existe I ideal de
E tal que p € m;(E). Como [ y N3 son ideales de Ej3, tenemos que N3 U I es un ideal
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de E. Luego, podemos considerar el homomorfismo ¢ : m;(E) — mu,u(E), dado por
la restriccion de dominios de los conjuntos factores. Ademas, es claro que my, 1 (E) =
m(nsuny/ns(E3) € m(E3). De esta forma, obtenemos un homomorfismo entre m;(E) y
m(F3), que asigna a cada p € m;(F3) al elemento p' € m(E;5) definido por:

p(A,B) si AB ¢ N3UI,
p'(A, B) =
0 si AB &€ N3UI.

Como
[[L’][y] = ({Lac,asy}ﬂsy) gé Nz,

para todo z,y € G, se sigue p'([z],[y]) = 0 <= p([z],[y]) = 0. Igualmente, dado que
[z~ H[z][y] = [7"][xy] ¢ N3 tenemos que

P[] [2ly]) =0 <= p(lz7], [2]ly]) = 0.

Asi, podemos reemplazar p por p’ y obtener lo deseado.

Reciprocamente, supongamos que existe p € m(FE3) que cumple las dos condiciones de
esta proposicién. Considere p’' : £ x E — K, dado por:

p(A,B) si AB ¢ Ns,
p/(A, B) =
0 st AB € Ns.

Note que
p(A,B) =0 <= p/(1,AB) =0,

pues si AB € N3, entonces 1(AB) € N5y por tanto p/(A, B) = p'(1,AB) = 0. Por otro
lado, si AB ¢ N3, se cumple que p'(A,B) = p(A,B) y p/(1,AB) = p(1, AB), por lo que
el resultado se sigue del hecho que p(A,B) = 0 <= p(1,AB) = 0. Similarmente, se
prueba que se cumple la ecuacién de 2-cociclo. Asi, por el Teorema 1.5.9, o € m(E).
Analogamente a lo hecho en la implicacion anterior, se puede reemplazar p por p’ y por
la Proposicion 2.2.2, o es un conjunto factor parcial. O

Concluimos esta seccion estableciendo una correspondencia entre los 7 -subconjuntos
de G x Gy los ideales de Es5. Para ello, utilizaremos el siguiente resultado.
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Lema 2.2.17. Sea 0 € pmaxc(G). Entonces existe p € my(E3) que cumple las
condiciones de la Proposicion 2.2.16.

Demostracion. Sea o € pmgxq(G). Por la Proposicion 2.2.16, existe p € m(FE3) que
cumple (2.16) y (2.17). Ademas, por (1.5), existe I ideal de E; tal que p € m;(Es). Usando
(2.16) y (1.6), tenemos

Ve,y € G, [x]ly] ¢ 1. (2.18)

Supongamos que I # (). Sea J la preimagen de I bajo la proyeccioén candnica w : £ — Es.
Afirmamos que J = N3. Como I es un ideal no vacio de Ej, entonces 0 € I; lo que implica
que N3 C J. Veamos que J C N;. Sea (A4,a) € E con |A| < 2, entonces tenemos las
siguientes posibilidades:

(4,a) = ({1,a},a) = [a] = a][1],

(4,0) = ({1.a},1) = [a][a”"].
(A7a) = ({1}7 1) = [1]

Por (2.18), (A,a) ¢ J. Sea (A, x) € E con |A| = 3, entonces A = {1,a,b} y se tienen las
siguientes opciones:

(A,z) = (A, a) = ({1,b},0)({1,b7 a}, b a) = [b][b'a] (2.19)
(A7) = (A,b) = ({1,a},a)({1,a b}, a ') = [a][a"b] (2.20)
(A, x) = (A,1). (2.21)

Concluimos que las dos primeras opciones de (A,z) ¢ J, por (2.18). Ademas,
(A, 1)(A,a) = (A,a) ¢ Jycomo J es un ideal, tenemos que (A,1) ¢ J. Asi, hemos
mostrado que J C Nj. Por lo tanto, J = N3, que implica I = 0; es decir, p € mo(F3).

Finalmente, veamos el caso I = (). Por (1.6), p(A,B) # 0, para todo A,B € E;.
Definamos ' : E3 x E3 — K, dado por:

p(A,B) si AB #0,
p(A,B) =
0 si AB = 0.
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Usando el Teorema 1.5.9, concluimos que p' € m(FE3) y por (1.6), se tiene que p' € my(E3).
Dado que [x][y] ¢ N3, paratodo z,y € G, podemos reemplazar p por p’ en las condiciones
de la proposicion anterior. ]

Sean I, J ideales no vacios y propios de E3. Entonces 1 ¢ TUJ y por lo tanto; TU.J # Ej3, ().
Luego, Y (F3) \ {E3,0} es un semigrupo con la union de ideales.

Teorema 2.2.18. Existe un isomorfismo . : C(G) — Y (FE3) \ {E3,0} de semigrupos.

Demostracion. Sea X un T-subconjunto de G x G. Sea o € pmx(G), entonces existe
p € my(E3), para algun I ideal de FEs3, que cumple las condiciones de la Proposicion
2.2.16. Definamos ¢ : C(G) — Y (Es3) \ {E3, 0}, por «(X) = 1.

Primero, veamos que . esté bien definida. Tenemos que (z,y) € X <= [z][y] ¢ I. Esto
implica que si X # G x G, entonces I # (). Por el Lema 2.2.17, si X = G x G, entonces
podemos tomar I = 0. Luego, en cualquier caso I # (. Ademas, como (1,1) € dom o,
I # Ej5. Por otro lado, si tomamos o’ € pmx(G), entonces existe o/ € m(Es) tal que
(x,y) € X <= ([z],[y]) € dom p'. Tenemos que existe J € Y (F3) tal que p' € m,(E3).
Por consiguiente,

(x,y) € X — [z]|[y] ¢ J, Vz,y € G.

Asi,
[z]ly] € I < z|[y] € J, Vx,y € G. (2.22)

Por el Lema 2.2.17, tenemos que si X = G x G, entonces I = J = 0. Supongamos que
X # G x G, entonces () # I,J # 0. Queremos ver que I = J. Sea (A,a) € I N E3\ Ns.
Usando todas las posibilidades para (A,a) descritas en el lema anterior y (2.22),
concluimos que (A,a) € J. Luego, I C J. Similarmente, J C [. Asi, [ = J y . esta bien
definida.

Ahora, probaremos que . es inyectiva. Sean X,Y € C(G) tales que «(X) = «(Y) = I,
entonces
(r,y) € X = [z]ly] ¢ I <= (z,y) €Y.

Por lo tanto, X = Y. La sobreyectividad de . se sigue de la Proposicidén 2.2.16. Finalmente,
sean X,Y € C(G), 01 € pmx(G), 02 € pmy(G), con sus respectivos conjuntos factores de
Es p1 € mi(E3), p2 € my(FEs3). Entonces, o109 € pmxny(G) Y p1p2 €S su correspondiente

54



conjunto factor de Es. Por (1.7), tenemos que pip2 € mus(E3). Luego, «( X NY)=1TUJ =
((X)Uu(Y). Asi, . es un isomorfismo de semigrupos. O

2.3. Conjuntos factores de F;

Por lo visto en la seccién anterior, estamos interesados en estudiar m(Es;). En adelante,
trabajaremos con K un cuerpo algebraicamente cerrado. El objetivo de esta seccion,
es describir cada subgrupo m;(FE3) de m(FE3). Para esto, empezaremos hablando de
J —clases del semigrupo de Exel.

Definicion 2.3.1. Sea S un monoide. Definimos la relacién de equivalencia 7 en S como
sigue:

(x,y) € J <= SxS = SyS
Cada clase J se convierte en un semigrupo, denotado por .J°, que se obtiene al anadirle

un elemento cero extra a J con la siguiente operacion:

xy st oxy € J,
roy=

0 si zyd¢J
Dado p € m(S) y J una J-clase de S, podemos restringir p a J de la siguiente manera:

p(x,y) si xy € J,
pr(z,y) =
0 si xy ¢ J.

Usando el Teorema 1.5.9, es facil verificar que p; es un conjunto factor de J°.

Proposicion 2.3.2. Sea (A,a) € E, entonces la J-clase de (A, a) es
Jaw ={(B,b) € E:3x € G tal que ©A = B}.
En particular, para todo (B, b) € Ja.), Se tiene que |A| = |B].

Demostracién. Ver 3, Corolario 2. ]

Por la Proposicion 2.3.2, tenemos que J4, nho depende de a. Por consiguiente, esta
clase sera denotada por .J,. Ahora estudiaremos la estructura particular que poseen estas
clases. Para este fin, hablaremos de semigrupos completamente 0-simples.
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Definicion 2.3.3. Sea S un semigrupo con 0. Decimos que S es un semigrupo
completamente 0-simple si:

1) S%£0,
I1) S no contiene ideales propios no nulos,

1) .S contiene un idempotente primitivo no nulo, esto es, un idempotente minimal con
respecto al orden e < f <= ef = fe = ¢, definido en los idempotentes de S.

Teorema 2.3.4. (Teorema de Rees-Sushkevich) Sean H un grupo, I,A conjuntos
arbitrarios, 0 un simbolo y P = (px.)xen.icr Un@ matriz de tamarno |A| x || con entradas en
H U {0} y cuyas filas y columnas son no nulas. Denotamos por S°(H; I; A; P) al conjunto

{(i,h,\) :i€l,he HXe A} U{0}.
Asimismo, definimos la siguiente operacion entre los elementos de este conjunto:

<i7 gp)\,ihfa :U“> S0 p/\,i 7é 07
(1,9, \){J, h, ) =
0 st pai = 0.

Se tiene que S°(H; I; \; P) es un semigrupo completamente 0-simple. Reciprocamente,
si S es un semigrupo completamente 0-simple, entonces existen H, I, A, P tales que S es
isomorfo a S°(H; I; A; P).

Demostracién. Ver ', Teorema 3.2.3. ]

Sea A un subconjunto finito de G. El estabilizador de A es el grupo
StA={zeG:zA=A}.
Considere la siguiente accion del grupo StA en el conjunto A dada por:

StAx A — A
(x,a) — za.
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Para cada a € A, consideramos su 6rbita O, = {za : x € St A}. Llamando A/ St A a un
conjunto completo de representantes de las distintas 6rbitas, tenemos que

A= |_| 0,.

a€A/St A

Es claro que paratodo a € A, |O,| = | St A| y por lo tanto, |A| = |A/ St A|| St A|. Asi, | St A|
divide a |A|.

Proposicion 2.3.5. Si J, es una J-clase del semigrupo de Exel, entonces JS es un
semigrupo completamente 0-simple de la forma

SO(St A; A/ St A; A/ St A, Id),

donde 1, es la matriz identidad de tamano |A/ St A| x |A/ St A|.
Demostracion. Ver 3, Lema 3. O

Ademas, en 7 se probo que si T = S°(G; I, A, P), entonces My(T) = H?*(G,K*). Como
consecuencia de la proposicién anterior, tenemos que My(J%) = H?*(St A, K*).

Lema 2.3.6. * Sea p € m;(FEs3). Entonces existe p' un conjunto factor equivalente a p tal
que todas las restricciones de p' en cada J -clase que no esta contenida en I son triviales
(es decir, sus unicos valores son 0y 1).

Demostracion. Es claro que E = U Jacon A C G, Afinitoy 1 € A. Ademas, como N

(Aa)
es unidealde E, si (A,a) ¢ N3y (B,b) € Ju, entonces (B,b) ¢ N;. Luego,

Es=E\Nsu{0o}= |J Jau{o}.
(A)EE, |A|I<3

Similarmente, si I es ideal de £, entonces

Es/I=Es\Tu{0}= |J Jau{o}.
(A,a)¢I

7 B. NOVIKOV. “On projective representations of semigroups”. En: Dopovidi AN USSR 6 (1979),
pags. 472-475.
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De esta forma,

mi(Es) = mo(Es/I) =mg | | ) Jau{0}
(A,a)¢I
Dado que | St A| divide a |A| y |A] < 3, tenemos que |St A| = 1,2 o 3. Por lo tanto, St A
es un grupo ciclico. Por otro lado, segtn '°, Teorema 1.5.2, se tiene que, si G es un grupo
ciclico de n elementos, entonces H*(G,K*) = K*/(K*)". Asi,

MO(Jg) = H2<St A7 K*) ~ K*/(K*)|St"4|7

pero K es algebraicamente es cerrado; luego (K*)/5t4l = K* y por lo tanto, My(J}) es
trivial. Esto implica, que la restricciéon de p € m,(Es) a cualquier J-clase J4 € I es
equivalente al conjunto factor identidad ¢ : J4 x J4 — K dado por:

1 st xy € Jga,
e(z,y) =
0 si xy ¢ Ja.

Asi, para cada A tal que (A,a) € E5\ I existe una funcion a4 : J4 — K* tal que

Vo,y € Ja zy € Ja = p(z,y) = aa(y)aa(zy) " aa(z).

Como la interseccidn de dos 7-clases diferentes es vacia, podemos escoger un conjunto
completo de representantes de [J-clases no contenidas en I, con sus respectivas
funciones a4, para obtener una funcion « : (E3/I) \ {0} — K*. Finalmente, considere

-1

p'(z,y) = a(zy)aly) a(z)p(z,y),

para todo =,y € E3/1 con xy ¢ 1. Asi, p’ es un conjunto factor equivalente a p y todas sus
restricciones a J4 son triviales, es decir, si z,y, zy € Ja, entonces p'(z,y) = 1. O

Denotamos por N, al subconjunto de Es/I que consiste del elemento cero y todas las
J-clases J4 con |A| = 3, que no estan contenidas en /. Como consecuencia del Lema 4
de 3, tenemos que si |[A| =3y (A,a) ¢ I, entonces J, U {0} es un ideal de F3/I. Luego,
N, es una unién de ideales de Es/I y por lo tanto, N, es un ideal de E5/1. Por otro lado,
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considere D, el conjunto de idempotentes del semigrupo inverso Es/I; es facil ver que
D ={(Aa) € Es\I:a=1}U{0}.

Se tiene que D es un subsemigrupo conmutativo (semirreticulo) de FE;/I y por
consiguiente, la unién D = D U N, es un subsemigrupo de Es /1.

Lema 2.3.7. Seanx € N, e € D. Size # 0, entonces re = x; Si ex # 0, entonces ex = x.

Demostracion. Supongamos que ze # 0. Entonces e es un idempotente no nulo y por
consiguiente, podemos escribir x = (P,p) y e = (Q,1). Asi, ze = (P U pQ, p), pero como
N, es unideal, re € N,. Como xe # 0, por la Proposicién 2.3.2, se tiene que |PUpQ| = 3;
sin embargo, |P| = 3y por tanto, P U p@Q = P. Es decir, xze = x. Analogamente, probamos
que si ex # 0, entonces ex = . O

Con ayuda de los dos lemas anteriores, demostramos uno de los resultados mas
importantes sobre estos conjuntos factores.

Teorema 2.3.8. * Cualquier conjunto factor p € m;(Es) es equivalente a un conjunto facor
¢, cuyas restricciones a D y todas las [J -clases que no estan contenidas en I son triviales.

Demostracion. Sea p € m;(E3), por el Lema 2.3.6 tenemos que existe p € m;(E;) =
mo(Fs/1) equivalente a p tal que sus restricciones a las 7-clases son triviales. Afirmamos
que si |A| = |B| =3y J4 # Jg, entonces J4Jp = 0. En efecto, supongamos por absurdo
que existen (P, q) € J4 y (Q,q) € Jp tales que (P, p)(Q,q) = (P UpQ,pq) # 0. Como este
producto pertenece a FEj3, entonces |P U pQ| < 3. Por otro lado, de la Proposicion 2.3.2
tenemos que como |A| = 3y (P,p) € Ja, entonces |P| = 3. Similarmente, concluimos
que [pQ| = 3. Luego, P = pQ y asi (P, p) € Jg; esto implica que J4 = Jp. Un absurdo.

Por la afirmacién anterior, tenemos que la restriccion de p' a N, es ftrivial. Por otro
lado, en 7 se probd que M,(S) es trivial para cualquier semirreticulo S. Por lo tanto,
existe una funcion a: D\ {0} — K* tal que

Ve,f € Def £0 = ple, f) = a(f)alef) " ale).

Probaremos que paratodo e € D\ {0}, a(e) = 1. En efecto, tomando e = f en la ecuacién
anterior, concluimos que p'(e,e) = a(e). Ademas, e es un idempotente no nulo de E3/I;
luego e € J,4 para algin J4 ¢ I. Esto implica, que p/(e, e¢) = 1; es decir, a(e) = 1. De esta
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forma, hemos probado que si ef # 0, entonces p'(e, f) = 1; esto es, la restriccion de p’ a
D es trivial.

Finalmente, resta probar que las restricciones de p’ en Ny x (D \ N3) y (D \ Ny) x N,
son triviales. A continuacion, haremos la prueba para el primer caso y el segundo caso
es analogo. Sean z € Ny, e € D\ Ny, tales que ze # 0. Por el Lema 2.3.7, ze = x; luego
p'(xe,e) = p'(x,e) # 0. Por otro lado, de la ecuacion cohomoldgica tenemos que:

§(x,e)p(we,e) = p'(z,e)p (e, ).

Asi, ,
J(z,e) ,
l=——"2— =)l(z,e).
Flo e e

O

Denotamos por m/, C m;(F3) al subsemigrupo conformado por los conjuntos factores
p € m;(E3), cuyas restricciones a D y todas las [7-clases que no estan contenidas en [
son triviales. Para finalizar esta seccion, caracterizaremos los elementos de m/.

Teorema 2.3.9. * Sea p € m/;, entonces existe una funcién v : E5 x E5 — K, que satisface
las siguientes propiedades:

v(z,y) =0 <= 2 lycl, (2.23)
v(xz,z) =1, paratodox € E;\ I, (2.24)
v(,y)o(y eyt =1, siaTly ¢ I (2.25)
y para todo x,y € Ej3,
v(w,y) = v(za™y), (2.26)

p(a,y) = v(zy, x)o(a™",y). (2.27)

Reciprocamente, sea v : E5 x E5 — K una funcion que verifica (2.23)-(2.26). Defina

prgXEg — K

Y

1

(z,y) +— v(zy,z)v(r,y)

entonces p € m/.
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Demostracion. Ver 4, Teorema 4.6 y Teorema 4.9. ]

Proposicion 2.3.10. Sean v : E; x E3 — K una funcion, que verifica (2.23)-(2.26) y
r=(A,a),y=(B,b) € F3 talesque 'y ¢ I.

1) Siy es idempotente, entonces v(z,y) = 1
1) SiAC B, entonces v(z,y) = 1.

Demostracién. Ver 2, Corolario 4.8. O

2.4. Caracterizacion de los conjuntos factores parciales

Sea X € C(G). Considere I = (X)), el ideal de E5 asociado a X. Usando la descripcidn
obtenida de los elementos de m/;, presentaremos una caracterizacion de los elementos
de pmx(G) (ver Teorema 2.4.4) que es independiente del concepto de representacion
parcial proyectiva. Iniciaremos esta seccion con algunos resultados técnicos que serviran
como base para la demostracion del teorema principal.

Teorema 2.4.1. * Sea o € pmx(G). Entonces existe o' equivalente a o tal que

Aa=t 0)A(ab, a)

o'(a,b) = =—; o) V(a,b) € X, (2.28)
donde \ : G x G — K es una funcion que satisface
Ma,b) =0 <= [a][b] € I, (2.29)
Ma,1) = X1,a) =1, si[a] ¢ I, (2.30)
Aa, A a, b1 =1, V(a™',b) € X. (2.31)

Demostracion. Sea o € pmx(G). Entonces existe p € m;(E;) que satisface (2.16) y
(2.17). Por el Teorema 2.3.8, existe un conjunto factor o’ € m/ equivalente a p. Luego,
existe una funcién n : £3 — K* tal que

1

p'(z,y) = n(y)n(zy) n(x)p(z,y), Yo,y € Es.
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Considere ¢’ : G x G — K dada por:

A WD L1l (a0 e x,
0'/(@7 b) =
0 si (a,b) & X.

Por la Proposicion 2.2.16, o/ € pm(G). Afirmamos que ¢’ es equivalente a 0. En efecto,
sea (a,b) € X, entonces

Definamos ¢ : G — K* por §(a) = n([a]), para cada a € G. Dado que para todo (a,b) ¢ X,
o'(a,b) = o(a,b) = 0, tenemos que o'(a,b) = §(b)d(ab)*5(a)o(a,b), para todo a,b € G.
Esto es, o y ¢’ son equivalentes.

Por otro lado, por el Teorema 2.3.9, existe una funcién v : FE; x E3 — K, que
satisface las propiedades (2.23)-(2.27). De esta forma, por (2.27) tenemos que para cada
(a,b) € X:

a8y = LD, Dol el

Recordando [a] = ({1,a},a), [a][b] = ({1, a,ab},ab) y ademds, como (a,b) € X, se tiene
que (a ', ab) € X. Sin embargo, por (2.16), esto implica que [a!|[a][b] = [a!][ab] ¢ I.
Asi, tomando = = [a],y = [a][b] en el item 1I) de la Proposicion 2.3.10 tenemos que
v([a], [a][b]) = 1. De igual forma, v([a~][a][b], [a™']) = v([a!][ab], [a"]) y por lo tanto;

iy — ML (o). ()

Tomando = = [a][b] y y = [a], tenemos que x~ 'y = [b~!][a'][a] = [b" a7 !][a] ¢ I, pues
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(b~'a"',a) € X. Luego, por (2.25), se cumple que 1 = v([a][B], [a])v([a=][a][b], [a™]).
Similarmente, considerando = = [ab] y y = [a] en la misma ecuacion, concluimos que
1 = v([ad], [a])v([a™"[ab], [a™"]). Asi,

v([a][b], [a]) = v([ab], |a]). (2.32)

Por consiguiente,

Definamos
A GxG — K

(a,b) — wv([d], [0])

)

entonces hemos probado (2.28). Ahora, por (2.23)
Ma,b) =0 <= v([a],[b]) =0 <= [a "][b] € I.

Veamos (2.30). Si [a] ¢ I, entonces [a~!]| ¢ I, pues en caso contrario [a] = [a][a™!][a] € I.
Asi, usando (2.24) y (2.25) tenemos que

Por otro lado, del item 1) de la Proposicion 2.3.10, tenemos que v([a], [1]) = 1. Asi, A(a, 1) =
A(1,a) = 1. Finalmente, probaremos (2.31). Sea (a~',b) € X, entonces (b',a) € X y
[a=1][b] ¢ I. Usando (2.32) y (2.25), obtenemos que

Ma, b)ADb™a,b71) = v([a], [B])v([b~"a], [b']) = v([a], [B])v([b~"][a], [b~"]) = 1.

[
En la demostracion del siguiente teorema, usaremos la notacion de la Definicion 1.4.18.

Teorema 2.4.2. * Sean X € C(G) y \ : G xG — K una funcion que satisface (2.29)-(2.31).
Entonces la funcion o definida por (2.28) pertenece a pmx(G).

Demostracion. Sea I = «(X). Queremos definir una funcion v : E3 x E3 — K que
cumpla (2.23)-(2.26), para asi obtener p € m/;. Definiremos esta funcion por casos. Sean
x,y € bs.

Caso 1: Si z 'y € I, definimos v(z,y) = 0.
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Caso 2: Si 2~y ¢ I; entonces

Caso 2.1: Si y es idempotente o y tiene volumen 3 o x = [1], establecemos v(z,y) = 1.
Caso 2.2: Supongamos que y = [b] con b # 1. Sea A el soporte de z, entonces tenemos
las siguientes posibilidades:

Caso 2.2.1: Si |A| = 2; es decir, A = {1,a} con a #1, definimos v(z,y) = A(a,b).

Caso 2.2.2: Si |A| = 3, dado que z~'y # 0, tenemos que el volumen de 'y es
3. Esto implica que {1,b} C Ay por lo tanto, A = {1,a,b}. Una vez mas, definimos
v(z,y) = Aa,b).

Veamos que se cumple (2.23). Sea =~ 'y ¢ I. Del caso 2.1, es claro que v(z,y) # 0.
Ahora, para el caso 2.2.1, z = [a] 0 z = [a][a™']. En la primera opcién, concluimos que
[a~1][b] ¢ I. Para la segunda opcién, tenemos que [a][a"'][b] & I, pero esto implica que
[a='][b] ¢ I. En ambas opciones, [a'|[b] ¢ I; luego por (2.29), v(x,y) = A(a,b) # 0.
Para el caso 2.2.2, si suponemos por absurdo que [a!][b] € I. Tenemos que (2.19),
(2.20) y (2.21) son las opciones para x. En las tres opciones, es facil verificar que
zz~t = ({1,a,b},1). Asi,

vy = ({1,a,b},0) = [a][a™'8] = [a][a”"][t] € I.

Esto implica que 2~ 'y = =z 'zax~'y € I. Absurdo, luego [a~'|[b] ¢ I, y por consiguiente,
o(x,y) = Aa,b) # 0.

Sear € E3\ I. Es claro que z7 'z ¢ I. Por el caso 2.1, tenemos que v(x,z) = 1,
cuando = es idempotente o tenga volumen 1 o 3. Si el volumen de = es 2; como ya
mencionamos, = = [a] 0 x = [a][a™']. Dado que [a][a™'] es idempotente, concluimos que
v([a][a™!], [a][a~']) = 1. Por otro lado, para = = [a], tenemos que [a!][a] ¢ I;lo que implica
que (a~',a) € X. Por (2.31), tenemos que

Ma,a)\(1,a7") = 1.

Sin embargo, [a!] ¢ I; luego por (2.30), A\(1,a™') = 1. Asi, v([a], [a]) = A(a,a) = 1. De
esta forma, hemos mostrado (2.24).

Ahora, probaremos (2.25). Sean z,y € F3 tales que z'y ¢ [I. Examinemos el
caso 2.1. Si y es idempotente, entonces y~! tambien es idempotente y si y tiene volumen
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3, y~! también. Luego, en estas dos posibilidades v(x,y) = v(y~'z,y~') = 1. Por lo
tanto, se vale (2.25). Si x = [1], entonces y~! ¢ I y por consiguiente, v(y~!,y~!) = 1.
Esto implica que se cumpla (2.25) en este caso. A continuacion, discutiremos el caso
2.2. Tenemos que y = [b] con 1 # b € G, = # [1]. Por lo probado en la condicién (2.23),
[a~1][b] ¢ I.Si x tiene volumen 2, tenemos que v(z,y) = A(a,b). Ademas, para ambas
opciones de z de volumen 2, y~'z = ({1,b67},b7'a},c) con ¢ € {b~'a,b7'}. Sia = b,
entonces y 'z = ({1,a'},a™'); por lo tanto el par (y~'z,y ') pertenece al caso 2.2.1y
asi;
v(x, vy tz,y™ ) = Ma,a)\a tat) = 1.

Si a # b, entonces (y'z,y ') pertenece al caso 2.2.2 y por tanto, v(y 'z, y!) =
A(b~ta,b71). Luego, (2.25) es consecuencia de (2.31). Finalmente, si = tiene soporte
{1,a,b}, entonces v(x,y) = A a,b) y ademas, el soporte de y~'z es {1,067, b~ 'a}. De
esto, (y~1z,y!) pertenece al caso 2.2.2 y por tanto, v(y z,y!) = A(b~ta,b7!). Una vez
mas, (2.25) se sigue de (2.31).

Resta probar (2.26). Es facil ver que para todo (z,y) € Es, el par (zz™!,y) pertenece
al mismo caso que (z,y); luego v(z,y) = v(zz~',y). Por el Teorema 2.3.9, la funcién
p(z,y) = v(zy, z)v(z~t y) € m). Ademas, si (a,b) € X, entonces [a|[b] ¢ I y al igual que
en la prueba del teorema anterior,

p(lal, ) p(la”"], [a](b]) _ w(lab], [a])o([a"], [B]) _ Alab,a)A(a"",b)

p(la="], [ab]) v([a], [ab]) ~ Masab)

donde la ultima igualdad se sigue de la definicién de v (caso 2.2.1). Por la Proposicion
2.2.16, se sigue que o definida por (2.28) es un conjunto factor de G con dominio X. [

Recordemos las transformaciones

g:(@y) = (zy,y™"), h:(zy) = (y e,

definidas en la Seccién 2.2. Dado que ¢*> = h? = (gh)® = 1, tenemos que (g, h) = Ss; el
grupo simétrico de 6 elementos. Luego, si X es un 7 -subconjunto, entonces las funciones
g, h determinan una acciéon de S; en X. En la siguiente proposicion, estudiaremos las
Orbitas de esta acccion.

Proposicion 2.4.3. Sea X € C(G). Entonces, cualquier S; orbita de X tiene longitud 1,2,
3 0 6. Mas aun, la unica orbita de longitud 1 es {(1,1)} y las orbitas de longitud 2 6 3 son
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de la forma
{(a,a),(a " ,a™ M)}y {(a,1),(a " a),(1,a ")},
respectivamente con a #+ 1.

Demostracién. Sea X € C(G). Es facil ver que (g, h) = {h?, g, h, gh, hg, hgh}, donde

W (z,y) = (2y), gh:(zy)— (y a7t o),

-1

hg: (z,y)— (yy 27", hgh:(z,y)— (z7' zy).

Asi, dado cualquier par (a,b) € X, su S orbita es:
Sa(a,b) = {(a,0), (ab,b71), (6", a™Y), (b""aY, a), (b,b""a ) (a ™", ab) }.

Similarmente, tenemos una accion del grupo ciclico C; = (gh) = {h? gh,hg} en X.
Denotando por Cs(a, b) a la érbita de (a, b) en dicha accién, tenemos que

C3(a,b) = {(a,b), (bra " a),(b,b7a ™)}y Cs(b'a™t)={(b""a™), (ab,b "), (a" ", ab)}.
Luego,
Sg(a, b) = 03((1, b) U Cg(b_l, a_l).

Afirmamos que Cs(a,b) tiene exactamente un elemento cuando ¢ = by ¢® = 1; en
cualquier otro caso, tiene 3 elementos. En efecto, sia = by a® = 1, entonces a = a2
y por lo tanto;

Cs(a,b) = {(a,a), (a % a), (a,a™®)} = {(a,a)}. (2.33)

Por otro lado, si a # b, es claro que todos los elementos en Cs(a,b) son distintos, y
sia = bpero a® # 1, entonces a # a2y por (2.33), dicha 6rbita tiene 3 elementos distintos.

Con esto, describiremos las posibilidades para S3(a,b). Si a = by a® = 1, entonces
(a')? = 1. Por las afirmaciones anteriores,

Ss(a,a) = Cs(a,a) UCs(at,a™t) = {(a,a),(a,a )} (2.34)

Luego, si a = 1, entonces la érbita es {(1,1)}. Pero, si a # 1, entonces el orden de a es 3
y por lo tanto, a # a~!. Asi, la érbita tiene longitud 2 y es de la forma (2.34). Para finalizar,
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si |Cs(a,b)| = 3, entonces
1S3(a,b)| =3 <= Cs(a,b) = C3(b"",a™') < (a,b) € {(b",a™ "), (ab,b "), (a" ", ab)}.
De esta forma, cuando |Cs(a,b)| = 3, se tiene que
|S3(a,b)| =3 <= ab=1 0 a=1 0o b=1
Por consiguiente, cualquier S; orbita de X de longitud 3 es de la forma:
{(a,1),(a " a),(1,a™H)}, con a#1.

]

De la proposicion anterior se sigue que las érbitas de longitud 2 o 6 estan contenidas en
el conjunto {(a,b) € G x G : a,b,ab # 1}. Dichas érbitas son llamadas efectivas.

Teorema 2.4.4. * Sea r un conjunto factor parcial de G con dominio X. Entonces existe
un conjunto factor parcial o, congruente a t, tal que para todo (a,b) € X

1
o(a,b) =o(brat a) =o(b, b ta™); (2.36)
o(a,1) =1. (2.37)

Reciprocamente, sea o : G x G — K una funcion parcialmente definida con dominio
X € C(G), tal que se satisfacen (2.35)-(2.37) para todo (a,b) € X. Entonces o es un
conjunto factor parcial de G.

Demostracion. Sean r € pmx(G),I = «(X). Por el Teorema 2.4.1, existe 0 € pmx(G) tal
Aa~t, b)A(ab, a)
Aa, ab)
(2.29)-(2.31). Note que si (a,b) € X, entonces [a|[b] ¢ . Dado que I es un ideal de FEj,

tenemos que

que para todo (a,b) € X, o(a,b) =

, donde ) es una funcion que satisface

b~ [a™'], b a ) [al, BI[b~ ] £ 1.

Por lo tanto, todas las expresiones en (2.35) y (2.36) son diferentes de cero. Probaremos
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(2.35). Por hipotesis, tenemos que

o Ab,a Db et b7
1\ ) 3
o) = T e

Por otro lado, de (2.31)
Ma )M 'a b7 ) =1 yaque (a,b) € X,

Ab,a ) M\(ab,a) =1 yaque (b',a™ ') € X,
Aot b e YA (a,ab) =1 yaque (bb'a!) € X.
Asi,
AG L)
Ab~ta=1, b=)A(b,at)  o(b1,a1)

o(a,b) =
Similarmente,

A0 0 a YA (@7 b)  Aam!, b)A(ab, a) _

1 —l
o(b,b"a™) = b, a ) =T Xa,ab) o(a,b)
Analogamente, se prueba que o(b~'a"!,a) = o(a,b). Resta ver (2.37). Note que [a7'] ¢ I,
pues lo contrario, implicaria que [a][a~!][a][b] = [a][b] € I. Luego, por (2.30), A(a"},1) =1
y asi,

Ma Y D\(a,a

o(a,1) = ( A(a,)a)( )

Reciprocamente, supongamos que existe ¢ : G x G — K con las condiciones

mencionadas. Sea [a] ¢ I, entonces (a,1) € X. De (2.36) y (2.37), tenemos que

1 =o0(a,1) = o(at,a) = (1,a ). Por la Proposicién 2.4.3, el valor de o evaluado en

cualquier elemento de una Ss-6rbita de X de longitud 3 es 1. Ademas, por (2.36), o es

constante tanto en Cs(a,b) como en Cs(b~',a™1). Sea {(a;,b;)}icr UN conjunto completo
de representantes de las Ss;-0rbitas de X. Definiremos una funcién

=1.

w: X — K*

(a7b) — wa,b

Y

primero estableciendo su valor en estos representantes: como K es algebraicamente
cerrado, para cada i € I, podemos fijar w,,,, € K* tal que wg“bi = o(a;,b;) (en el caso
de que (a;, b;) pertenezca a una érbita de longitud 3, definimos w,, ,, = 1). Ahora bien, a
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partir de un representante (a, b), definimos w en los demés elementos de la 6rbita de (a, b)
como sigue:
1 1 1

Wap = Wh—1g-1 4 = Wpp—1g-1 = = = . (238)
Wp-1 -1 Wap,b—1 Wa—1ab

Note que w esta bien definida pues orbitas diferentes no se intersecan. Por las
propiedades mencionadas, es facil ver que o(a,b) = wj, y que (2.38) se vale para todo
(a,b) € X. Considere la funcion A : G x G — K dada por:

wa-1p st (a71,b) € X,
Aa, b) =
0 si (a7',b) ¢ X.

Es claro que A(a,b) =0 < [a']|[b] € I. Veamos que X satisface las condiciones (2.30)
y (2.31).

Si [a] ¢ I, entonces (1,a),(a"',1) € X y ademds, hacen parte de una 6rbita de
longitud 3. Luego;
Ma,1) =w,11 =1, MNl,a) =w, =1

Si [a71][b] ¢ I, entonces (a~!,b) € X. Lo que implica que (a'b,b71) y asi;

wa—l’b

)‘(a’a b>/\(b_1a7 b_l) = W1 pWa—1pp—1 = =1

Wa—1p
Finalmente, note que si (a,b) € X, entonces

Aat,b)A(ab, a) | WabWhla-1g
A a, ab)  Waet g

= wib =o(a,b).

Por el Teorema 2.4.2, concluimos que o € pmx (G). O

Denotamos por pmx (G) al subgrupo de pmx(G) que consiste de las funciones o : X X
X — K las cuales satisfacen (2.35)-(2.37).

Corolario 2.4.5. * Sean G un grupo y X un dominio de un conjunto factor parcial de G.
Entonces

|) Cualquier conjunto factor parcial de pmx(G) es equivalente a un elemento de
pm X(G)
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I1) El kernel de la proyeccion candnica pimx(G) — pMx(G) consiste de los conjuntos
factores o : G x G — K para los cuales existen funciones p : G — K* tales que

p(1) = 1, (2.39)

Va € G con(a,l) € X, (2.40)

o(a,b) = (2.41)
0 si (a,b) ¢ X.

1) pmx(G) es isomorfo a (K*)®, donde s = s(G, X)) es la cardinalidad del conjunto de
las S;-orbitas efectivas X.

I\V) Para cualquier dominioY € C(G) tal queY 2 X, la funcion

Uy 1 pMy(G) — pMx(G)
cls(c) = cls(o]y)

es un epimorfismo. En particular, pMx (G) es una imagen homomorfa de pM¢s.c(G).

Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.
1) Es consecuencia directa del teorema anterior.

1) En primer lugar, recordemos que el elemento identidad de pMx(G) es la clase del
idempotente 7 : G x G — K, definido por 7(a,b) = 1, si (a,b) € X y en el caso
contrario, 7(a,b) = 0. Luego, si ¢ ~ 7, entonces existe una funcion p : G — K* tal
que o (a,b) = p(b)p(ab)~'p(a)7(a,b). Por lo tanto, se cumple (2.41). Como (1,1) € X
yo(1,1) =1, se vale que p(1) = 1. Por otro lado, si (a,1) € X, entonces (¢!, a) € X.
Asi, o(a™,a) = p(a)p(a) = 1. Esto es, la condicién (2.40).

Reciprocamente, sea p : G — K* que satisface (2.39)-(2.40). Definimos o
por (2.41). Es claro que o(a,1) = 1, para todo (a,1) € X. Ahora, si (a,b) € X,
entonces usando (2.40) tenemos que

7000 = PO 0) = b R o)



1)

o(b,b"a) = p(b"'a)p(a™") " p(b) = p((ab)"")p(a)p(b) = p(b)p(ab) ' p(a) = o(a,b).

Anélogamente, se prueba que o(a,b) = o(b~'a™", a). Por consiguiente, o € prmx(G)

yo~rT.

Sea (a,b) € X. De la Proposicion 2.4.3, tenemos que la orbita S3(a,b) tiene 2 0 6
elementos si, y solo si, ab, a,b # 1. Por esta razdn, considere el conjunto

A= ((G\{1}) x (G\{1}))\ A,

donde A = {(z,z7!) : z € G}. Es claro que X' = X N A es un Ss-conjunto. Por lo
tanto, podemos considerar un conjunto I de cardinalidad s y {(a;, b;) }:c; un conjunto
completo de representantes de las S;-6rbitas de X’. Como mencionamos en la
prueba del Teorema 2.4.4, para cualquier ¢ € pmx(G), se tiene o evaluado en
cualquier elemento que pertenezca a una 6érbita de longitud 1 0 3 es 1. Ademas, si
conocemos el valor de o en (a,b) € X', entonces también lo conocemos en cualquier
elemento de S;(a, b). Asi, definimos la funcién

¢ (K7)* — pix(G)

T = (xi)iel — Oy

donde o, es el conjunto factor parcial que se obtiene al definir o, (a;, b;) = z;, para
todo i € I. Es inmediato que ¢ es un isomorfismo de grupos.

Sea cls(o) € pmx(G). Por el item 1), podemos asumir que o € pmx(G). Considere
o' : G x G — K, dado por

;

o(a,b) si  (a,b) € X,

o'(a,b) =< 1 si (a,b) € Y\ X,

0 si (a,b) &Y.

\

Es facil verificar que ¢’ cumple las condiciones (2.35)-(2.37), para todo (a,b) € Y
y por consiguiente, o’ € pimy(G). Es claro que ¢¥(cls(o’)) = cls(o). Luego, ¥ es
sobreyectiva.
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Definicion 2.4.6. Un cobordo parcial es una funcion o € pimx (G) equivalente a 1, , (),
donde 1,5, () : G x G — K esta dada por:

1 si (a,b) € X,
1Pﬁ1X(G)(a> b) =
0 si (a,b) ¢ X.

El conjunto de los cobordos parciales en pmx(G) es denotado por pBx (G).

En el item 11) de la proposicidén anterior se presenta la caracterizacion de los elementos
de pBx(G).

Finalizamos esta seccion con un ejemplo que resalta la importancia de estudiar la

componente total.

Ejemplo 2.4.7. Considere C,, el grupo ciclico de n elementos. En 4, Corolario 6.4, se
probd que para 1 < n < 5, pMg, «¢, (C,) = C;. Luego, el item 1v) del Corolario 2.4.5,
implica que cada componente de pM (C,,) es trivial. De esta forma, solo es necesario
saber la estructura de C(C,). A continuacién, calcularemos el multiplicador parcial de
Schur para los grupos ciclicos C1,Cy y Cs.

I) Es claro que C(C)) = {C; x C;}y por lo tanto,

pM(Ch) = pMey ey (Ch) = Ch.

I1) Tenemos que C(Cy) = {X;,Cy x Co}, con X; = {(1,1)}. Los dominios forman la
siguiente cadena

02 X CQ

X1
Figura 2.1: El multiplicador parcial de Schur de C;
Y,
pM(C2> - pMX1 (02) U pMCQXCQ (02)7
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donde pMx, (Cy) = pMe,xc,(Ca) = Ch.

I11) Encontramos que C(C5) = { X1, Xs,C5 x C3}, con X7 = {(1,1)} y

X, ={(1,1),(1,a),(1,a), (a,1), (a* 1), (a,a?), (a* a)}.

En este caso tenemos la cadena
Cg X Cg

1
X
1
Xy

Figura 2.2: El multiplicador parcial de Schur de C;

Y,
pM(Cs) = pMx, (C3) UpMx,(Cs) UpMey o, (Cs),

donde pMx, (C3) = pMx,(C3) = pMcyxc,(C3) = C1.
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3. Sobre las componentes de p)M (G) vistas como grupos topoldgicos compactos
divisibles

En este capitulo se analiza cada una de las componentes de pM (G) como un grupo
divisible. La Seccidn 3.1 esta dedicada al estudio de los grupos divisibles, haciendo uso
de la aritmética de numeros cardinales. Por otra parte, la caracterizacidn presentada en la
Seccién 3.3 sugiere que resulta conveniente dotar a cada componente de una topologia
compacta, lo cual se lleva a cabo en la Ultima seccion de este capitulo.

3.1. Grupos divisibles

El Teorema 3.1.11 es el resultado mas importante de la estructura de los grupos
divisibles, en donde las partes de torsion y libres de torsion desempenan un papel
fundamental. Aprovecharemos este teorema para obtener informacién mas detallada
sobre las componentes del multiplicador parcial de Schur.

Definicion 3.1.1. Sea G un grupo abeliano. Decimos que G es un grupo divisible si para
cadaa € G, n € Z* existe b € G tal que a = nb. En notacién multiplicativa, esto es, a = 0.

Ejemplo 3.1.2. Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces K* es un grupo
divisible. En efecto, sean o« € K*y n € Z*. Como el polinomio 2" — « tiene todas sus
raices en K, existe b € K* tal que b = a.

El siguiente ejemplo es una consecuencia directa del resultado anterior.
Ejemplo 3.1.3. S' = {z € C: ||z|| = 1} es un grupo multiplicativo divisible.

En la siguiente proposicién se establecen algunas propiedades de los grupos divisibles.
Sus demostraciones son directas a partir de la definicion y, por lo tanto, las omitiremos.

Proposicion 3.1.4. Sean G y H grupos abelianos. Entonces:

1) SiG es divisible y ¢ : G — H es un homomorfismo, entonces ¢(G) es un subgrupo
divisible de H.

1) @5 G es divisible si, y solo si, cada G; es divisible.

iel

1) H G; es divisible si, y solo si, cada G; es divisible.
i€l
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Teorema 3.1.5. Todo subgrupo divisible de un grupo abeliano es un sumando directo.
Demostracion. Ver '8, Teorema 2.7. O

Definicion 3.1.6. Sean G un grupo abeliano y P el conjunto de los nimeros primos.
Definimos el subgrupo de torsion de G

tG = {a € G : atiene orden finito}.

Decimos que G es libre de torsion si tG = {0}. Ademas, para cada p € P, definimos los
subgrupos

G, = {a € G : el orden de « es una potenciade p}, G[p] ={a € G : pa = 0}.

Proposicion 3.1.7. Sea G un grupo abeliano. Entonces:

1) G/tG es libre de torsion.
) tG = PG,
peP

Demostracion. Probaremos cada una de las afirmaciones.

l) Seaa+tG € G/tG tal que existe n € Z* con na+tG = tG. Esto es, na € tG. Luego,
existe m € Z* tal que mna = 0. Asi, a € tG.

1) Sea a € tG no nulo y consideremos n, el orden de a. Escribamos n = Hf”:lp?,
con p; primos distintos. Para cada 1 < ¢ < £k, considere r; = —-. Entonces
j28

med{ry,...,r} = 1y, por consiguiente, existen s; € Z tales que 1 = rys; + ... 7%y
Asi,paracada 1 <i <k, r;s;a € G,,. Luego,

k
a= st,a € ZGP'
i=1 peP
Por lo tanto, tG = }_ . G,. Resta probarque G,N>_ , G, ={0}.Seaz =3 , z,
tal que = € G,,. Entonces, existe n, € Ztal que el orden de z es p"» y para cada q # p,
existe n, tal que ¢"+z, = 0. Asi, ([],,,¢")x = 0. Lo que implica que p™|[] ., ¢"* y
por ende, p"» = 1. De esta forma, concluimos que = = 0.

8 A. CANAS. “Sobre grupos divisibles e isomorfismos relacionados”. En: Tesis de Pregrado, Universidad
Industrial de Santander (2015).
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Teorema 3.1.8. Sea G un grupo abeliano divisible y libre de torsion, entonces G es un
Q-—espacio vectorial.

Demostracion. Sean ™ € Qy a € G. Como G es divisible, existe b ¢ G tal que ma = nb.
Afirmamos que el elemento b es Unico. Supongamos que existe b’ € G tal que ma = nb'.
Entonces, n(b — b') = 0, es decir, b — V' € tG; pero G es libre de torsion, luego, b = ¥'. De
esta forma, definimos la accién de Q en G por:

(Z)as

Veamos que esta operacion esta bien definida. Sean ™, Tg— €QyaecGeon? =",
Entonces existen b, b’ € G tales que ma = nby m’a = n't/. Asi, mn'a = n'nby m'na = n'nb.
Luego, n'n(b — V') = 0, y como G es libre de torsién, b = ¥'. Por lo tanto, la multiplicacién
estd bien definida. Es facil verificar que esta accion cumple los axiomas de espacio

vectorial. O

Introduciremos el siguiente grupo que es de gran importancia en el estudio de los grupos
divisibles.

Definicion 3.1.9. Para cada p € P, definimos el grupo de Priifer de tipo p> como el
subgrupo del grupo multiplicativo C* dado por:

27 2mmsi

Cpo =(e? :n>1)={er :meZn>1}.

De la definicion anterior, tenemos que para todo p € P, |C,~| = X,. La demostracién del
siguiente resultado se puede consultar en '8, Teorema 2.14.

Teorema 3.1.10. Sea p € P. Entonces C,~ es un grupo divisible y el orden de cualquiera
de sus elementos es una potencia de p.

El siguiente resultado clasifica todos los grupos abelianos divisibles.
Teorema 3.1.11. Sea G un grupo abeliano divisible, entonces

G=Pos@PH P~ (3.1)

peEP  Xp

donde los cardinales r y \, para cada p € P, estan determinadas tnicamente por el grupo
G.
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Demostracion. Sea G un grupo abeliano divisible. Es sencillo ver que tG es divisible. Por
el Teorema 3.1.5, existe V < G tal que G = V @ tG. De aqui, G/tG = V. Pero G/tG es
libre de torsion. Luego, el Teorema 3.1.8 implica que V' es un Q-espacio vectorial. Por lo
tanto, V' es isomorfo a copias de Q.

Ahora, por la Proposicion 3.1.7, se tiene que tG = P, G, Mostraremos que si
G, # 0, entonces G, es una suma directa de copias de C,~. Sea z; € G, de orden p,
entonces existe z, € G tal que z; = pz,. De aqui, z, € G,,. De esta forma, obtenemos una
sucesion de elementos de G, z2, x5, ... tales que z; = px;41, para j > 1. Como pz; = 0,
se tiene que para todo j € Z*, p’z; = 0. Considere la funcion

fil{zii1€Zt) — Cpe

2ma

pj]i )
a;T; — e

jeJ jeJ

donde J C Z™ es finito. Es claro que f es un epimorfismo. Veamos que f es inyectiva. Sea
Zajxj € Ker f. Podemos asumir que J = {1,...,m} y asi, > € Z. Esto implica

moa;
j=1 pi
Jj€J ' ‘
que, p™| Z;”Zl a;p™~7. Por otro lado, de la propiedad z; = pz,41, se tiene que z; = p" Iz,
y por lo tanto,

> aji = (Z ajpm_j) Ty = 0.

j=1 j=1

Definamos la siguiente familia
S ={H < G, : H es suma directa de subgrupos isomorfos a C,~}.
Por el anterior isomorfismo, S # (). Ordenamos a S parcialmente con la relacion
H < H' <= H es sumando directo de H'.

Como toda cadena tiene cota superior, concluimos por el Lema de Zorn que S tiene un
elemento maximal X. Dado que X es suma directa de grupos isomorfos al grupo de
Prufer, X es divisible. Por el Teorema 3.1.5, existe K < G, tal que G, = X @ K. Si
K # {0}, siguiendo el proceso anterior, K contiene un subgrupo L isomorfo a Cje. De
estaforma, X&L € S. Lo que contradice la propiedad maximal de X. Por lo tanto, G, = X.
Finalmente, la unicidad de los cardinales x, \, se sigue de que « es la dimensién como
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Q-espacio vectorial de la parte libre de torsion de G y A, es la dimension de G[p] como
Z,-espacio vectorial. O

A continuacion utilizaremos el teorema anterior para demostrar que ciertos grupos son
isomorfos sin construir explicitamente el isomorfismo entre ellos. Para esto, necesitamos
los siguientes resultados de la aritmética de niUmeros cardinales.

Definicion 3.1.12. Sean «, A nUmeros cardinales. Definimos las siguientes operaciones:
) k+A=|AUB|,con|A|=k,|B|= Ay AN B=40.
) - A=|Ax B|,con |A|=rYy|B|=A\

M) Si {A; : i« € I} es una familia de conjuntos mutuamente disjuntos y |A4;| = &,

entonces
= |Ua

el icl

El lector interesado puede consultar las demostraciones de las siguientes propiedades en
19 Secciones 5.1y 9.1.

Proposicion 3.1.13. Sean «, A\ numeros cardinales. Entonces:
1) Si k es infinito, entonces - k = k.
1) Sik, A son no nulos y uno de ellos es infinito, entonces r - A = max{x, A\}.

M) K+ K+---=kK-A\.
—_———

A veces

IV) Sik; < \;, paratodoi c I, setieneque . ki <> ;N\
En la siguiente proposicion, determinamos el cardinal de una suma directa.

Proposicion 3.1.14. Sean I un conjunto de indices infinito, x un cardinal infinito y G;

Do

el

grupos tales que |G;| = , para todo i € 1. Entonces = max{k, ||}

9 K. HRBACEK y T. JECH. Introduction to Set Theory, Revised and Expanded. 3.2 ed. CRC Press, 1999.
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Demostracion. Considere la familia P, (I) = {J C I : J esfinito}. Para cada J € P, (1),
definimos

Sy = {(x:)ier € @ Gi : supp((w:)ier) = J}.

el

Es inmediato que D G; = | | S, Probaremos que P, (I)| = |I|. Para cadan € N,
iel JEP (1)
considere los conjuntos

IL={JCI:|J|=n}, I<,={JCI:]J]<n}

Es facil ver que la funcion f : I" — I, que envia cada n-tupla al conjunto que contiene
a los elementos de esta n-tupla es sobreyectiva y por lo tanto, |I,,| < |I<,| < |I"|. Del
item 1) de la Proposicion 3.1.13, |I"| = |I|. Luego, |I,,| < |I|. Ademas, es claro que
Peo(I) = |,en In- Usando las propiedades de la Proposicion 3.1.13, concluimos que
Pew(D)| = D en Hnl < 2 nen 1] = No - [I| = |I]. Dado que |I| < [P, ()|, se obtiene lo
deseado.

Por otro lado, sea J € P.,(I) no vacio, entonces existe n € Z* tal que |J| = n.
Considere la funcion

g:9Sy — H G; \ {0}
JjeJ
(w3)ier +— ())jes
Es sencillo verificar que g es biyectiva y por lo tanto, para cada J € P_,(I) no vacio
|S;| = k™ = k. Finalmente,

Do

i€l

- Z 1Sy = Z k = k- |I| = max{k, |I]}.

JeP<u(I) JEP<w(I)\{0}

Corolario 3.1.15. C* = S!.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.11,

c2PoePpPc~ s'=PesPPo-~.

peEP my K2 peEP ny
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Mostraremos que para cada p € P, m, = n, = 1. Sea p € P, entonces

27mks

C'lpl={aeC:a? =1} ={e»

0<k<p-1}=S8']p

Es decir, que tanto C*[p] como S![p] tienen p elementos. Esto implica que las dimensiones
de estos Z,-espacios vectoriales es 1. Luego,

C*N@@@@Cp , 81~@<@@@0

peP peP

Por la Proposicion 3.1.14, tenemos que

&~

peEP

’(C*| = = maX{/ﬁ, NQ} : NO-

Esto implica que x; > N, pues en caso contrario, |C*| = Ry, absurdo. Asf, 2% = |C*| =
k1 - o = max{xi, No} = x;. Similarmente, x, = 2%. Por consiguiente,

C*g@@@@cpm%Sl

2R¢ peP
]

De manera mas general, estudiamos la estructura del grupo divisible K*, siendo K un
cuerpo algebraicamente cerrado no enumerable.

Corolario 3.1.16. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado no enumerable de cardinal
k. Entonces, las siguientes afirmaciones son verdaderas.

|) SiK tiene caracteristica cero,

K*N@@@@(Jp ,

peP

y si K tiene caracteristica q € P,

K*N@@@ P .

pEP, p#q
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I1) Sis es un cardinal finito, entonces para K de caracteristica cero

K)=PoePC-~.

peP

y para K de caracteristica q € P,

K)»=Pes P .

pEP,p#q

Demostracion. Veamos la prueba de cada uno de los enunciados.

1) Si K tiene caracteristica cero, entonces, para cada p € P, el polinomio 2 — 1 tiene

Con

p raices todas distintas. Luego, la dimensién de K*[p|] como Z,-espacio vectorial es
1. Ahora, si K tiene caracteristica ¢ € P, tenemos que 7 — 1 = (z — 1)? y por tanto,
no existe ningun elemento elemento en K* cuyo orden sea ¢. Esto quiere decir que
C4~ no aparece en la descomposicion. Similarmente, si p # ¢, la dimension de K*[p]
como Z,-espacio vectorial es 1. Finalmente, siguiendo el argumento del corolario
anterior, concluimos que la dimensidén de parte libre de torsiébn como Q-espacio
vectorial es «.

Si K tiene caracteristica cero, entonces, para cada p € P, (K*)*[p] tiene p* elementos,
luego la dimension es s. Como s es finito, |(K*)®| = « y por lo tanto,

(K" = PP ;-

peP
La prueba del otro caso es analoga.

]

base en las propiedades previamente establecidas de los grupos divisibles,

procedemos a retomar el estudio del multiplicador parcial de Schur. Fijemos X € C(G) y
s la cardinalidad del conjunto de las S3-6rbitas efectivas de X. Por el Corolario 2.4.5, la
funcion

px  (K*)* — pMx(G)

p=(pi)ics = cls(oy)

es un epimorfismo de grupos. Se sigue de la Proposicion 3.1.4 que pMx(G) es un grupo
divisible.
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Teorema 3.1.17. 7 Existe un epimorfismo de grupos t(K*)* — tpMx (G)

Demostracion. Mostraremos que la restriccion de ¢x a ¢(K*)* es el epimorfismo
que buscamos. En primer lugar, es claro que si © = (u)i<s € t(K*)*, entonces
cls(o,) € tpMx(G). Veamos que esta restriccion es sobreyectiva. Sea cls(o) € tpMx(G),
entonces existe m € Z* tal que o™ es un cobordo parcial. Por el item 11) del Corolario
2.4.5 existe una funcién p : G — K* que satisface (2.39)-(2.41). Sea C; = {1, a}, el grupo
ciclico de 2 elementos. Considere la accion de C, en G dada por (a,z) — z~!. Asi, para
cada z € G su 6Orbita esta dada por O, = {z,z7'}.

Sea {z;}jc; un conjunto completo de representantes de estas Orbitas. Definamos
una funcion « : G — K*, primero estableciendo su valor en estos representantes. Si la
Orbita de z; es de longitud 1, definimos «(z;) = 1y en caso contrario, a(z;) = w,,, donde
w,; €S una raiz m—esima fija de p(x;). Ahora, si v € G \ {z,},c;, definimos a(z) = ﬁx])
siendo z; el representante de la drbita de . De esta forma, tenemos que

o®™(x) = p*(z), paratodox € G tal que (z,1) € G. (3.2)
Considere ¢’ : G x G — K definida por

a(b)a(ab)tala) si (a,b) € X,
o'(a,b) =
0 st (a,b) ¢ X.

Es claro que « satisface las condiciones (2.39) y (2.40). Luego, ¢’ € pBx(G). Por (3.2),
tenemos que (0/)*™ = ¢?™. Esto implica que existe una funcién 6 : G x G — K con
dominio X tal que 6(z,y)*" =1y o(z,y) = 0(x,y)o'(z,y), para todo (z,y) € X. Por ende,
6 € pimx(G) y cls(o) = cls(f). Asi, tenemos que 6 = 6, donde 7™ = 1 parai < sy en
consecuencia, p = (u;)i<s € t(K*)* es la preimagen de cls(o). O

En lo que sigue, trabajaremos el multiplicador parcial de Schur sobre cuerpos
algebraicamente cerrados de cardinal 2™, con m > X,.

Proposicion 3.1.18. Supongamos que s es finito. Entonces

pMx(G) = Pea PP C,~,

pEP  Xp
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con \, es finito o A\, = N, para cada p € P.

Demostracion. Estudiaremos el caso donde la caracteristica de K sea cero. El otro caso
es analogo. Usando el Corolario 3.1.16 item 11) y el Teorema 3.1.17 concluimos que existe

un epimorfismo
DG - DD

peP pEP A,

Note que para cada p € P, |Cj«| = X,y por lo tanto,

= ;. El epimorfismo

;-

peP
anterior implica que | EP C,~| < No. Luego, para cada p € P, |5 Cp~| < R,. No
peEP A, Ap
obstante, si A\, es infinito, por la Proposicién 3.1.14
@ Cpoo | = max{A,, No}.
Ap
Asi, concluimos que A, es finito 0 A\, = N,. O

3.2. Grupos topologicos

Intuitivamente, un grupo topolégico es un grupo dotado de una topologia compatible con
su operacion binaria. Antes de enunciar formalmente este concepto, recordaremos la
topologia que se define en un producto cartesiano. Sea {X;}.c; una familia de espacios
topologicos. Definamos la siguiente familia

Bp = {ﬂ 75 '(U;) : U; abierto en X y .J es subconjunto finito de I},

jed

donde paracadal € I, m : [[,., Xi — X; es la proyeccion candnica. Entonces By es base
de topologia y la topologia generada por esta familia es llamada |la topologia producto.

Definicion 3.2.1. Un grupo topoldgico es un grupo (G, -) con una topologia 7 tal que las

funciones
GxG — G G — ¢

(r,y) — wy r — xt

son continuas, donde G x G tiene la topologia producto.

Observacion 3.2.2. Probar que G es un grupo topoldgico es equivalente a mostrar que la
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funcion
GxG — G

(z,y) > ay™
es continua. Esto es, para todo (z,y) € G x G y toda vecindad W de zy~!, existen Uy V
vecindades de x, y respectivamente tales que

UV i={uw':uelUveV}CW.

Ejemplo 3.2.3. Estos son algunos ejemplos de grupos topoldgicos.

1) Cualquier grupo G con la topologia discreta e indiscreta. De hecho, en ultimo caso,
la continuidad es inmediata. Ademas, si G tiene la topologia discreta, dado cualquier
W C G que contiene a zy !, podemos tomar U = {z},V = {y} abiertos y obtener
Uv-tCw.

1) S con la multiplicacién usual y la topologia heredada de C. En efecto, sean zy, z, €
S' y W una vecindad de 2,2, '. Entonces existe ¢ > 0 tal que B(z12,',¢) NS C W.
Considere las vecindades U = B(z1,¢1) N S'y V = B(zs,€2) NS', cone; = e = §.
Seanu € U,v € V, entonces

™ — 212 || = [[(u — 20)0™" + (v = )all <allv [ + o™ =z ] |]a]]
22 = o]l

= af|v™|| +
ol {22

||Zl|| < €1+ € = €.

Esto es, uv™ € B(z12,',¢) NS C W.
1) R con la suma y topologia usual. Se verifica similarmente al item anterior.
Presentamos algunas propiedades de los grupos topologicos.

Proposicion 3.2.4. Sean (G, 1) un grupo topoldgico y G, un grupo arbitrario. Se tienen
las siguientes afirmaciones:

1) SiU € 1, yx € Gy, entonces xU es abierto.
1) Siexistev : G; — G5 epimorfismo, entonces G, es grupo topologico con la topologia

cociente 7, = {U C Gy : v~ H(U) € 7 }.

Demostracion. Probaremos cada implicacion.
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) Sea u € U. Como v = z 'zu y U es una vecindad de u, tenemos que existen
U’,V vecindades de = ~! y zu, respectivamente tales que U’V C U. Esto implica que
2~V C Uy por lo tanto, zu € V C zU. Esto es, zu € (zU)° y en consecuencia, zU
es abierto.

1) Sean (x,y) € Gy x Go y W una vecindad de zy~'. Dado que ¥ es sobreyectiva,
existen a,b € G, tales que v (a) = z y ¥(b) = y. De aqui, v~ }(W) es una vecindad
de ab~!. Por hipotesis, existen U,V vecindades de a y b, respectivamente tales
que UV~! C ¢~}(WW). Esto implica que, (U)y(V)~! C W. Luego, resta ver que
»(U), (V) son vecindades de z, y, respectivamente. Note que

T (W(U)) = {g € Gy : Fu € U tal que ¢(g) = ¢(u)}
={g € Gy :Ju e Utalque g € Ker(¢y)u}

=Ker(p)U = |J nU.

heKer(v)

Se sigue del item anterior que ¢v~!'(v(U)) € 7, y como x € (U), concluimos
que ¥(U) es una vecindad de x. Similarmente para (V') y por lo tanto, G, con
la topologia cociente es un grupo topolégico.

O]

Teorema 3.2.5. Sea A un conjunto de indices. Para cada a € A, sea G, un grupo

topoldgico. Entonces G = H G, con la topologia producto, es un grupo topoldgico.
acA

Demostracion. Sean = = (2a)aca, ¥ = (Ya)aca € Gy W una vecindad de zy~'.
Entonces existen un conjunto finito de indices {«;}! , y abiertos U,, en G, tales que

vyt e N, 7' (Us,) € W. Como cada G, es topol6gico, tenemos que, para cada

a; con 1 <7 < n, existen V,,,, V. vecindades de z,, Y y.,, respectivamente tales que

Vo (V4)~! € U,,. Considere los siguientes conjuntos

n n

V= ﬂﬂ_a_il(vai) y V= ﬂwg‘il(‘/‘;i)'

i=1 =1

Es claro que V' y V' son vecindades de x, y, respectivamente. Note que siv e Vyb e V/,

entonces para cada i € {i,...,n} se tiene que m,,(vb™") = v,,b; € Vo, (Vi)™ C U,,.
n

Luego, vb~" € ()7, (Ua,)- De esto se sigue que V(V')™' C (' (Ua,) S W. O

i
i=1 =1
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Por el Teorema de Tychonoff, tenemos que G es compacto si, y solo si, cada G, es
compacto.

3.3. Una caracterizacion algebraica de los grupos divisibles que admiten topologias
compactas

En esta seccién, estudiaremos en detalle la estructura de los grupos divisibles que
admiten topologias compactas presentada en el articulo 8. En este analisis, el grupo
de caracteres y los grupos libres de torsion tendran un papel central, por lo que
comenzaremos revisando sus propiedades. En adelante, denotaremos por K = R/Z y
consideraremos a G como un grupo abeliano. Sabemos que R es un grupo topoldgico
con la suma y topologia usual. Luego, podemos definir en K la topologia cociente 7,
inducida por la proyecciéon canoénica = : R — K. Por la Proposicién 3.2.4, (K, 1,) es un
grupo topoldgico.

Definiciéon 3.3.1. Sea G un grupo topoldgico. Denotamos por C(G, K) al conjunto de
todas las funciones continuas de G en K y por

G = {a € C(G, K) : @ es un homomorfismo de grupos}.

El conjunto G es un grupo abeliano con la suma usual de funciones y es llamado el grupo
de caracteres de G.

En efecto, sean «, 3 € G. Es claro que a + 3 es un homomorfismo de grupos. Por otro
lado, considere las funciones

6:G — KxK , Vv KxK — K
z — (a(z),8()) (,y) +— z+y’

entonces a + 5 = 1 o ¢. Como «, 5 son continuas, tenemos que ¢ es continua y dado que
K un grupo topolégico, ¢ también es continua. Por lo tanto, o« + § es continua y asi, G es
cerrado bajo la suma de funciones. El elemento neutro de G es el homomorfismo nulo y
similarmente, se prueba que —a € G el cual es el inverso aditivo de «.

En la siguiente proposicion definimos una topologia en el grupo de caracteres.
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Proposicion 3.3.2. Sea G un grupo topoldgico. Considere la familia
¥ ={V(F,U) : U es un abierto en K que contiene al cero y F' es un compacto en G},
donde V(F,U) = {a € G : a(F) C U}. A partir de esta familia, definimos
S={U+a:Ue% acG}.
Entonces X es base de alguna topologia en G, y la topologia inducida por esta familia,
7 ={UCG:YaecU3IBeXtalquea € BC U},

convierte a G en un grupo topoldgico, donde X* es una base de vecindades para el
elemento neutro de G.

Demostracion. Ver 2°, pagina 127. O

La topologia definida anteriormente es usualmente conocida como la topologia
compacta abierta.

Proposicion 3.3.3. Sean G un grupo topoldgico y G su grupo de caracteres. Considere
el abierto U = (—1/10,1/10) + Z en K, entonces se tienen las siguientes afirmaciones:

I) Sea o € G tal que o(G) C U, entonces o = 0.

I1) Sean W una vecindad del cero en el grupo G cuya clausura W es compacta y
V={aeG:aW)CU}.

Entonces V tiene una clausura compacta V.
) SiG es discreto, entonces G es compacto.
IvV) Si G es compacto, entonces G es discreto.

Demostracion. 1) Probaremos la contrareciproca de esta implicacion. Supongamos
que existe z € G tal que a(z) # 0. Entonces existe n € Z tal que na(x) ¢ U.
Sin embargo, na(z) = a(nz). Por lo tanto, a(G) ¢ U.

20 L. PONTRJAGIN. Topological Groups. Princeton Mathematical Series, 1946.
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1) Ver 2%, Teorema 31, parte b.

1) Puesto que G es discreto, podemos tomar W = {0} en el item 1I) y concluir que
V ={aeG:a{0}) CU} =G es compacto.

IV) Como G es compacto, tenemos que V(G,U) es una vecindad del homomorfismo
nulo en G. No obstante, el item 1) implica que V (G, U) = {0}. Luego, dado cualquier
a e G, V(G,U)+a = {a} es abierto en G. Es decir, la topologia compacta abierta
en G es discreta.
[

En el siguiente teorema se enuncian algunas propiedades sobre G que seran Utiles
en esta seccion. Las demostraciones correspondientes pueden ser consultadas en las
referencias indicadas.

Teorema 3.3.4. Sean G un grupo topoldgico y G su grupo de caracteres. Se cumplen las
siguientes propiedades:

1) Si G es discreto o compacto, entonces G = G ( 2, Teorema 37).
1) Si G es un grupo ciclico finito, entonces G = G ( 2, pdg 140).
1) G es libre de torsién cuando G es compacto y divisible ( 2!, p4g 55).
IV) SiG es discreto y libre de torsién, entonces G es conexo ( 2°, Ejemplo 48).
v) Todo grupo topolégico compacto y conexo es divisible (%', pag 55).
Vi) Supongamos que G es discreto y |G| = X, entonces |G| = 2® (2, pag 55).

Definicion 3.3.5. Sean G un grupo abeliano libre de torsion y (pi,ps,...) la sucesion
creciente de los numeros primos. Para cada g € G y n € Z*, denotamos por k,(g) al
mayor entero no negativo k tal que la ecuacion pfz = g tiene solucién en G. En caso de
que no exista tal exponente maximo, definimos k,(g) = oco. La sucesion (k,(g))nez+ €S
llamada la caracteristica del elemento g € G.

Proposicion 3.3.6. Sea G es un grupo abeliano libre de torsion. Entonces se tienen las
siguientes afirmaciones:

21 |. KAPLANSKY. Infinite Abelian Groups. The University of Michigan, 1954.
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|) Para cada fijon € Z* se vale que

k.(g) =00, Vg € G <= k,(g) #0, Vg € G.

1) Dos conjuntos maximales linealmente independientes cualesquiera en G tienen la
misma cardinalidad. Mas aun, si un subconjunto maximal linealmente independiente
tiene r elementos, entonces G es un subgrupo aditivo de un Q-espacio vectorial de
dimension r.

Demostracion. Fijemos n € Z*. Supongamos que k,(g) # 0, para todo g € G. Fijemos
g € G. Probaremos por induccion que para todo m € Z*, la ecuacion p'x = g tiene
solucion en G. Para el caso base, m = 1, como k,(g) # 0, existe h € G tal que py" @p =

Asi, pk"(g ', es solucion de la ecuacién p,z = ¢g. Ahora, asumamos que existe = € GG taI
que p'xz = g. Por hipotesis, k,(x) # 0y por lo tanto, existe y € G tal que p,y = z. En
consecuencia, g = p*'y. Es decir, k,(g) = co. La prueba del item 11) se puede consultar
en 22 pagina 409. O

Definicion 3.3.7. Sea G un grupo abeliano libre de torsién. El rango de G, denotado por
rank(G), es la cardinalidad de cualquier subconjunto maximal linealmente independiente.

Observacion 3.3.8. Del item I1) de la proposicion anterior, tenemos que si G es de rango
1, entonces |G| < Ry y como es libre de torsion, concluimos que |G| = .

En los Teoremas del 3.3.9 al 3.3.11, asumiremos que es G un grupo topoldgico compacto
divisible y fijaremos n € Z*. Por el Teorema 3.1.11,

GN@Q@@@C (3.3)

peEP  Ap

Ademas, del item 1v) de la Proposicion 3.3.3 y del item 111) Teorema 3.3.4, tenemos que
G es un grupo topolégico discreto libre de torsion.

Teorema 3.3.9. 8 £, (o) = oo, para todo o € G si y solo si el grupo Cpe= NO aparece en la
suma (3.3).

Demostracion. Por el item 1) del Teorema 3.3.4, G =~ G. De esta forma, si suponemos por
absurdo que este grupo de Prifer si aparece, entonces existiria ® € G de orden p,,. Esto

22 L. FUCHS. Abelian Groups. Springer, 2015.
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es, p,®(a) = ®(p,a) = 0, para todo « € G. Por otro lado, por la Proposicién 3.3.6, para
todo a € G, la ecuacion p,z = « tiene solucién. Esto implica que p,G = G. Asi, ® es el
homomorfismo nulo, lo que contradice que tiene orden p,,.

Reciprocamente, supongamos que existe « € G tal que k.(«) # oo. Por la Proposicion
3.3.6, existe 8 € G tal que k,(B) = 0. Asi, la ecuacion p,z =  no tiene solucion en G
y por lo tanto, p,G C G. Por otro lado, G/p,G tiene la topologia cociente heredada de
Gy al ser este un grupo topolégico discreto, implica que G/pné es un grupo topolégico
discreto no nulo. Llamando H = G /p, G, tenemos queAFI es no nulo, pues si suponemos
lo contrario, tendriamos que H = 0y, por tanto, 0 = H = H, lo cual contradice el hecho
de que H es no nulo.

Luego, existe o un caracter no nulo de H. Considere la proyeccion candnica r : G — H.
Como 7 y a son homomorfismos continuos, tenemos que a o7 : G — K € G. Note que
pn(a o m) es el homomorfismo nulo y al ser - o m no nulo, tenemos que el orden de o
es p,. Dado que G = G, lo anterior implica que existe un elemento en G de orden p,,, y
como G es divisible, el grupo C,- aparece en la descomposicion (3.3). O

Teorema 3.3.10. 8 Si G/p,G es un grupo ciclico no nulo, entonces en la suma (3.3)
aparece exactamente un sumando directo de Ce.

Demostracion. Probaremos que hay exactamente p, elementos que sa:[isfacen la
ecuacion p,z = 0 en G, pero como GG = ( es equivalente mostrarlo en G. Es claro
que el orden de cualquier elemento no nulo en G /p, G es p, y como este grupo es ciclico,
tenemos que tiene p, elementos. Veamos que existe una correspondencia biyectiva entre
los caracteres @ de G tales que p,® = 0y los caracteres de G/p,G. Sea ® € G tal que
pn® = 0, entonces p, G C ker(®). Asi, podemos definir

o Gp.G — K
B+pG — O(B)

Es claro que ® es un homomorfismo y ademas, si U es un abierto en K, tenemos que
Y@ (U)) = & 1(U), donde 7 : G — G/p.G es la proyeccion canénica. Luego, & (U)
es abierto en G/pné y por tanto, ® es continua. Esto implica que ® es un caracter de
G/p,G. Claramente, la correspondencia donde a cada @ se le asigna el caracter EAeS

inyectiva. Para la sobreyectividad, sea o un caracter de G/pné, entonces aom € Gy

90



pn(com) = 0. Es claro que @orm = «. Luego, esta correspondencia es biyectiva. Por
ultimo, el item 11) del Teorema 3.3.4 implica que la cantidad de caracteres de G/p.G es p,
y por consiguiente, la cantidad de soluciones de la ecuacion p,z = 0 en G es p,. O

Teorema 3.3.11. 8 Sirank(G) = 1, entonces G /p,G es ciclico.

Demostracion. Como el orden de cualquier elemento no nulo en G/pné' es p,, tenemos
que este es un grupo abeliano con exponente acotado 22 y por lo tanto, es la suma directa
de grupos ciclicos (Ver 2* , Corolario 10.37). Sean {a; + p,G}icr los generadores de
estos grupos ciclicos. Filemos ¢, j € I cualesquiera. Supongamos por absurdo que «; +
G # o; 4 p,G. Como rank(G) = 1, tenemos que {a;,;} es un conjunto linealmente
dependiente; luego, existen k, m € Z tales que ko; = ma;. Podemos asumir sin pérdida
de generalidad que k,m # 0y mcd(k, m) = 1. Asi,

kai 4+ pnG = maj + p.G € (o + paG) N {0y + paG) = {0}

Esto implica que ka; + p,G = 0, y por lo tanto, el orden de «; + p, G, que es p,, divide
a k. Similarmente, p,|m, lo que contradice que mcd(k,m) = 1. De esta forma, para
cualesquiera i,j € I, a; + p,G = o; + p,G. Es decir, todos los generadores en G/p,G
son iguales y por consiguiente, es ciclico. O

Definicion 3.3.12. Sea G un grupo abeliano libre de torsién. Decimos que las
caracteristicas (k,(9))nez+ Y (kn(h))nez+ son equivalentes si k,(g) = k,(h) para todo
n € Z*, excepto en un conjunto finito de indices J C Z* en el que, para todo j € J, k;(g)
y k;j(h) son finitos.

Proposicion 3.3.13. Sea G un grupo abeliano libre de torsién y de rango 1. Si g,h € G
no nulos, entonces sus caracteristicas son equivalentes.

Demostracion. Probaremos primero que las caracteristicas de g y h son equivalentes
cuando existe s € Z tal que h = sg. Tenemos que para cada n € Z™, si existe z € G tal
que pFz = g, entonces h = pFsz. Luego, k,(h) > k,(g), paratodo n € Z*. Esto implica que
si k,(g) = oo, entonces k,,(h) = co. Supongamos que p,, 1 s, entonces mcd(pf;"(g), s)=1y

ademas, existe z € G tal que pi" ™z = h = sg. Asi, existen r, t € Z tales que rpi"@ +s = 1

23 Un grupo abeliano G tiene exponente acotado si existe n > 0 tal que ng = 0, para todo g € G.

24 J. ROTMAN. An Introduction to the Theory of Groups. 4.2 ed. Springer-Verlag, 1995.
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Y,
g = (rpp? + ts)g = pp2 O (rg + ta).

Por lo tanto, k,(g) > k,(h). En conclusion, si p, t s, entonces k,(h) = k,(g). Ahora,
en el caso cuando p, | s, tenemos que existe m € Z* tal que mcd(s,p) = 1. De esta
forma, usando un argumento similar al anterior probamos que si k,(h) = oo, entonces
kn(g) = oo. Luego, para p,, | s, kn(g9) = co <= k,(h) = co. En consecuencia, (k,(g))necz+
Y (kn(h))nez+ SON equivalentes.

Finalmente, en el caso general, como G tiene rango 1, existen m,s € Z tales que
mh = sg. Por lo probado anteriormente, (k,.(g)).cz+ €s equivalente a (k,(sg))nez+ Y
esta sucesion es equivalente (k,(h)),cz+. Usando la propiedad transitiva, concluimos lo
deseado. O

Como consecuencia de la proposicion anterior, obtenemos la siguiente definicion.

Definicion 3.3.14. Sea G un grupo abeliano libre de torsion de rango 1. Entonces
cualquier sucesion de la forma (k,(g))n.cz+ cONn g # 0 es llamada la caracteristica del
grupo G.

Proposicion 3.3.15. Sea (k,).cz+ una sucesion de enteros no negativos y el simbolo cc.
Entonces existe G un grupo abeliano libre de torsion y rango 1 tal que la caracteristica de
G sea esta sucesion.

Demostracién. Considere el siguiente subgrupo aditivo de Q, G = (p,™» : I, < k,). Es
claro la caracteristica del elemento 1 es la sucesion (k,),cz+. Ademas, como Q es un
grupo abeliano libre de torsion de rango 1, concluimos que G también lo es y por lo tanto,
la caracteristica de G es (k) cz+- O

A partir de estas propiedades de los grupos de rango 1, obtenemos los siguientes
corolarios.

Corolario 3.3.16. 8 Sea G un grupo topolégico compacto divisible. Si G es de rango 1,
entonces la caracteristica (k,,),cz+ del grupo G define los cardinales A\, presentados en la
descomposicion (3.3) de G.

Demostracion. Sean n € Z*. Si k, = oo, entonces por la Proposicion 3.3.13 se tiene
que k,(«) = oo, para todo o € G. Por el Teorema 3.3.9, el grupo Cpe- NO aparece en la
descomposicion (3.3) de G. Ahora, si k,, # oo, entonces al igual que en el Teorema 3.3.9,
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G/pné es no nulo. Ademas, el Teorema 3.3.11 implica que este grupo cociente es ciclico
y asi, usando el Teorema 3.3.10 concluimos que el grupo C,~ aparece exactamente una
vez en la descomposicion de G. O

Corolario 3.3.17. & Cualquier grupo de la forma

DDl

280 el

con I C Z*% un conjunto de indices finito o infinito y (n;);c; una sucesion de enteros
positivos diferentes, admite una topologia compacta.

Demostracion. Considere la sucesion (k,),cz+ definida por:
]{Zn = 0Q, sin ¢ {ni}iel y k‘n = 0, sin € {ni}iel.

Por la Proposicion 3.3.15, sabemos que existe G' un grupo abeliano libre de torsién y
de rango 1, tal que la caracteristica de G sea (k,).cz+. Dotamos a G de la topologia
discreta. Asi, por el item 1v) del Teorema 3.3.4, G es compacto y conexo. Luego, el item
V) del mismo teorema implica que G es también divisible. De esta forma, llamando H = G
tenemos que H es un grupo topologico compacto divisible, cuyo grupo de caracteres,
H =~ @, es de rango 1. Por el Corolario 3.3.16,

H=PosP
T

il

Mas aun, por la Observacion 3.3.8, |G| = Ng y por lo tanto, el item vI) del Teorema 3.3.4
implica que |H| = |G| = 2*. No obstante, |H| = |T| y asi, concluimos lo deseado. O

Finalizamos esta seccion con la caracterizacion algebraica de estos grupos.

Teorema 3.3.18. 8 Un grupo abeliano divisible G admite una topologia compacta si, y solo

si, es de la forma
¢=Pos DD
T

peEP  Ap

donde
I) |T| = 2m7 m Z NO;
1) X\, es finito o A, = 2%, X > Ry;
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) paracadap e P, |T| > A,.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano divisible que admite una topologia compacta.
Por el Teorema 3.3.4, i es libre de torsion y discreto. Llamemos m = |G| y al ser este
grupo libre de torsién, m > N,. Ademas, los item 1) y Vi) del mismo teorema, implican que
|G| = |G| = 2™. Mostraremos que la parte libre de torsién de G también tiene cardinal 2.
En primer lugar, supongamos que el rango de G es k, con k un cardinal infinito. Tenemos
que G esta contenido en un Q-espacio vectorial de dimensién & y como k es infinito, la
cardinalidad de este espacio vectorial es k. Dado que £ < m, lo anterior implica que m = k.

Ahora, fijemos {«;}:c; un conjunto maximal linealmente independiente de Gy x1, 12 doOS
elementos linealmente independientes de la parte libre de torsion de K. Sea ® cualquier
funcién arbitraria de {«;}ic; a {x1, x2}. Afirmamos que esta funcion puede ser extendida a
un caracter de . De hecho, sea o € G, entonces el conjunto {a} U{a;}:c; es linealmente
dependiente y por lo tanto, existen m € Z*, indices iy, ..., i, € I y enteros n, n;; no nulos
para cada 1 < j < m tales que

no=mn; o + -+ ng o (3.4)

Como K es un grupo divisible, existe z € K tal que nz = n;, (o) + -+ + ny,, P(av,,).
Ademas, podemos escribir z = z +y, con x que pertenece a la parte libre de torsién de K
yy € tK. Asi, nz — nx = ny pertenece a ambas partes y por tanto, nz = nx. Esto quiere
decir que existe un unico z en la parte libre de torsién de K que satisface

ne =n;, ®(ay,) + - +n;, Play,).

De esta forma, definimos ®(«) = z. Note que el valor de ® en « no depende de la
descomposicion presentada en (3.4), pues si tenemos que

S = S;, 0, + -+ S5,

(podemos suponer que en ambas descomposiciones se usan los mismos indices en I,
completando con ceros los escalares necesarios), entonces

(sny — sipyn)oy, + -+ + (sn;,, — s, n)a,, = 0.
Dado que {a;;}72, es linealmente independiente, concluimos que sn,;, = ns;,, para todo
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1 < j < m. Por ende, si 2’ es el Unico elemento en la parte libre de torsién de K tal que
st’ =5, ®(ay) + - + 54, P(ay, ), €ntONces

sna' = ns;, ®(oi,) + -+ +nsi, P(ai,,)
=sn;, P(ag,) + -+ sn,, P(,,)

Por lo tanto, nz’ = n;, ®(ay,) + -+ - + n;,, ®(«y, ) y asi © = 2. Esto implica que ® esta bien
definida. Por otro lado, de la definicién de ® tenemos que

(ni o, + -+ + ny,0,) = P(na) = ng, ®(oy,) + -+ + 4, B0, )

Luego, ® es un homomorfismo y como G es discreto, & G En consecuencia, ¢ es un
caracter de orden infinito de G y de esta manera, existe una correspondencia inyectiva
entre {x;, zo} ik y la parte libre de torsion de (. Como claramente el cardinal de la
parte libre de torsién de G es menor o igual a 2, lo anterior nos permite concluir que el
cardinal de esta parte libre de torsion es exactamente 2™.

En el caso donde rango de G es k, con k un cardinal finito, fijamos {ai,...,a;} un
conjunto maximal linealmente independiente de G y z; en la parte libre de torsién
de K. Sin embargo, variamos z, también en esta parte libre de torsion y como
K= @D, Q& D, cp Cp, tenemos 2% posibilidades a z,. Siguiendo el argumento usado

en el caso anterior, construimos 2% elementos en la parte libre de torsion de Gy como
en este caso, m = N,, concluimos lo deseado. Ahora bien, como G = G, lo probado
implica que |T'| = 2™, con m > X,. Veamos que se cumple el item 111). Si suponemos por
absurdo que algun A, > 2™, entonces

™ = |G| = L

o

T

DD~

peEP A,

con u > \,, lo que es un absurdo. Por lo tanto, A, < [T'|, para todo p € P. Por ultimo,
veamos la condicion 11). Sea p € P. Dado que G = &, tenemos que G[p] = G[p]. Al igual
que en la demostracion del Teorema 3.3.10, existe una correspondencia biyectiva entre
Gp] y los caracteres de G/pG. Luego, si G/pG es finito, entonces |G[p]| es finito y por
consiguiente, ), es finito. Por otro lado, si G/pG es infinito y tiene cardinal X, por el item
Vi) del Teorema 3.3.4, |G[p]| = 2% y asi, A\, = 2~.
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Reciprocamente, supongamos que G es un grupo de la forma (3.1) que cumple
las condiciones 1)-111). Como |T| = 2™2%, G puede ser expresado como la suma directa

de 2™ grupos de la forma

@ @ D @ Cp%j. )

2%0 iel
con (n;);e; una sucesion infinita o finita de enteros positivos diferentes. Por el Corolario
3.3.17 , cada uno de estos grupos admite una topologia compacta y por consiguiente, G
con la topologia producto seria un grupo topologico compacto. O

3.4. Una topologia compacta para pM x (G)

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de cardinal 2™, con m > R,. En lo que sigue
fijaremos X € C(G) y s el cardinal de sus Ss-0rbitas efectivas. El primer paso para definir
una topologia compacta para pMx (G), es obtener una topologia compacta para K*.

Por el Corolario 3.1.16 y el Teorema 3.3.18, existe 7 una topologia tal que (K*,7) es un
grupo topoldégico compacto. Como consecuencia del Teorema 3.2.5, obtenemos un grupo
topoldgico compacto ((K*)®, 7°), donde 7° = [[,., 7. Ahora, sea px: (K*)* — pMx(G) el
epimorfismo definido en la Seccidn 3.1. Entonces la componente (pMx(G),7,,) €S un
grupo topoldgico compacto, donde 7, es la topologia cociente inducida por ¢x. Esto
implica que cada componente del multiplicador parcial de Schur es un grupo divisible que
admite una topologia compacta.

Observacion 3.4.1. Inicialmente, consideramos el caso del cuerpo de los nimeros
complejos y observamos que es posible dotar a C* de una topologia compacta sin
recurrir al Teorema 3.3.18, como se describe a continuacion:

Dado un espacio topologico (X,7) y Y C X, denotamos por 7 a la topologia de
subespacio de Y, esto es, v = {U NY : U € 7}. Es bastante conocido que (S', 7s:) es
un subespacio compacto de C. Por el Corolario 3.1.15, existe A : S' — C* isomorfismo
de grupos. Luego, definiendo la topologia cociente 7 = {U C C* : A"}(U) € 71}, tenemos
por el item 11) de la Proposicidon 3.2.4 que (C*, 7) es un grupo topoldgico compacto.

Teorema 3.4.2. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de cardinal 2™, con m > X,,.
Considere pM (G) sobre el cuerpo K y X € C(G). Supongamos que s, el cardinal de las
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Ss-Orbitas efectivas de X, es finito. Entonces

pMx(G)=Poa P,

2R peP

donde ¥ > W, y para cada p € P, \, es finito. Mas aun, cuando K = C tenemos que
N = Ny.

Demostracion. Usando la Proposicion 3.1.18 y el Teorema 3.3.18, concluimos que cada
A, en la descomposicion de pMx (G) es finito y la cantidad de copias Q es 2™ con ® > X,.
Por otro lado, cuando trabajamos sobre el cuerpo de los complejos,

DD
2R

peP

IpMx (G)| = =N, = 2%

Sin embargo, del epimorfismo px tenemos que |pMy(G)| < 2%. Ademas, R > X, y por lo
tanto, 2% > 2%, Luego, 2% = 2%, O
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