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DESCRIPTION:

When we studied calculus, learned that in the compact and Hausdorff spaces
(cloused and bounded sets of real numbers), there are many results such as
smallest and largest values over continuous functions , uniform continuity,
unique convergence, etc. For this reasons and others, we want to convert any
topological space in another compact and Hausdorff space. This process is
called Compactificaction. There is a very special kind of compactification
called The Stone-Cech compactification, it has important mathematical cha-
racteristics, such as uniquess, biggest and the universal extensiéon property.
In this work we will show a Stone-Cech compactification construction for a
discrete space, using the filter and ultrafilter properties in topological spaces.
We will prove the universal extension property of a diferent way than the
studied bibliography did it, using the imagen filter and the filter conver-
gence.

To finish we will show some algrebraic properties of the Stone-Cech compacti-
fication of a discrete semigroup, and then we will give a proof of the Hindma’s
theorem using the algebraic structure of the Stone -Cech compactification of
the discrete semigroup of the natural numbers.
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DESCRIPCION:

Aprendimos cuando estudiamos calculo que en los espacios compactos y
Hausdorff (conjuntos cerrados y acotados en los reales), se cumplian mu-
chos resultados tales como existencia de maximos y minimos en funciones
continuas, continuidad uniforme, convergencia tnica , etc. Por tales razones
nos interesamos en convertir cualquier espacio topolégico en uno compacto y
Hausdorff, sin que este pierda de alguna manera su esencia. Es decir tratamos
de compactificar cualquier espacio. Entre las diversas tipos de compactifica-
ciones que puede tener un espacios topoldgico esta la compactificacion de
Stone-Cech; es un tipo especial de compactificacién que goza de caracteris-
ticas matematicas muy importantes, tales como unicidad, maximalidad y la
propiedad de extension universal.

En este trabajo presentaremos una construcciéon de la compactificacion de
Stone-Cech de un espacio discreto, utilizando las propiedades de los filtros y
ultrafiltros en espacios topologicos. Mostraremos la propiedad de extension
universal de manera diferente a como lo hacen en la bibliografia consultada;
utlizando los filtros imagen y la convergencia de filtros.

Por ultimo presentaremos algunos propiedades algebraicas de la compac-
tificacion de de Stone-Cech de un semigrupo discreto, terminando con una
demostracion del teorema de Hindman que utiliza la estructura algebraica
de la compactificacion de Stone-Cech del semigrupo discreto de los nimeros
naturales.
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Introducciéon

Los espacios compactos de Hausdorff, son un clase especial de espacios donde
objetos matemaéticos tales como sucesiones, ultrafiltros y funciones continuas
cumplen propiedades muy importantes. Por citar algunos ejemplos del calcu-
lo: la existecia de maximos y minimos de una funcién continua, la continuidad
uniforme de una funcioén, la existencia y unicidad de los limites de sucesiones
y de funciones. Es por estas razones que nos interesamos en estos espacios
y deseamos a veces que cualquier espacio se pudiera convertir en un espacio
compacto de Hausdorff sin perder de alguna forma la esencia de este. Y es
aqui donde aparece el término compactificacion, entendido como el proceso de
convertir un espacio que no es compacto en uno que si lo es. Existen diversos
tipos de compactificaciones, pero nos interesaremos en este trabajo de una
en especial llamada la compactificacion de Stone -Cech para espacios discre-
tos, precisamente porque son estos los espacios menos compactos que existen.
Fue construida en 1937 por M. Stone y E. Cech. Esta compactificacion goza
de propiedades importantes como maximalidad, unicidad y la propiedad de
extension universal, ademés tiene multiples aplicaciones en analisis que se
escapan de los alcances de este trabajo. Hay diferentes formas de construir
la compactificacion de Stone -Cech (ver [3]), en nuestro caso para espacios
discretos presentaremos una construcciéon por medio de unos objetos llama-
dos ultrafiltros, muy importantes por sus multiples aplicaciones en topologia
y logica matematica.

Por tltimo presentaremos la demostracion del teorema de Hindman, utilizan-
do algunas nociones algebraicas de la compactificacion de Stone-Cech de N.
Un teorema de la teoria de la combinatoria demostrado topologicamente.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo abordaremos todos los requerimientos o presaberes que nece-
sitamos para el estudio de los siguientes capitulos. Abordaremos algo de con-
juntos, funciones y topologia general.

1.1. Funciones y relaciones

1.1.1. Funciones

Definicion 1.1.1. Una funcidn de un conjunto A en un conjunto B, y
que se escribe f : A — B es un subconjunto f de A x B que cumple las
siguientes condiciones:

a) Para todo a € A, existe algun b € B tal que (a,b) € f.
b) Si (a,b) € fy (a,c) € f, entonces b = c.

En otras palabras cada elemento de A aparece solo una vez en una pareja
ordenada de f. Por lo general se acostumbra a escribir la pareja ordenada
(a,b) € f como f(a) = b. En muchos casos las funciones se pueden escribir
mediante una regla que permite encontrar f(a) cuando conocemos a. Por
ejemplo la funciéon f : R — R definida por la regla f(z) = 322 4+ 5. Pero en
la mayoria de los casos no se puede asociar una regla de asignaciéon a una
funciéon dada.

Definicion 1.1.2. Sea f : A — B, llamaremos al conjunto A el dominio

de f o conjunto de salida, al conjunto B conjunto de llegada y al conjunto
fl[A]={b€ B:b= f(a),a € A} recorrido de f. Cuando f[A] = B diremos
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que f es sobreyectiva y si f(a) = f(b) implica que a = b para todo a,b € A
diremos que f es inyectiva; si la funcion es sobreyectiva e inyectiva diremos
que la funcion es biyectiva.

Ejemplo 1.1.1. La funcién f : A — A, con A un conjunto cualquiera
definida como f(a) = a, para todo a € A es biyectiva. A la funcién f la
llamaremos la idéntica en A y la notaremos 4.

Definiciéon 1.1.3. Sea f: A — B, C C Ay D C B. Llamaremos la imagen
directa de C bajo f, a el conjunto f[C] ={be€ B:b= f(a),a € C}.

De igual manera llamaremos la imagen inversa de D bajo f, a el conjunto
f7YD] ={a€ A: f(a) € D}.

Proposicion 1.1.1. Si f: A— B, C C A y D C B entonces en general se
cumple:

D fifpIED
1) B C f[f[B]]

Demostracion.
1) Sea y € f[f'[D]] entonces existe z en f~![D] tal que f(x) =y, lo que
quiere decir que f(x) =y € D.

11) Sea * € B entonces f(x) = y € f[B], esto es x € f~[f[B]] porque
flz)=y.
cf

La primera inclusién se convierte en igualdad cuando la funcién f es so-
breyectiva y la segunda cuando f es inyectiva.

Definicion 1.1.4. Sean f: A — By Sig: B — C. Definiremos la funcién
gof:A— C como (go f)(a) =g(f(a)), y la llamaremos la composicion de
g con f.

Mas formalmente, (a,c) € go f si y sblo si para algin b € B, (a,b) € fy
(b,c) € g.

Proposicion 1.1.2. La composicion de funciones es asociativa, esto es sean
f:A—-B,g: B—Cuyh:C — D, funciones y A, B y C conjuntos
cualesquiera. Entonces ho (go f)=(hog)o f.

Demostracion.

Sea x € A, (ho(go f))(x) =h((go [)(x)) = h(g(f(x))) = (hog)(f(z)) =
((hog)o f)(x). g
Definiciéon 1.1.5. Sean f: A — B, g : B — A funciones y A, B conjuntos
cualesquiera. Diremos que g es la inversa de f y la denotaremos f~! si y sélo
sifog=1Iay gof=Ip
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1.1.2. Relaciones

Definiciéon 1.1.6. Una relacion R de un conjunto A en otro B es cualquier
subconjunto de A x B.

Note que toda funciéon de A en B es una relacion de A en B, pero toda
relaciéon no cumple todas las condicones para ser funcion.
Si R es una relacion de A en B, usualmente denotamos (a,b) € R como aRb.
Cuando B = A diremos simplemente que R es una relaciéon en A. Este tipo
de relaciones las trataremos con atenciéon en esta seccion.

Una relaciéon en A es llamada reflexiva si y solo si aRa para todo a € A,
simétrica si 'y soélo si aRb implica bRa para todo a,b € A, antisimétrica si y
solo si aRb y bRa implica que a = b para todo a,b € A, transitiva si y sblo
si aRb y bRc implica que aRc para todo a,b € A.

Ejemplo 1.1.2. La relacion | en N definida como:
a|bsiy solosiadivide a b
es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Ejemplo 1.1.3. La relaciéon L de perpendicularidad entre rectas en R? es
simétrica.

Existen dos tipos de relaciones muy importantes en el estudio de las
matemaéticas, las relaciones de equivalencia y las relaciones de orden. Son
estas ultimas las que seran objeto de estudio en esta seccion debido a la
importancia que tienen en los capitulos subsiguientes.

1.1.3. Relaciones de orden

Definicion 1.1.7. Una relacion R en A es una relacion de orden en A siy
s6lo si R es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Como vimos en el ejemplo 1.1.2 la relacion | (divide) en N es una relacion de
orden. También la relacion < (menor igual) en R es de orden.

Si ademas para todo a,b € A, aRb 6 bRa diremos que R es una relacion de
orden total en caso contrario diremos que R es una relaciéon de orden parcial.

Ejemplo 1.1.4. La relaciéon < en N es una relaciéon de orden total.

Ejemplo 1.1.5. Sea D un conjunto. La relacion C en P(D) es una relacion
de orden parcial.
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Definicion 1.1.8. Sea R un orden parcial en un conjunto A. Un conjunto C
es una cadena en AsiysolosiC C Ay (C xC)[)R es un orden total en C.

Ejemplo 1.1.6. Como dijimos en el ejemplo 1.1.5 la relacion C en P(R), es
una relacion de orden parcial. Si C = {N,Z,Q,R} es una cadena en P(R),
porque NCZ C Q C R.

Definicién 1.1.9. Sea R un orden en un conjunto A. a € A es un mdzimo
en A siy so6lo si para todo x € A, xRa. De manera similar b € A es un
minimo en A siy solo si para todo z € A, bRx.

Proposicion 1.1.3. El elemento mdxzimo de una relacion de orden si existe
es unico.

Demostracion.

Sea R un orden en un conjunto A. Supongamos que existen a; y as maximos
de A. Por lo tanto asRa; y ajRas pero como toda relacion de orden es
antisimétrica se tiene que a; = ao. =4

De igual manera se puede demostrar que en una relacion de orden el elemento
minimo si existe es iinico. Ademés en adelante no diremos un méaximo sino el
mdzimo y de igual manera no hablaremos de un minimo sino de el minimo.

Ejemplo 1.1.7. Volviendo al ejemplo 1.1.5. () es el minimo de P(D) y D es
el maximo. Porque para todo A € P(D),0 C Ay AC D.

Definicion 1.1.10. Sea R un orden en un conjunto A. a € A es un maximal
en A siy so6lo si para todo z € A, aRx implica que x = a. De manera similar
b € A es un minimal en A siy sblo si para todo x € A, xRb implica que
x =Db.

Definicién 1.1.11. Sea R un orden en un conjunto A y B C A. Diremos
que B esta superiormente acotado si y s6lo si existe a; € A tal que bRay
para todo b € B y llamaremos a a; una cota superior de B. De igual manera
diremos que B esta inferiormente acotado si 'y solo si existe as € A tal que
as Rb para todo b € B y llamaremos a ay una cota inferior de B.

1.1.4. Axioma de eleccién y lema de Zorn

El axioma de eleccion y el lema de Zorn son herramientas muy poderosas
utilizadas por los matematicos por ejemplo para mostrar la existencia de
elementos maximales en un orden, de bases de espacios vectoriales, de
elementos idempotentes en semigrupos semitopologicos, de ultrafiltros en un
conjunto, etc. Sin la intervencion de ellas no podriamos contar con todos
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estos resultados tan importantes para diversas ramas de la matematica. Y
aunque son proposiciones que al enunciarlas parecen ser diferentes en reali-
dad son equivalentes. En este trabajo utlizaremos sobre todo el lema de Zorn
si no en todos, en la mayoria de los capitulos”.

Teorema 1.1.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) (Azioma de eleccion): Si{Ay : X € A} es una familia indexada de conjun-
tos no vacios, disyuntos dos a dos, entonces eziste un conjunto B C |J A,
tal que B N Ay es exactamente un elemento para cada \ € A.

b) (Lema de Zorn): Si toda cadena en un conjunto A no vacio, parcialmente
ordenado tiene una cota superior, entonces A tiene un elemento maximal.

1.2. Espacios topolégicos y funciones
continuas

1.2.1. Espacios topologicos

Definicion 1.2.1. Una topologia sobre un conjunto X es una familia 7 de
subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

a) () y X pertenecen a 7.
b) La unién arbitraria de elementos de T pertenece a 7.

¢) La interseccion finita de elementos de T pertenece a 7.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia 7 se llama espacio
topoldgico y se denota por el par ordenado (X, 7), pero a menudo omitiremos
mencionar 7 si no existe confusion.

Definicion 1.2.2. Sea (X, 7) un espacio topologico. Llamaremos abierto a
todos los subconjuntos de X que pertenezcan a 7.

Presentaremos a continuaciéon algunos ejemplos de espacios topologicos.

Ejemplo 1.2.1. Sea X = {a,b,¢,d}, una topologia sobre X, es
7 =1{0,X,{a,b},{c,d}}.

Ejemplo 1.2.2. Si X es un conjunto cualquiera, entonces P(X) es una
topologia sobre X y se llama topologia discreta. La familia formada tnica-
mente por los conjuntos (), X es también una topologia sobre X y la llamare-
mos topologia indiscreta o trivial.

* . .
Para observar una prueba de la equivalencia ver [4].
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Ejemplo 1.2.3. Sea X un conjunto cualquiera. Si 7p = {U C X : X\ U
es finito 6 X} entonces 7; es una topologia sobre X y la llamaremos la
topologia de los complementos finitos sobre X.

Claramente ) y X pertenecen a 74. Si {Uy : A € A} es una familia
indexada de abiertos no vacios de 7, entonces

X\ Juo=N&x\U).

A€A AEA

El miembro de la derecha es finito porque cada X \ Uy, con A € A es finito y la
interseccion arbitraria de conjuntos finitos es finito, por lo tanto | J,., Ux €
7r. S1 {U; : i = 1,2,3,--- ,n} es una familia finita de elementos de 7y,
entonces . .
X\ = Jx\ ).

i=1 i=1
El miembro de la derecha es finito ya que X \ U; para i = 1,2,3,--- ,n es
finito y la unio6n finita de conjuntos finitos es finito, por lo tanto (., U; € 7.

1.2.2. Base de una topologia

Muchas veces una topologia en un conjunto puede ser definida por un subcon-
junto de abiertos de dicho conjunto. Este subconjunto es el que llamaremos
base de una topologia.

Definicion 1.2.3. Sea X un conjunto, una base para una topologia sobre
X es una familia B de subconjuntos de X (llamados elementos bdsicos) tales
que:

a) Para todo x € X, existe un elemento basico B que lo contiene.

b) Si x esta en la interseccion de dos elementos bésicos By y Bs, entonces
existe un elemento béasico B3 que contiene a x y tal que B3 C B; N Bs.

Si B satisface estas condiciones definiremos la topologia generada por B como
5 = {U C X : para todo z € U, existe B € B tal que, x € By B C U}.
Observemos que cada elemento de B pertenece a 75.

Demostremos que la colecciéon 75 es una topologia sobre X. Si U es el
conjunto vacio entonces U € 7 trivialmente. Si U = X por la condicion a)
de la definicion 1.2.3, X € 75. Sea {U, : A € A} una familia indexada de
elementos de 75, |J xea Ux € 75 porque si x € U entonces existe A € A tal
que x € U,, entonces existe B € B tal que x € B C Uy C (J,c, Ua. Sean
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ahora U; y U, elementos en 75 y sea x € Uy N Us, o sea existen By € B tal
que z € By CU; y By € Btal que x € By C Uy y por el inciso b) de la
definicion 1.2.3 existe By € B tal que x € B3 C By N By, C U; N Us,. Por lo
tanto 75 es una topologia sobre X.

Ejemplo 1.2.4. El conjunto B = {(a,b) : a,b € R}, o sea el conjunto de los
intervalos abiertos en R es una base para una topologia en R que llamaremos
la topologia usual en R y la denotaremos 7.

Evidentemente R = U (—n,n), ademés la interseccion de dos inter-
valos abiertos es otro intervalo abierto, por lo tanto B es una base para una
topologia en R.

Definiciéon 1.2.4. Sea 7 una topologia en un conjunto X y B C 7 una base,
se dice que B genera a 7 si y sblo si 7 = 73.

Observemos que toda topologia tiene una base que la genera, y es precisa-
mente toda la topologia; llamaremos a esta base es la base trivial.

Ejemplo 1.2.5. La topologia discreta sobre cualquier conjunto es generada
por la colecciéon de todos los conjuntos unitarios del conjunto.

Sea X un conjunto y P(X) la topologia discreta en X. B = {{z} : v € X}
es una base para una topologia en X, porque | JB = X y si By y By € B,
con x € B; N By entonces {x} C B; N By. Ademas para todo A C X,
A = Jealr}, esto quiere decir que P(X) C 7. Por lo tanto P(X) = 75, o
sea B genera a P(X).

1.2.3. La topologia de subespacio

Dado un espacio topologico X, podemos definir en Y C X una topologia de
la siguiente manera.

Definiciéon 1.2.5. Sea X un espacio topoldgico con topologia 7. Si Y es un
subconjunto de X, el conjunto

v ={YNU:UEe€r}

es una topologia sobre Y, y la llamaremos topologia de subespacio o topologia
relativa. Con esta topologia denominaremos a Y subespacio de X; sus con-
juntos abiertos son todas las intersecciones de conjuntos abiertos de X con
Y.
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Veamos que evidentemente 7y es una topologia. Es claro que ) y Y estédn en
Ty porque ) =Y N0y Y =YNX, con )y X elementos de 7. El hecho de que
sea cerrado para intersecciones finitas y uniones arbitrarias se es consecuencia
de las suguientes igualdades

anY)nUsnY)n---nU,nY)=UnNnUN---NU,)NY

Uwany)=(Ju)ny.

AEA AEA

Proposicion 1.2.1. Si B es base para una topologia de X, entonces la colec-
cLon
By ={BNY :B¢e B}

es una base para la topologia de subespacio sobre Y .

Demostracion.

Sea y € Y como B es una base para X,y Y C X, entonces existe B € B tal
que y € BNY. Ahora sea U abierto de X,y y € UNY, por lo tanto existe
BeBtalqueye BCU,entoncesy € BNY CUNY y por la definicién
1.2.4, B es una base que genera el subespacio Y. f

Ejemplo 1.2.6. Sea R con la topologia usual y el subconjunto Y = [0, 1].
La topologia de subespacio sobre Y tiene como base todos los conjuntos de
la forma (a,b) NY, donde (a,b) es un intervalo abierto de R. Este conjunto
es alguno de los siguientes:

(a,b) siaybestanenY
0,b si solamente b esta en Y
@hny =00
(a,1]  sisolamente a estd en Y
Y60 sinianibestineny
por la definicién de subespacio, cada uno de estos conjuntos es abierto en Y.
Pero los conjuntos de segundo y tercer tipo (incluso Y) no son abiertos en el
espacio mas grande R.

1.2.4. Conjuntos cerrados, interior y clausura

Introduciremos la definicién de conjunto cerrado, clausura, interior y punto
de acumulacion conceptos asociados a los espacios topolégicos.

Definicién 1.2.6. Un subconjunto A de un espacio topolégico X decimos
que es cerrado siy solo si X \ A es abierto.
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Ejemplo 1.2.7. El conjunto [a, b] en R es cerrado con la topologia 7, porque,
R\ [a,b] = (00, a) U (a,00) es abierto en R.

Ejemplo 1.2.8. En la topologia de los complementos finitos sobre un con-
junto X, los conjuntos cerrados son X y los conjuntos finitos.

Las definiciones de conjunto abierto y cerrado no son definiciones opuestas,
es decir una no es la negacion de la otra. Existen espacios topologicos donde
un conjunto abierto (diferente a () y a todo espacio) es a la vez cerrado.

Ejemplo 1.2.9. Volviendo al espacio topolégico discreto todo subconjunto
es abierto, pero a su vez todo subconjunto es cerrado.

Teorema 1.2.1. Si C es la coleccion de conjuntos cerrados en un espacio
topologico X, entonces

a) O y X pertenecen a C.
b) La interseccion arbitraria de elementos de C pertenece a C
¢) La union finita de elementos de C pertenece a C.

Demostracion.
a) ) y X son cerrados porque son complementos de los conjuntos abiertos

X y 0.

b) Sea {C\ : A € A} una familia indexada de subconjuntos cerrados
de X, aplicando la ley de Morgan,

X\[(o=J&x\Cn.

A€A AEA

Como los conjuntos X \ C son abiertos y la unién arbitraria de abiertos
es abierto entonces la parte derecha de la igualdad es abierto. Por lo tanto,

() C\ es cerrado.

¢) De igual manera si {C; : i« = 1,2,--- n, con n € N} un a familia
finita de cerrados de X, aplicando otra vez la ley de Morgan,

n

A\ Y=\,

i=1

Como los interseccion finita de conjuntos abiertos es abierto, entonces |J;_, C;
es cerrado.
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Definicion 1.2.7. Sea A un subconjunto de un espacio topologico X.
El interior de A se define como la union de todos los conjuntos abiertos
contenidos en A, y se denota IntA y la clausura de A se define como la inter-
seccion de todos los conjuntos cerrados que contienen a A, y lo denotaremos

ClA 6 A.

Claramente, IntA es un conjunto abierto y A es un conjunto cerrado, ademés,
IntA C AC A

Si A es abierto, A = IntA, y si A es cerrado, A = A.

No daremos mucho énfasis en el interior de un conjunto, pero la clausura de
un conjunto si serd muy importante para los seguidos capitulos. La definiciéon
de clausura de un conjunto no nos da un método facil de encontrarla ya que
por lo general la familia de todos los conjuntos cerrados es muy grande para
trabajar con ella. Existe un camino mas facil para encontrar la clausura,
solo necesitamos que el espacio topologico tenga una base y se describira en
el siguiente teorema.

Teorema 1.2.2. Sea A un subconjunto de un espacio topologico X .

a) Entonces x € A si, y sdlo si, todo conjunto abierto U que contiene a x
interseca a A.

b) Suponiendo que la topologia de X estd dotada por una base, entonces

x € A si, y sdlo si, cada elemento bdsico B que contiene a x interseca a
A.

Demostracion.
Transformemos la proposicion a) en la siguiente proposicion equivalente:
x ¢ A siy solo si existe un abierto U tal que 2 € U, y que no interseca a A.

a) =) Sea x ¢ A, por lo tanto z € X \ A, que es un abierto, y ademéas
(X\A)NA=0.

<) Sea U abierto en X, tal que z € U, por lo tanto z ¢ X \U, como UNA =)
entonces A C X \U, por lo tanto A C X \U y como x ¢ X \U entonces x ¢ A.

b) =) Como cada elemento bésico es también un abierto de X, en-
tonces por el inciso a), cada elemento bésico interseca a A.

<) Sea U abierto en X, tal que x € U, entonces existe B abierto basico tal
que x € By B C U y como cada elemento basico interseca a A, entonces U
interseca a A, y por el inciso a), r € A. f
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Entre los subconjuntos de un espacio topolégico pueden existir unos cuya
clausura coincide con todo el espacio, estos subconjuntos son muy impor-
tantes porque con sus elementos podemos hablar de el espacio en general.

Definicion 1.2.8. Sea X un espacio topolégico y D C X. Diremos que D
es denso en X si y solo si todo abierto de X contiene elementos de D.

Ejemplo 1.2.10. El conjunto Q de los niimeros racionales, es denso en R con
la topologia usual, porque todo intervalo abierto no vacio contiene ntimeros
racionales.

En un espacio topologico con base solo basta ver que en los abiertos basicos
existen elementos de un conjunto para decidir si es o no denso.

El siguiente teorema nos muestra otra forma de identififcar los conjuntos
densos.

Teorema 1.2.3. Sean X espacio topologico y D C X. D es denso si y sdlo
siD=2X.

Demostracion.

=) Sean z € X, y U abierto en X tal que x € U, pero como D es denso
entonces D N U # (), lo que quiere decir que D = X.

<) Sea U abierto no vacio de X, y sea x € U, como x € D entonces DNU # ()
lo que quiere decir que D es denso en X. f

Definicion 1.2.9. Sea X un espacio topolégico y z € X. Diremos que U
es una vecindad de x, si y sélo si U es un conjunto abierto de X,y x € U.
Denotaremos al conjunto de todas las vecindades de x como U,.

1.2.5. Funciones continuas

Entre todas las clases de funciones definidas en las matematicas, las funciones
continuas son tal vez las més importantes. Ellas son por lo general condiciéon
necesaria y suficiente de casi todos los resultados relacionados con el calculo.
En este caso daremos una definicion de funciéon continua muy general donde
la respectiva al célculo sera s6lo un caso particular del espacio topolégico
usual en R.

Definiciéon 1.2.10. Sean X y Y espacios. Una funciéon f: X — Y se dice
que es continua si para cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto f~1(V)
es abierto en X.

Observemos que la continuidad de una funcién depende no sé6lo de la funcién
sino también de las topologias definidas en sus conjuntos de partida y llegada.
O sea es posible que una funcién sea continua para unas topologias y para
otras no.
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Ejemplo 1.2.11. Cualquier funciéon definida de un espacio topologico dis-
creto en otro cualquiera siempre es continua.

Sea f : X — Y una funcién, X con la topologia discreta y Y un espacio
topologico cualquiera. Si V' es una abierto en Y, entonces f~1(V) C X, o sea
J~HV) € P(X). Por lo tanto segtin la definicién f es continua.

Una manera facil de ver si una funcién es continua cuando el espacio de
llegada tiene una base, se presenta en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.2. Sea f : X — Y una funcion con X, Y espacios topologi-
cos cualesquiera, y B una base para Y. Entonces f es continua si y sélo si
para todo B € B, f~Y(B) es abierto en X.

Demostracion.
Sea V' abierto en Y, que se puede escribir como

V: UB)\

AEA

pero,

= ydBy=U sy

AEA AEA

Y como f~1(B,) es abierto en X por hipétesis, entonces f~*(V) es un abierto
en X,y por lo tanto f es continua. f

El siguiente teorema nos daréd algunas equivalencias de la definicién de con-
tinuidad muy ttiles para decidir también cuando una funcién es continua o
no.

Teorema 1.2.4. Sean X y Y espacios topologicos; sea f : X — Y una
funcion. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) [ es continua.

b) Para toda conjunto cerrado B de 'Y, se cumple que f~'(B) es cerrado en

X.

¢) Para cada v € X y cada vecindad V de f(x), existe una vecindad U de
x, tal que f(U) C V.

Demostracion.
a) = b) Sea f continua y B cerrado de Y, por lo tanto Y \ B es abierto,
entonces

[N Bl =Y\ Bl = X\ B
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es abierto en X, por lo tanto f~![B] es cerrado en X.

b) = ¢) Sea x € X y V vecindad de f(z), entonces ¥ \ V es un con-
junto cerrado que no contiene a f(x), esto quiere decir que [f~[Y \ V] =C
es un cerrado de X, que no contiene a x, por lo tanto X \ C' = U es un
abierto que contiene a x, y ademas

FIUT = FIX\Cl = fIXINFICT =Y\ (I VTN FIFIVID =
=Y \W\SfIf VI =V eV

¢) = a) Sea V un abierto en Y, y sea z € f![V], entonces f(z) € V, por
hipotesis existe U abierto en X, tal que € U, y ademas f[U] C V, es decir
U C f7HfIU) € V], o sea f~}[V] lo podemos escribir como unién de
abiertos, por lo tanto es abierto en X. f

1.2.6. Homeomorfismos

Definicion 1.2.11. Sean X y Y dos espacios topologicos; sea f: X — Y
una biyeccion si se cumple que las funciones f y f~! son continuas decimos
que f es un homeomorfismo. Ademés decimos que X y Y son homeomorfos
y lo denotamos como X =Y.

Que la funcion f~! : Y — X sea continua significa que para todo abierto U de
X, se tiene que (f~1)7![U] debe ser abierto, pero (f~!)7[U] = f(U), porque
f es una biyeccion. O sea otra forma de ver que f es un homeomorfismo es
diciendo que f es una funcion biyectiva, tal que f(U) es abierto si y solo si, U
es abierto. Un homeomorfismo tal como acabamos de definirlo no es solo una
correspondencia biunivoca entre los elementos de dos conjuntos, sino también
entre los conjuntos abiertos de ambos espacios. Esto es, cualquier propiedad
descrita por medio de los abiertos en un espacio tiene su equivalente en el
otro y viceversa. A este tipo de propiedades se les conoce con el nombre de
propiedades topologicas o invariantes topologicos. Dos espacios homeomorfos
se puede decir de cierta forma que son el mismo o que son equivalentes (de
hecho la relacién = en el conjunto de todos los espacios topologicos forma
una relacion de equivalencia).

Ejemplo 1.2.12. Tener una base no trivial es un invariante topolégico. Es
decir si dos espacios topologicos son homeomorfos y uno tiene una base no
trivial entonces el otro también.

Sean X y Y dos espacios homeomorfos. O sea existe un homeomorfismo
v : X — Y. Sea By = {By : A € A} una base de X. Consideremos el
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conjunto By = {p[B,] : A € A}. Vamos a demostrar que By es una base para
una topologia.

Como ¢ es un homeomorfismo entonces ¢[B,], con A en A es un abiertoen Y.
Ahora si By, By, € By, entonces existe By, € Bx tal que By, C By, N B),
y por lo tanto ¢[By,] C ¢[Bx, N By,] € ¢[By,] N ¢[B,,], v ademéas como

U By = X entonces, gp[U B, = U p[B\] =Y,
AEA AEA AEA

por lo tanto By es una base para una topologia. Ahora demostraremos que
efectivamente la topologia generada por By coincide con la topologia de Y.
Es claro que 7p, estd contenida en la topologia de Y. Para mostrar la otra
contenencia sea A abierto de Y, por lo tanto ¢ '[A] es un abierto en X,

entonces ¢~ [A] = |, oy Br, con IT C A y aplicando imagen directa

A= ol Al = o[l B = | ¢lB].

mell well

Por lo tanto By es una base para Y.

1.3. Compacidad

Desde los principios de la topologia, se ha pensado que el intervalo cerrado
[a, b] de la recta real gozaba de cierta propiedad que era indispensable en la
demostracion de teoremas tales como el teorema del valor méximo y el teore-
ma de continuidad uniforme. Sin embargo, dicha propiedad tardo mucho en
ser formulada para un espacio topolégico en general. Después de tantos ires y
venires y después de tantos intentos de formular esta propiedad damos a con-
tinuacion la ultima formulaciéon en términos de recubrimientos que nosotros
llamaremos compacidad. Aunque no es tan natural nos permitira trabajar en
espacios arbitrarios. Primero definiremos que es un recubrimiento y después
pasaremos a definir la compacidad.

Definicion 1.3.1. Una coleccion A de subconjuntos de un espacio X se dice
que recubre a X, si la union de los elementos de A es igual a X. Diremos que
el recubrimiento es abierto si A esta formado por conjuntos abiertos de X.

Definiciéon 1.3.2. Un espacio topoldgico X, lo llamaremos compacto si y s6lo
si para cada recubrimiento abierto A de X podemos extraer una subcoleccion
finita que también recubre a X.

Ejemplo 1.3.1. Todo espacio topoldgico finito es compacto.
Sea X = {xy,29, -+ ,x,} un espacio finito y sea A = {4, : A € A} un
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recubrimiento abierto de X. O sea X = U/\E A Ax pero como cada x; €
Ujen Ax existe Ay, € A tal que x; € Ay, entonces X = (J;' Ay, por lo
tanto X es compacto.

Ejemplo 1.3.2. La recta real R no es compacta, porque el recubrimiento
A = {(-n,n) : n € N} es un recubrimiento abierto que no admite un
subrecubrimiento finito.

La siguiente definicion la utilizaremos con frecuencia en los siguientes capitu-
los. Ademas si D es un conjunto, notaremos P(D), como el familia de todos

los subconjuntos de D; y Ps(D), como la familia de todos los subconjuntos
finitos de D.

Definiciéon 1.3.3. Sean A y D conjuntos con A C P(D). Diremos que A
tiene la propiedad de las intersecciones finitas (P.I.F) si y solo si para todo

F e Pf(A), ﬂF # 0.

Presentaremos a continuacioén una caracterizacion de los espacios compactos
por medio de conjuntos cerrados e intersecciones finitas, a veces muy util
para saber si un espacio es compacto o no.

Teorema 1.3.1. Sea X un espacio topologico. X es compacto si y solo si en
toda coleccion de conjuntos cerrados de X que tiene la P.I.F su interseccion
es Mo vacia.

Demostracion.

=) Sea A una familia de conjuntos cerrados con P.LF., y sea S € Ps(A)
entonces () S # (), tomando complementos tenemos que X \ (S # X, o sea
que por las leyes de Morgan J_, (X \ S;) # X, lo que quiere decir que la
familia de conjuntos X \ A,, con A, € A no forma un recubrimiento abierto
de X. Por lo tanto |J(X \ A,) # X, y tomando complementos [ A # 0.

<) Sea R = {U, : A € A} un recubrimiento abierto de X. Supongamos
que todo Ry € Py(R) no recubre a X, o sea | J;_, Uy, # X, con Uy, € Ry.
Tomando complementos se tiene que X \J;_, Uy, # 0, y por leyes de Morgan
N (X \Uy,) # 0. O sea la familia formada por los conjuntos cerrados X \ U,
tiene la P.LF. y por hipotesis (), (X \ Uy) # 0. Si tomamos complemen-
tos nos queda (J,., Uy # X, lo que es una contradiccion porque R es un
recubrimiento de X. f

Ahora veremos algunos resultados a cerca de subespacios.

Teorema 1.3.2. Sea Y un subespacio de X. Entonces Y es compacto si y
solo si cada recubrimiento de 'Y por abiertos de X contiene una subcoleccion
finita que cubre a Y.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 17

Demostracion.

=) Sea R = {U, : A € A} un recubrimiento de Y por abiertos de X, o sea
Y C UyeaUn, entonces YV = (U cp Un) NY = U,epa (U NY), que es un re-
cubrimiento de Y, por abiertos del subespacio. Como Y es compacto entonces
existe un subrecubrimiento finito, o sea Y = |JI_, (U, NY) = (U;_, Ur,)NY,
esto quiere decir que Y C |J_, Uy,.

<) Sea Ry = {V, : A € A} un recubrimiento de Y por abiertos del
subespacio. O sea que V, = U, NY, para todo A € A y para algin
Uy abierto de X. Es decir Y = U,caVn = Uyeah NY), pero esto
quiere decir que Y C |J,., Un, pero por hipotesis Y C |J;_, Uy,, entonces
Y = (U U)NY =L, (U, NY) =, Va, que es un subrecubrimiento
finito de Y. o

Teorema 1.3.3. Todo subespacio cerrado de un espacio compacto es com-
pacto.

Demostracion.

Sea Y un subespacio cerrado de un espacio X compacto. Y sea A un
recubrimiento de Y, por abiertos de X. Como Y es cerrado entonces,
B =AU (X \Y) es un recubrimiento abierto de X. Como X es compacto
entonces existe un subrecubrimiento finito que recubre a X, si este subre-
cubrimiento contiene el abierto X \ Y entonces los otros recubren a Y, y si
no pues también lo recubren. En cualquier caso la coleccion resultante es un
subrecubrimiento finito de A que recubre a Y, y por le teorema 1.3.2 Y es
compacto. cf

1.4. Axiomas de separacién

Hay espacios topoldgicos donde sus puntos se puede separar de diferentes
maneras dado su estructura, o sea por medio de sus conjuntos abiertos y
cerrados. Dependiendo de la manera en que se separan estos puntos el espacio
adquiere cualidades de mucha importancia que apreciaremos més adelante en
los siguientes capitulos.

Definiciéon 1.4.1. Un espacio topologico X es un espacio Tp, si y solo si para
todo x y y en X, con x # y existe un conjunto abierto que contiene a uno y
no al otro.

Ejemplo 1.4.1. La topologia discreta en un conjunto con més de un punto
es Tp.
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Definiciéon 1.4.2. Un espacio topologico X es un espacio 77, si y solo si para
todo zy y € X, con x # Y existe un abierto de cada uno que no contiene al
otro.

Definicién 1.4.3. Un espacio topologico X es un espacio T o espacio Haus-
dorff, si y so6lo si para todo z y y € X, con x # Y existen abiertos disyuntos
UyV,dondex e UyyeV.

Ejemplo 1.4.2. El espacio topolégico R con la topologia usual es un espa-
cio Hausdorff. Si a y b € R con a # b, sin perdida de generalidad a < b,
entonces a € (—oo,a + (b —a)/2), b € (a+ (b — a)/2,00) y claramente
(—oo,a+ (b—a)/2)N (a+ (b—a)/2,00) = 0.

Definicion 1.4.4. Un espacio topologico X es un espacio reqular si y solo
si para todo conjunto cerrado A de X, y x ¢ A, existen abiertos disyuntos
UyV,talqueze Uy ACYV.

Los siguientes teoremas nos permitiran decidir cuando un espacio topologico
es regular.

Teorema 1.4.1. Sea X un espacio topoldgico. X es regular si y solo si U
es abierto en X, y v € U, entonces existe un abierto V', tal que x € V, y
ademds V C U.

Demostracion.

=) Sea U abiertode X,y x € U, esto es X \U es cerradoy x ¢ X \U. Por ser
X regular entonces existen abiertos disyuntos W y V tales que X \ U C W
yr €V, peroVCX\W,oseaqueVCV CX\WCU.

<) Sea A un conjunto cerrado de X,y x ¢ A. Entonces X \ A es abierto
y x € X \ A, pero por hipotesis existe V' abierto tal que x € V| y ademaés
VCX\A Esdecir ACX\V CX\V,conV yX\V abierto disyuntos
que contienen a x y A respectivamente. Por lo tanto X es regular. =4

Teorema 1.4.2. Todo espacio compacto y Hausdorff es reqular.

Demostracion.
Sea X un espacio compacto y Hausdorff, y sean A cerrado de X y = ¢ A,
para todo a € A, existen U, y V, abiertos disyuntos que contienen a a y x
respectivamente. pero como

AcJu,

acA

y sabiendo que A es cerrado por el teorema 1.3.3 A es compacto. O sea que
existen ay,as, - -a, € A tal que

AC O U, y ademaés, (ﬂ Vo) n (U Uig,) =0
= . .
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por lo tanto X es un espacio regular. f

Definicion 1.4.5. Un espacio X es completamente regular si y so6lo si
para todo A conjunto cerrado en X y z ¢ A, existe una funcién continua

f:X —10,1] tal que f(x) =0y f[A] = {1}.

Es claro que todo espacio completamente regular es regular. Solo basta con
observar que la imagen inversa de dos conjuntos disyuntos es disyunta.

Ejemplo 1.4.3. Todo espacio con la topologia discreta es completamente
regular. Porque como dijimos en el ejemplo 1.2.11 toda funcién definida de
un espacio discreto en otro cualquiera es continua.



Capitulo

Ultrafiltros y la topologia de X

Existen espacios donde todos los conceptos topoldgicos pueden ser traducidos
en términos de sucesiones convergentes ; por ejemplo en los espacios métri-
cos decimos que un conjunto es cerrado si y solo si toda sucesiéon convergente
de elementos de dicho conjunto converge en él. O sea puedo hablar de la
topologia de dichos espacios en el lenguaje de las sucesiones convergentes,
pero esto no sucede en general para todo espacio topologico. Afortunada-
mente los filtros si pueden caracterizar todos los conceptos y las propiedades
topologicas de cualquier espacio sin distincion; y es aqui donde radica su im-
portancia topolédgica. Se podria decir que el concepto de filtro por su similitud
en cuanto a topologia se refiere, es la generalizacion de sucesion. Ademas los
ultrafiltros y su propiedades nos serviran para generar la topologia de la cual
estara dotada la compactificacion de Stone-Cech para un espacio discreto.

2.1. Filtros y Ultrafiltros

Definiciéon 2.1.1. Sea D un conjunto. Un filtro en D es un conjunto no
vacio F de subconjuntos de D con las siguientes propiedades.

a) Si A, B € F entonces AN B € F.
b) Si A€ F,AC B entonces B € F.
c) D¢ F.

Los siguientes ejemplos, nos permitiran hacernos una idea de la definicién de
filtro. Se deja como ejercicio secillo al lector verificarlos.

“Los espacios 1-contables, ver[3].

20



CAPITULO 2. ULTRAFILTROS Y LA TOPOLOGIA DE X 21

Ejemplo 2.1.1. El filtro trivial de un conjunto D, F = {D}.

Ejemplo 2.1.2. En un conjunto D infinito, el conjunto F = {A C D : D\ A
es finito }.

Definicion 2.1.2. Sea D un conjunto y sea B C P(D) tal que () no esta
en B. Diremos que B es una base para un filtro en D si y s6lo si para todo
By, By € B existe Bs € B tal que B3 C By N By, v al conjunto F = {F C D:
existe un B € B con B C F} lo llamaremos filtro generado por By lo
notaremos < B > o gen B.

Basta mostrar que en efecto F es un filtro en D.

Claramente D € F y ) ¢ F. Ahora sean F; y F, elementos de F, o sea
existen en B elementos By y B tales que By C F} y By C F3, pero sabemos
también que por ser base B existe Bs en B, tal que B3 C B1 N By C F1 N Fy,
por lo tanto F; N F, también pertenece a F'. Ahora sea F' un elemento de F,
o sea existe B en B tal que B C F ysea Stalque FC S,osea BC FCS,
por lo tanto S pertenece a F. Entonces por la definicién de filtro F es un
filtro.

Ejemplo 2.1.3. Las vecindades de un punto de un espacio topologico forman
una base para un filtro.

Ejemplo 2.1.4. El conjunto B = {(a,c0) : a € R}, es base para un filtro en
R que llamaremos filtro de Frechet.

En efecto sean a,b € R y podemos suponer sin perdida de generalidad que
a < b, por lo tanto (a, 00) N (b, 00) = (b, 00), entonces B es base para un filtro
en R.

Definicion 2.1.3. Un wltrafiltro en D es un filtro en D el cual no esta
propiamente contenido en algin otro filtro en D; en otras palabras un
ultrafiltro es un filtro maximal bajo la relacién de contenencia en el conjunto
de todos los filtros de D.

Mas adelante en el teorema 2.1.3 se demostrara que efectivamente estos obje-
tos (ultrafiltros) existen. Una consecuencia inmediata de la anterior definicion
es la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.1. Sea D un conjunto y sean U y V wultrafiltros en D.
EntoncesU =V si y solo sild T V.
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Demostracion.

La necesidad es trivial. La suficiencia se desprende del hecho de que como
U es ultrafiltro no puede estar propiamente contenido en el filtro V, por lo
tanto U tiene que ser igual a V. f

Lema 2.1.1. Sea F un filtro en el conjunto D y sea A C D. Entonces, existe
algin E € F tal que ANE =0 6 F ={C C D : existe algin E € F con
ANE CC} esun filtro en D.

Demostracion.

Consideremos el conjunto B={B: B=ANE, E € F}si ANE # () para
todo E € F. Demostraremos que B es una base para un filtro y ademas que
< B >= F. Sean By y B; elementos de B, o sea existen F; y F, elementos de
F tales que By = ANE; y By = AN Ey, es decir BiN By = AN (E1 N Ey), 0
sea B1N By pertenece a B, por lo tanto B es base para un filtro en D. Ademas
por la definicién de filtro generado y de F', se concluye que < B >= F.

Y si existe algin B € F, AN B = () entonces, ) € F y por lo tanto F' no
serfa un filtro.

Obsérvese que F C F. =

Ahora presentaremos una manera de identificar por medio de la propiedad
de las intersecciones finitas cuando un filtro es de hecho un ultrafiltro.

Teorema 2.1.1. Sea D un conjunto y U C P(D). Las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:

a) U es un ultrafiltro en D.

b) U tiene la propiedad de las intersecciones finitas y para todo A € P(D)\U
existe algin B € U tal que AN B = ().

¢) U es mazimal respecto a la propiedad de las intersecciones finita. (es decir,
U es un miembro mazimal de {V C P(D) : V tiene la propiedad de las
intersecciones finitas}.)

d) U es un filtro y para todo F € Py(P(D)), silUF € U, entonces FNU # (.
e) U es un filtro para todo AC D, AcU 6 D\ AEU.

Demostracion.

a) = b). Por las condiciones a) y ¢) de la definicion de filtro U posee la
propiedad de las intersecciones finitas. Supongamos que existe A C D tal
que A ¢ U y ademas AN B # () para todo B € U. Lo que quiere decir que
el conjunto F del lema 2.1.1 es un filtro y ademas & C F'(contradiccion).
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b) = c¢) Supongamos que U no es maximal respecto a la propiedad de
las intersecciones finitas en D. Lo que quiere decir que existe ¥V C P(D)
con la propiedad de las intersecciones finitas tal que Y C V. Sea A € V\ U
entonces AN B # () para todo B € U(contradiccion).

¢) = d) Claramente () ¢ U, observemos que U U {D} posee la PLF y
ademés U C U U {D} por lo tanto U = U U {D} lo que quiere decir que
D € U. Sean A y B elementos de U por lo tanto AN B # (), como U posee
la P.ILF entonces & U {A N B} también y como U C U U {A N B} entonces
U=UU{ANB} y por lo tanto ANB € U. Sean A € U y A C B como
U posee la P.ILF entonces Y U {B} también y como U C U U {B} entonces
U =UU{B} por lo tanto B € U y por la definicion 2.1.1 tenemos que U es
un filtro. Sea F € P;(P(D)) tal que |JF € U, supongamos que para todo
AeF, Aé¢ Uy comolUU{A} no posee la PLF, existe &4 € Py(U) tal
que AN(N&4) =0ysea™ = J,crBa. Entonces HU{JF} C U pero
(UF)n(NH) =0 por que AN ((H) = 0 para todo A € F, contradiccion.

d)=e)Sea ACDyF={A D)\ A}

e) = a) Supongamos que U no es un ultrafiltro, entonces existe un filtro V
en D tal que U C V, por lo tanto existe A C D donde A € V \ U entonces
por hipotesis D \ A € U, pero también D \ A € V(contradiccion). f

Sea a € D, es facil ver que Y = {A € P(D) : a € A} es un ultrafiltro en
D. Porque aplicando el teorema anterior claramente es un filtro y para todo
B C D,a € Boa € D\B. Este ultrafiltro lo llamaremos  ultrafiltro principal
generado por a.

A continuaciéon presentaremos un resultado que nos permitird identificar
cuando un ultrafiltro es principal.

Teorema 2.1.2. Sea D wun conjunto y sea U wun wultrafiltro en D.
Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) U es un ultrafiltro principal.

b) Euxiste algun F' € Pg(D) tal que F € U.

d) NU #0.

)
)
¢) El conjunto {A C D : D\ A es finito } no esta contenido en U.
)
e) Existe algun x € D, tal que U = {z}.
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Demostracion.
a) = b) como U es un ultrafiltro principal existe =z € D tal que

U={ACD, v A} osea {z} €U.
b) = ¢) Por hipotesis sea F' € Pr(D) NU, entonces D\ F ¢ U.

¢) = d) Por hipotesis sea A C D, tal que A ¢ U y D\ A es finito.
Sea F' = D\ A. Pero F' € U lo podemos ver como F = |J{{z} : x € F}
y por el teorema 2.1.1 existe x € F tal que {z} € U. Si B € U entonces
{z} N B # () por lo tanto (U # 0.

d) = e) Por hipotesis (U # 0 y sea x € (U, por lo tanto D \ {x} ¢ U asi
que (U C {z}.

e) = a) Por hipotesis existe z € D tal que (YU = {z}. Entonces U
yV ={A C D :z € A} son ambos ultrafiltros en D y observemos que
U C V. Por lo tanto U = V.

Ahora veremos que todo filtro en un conjunto esta contenido en algtn ultra-
filtro del mismo conjunto.

Teorema 2.1.3. Sea D un conjunto y A C P(D), A con la propiedad de las
intersecciones finitas. Entonces existe un ultrafiltro U en D tal que A CU.

Demostracion.

Sea ¥ = {B C P(D) : A C B donde B tiene la P..F}. Como podemos ver
A € T por lo tanto ¥ # (). Dada una cadena C en ¥ se tiene que claramente
que A C |JC. Sea F € Ps(lJC) entonces por ser C una cadena en ¥ existe
un B € C tal que F C B, entonces (| F # (. Por lo tanto por el lema de Zorn
(teorema 1.1.1, b)), ¥ tiene al menos un miembro maximal que lo llamaremos
U. Pero si observamos detenidamente ¢/ no solo es maximal de T sino también
es maximal de las intersecciones finitas en D, porque si suponemos que no,
existiria un V € P(D) con la P.L.F tal que U C V), pero de esto se tiene que
V € T por lo tanto U no seria un maximal de T (contradiccion). Por lo tanto
por el teorema 2.1.1 inciso (¢), U es un ultrafiltro en D. o

Corolario 2.1.1. Sea D un conjunto y F un filtro en D, sea A C D.
Entonces A ¢ F si y solo si existe un ultrafiltro U en D, tal que
FU{D\ A} CU.

Demostracion.
=) Supongamos que F U {D \ A} no tiene P.LLF o sea que existe B € P(F)
tal que BN (D \ A) = (. Esto quiere decir que existe B € B tal que
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BN (D\A)=0osea BC Ay porlotanto A € F (contradiccion). Por el
teorema 2.1.3 existira Y ultrafiltro en D tal que FU{D\ A} CU.

<) Como U es un ultrafiltro en D y (D \ A) € U entonces por el teorema
2.1.1 AdU. cf

El siguiente teorema ttil mas adelante, muestra condiciones necesarias para
la existencia de ultrafiltros no principales.

Teorema 2.1.4. Sea D un conjunto y R = {B € P(D) : B es infinito}.
Entonces:

(a) Siempre que A C R con la propiedad de que toda subfamilia finita no
vacia tenga interseccion infinita, existird un ultrafiltro no principal U en
D tal que A CU.

(b) Siempre que A € R, existird un ultrafiltro no principal U en D tal que
Aeld

Demostracion.

(a) Sea B={A C D : paratodoB € R, AN B # (}. Observemos que B es
diferente de vacio porque D € B. Ahora sea C = A U B. Mostraremos que
C tiene la P.I.F. para ver esto es suficiente ver que para todo F € Ps(A) y
G € Py(B) se tiene que (N F)N(NG) # 0. Supongamos en cambio que existen
tales F y G con ((F)N(NG) = 0. Entonces por hipotesis B = (| F € R.
Osea BN(NG) =0y asi B=DB\[\4egA=Useg(B\ A) esto quiere decir
que existe un A € G tal que C' = B\ A € R. Pero ANC = () contradiciendo
el hecho de que A € B.

Por el teorema 2.1.3 hay un ultrafiltro 4 € D tal que C C U. Dado C' € U,
D\ C ¢ U y en consecuencia D \ C ¢ B. Es decir existe B € R tal que
BN (D\C) = 0. Por lo tanto B C C. Es decir U es un ultrafiltro no
principal.

(b) Si hacemos A = {A}. Entonces A cumple las hipotesis del inciso (a). O
sea existe algun ultrafiltro no principal U en D tal que A € U. =4

2.2. Convergencia de filtros

En la presente seccion, daremos algunos resultados relacionados con la con-
vergencia de filtros, y apreciaremos algunas aplicaciones de los filtros y los
ultrafiltros en espacios topoldgicos, que ademas seran de gran importancia
en los capitulos siguientes.
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Definiciéon 2.2.1. Sea X un espacio topoloégico, x € X, U, el conjunto de
todas las vecindades de z y F un filtro en X. Se dice que F converge a x si
y solo si U, C F, vy se escribe F — .

Teorema 2.2.1. Si A C X, entonces x € A si y sélo si existe un filtro F en
X tal que Ae F yF — x.

Demostracion.

=) Si z € A, consideremos el siguiente conjunto B = {U N A|U € U,},
veamos que B resulta ser base para un filtro en X que contiene a A y
ademés converge a .

Sean B y By € B, o sea existen U; vy Uy en U, tal que By = Uy NAy
Bg = UQﬂA, pero BIQBQ = (UlﬁA)ﬂ(UgﬂA) = (UlﬁUz)ﬂA, y como
Uy NUy € U, entonces By N By € B, 0 sea B es base para un filtro en X, y es
claro que A e< B>y U, C< B >.

<) Sea F un filtro en X tal que A € Fy F —» z,yseal € U, C F
entonces ANU # () por lo tanto z € A. f

Como consecuencia inmediata del anterior teorema se tiene que un conjunto
es cerrado si y s6lo si todo filtro convergente que contiene al conjunto converge
en él.

Teorema 2.2.2 (Definicion). Si F esun filtroen X y f : X — Y, entonces
f(F) es el filtro en Y, que tiene como base los conjuntos f[F|, F € F que
llamaremos el filtro imagen de F bajo f.

Demostracion.

Debemos demostrar que el conjunto B = {f[F], F € F} es en efecto una
base para un filtro que denotaremos f(F).

Sean By y By € B, entonces existiran A; y Ay, tal que By = f[Ai] y
By = f[Ay], y como AjNAy = A3 C A y AiNAy = A3 C Ay, por funciones
se tiene que f[As] € f[Ai] y f[As] C f[4s], porlo tanto [[As] € f[A;]N/[As),
y como A3 N Ay = Az € F se tiene que f[A3] € B f

Veremos ahora que asi como las sucesiones convergentes en ciertos espacios
guardan uniformidad bajo funciones continuas, los filtros en cualquier espacio
topologico también lo hacen.

Teorema 2.2.3. Sea f : X — Y. Entonces f es continua en x € X si y sdlo
si F es un filtro en X, tal que F — x entonces f(F) — f(x) en Y.

Demostracion.
=) Sea U € Uj(y), como f es continua en z, existe V € U, C F tal que
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fIV] C Uy como f[V] € f(F)y f(F) es filtro entonces U € f(F).

<) En particular sea F = U,, como F — x entonces f(F) — f(z)
en Y por hipotesis, y sea U € Uy C f(F), entonces existe F' € F tal que
fIFCU. cf

Una caracterizacion de los espacios Hausdorff mediante filtros se presenta a
continuaciéon en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4. X es Hausdorff si y solo si todo filtro convergente en X lo
hace a un unico punto.

Demostracion.

=) Sea F filtro convergente en X, supongamos que F converge tanto a x
como a y, con r # y, como X es Hausdorff existen U € U, y V € U, tales
que U NV = (), contradiccion por que U y V € F.

<) Supongamos que X no es Hausdorff eso quiere decir que existen z,y € X,
y T # y que no se pueden separar por abiertos, es decir UNV # (), para todo
U € U, y para todo V € U,. El conjunto B={UNV|U € U,V € Uy} es
base para un filtro F en X porque (UyNVy)N(UaNVy) = (U NU2)N(ViNTV3)
donde (U; NUR) €e U, y (Vi N'V2) € U,,. Pero U, C F y U, C F, por lo tanto
F converge tanto a x como y. Imposible por hipotesis. Por lo tanto X tiene
que ser Hausdorff. f

El siguiente teorema va a ser muy importante en el estudio de los siguientes
capitulos.

Teorema 2.2.5. Si f,g: X — Y son funciones continuas y Y es Hausdorff,
entonces A = {x|f(z) = g(x)} es cerrado en X.

Demostracion.

Debemos ver que A C A. Sea x € A por el teorema 2.2.1, existe un filtro F
tal que A€ F y F — x, como fy g son funciones continuas por el teorema
2.2.3 tenemos que f(F) — f(z) y g(F) — g(x).

Quiero observar que f(F) — g(z) (6sea que f(F) también contiene todas
las vecindades de g(z)) y por lo tanto por el teorema 2.2.4 vamos a concluir,
puesto que Y es Hausdorff que f(x) = g(x), y por lo tanto x € A. Para ver
esto sea U € Uy, por ser g continua existe V € U, C F tal que g(V) C U,
y como ANV C A tenemos que:

fLANV) =g(ANnV) Cyg(V) U,

como Ay V € F entonces ANV € F,osea f(ANV) € f(F), y como U es
un super conjunto de f(ANV) entonces U € f(F). O sea f(F) — g(z).
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El anterior teorema nos dice que si dos funciones coinciden en un conjunto
entonces también coinciden en su clausura, en particular si las funciones
coinciden en un subconjunto denso entonces también lo hardn en todo el
conjunto. De esta observacion se desprende el siguiente corolario.

Corolario 2.2.1. Si f,g: X — Y son funciones continuas, Y es Hausdorff,
y [ y g coinciden en un conjunto denso D en X, entonces f = g.

Demostracion.
Por el teorema 2.2.5, como f, g coinciden en D, también lo haran en D =

X. 4

A continuacién presentaremos una caracterizacion de los espacios compactos
mediante ultrafiltros.

Teorema 2.2.6. X es un espacio compacto si y solo si todo ultrafiltro en X
converge.

Demostracion.

=) Sea p un ultrafiltro en X que no converge, es decir Vo € X, 3U, abierto
en X tal que U, ¢ p; definamos R = {U,|r € X} que claramente es un
recubrimiento abierto de X, por ser X compacto existen xq, x9, -+, x, € X
tales que R,, = {U,,|r; € X, para i = 1,2,--- ,n} es un subrecubrimiento
abierto finito de X, es decir X = |J;_,(U,,), tomando complementos tenemos
que 0 = X -, (Us,) =Ny (X —U,,), contradiccion porque X —U,, € p,
Vi=1,2--,n.

<) Supongamos que R es un recubrimiento abierto de X que no admite un
recubrimiento finito. Entonces X — (U; U--- U U,) # () para cada coleccion
finita {Uy,- -+ ,U,}. Los conjuntos de la forma X — (U; U --- U U,) forman
un filtro base (la interseccion de dos de tales conjuntos es otro de la misma
forma), generando un filtro F. Ahora por el corolario 2.1.1, F esta contenido
en algun ultrafiltro F*, por hipdtesis F* converge digamos a x, pero x € U
para algin U € R. Como U es vecindad de z, U € F*. Pero, por construccion
X —U € F C F*; imposible porque F* es un ultrafiltro. Por lo tanto R debe
tener un subrecubrimiento finito. K

Teorema 2.2.7. Todo subespacio compacto Y de un espacio Hausdorff X es
cerrado.

Demostracion. Supongamos que x € Y \ Y, consideremos el conjunto
B ={UNY : U € U} que es base para un filtro F en Y, porque
UnNnYy)Nn(VnY)=UnV)NY,siUyV €U, entonces U NV también.
Por el colorario 2.1.1 existe un ultrafiltro 7* en Y tal que F C F*, donde
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por el teorema 2.2.6 F* — y, con y € Y; pero F* es una base para un filtro
en X que llamaremos §. Pero § — z, y también § — y, porque F C F* C §
pero por el teorema 2.2.4 x = y. Contradicciéon porque z ¢ Y. =d

2.3. La topologia de X

En la siguiente seccion definiremos una topologia sobre el conjunto de todos
los ultrafiltros en X y mostraremos algunas de las propiedades de dicho
espacio.

Definiciéon 2.3.1. Sea X un espacio topologico.
a) X ={p:pesun ultrafiltro en X}
b) Dado A C X, g:{peﬁX:AEp}

Definiciéon 2.3.2. Sea X un conjunto y a € X. Entonces
e(fa)={AC X :a€ A}.

Es decir e(a) es el ultrafiltro principal generado por a.

Veamos ahora algunas de las propiedades de los conjuntos A

Lema 2.3.1. Sean X un conjunto y A, B C X.

¢) X\A=p0X\A
d)A:(Z)szysoloszA 0;
e) A= 8D siysdlosiA=X;

f) A=B siysdlo si A= B.
Demostracion.

a) :>)Seap€A/ﬂ\B, es decir ANB €p, ycomo ANBC Ay ANBC B,
tenemos que A € py B € p, entonces p € gy p e B y por lo tanto
peANB.
@)Seapegﬂg,esdecirpezzl\ypeE,oseaAepyBEp,entonces
ANB € p, esdecirpEA/ﬂ\B.
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b) =)Sea p € A/U\B, es decir AU B € p, supongamos que A ¢ py B ¢ p,
entonces X \A € py X\B € p,osea (X\A)N(X\B)=X\(AUB) €p
(contradiccion). Por lo tanto A € p 6 B € p, es decir p € Aé6peBen
conclusion p € AUB.
@)SeapegugoseapegépeE,esdecirAEpéBEp,pero
ACAUBy BC AUB, por lo tanto AU B € p, entoncespEA/U\B.

c) Seape(m)@X\AGp@A%p@pgﬁﬁ@peﬁX\ﬁ.

d) =) Supongamos que A # (), esto quiere decir que existe a € X tal que
a € A, por lo tanto A € e(a), y en conclusion e(a) € A, lo cual contradice
la hipotesis.
<) Por la definicion 2.1.1, inciso ¢) de filtro.

e) A= BX, tomando complementos, < X \ A= (), aplicando el inciso ¢),
< X\ A =0, aplicando el inciso d), < X \ A = 0.

f) =) Supongamos que A # B, esto es equivalente a decir que A ¢ B 6
B ¢ A, supongamos también que es la primera no contenencia la que no

se da, o sea que existe a € A tal que a ¢ B, esto implica que e(a) € X,
pero e(a) ¢ B, es decir A # B. Lo cual contradice la hipotesis.

<) Es trivial.
o

Como podemos observar en la lema anterior inciso a), la interseccion finita
de conjuntos de la forma A\, es precisamente otro conjunto de la misma
forma y ademéds todo ulfiltro pertenece a algin conjunto de ésta forma. En
consecuencia el conjunto {A, A C X} forma una base para una topologia en
BX. O sea cuando hablemos de la topologia de 5.X, estaremos hablando de
la topologia generada por estos conjuntos.

El siguiente teorema describe algunas de las propiedades topologicas basicas
de 6X.

Teorema 2.3.1. Sea X un conjunto cualquiera.
a) BX es un espacio compacto y Hausdorff.
b) Los conjuntos de la forma A son los tinicos abiertos y cerrados de X .

¢) Para todo A C X, A = ¢[A].
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)
e)

La funcion e es inyectiva y e[ X| es un subconjunto denso de 3X.

Si U es un conjunto abierto de 3X entonces U es también abierto.

Demostracion.

)

Supongamos que p y ¢, son elementos diferentes de SX. Si A € p\ g,

entonces X \ A € ¢. Es decir A y m son abiertos disyuntos de X
que contienen a p y ¢ respectivamente. O sea 83X es Hausdorfl. Ademas
los conjuntos w forma A son una base para los conjuntos cerrados
debido a que D\ A = 3D \ A. Para demostrar que X es compacto sea
C una familia de conjuntos cerrados en fX y A la familia de todos los
conjunto de la forma A que intervienen para formar algtn cerrado de C.
Es claro que si A posee la P.LF entonces C también y reciprocamente.
Ademas (JC = (A por lo tanto basta demostrar que (|.A # 0. Sea
B={ACD:AcA}.SiFe P;(B) entonces existe algtn p € ﬂAefA\
esto es [|F € p, o sea B posee la P.ILF y por el teorema 2.1.3 existe U
ultrafiltro en X tal que B C U. Esto es U € (A, por lo tanto 5X es
compacto.

Por el lema 2.3.1 inciso ¢) todo conjunto de la forma A es abierto y cerrado.
Ahora supongamos que C' es un conjunto cerrado y abierto de 8X y sea
A={A: AC Xy ACC} como C es abierto, A es un recubrimiento
abierto de C' y como C' es cerrado y X es compacto entonces existe
F € Ps(A) tal que C = JF. O sea por el teorema 2.3.1 inciso b), C es

de la forma FE para algin £ C X.

Para todo a € A, e(a) € A, o sea e[A] C A y por lo tanto e[A] C A. Para
probar la otra contenencia sea p € A y B vecindad de p, esto quiere decir
que Acpy B e€p, yseaac AN DB, entonces e(a) € e[A] N B, es decir
p € e[A], y por lo tanto A C e[A].

Si a,b € X son distintos, X \ a € e(b) \ e(a), o sea e(a) # e(b). Si A es
un abierto basico no vacio, entonces A # (); sea a € A esto quiere decir
que e(a) € e[X] N A, o sea e[X] N A # () por lo tanto e[X] es denso un
subconjunto denso de SX.

Si U = () la proposicion se cumple. Ahora supongamos que U # (. Sea
A = e '[U]. Observaremos primero que U C e[A]. Sea p € U, y sea B
un abierto bésico de p. O sea que U N B es un conjunto abierto no vacio.
Y por (d) se tiene que U N BN e[X] # 0, esto quiere decir que existe
b € B tal que e(b) € U. O sea que b € A y por lo tanto e(b) € e[A] N B.
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U, entonces e[A] C U y también U C e[A]. En conlusién

g



Capitulo

La Compactificacion de
Stone-Cech

Debido a las importantes propiedades topologicas de los espacios que
son a la vez compactos y Hausdorff, sobre todo cuando intervienen en
funciones continuas (convergencia tnica, teorema de méaximos y minimos,
teorema de continuidad uniforme, etc.), nace la necesidad de convertir
cualquier espacio topologico en un espacio de este tipo, o sea compactificarlo.
Presentaremos en este capitulo algunos ejemplos de compactificaciones y a
su vez mostraremos que 3D es un tipo especial de compactificaciéon de un
espacio discreto D, que llamaremos la Compactificacion de Stone-Cech de D.

3.1. Compactificar

Para hablar compactificaciones primero definiremos qué es una inmersion de
un espacio en otro.

Definiciéon 3.1.1. Una Inmersion de un espacio topologico X en un espacio
topologico Z, es una funciéon ¢ : X — Z que define un homeomorfismo de X
en ¢[X].

Ejemplo 3.1.1. La funcién idéntica ¢ : QQ — R es una inmersion de Q en
R. Con Q subespacio de R.

Sabiendo ya qué es una inmersién veamos ahora el concepto de compactifi-
cacion.
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Definiciéon 3.1.2. Una compactificacion de un espacio X es un par ordenado
(p,Z), donde Z es un espacio compacto Hausdorff y ¢ es una inmersion de
X en Z, donde ¢[X] es denso en Z.

A pesar de que la funcion ¢ del ejemplo 3.1.1, es una inmersion de Q
en R y de que es bien sabido que @Q es un subconjunto denso de R, no
es una compactificacion de Q porque aunque R es Hausdorff, no es compacto.

Veamos algunos ejemplos de compactificacion.

Ejemplo 3.1.2. El subespacio Z = [0, 1], junto con la funcion idéntica es una
compactificacion del subespacio X = [0, 1). Esta clase de compactificacion se
denomina compactificacion por un punto o compactificacion de Alexandroff.

Ejemplo 3.1.3. La compactificacion de Alexandroff de N es el espacio
X ={0}uU{1l/n, n € N} de R, junto con la funcion ¢(n) = 1/n.

3.2. La Compactificacion de Stone-Cech de un
espacio discreto

Todos los espacios completamente regulares (ver definicién 1.4.5) tienen un
tipo muy especial de compactificacion llamada la compactificacion de Stone-
(jech7 que goza de algunas propiedades importantes tales como maximalidad,
unicidad y tal vez la mas importante la propiedad de extension universal, que
se describiran a continuacion. Cabe aclarar que esta fuera de los alcances de
este trabajo mostrar que todo espacio completamente regular tiene este tipo
de compactificacion (ver [2]); nuestro verdadero objetivo es ver que todo
espacio discreto D (por ser completamente regular, ver ejemplo 1.4.3) la
posee y ademés coincide con el espacio D.

Definicion 3.2.1. Sea X wun espacio completamente regular. Una
compactificacion de Stone-Cech de X es un par (p, Z) tal que

a) Z es un espacio compacto y Hausdorff,
b) © es una inmersion de X en Z,
¢) p[X] es denso en Z, y

)

d) Dado un espacio compacto Y y una funcién continua f : X — Y existe
una funcién continua g : Z — Y tal que go ¢ = f. (Es decir g es una
extension de f).
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El inciso d) se conoce como “la propiedad de extension universal” y es pre-
cisamente la que caracteriza esta compactificacion.

Ejemplo 3.2.1. El espacio [0, 1] no es la compactificacion de Stone-Cech
de (0,1] por que la funcion continua f : (0,1] — [—1,1], definida como
f(z) =sin(1/z) no se puede definir en el punto z = 0.

El siguiente teorema nos dice que la compactificacion de Stone-Cech es
topologicamente tnica.

Teorema 3.2.1 (Unicidad de Stone-Cech). Sea D completamente
reqular, y (v1,21) y (@2, Zs) dos compactificaciones de Stone-Cech de D,
entonces Z, es homeomorfo a Zs.

Demostracion.
Por ser Z; y Z, dos compactificaciones de Stone-Cech de D entonces se tiene
que

Y1 =0g20p2 Y, (3-1)
P2=4g1°¢

Reemplazando (3.1) en (3.2) tenemos que p; = go0 (g1 0 1) ¥ por asociativi-
dad en la composicion de funciones ¢ = (g20¢1) 01 0 sea gao g1 = Iy, [p), €3
decir g9 0 g; coincide con la idéntica pero en el denso ¢;[D], y por el corolario
2.2.1, coincide en todo Zj, es decir gy0¢g; = Iz,. Anédlogamente g; 09y = I,.
Lo que quiere decir que go = g, por lo tanto g; es biyectiva y ademas g; y
g2 son continuas, en conclusion Z; es homeomorfo a Z,.

Como consecuencia del anterior teorema hablaremos en adelante de “la”
compactificacion de Stone-Cech en lugar de “una” compactificaciéon de Stone-
Cech.

Ahora presentaremos el principal resultado de este trabajo.

Teorema 3.2.2 (Principal). Sea D un espacio discreto. Entonces (e, 3D)
es la compactificacion de Stone-Cech de D.

Demostracion.

Por el teorema 2.3.1 tenemos que D es compacto y Hausdorff, que e[D]
es un subconjunto denso de D y ademas e es una inmersion de D en 3D,
porque e es inyectiva, continua y i@erta, esto se tiene porque D es discreto
y para todo A C D, e[A] = |J,c4 {a} que es una unioén de abiertos basicos.
Basta ver que se cumple la propiedad de extension universal, para es-
to sea Y un espacio compacto, y f : D — Y una funciéon continua.
Estudiaremos la continuidad de las siguientes funciones necesarias para la
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verificacion de la propiedad.

i) Bf : BD — BY, Bf(p) = f(p) = gen{f[F]|| F € p}, Vp € BD.

Primero que todo debemos ver que (f estd bien definida. f(p) segun
el teorema 2.2.2 es un filtro, o sea Vp € 8D la funcion esta definida; falta ver
si para todo p € 8D, f(p) es efectivamente un ultrafiltro en Y. Sea V C Y
entonces pueden suceder dos cosas,

Viep 6 X~ [l V]ep
flr [ e flp) fIXNFHV € fp)
fliFvev YIS VI e fp)
fIf 'Y ~NV]]CcYy\V
Veflp) 6 YNVeEF[f(p.

Lo que quiere decir que f(p) es un ultrafiltro en Y, para todo p € 3D; y por
lo tanto G f esté bien definida.
Estudiaremos ahora su continuidad.

Sea T abierto en 6Y,

B W] = {pe X | Bf(p) € W}
={peBX | W epf(p)}
={pe X | IF € p, donde f[F]| C W}
={pepX |3IF €p, donde F C f'[W]}

—

= fH{W]
Como f~1[W] es un abierto en 5D entonces la funcién Bf es continua.
i1) lim : BY — Y, que asigna a cada ¢ en SY su respectivo limite.

Por ser Y compacto y ademés Hausdorff todo ¢ € BY convergera y
ademaés lo hara de manera tinica en Y (por los teoremas 2.2.4 y 2.2.6). Por lo
tanto la funcion lim esta bien definida. Estudiaremos ahora su continuidad.
Sea p € BY, y sea W abierto en Y, tal que lim(p) € W. Y es regular, por
ser compacto y Hausdorff (teorema 1.4.2), lo que quiere decir que existe V
abierto en Y, tal que lim(p) € V,VCV C Wy ademas Vep,oseape V.
Demostraremos que lzm[l/}] C W. En efecto sea q € V V' € q, entonces por
el teorema 2.2.1 lim(q) € V y como V C W, se tiene que lim(q) € W. Por
lo tanto la funcién lim es continua.
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Considerando las cuatro funciones continuas e, f, Bf y lim se forma el
siguiente diagrama

Bf
3D 3y

e lim

D Y
f

Vamos a demostrar que g : BD — Y la funciéon que buscamos es precisa-
mente la funcion limoff.

Como sabemos limofBf : BD — Y es /cgntinua por i(glo lim y /Bf\, ademas
limof3 foe(x)=limof f (e(x))=limof f ({a})=lim(Bf ({x}))=lim{f(2)} =f(z),
Vx € D. Por lo tanto f= limoff o e, o sea g=Ilimo(f es la extension de f
que estabamos buscando. Por lo tanto el anterior diagrama queda

8D
\
g=limof f

™~

D Y
f o




Capitulo

El semigrupo S* y el teorema de
Hindman

En este capitulo presentaremos una aplicaciéon de la compactificacion de
Stone-Cech del espacio discreto N, visto a su vez como un semigrupo. La
aplicacion es la demostracion de el teorema de Hindman: Si pintamos con
un numero finito de colores los nimeros naturales, existird un niumero
infinito de numeros naturales del mismo color cuya suma finita de estos
nimeros(diferentes) tiene ese mismo color.

Para la demostracion del teorema de Hindman necesitaremos algunas
nociones de semigrupos y semigrupos semitopolégicos a derecha, mas especi-
ficamente prestaremos mayor atencion en el semigrupo S* (semigrupo de los
ultrafiltros no principales en un semigrupo S). Lo interesante de la prueba es
que es una prueba hecha sélo con nociones topologicas y algebraicas de un
teorema que pertenece a la teoria combinatoria. Vemos una vez mas como
dos ramas de la matematica que aparentemente no tienen nada en comin se
relacionan solucionando problemas y explicando situaciones de una en la otra.

4.1. Extendiendo la operaciéon a 35

Definicion 4.1.1. Un semigrupo es una pareja (S, -), donde S es un conjunto
y - es una operacion binaria interna asociativa.

Se deja como ejercicio sencillo a los lectores verificar los siguientes ejemplos.
Ejemplo 4.1.1. N, con la operacién + es un semigrupo.

Ejemplo 4.1.2. R, con la operacion . es un semigrupo.

38



CAPITULO 4. EL SEMIGRUPO S* Y EL TEOREMA DE HINDMAN 39

Ejemplo 4.1.3. XX = {f, f : X — X}, con la operaciéon composiciéon de
funciones es un semigrupo.

Veremos que la operacion definida en un semigrupo discreto se puede extender
a su compactificacion de Stone-Cech. Identificaremos los elementos s € S, con
su correspondiente ultrafiltro principal e(s), y diremos que S C 35, abusando
un poco de la notacion. Ademas notaremos al conjunto de los ultrafiltros no
principales de S, S* = 35\ S y lo llamaremos el centro o la corona de [3S.

Teorema 4.1.1. Sea S un espacio discreto y sea - una operacion binaria
definida en S. Ezxiste una operacion binaria x : 3S x 35S — (S que satisface
las siguientes tres condiciones:

(a) Para todo s,t € S, sxt=s-t.

(b) Para todo s € S, la funcion ps : S — (S, donde ps(q) = s * q es
continua.

(¢) Para todo q € S, la funcion A\, : S — BS, donde A\j(p) = p*q es

continua.

Demostracion.

Primero definiremos %, en S x 3S. Para todo s € S definimos [, : S — S C 5
por ls(t) = s-t = s« t. Y por la propiedad de la extension de 35, existe una
tnica funcion continua ps : 3S — 3S tal que pys = I,. Sis € S,y q € 3S
definimos s * ¢ = p,(q). Ahora extenderemos * al resto de S x (3S. Dado
q € 35 definiremos 7, : S — (S por r4(s) = s * ¢ entonces existe una tnica
funcion continua A, : 3S — 3S tal que A\ys = ry. Para todo p € S\ S
definimos p* ¢ = A\,(p), y observemos que si s € S, A\j(s) = 14(s) = s*q. Asi
para todo py g € 5S, p*xq = A\ (p).

Teorema 4.1.2. La operacion x definida anteriormente en 35S es asociativa.

Demostracion.
Debemos demostrar que para todo u, vy w € 55 se tiene que u * (v * w) =
(u*v) % w. Usaremos la continuidad de las funciones A. Primero observemos
que

U (VW) = Ay (1)

(uxv)xw=Ay(u*xv)=Ny(Ay (1)) = Ay 0 Ay ()

Asi por la continuidad de las funciones A es suficiente ver que Ay.,(S1) =
Aw © A\p(81), para todo s; € S (porque dos funciones que coinciden en un
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subconjunto denso son iguales).
Ahora si fijamos el s; € S, tenemos que

Avsw(81) = 51 % (V*x W) = py, (V* W) = ps; © Aw(0),

Aw 0 Ay(81) = (81 % v) xw = Ay(51 %) = Ay 0 ps, (V).

Como ps, es también continua, es suficiente mostrar que pg, © Ay (S2) = Ay ©
ps, (S2), para todo sy € S. pero,

Psy © Aw(S2) = 81 % (59 % w),

Aw © ps, (S2) = (51 % s2) * w.

Si fijamos s, y recalculamos, tenemos que

S1 * <S2 * w) = Psy (82 * w) = Ps; © p82(w>7

(81 * SQ) *W = Psyxso (w)

Solo basta ver por la continuidad de los p, que ps, © ps,(S3) = ps,«s,(S3) para
todo s3 € S, pero esto es facil de ver porque S es un semigrupo

Ps10Psy(83) = Psy (Ps(83)) = s, (S2%53) = S1%(52%83) = (51%52)%53 = s, 45, (53)-

Por todo lo anterior concluimos que u * (v % w) = (u * v) * w para todo u, v

yw € BS. f

Gracias a los teoremas 4.1.1 y 4.1.2 el conjunto 2S5, junto con la operaciéon
es un semigrupo.

De ahora en adelante escribiremos p-q en lugar de p* ¢, para todo p,q € (5.
Como los puntos de S son ultrafiltros en S, queremos saber cuales sub-
conjuntos de S son miembros de p - q. Primero definiremos unos conjuntos
especiales.

Definicion 4.1.2. Sea (.S, -) un semigrupo, y sean A C S, s € S,y q € S
definiremos, s 'A={te S:s-te A}, y[A],={s€ S:s A€ ¢}

Teorema 4.1.3. Sea (S,-) un semigrupo y sea A C S.
a) Para todos€ S yqeBS, A€s-qsiysdlosistAeqg.

b) Para todo p,q € S, A€ p-q siy sdlo si [A], € p.
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Demostracion.

a) =) Sea A € s-q,0sea A € py(q), entonces A es una vecindad de ps(q), por
la continuidad de p;, existe B € ¢ tal que B _es vecindad de ¢, y ademas
ps(B) € A. Pero para todo b € B, s-b € A, o sea A € s-b, entonces
s-b € A, lo que quiere decir que b € s~ A, por lo tanto B C s 'A. Y en
conclusion s'A € gq.
<) Supongamos que A ¢ s- ¢, entonces S\ A € s-¢q, y por la necesidad
de este inciso tenemos que s~(S'\ A) € ¢, pero por hipétesis s71A € ¢, o
sea existe unt € S, tal quet € s71(S\A) yt € s71A, es decir s-t € S\ A,
y s-t € A, contradiccion.

b) =) Sea A€ p-q, osea A€ \;(p), entonces A es una vecindad de A(p),
por la continuidad de A,, existe B € p, tal que B es vecindad de P,y
ademas )\q(B\) C A. Pero para todo b € B, b-q € 121\, osea A€b-q,y
por el inciso (a), b'A € ¢, lo que quiere decir que B C [A],, por lo tanto
[Al, € p.
<) Supongamos que A ¢ p - g, entonces S\ A € p-q, y por la necesidad
de este inciso tenemos que [S\ A, € p, pero por hipotesis [A], € p, o sea
existe un s, tal que s € [S'\ 4],, v s € [A4],, es decir s71(S\ A) € ¢, ¥
s71A € ¢ pero sabemos por la suficiencia del inciso (a), que esto lleva a
una contradiccion.

o

4.2. Semigrupos semitopolbégicos a derecha

Definicion 4.2.1. Sea X un espacio topolégico compacto y Hausdorff con
una operaciéon binaria asociativa x. Diremos que X es un semigrupo semi-
topologico a derecha si para todo x € X la funcion A\, : X — X definida por
A:(y) = y * x, para todo y € X es continua.

Ejemplo 4.2.1. Si (S,-) es un semigrupo discreto entonces (.5, *), es un
semigrupo semitopolégico a derecha, siendo * la extensién de la operaciéon -
a (39, la funcion A, como se definié en el teorema 4.1.1.

Ahora prestaremos nuestra atencion al conjunto S* (que denominamos la
corona de (35), precisamente porque son los ultrafiltros no principales en S
los que nos permitiran demostrar el teorema de Hindman.

El conjunto S* no siempre es un subsemigrupo del semigrupo (5, daremos
a continuacion unas condiciones necesarias y suficientes para que S* sea un
subsemigrupo.
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Teorema 4.2.1. Sea S un semigrupo discreto. Entonces S* es un subsemi-
grupo de 3S siy solo si para todo A € P¢(S) y para todo subconjunto infinito
B de S existe F' € Py(B) tal que (\,cpx A es finito.

Demostracion.

=) Supongamos que existen A subconjunto finito y B subconjunto infinito de
S, tal que para todo F € Py(B) se tiene que (), 2~ ' A es infinito. Entonces
el conjunto {x7'A : x € B} tiene la propiedad de que cualquier interseccion
finita es un conjunto infinito. Entonces por el teorema 2.1.4 inciso (a) existira
p € S* tal que {x7'A: 2 € B} C p. Escojamos por el teorema 2.1.4 inciso
(b) un ¢ € S* tal que B € ¢, entonces [A], € ¢ y por el teorema 4.1.3 inciso
(b) tenemos que A € g - p, y A es finito, por lo tanto por el teorema 2.1.2
q-p € S. Contradicciéon porque S* es un subsemigrupo.

<) Sean p,q € S* y supongamos que ¢-p =y € S 0 sea ¢ - p es el ultrafiltro
principal generado por y. Sea A = {y} y sea B = [A],, entonces [A], € ¢y
para cada F' € Py(B) se tiene que (),cpx ' € p, y por lo tanto [,z " es

infinito.

El siguiente teorema muestra que siempre que S* es un subsemigrupo también
es un semigrupo semitopologico.

Teorema 4.2.2. Sea S un semigrupo discreto. Si S* es un subsemigrupo de
BS, entonces S* es un semigrupo semitopologico a derecha.

Demostracion.

La funcion A+, con p € S* es continua porque la funcién A, es continua. S*
es Hausdorff porque todo subespacio de un Eggacio Hausdorft es Hausdorff.
ademas S* es cerrado porque 35\ 5* = |J,.4 {5} es abierto porque es la union
arbitraria de abiertos basicos. Y S* es compacto por el teorema 1.3.3.

Como consecuencia inmediata de los teoremas 4.2.1 y 4.2.2 se tiene que N*
es un semigrupo semitopolégico a derecha, porque para todo A C N finito
y paratodon € N,n™'A = {a—n € N: a € A} obviamente también es finito.

Presentaremos a continuacion la definicién de idempotente y un teorema que
nos garantiza la existencia de dichos elementos.

Definicién 4.2.2. Sea (5, ) un semigrupo y sea x € S. Diremos que x es un
elemento tdempotente de S si y sélosi z -z = z.

Teorema 4.2.3. Todo semigrupo semitopologico a derecha X tiene un ele-
mento idempotente.
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Demostracion.
Aplicando el lema de Zorn a la coleccion

A={AC X : Aescerrado no vacioy Ax A = A}

La familia A es no vacia porque X € A. Si A’ es una cadena en A, entonces
A =) A es no vacia por el teorema 1.3.1 y cerrada por el teorema 1.2.1. Si
tomamos x, y € A, para todo B € A’, x, y € B, entonces x xy € B, por lo
tanto zxy € A, lo que quiere decir que A € A. Por el lema de Zorn existe un
elemento minimal A,, en A. Mostraremos que A,, tiene un solo elemento.

Sea © € A, y consideremos A,, *x x = A;[A,;]. Este conjunto es cerrado
(porque A, es continua y X es compacto y Hausdorff) y ademés es un sub-
conjunto de A (porque A,, * A,, C A,,). Observemos que A,, x x € A,
tomemos y,z € A, entonces (yxz)* (zxx) = (y*xx*x2)xx € Ay xx
(porque y x x * z € A,,). Por lo tanto A,, x x € A, pero A, xx = A,, Por
la minimalidad de A,,. En particular existira un y € A,,, tal que y x z = .
Ahora consideremos el conjunto C' = {y € A,, : y * x = x} hemos observa-
do anteriormente que C no es vacio, C' es cerrado porque A, es continua y
C = N '[{z}] N A, o sea C es la interseccion de dos cerrados de X. Si y,
z € Centonces (y*z)*x =yx*(z*x) =y*xx = x, es decir y * z esta en
C, entonces C' € A y por la minimalidad de A,, se tiene que C' = A,,, pero
entonces en particular 2 * = = y otra vez por minimalidad A,, = {z}. O

Corolario 4.2.1. Si S* es un semigrupo entonces existe un ultrafiltro no
principal U en S tal que U - U =U.

Demostracion.
Consecuencia inmediata del teorema 4.2.2 y del teorema anterior. £

Proposicion 4.2.1. Sea U un ultrafiltro idempotente en un semigrupo S,
entonces para todo C € U, [Cly € U.

Demostracion.
Sea C' € U, como U es idempotente entonces C' € U - U, pero por el teorema
4.1.3, inciso (b) se tiene que [Cly € U. f

4.3. El teorema de Hindman

Este teorema hace su apariciéon en 1971 como la conjetura de Graham y
Rotshchild. En 1975 Neil Hindman presenta una prueba combinatoria muy
complicada como el mismo lo menciona en [5] de este teorema llamado tam-
bién el teorema de las sumas finitas. Seguidamente en 1977 Galvin y Glazer
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presentan una prueba sencilla y elegante que utiliza un poco de la estructura
algebraica de (SN, +). Es precisamente esta demostracion la que presentare-
mos a continuacion”.

Teorema 4.3.1. Sea U el ultrafiltro idempotente de N* y A € U. Entonces
A tiene un subconjunto infinito B, tal que toda suma finita de elementos de
B pertenece a A.

Demostracion.

Construyamos una sucesion de elementos de I/ y una sucesion de ntmeros
naturales de la siguiente manera. Sean A; = Ay escojamos by € Ay N [Aq]y.
Cuando tengamos A, y b, € A, N [A,]u, entonces A, 11 = A, N (A, —b,) y
escogeremos b, 11 € A1 N [Ani1]u, de tal manera que sea méas grande que
by, esto se puede hacer ya que A, y A, — b, € U porque b, € A, N [Aulu v
los elementos de U son subconjuntos infinitos de N. Observemos ademés que

b < by < cor < by < buyy <o

ADA DA D DA DA D

Para finalizar hagamos B = {b,, : n € N}. Para ver por ejemplo que by + b5 +
bg € A, observemos que bg € Ag C As — bs, es decir bs + bg € A5 C Ay C
A3 QAQ_bQ, es decir b2+b5+b6 €A2 QA

Mas formalmente se establecera por induccion sobre |F|, esto es si F' € P(N)
y r = min F, entonces ) _pb, € A,. Si [F| =1, entonces ) _nb, = b, €
A,. Ahora asumamos que |F'| = k > 1, y supongamos que la proposicion se
cumple para k — 1. Sea H = F'\ {r} y sea s = min . Entonces ) _, b, €
Ay C A1 CA —byesdecit b+, cybn = ,cpbn € A C A cf

Corolario 4.3.1 (Teorema de Hindman). SiN = AUA,U---UA,, con
n € N entonces existe un i € {0,1,--- ,n} y un subconjunto infinito B de
A;, tal que toda suma finita de elementos de B pertenece a A;.

Demostracion.
Por el teorema 2.1.1, existe un ¢ € {0,1,--- ,n} tal que A; € U, siendo U el
ultrafiltro idempotente de N*. o

* .2 4
En [5] se encuentra una demostracién mas general de este teorema.
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