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RESUMEN

TiTULO: ACERCA DE LA CONSTANTE DE EULER MASCHERONI.
AUTOR: ANDRES FELIPE ORTIiZ FLOREZ

PALABRAS CLAVE: CONSTANTE, NUMERO RACIONAL, CONDICION NECESARIA Y
SUFICIENTE.

DESCRIPCION:

Existen constantes que son importantes por su aparicion en el desarrollo de ciertas teorias e
investigaciones; en el siglo XVII Euler descubri6 la constante v que actualmente es llamada
“constante de Euler-Mascheroni”, esta aparece en mdltiples ecuaciones y ramas de la matematica
como analisis matematico, teoria de nimeros y algebra. El presente trabajo se enfoca en el estudio
de los principales aspectos teéricos del numero +. En la primera parte se hace una presentacion
detallada de la construccién, interpretacion geométrica y algunas apariciones de la constante
de Euler-Mascheroni en matematicas; ademas, se hace un estudio detallado de los principales
resultados de combinatoria y sumas dobles necesarios para el capitulo 2. En la segunda parte, se
realiza un estudio de la demostracidn de una proposicion que da una condicion necesaria y suficiente
para que el numero ~ sea racional o irracional, ademas se presentan algunos resultados derivados

de esta proposicion.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Edilberto Jose Reyes Gonzalez, Prof.
en Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: ABOUT THE EULER-MASCHERONI CONSTANT. []
AUTHOR: ANDRES FELIPE ORTIiZ FLOREZ
KEYWORDS: CONSTANT, RATIONAL NUMBER, NECESSARY AND SUFFICIENT CONDITION.

DESCRIPTION:

There are constants that are important due to their appearance in the development of certain theories
and investigations; in the 17th century Euler discovered the constant v which is currently called the
“Euler-Mascheroni constant”, it appears in multiple equations and branches of mathematics such as
mathematical analysis, number theory and algebra. The present work focuses on the study of the
main theoretical aspects of the number ~. In the first part, a detailed presentation of the construction,
geometric interpretation and some appearances of the Euler-Mascheroni constant in mathematics is
made; In addition, a detailed study is made of the main results of combinatorics and double sums
necessary for chapter 2. In the second part, a study is made of the proof of a proposition that gives a
necessary and sufficient condition for the number gamma is rational or irrational, also some results

derived from this proposition are presented.

Bachelor Thesis

Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Edilberto Jose Reyes Gonzalez, Prof. in
Mathematics
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INTRODUCCION

A lo largo del desarrollo de la ciencia y en especial de las matematicas han
aparecido constantes que son importantes por su caracter histérico y por estar
presentes en el progreso de muchas teorias e investigaciones. = es quizas
una de las mas conocidas, esta representa una relacién entre la longitud de
una circunferencia y su diametro. Otro ejemplo importante es la constante de
crecimiento exponencial o constante de Euler representada por e, esta ha jugado
un papel primordial en las matematicas al ayudar a describir el comportamiento del
crecimiento de las funciones que tienen la propiedad de que su ritmo de cambio
es proporcional al ritmo de cambio de su variable. El nimero aureo representado
por la letra ¢, surge de la divisibn de un segmento en dos segmentos guardando
las siguientes proporciones: la longitud total es al segmento mas largo, como el
segmento mas largo es al segmento mas corto; el nimero aureo era conocido en la

antigua Grecia por aparecer en la construccion de los templos, entre otras.

Por otra parte, en la evolucion de las matematicas el concepto de serie aparece
desde el siglo V a.C. con la paradoja de Zenén. La serie armonica que viene dada

por

)DL RIS
kzlk_ 2 3 4 5

es un ejemplo de una serie con la propiedad de que sus sumas parciales >, _; ¢

crecen lentamente pero que diverge. La funcién logaritmo natural

1
In(x) = / ;dt, x>0
1

es una funcion que también diverge cuando x — oo y que aproxima las sumas
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parciales de la serie arménica, es decir, a medida que n crece la diferencia entre las

sumas parciales y in(n)

n

1
Tn = 7. ln(”)
k=1

se aproxima a un limite finito. Se puede demostrar que el limite

n

) 1
1=t | D g )

existe (ver proposicion 1.2.1 y ejemplo 1.2.3), este se conoce como la constante
de Euler-Mascheroni. La constante + fue descubierta por Leonhard Euler, esta
aparecié por primera vez en 1734, en su articulo De Progressionibus harmonicis
observationes (ver E[) en donde se calculan los seis primeros digitos y se denota
como C', en 1781 obtuvo diez cifras decimales mas. En 1790 Lorenzo Mascheroni
calculd 19 cifras decimales y la llamé constante A, razdn por la cual esta constante
también es conocida como la constante de Euler-Mascheroni. Tiempo después se

denotd como ~ por su relacién con la funcién gamma.

La constante v es de interés porque a través del tiempo se han encontrado
conexiones con la hipétesis de Riemman, la funcién gamma, funciones aritméticas
y varios aspectos de la teoria de numeros, en especial teoria analitica de numeros.
Ademas, aun no se ha demostrado si v es algebraico o trascendente, ni si quiera se
ha probado si es racional o irracional, debido a que aparece en varias ecuaciones y
relaciones, demostrar si -y es racional o no se considera un problema importante de

matematicas.

En el primer capitulo de este trabajo se presenta el estudio de algunas propiedades

y aspectos teoéricos de la constante v como lo son su construccion, historia,

' Leonhard Euler. “De progressionibus harmonicis observationes”. En: Commentarii academiae

scientiarum Petropolitanae (1740), pags. 150-161.
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significado geométrico, relacion con las funciones I'(z) y ((z), del mismo modo,
otras apariciones de la constante v en matematicas. En el capitulo 2 se muestra una
condicién necesaria y suficiente para que ~ sea racional o no, es decir un criterio
para determinar si v es racional. Sin embargo, esto no resuelve el problema de
determinar si «y es irracional o racional, solo nos da una propiedad equivalente. Este
criterio fue dado por Jonathan Sondow (ver ) y fue inspirado en una prueba de la
irracionalidad de los valores ((2) y ¢(3) de la funcion zeta de Riemann realizada por

Roger Apéry (veer), que posteriormente fue modificada por Frits Beukers (ver Iﬂ)

Es importante aclarar que la demostracidon de este criterio esta basada en el

desarrollo de Jonathan Sondow (ver B).

Jonathan Sondow. “Criteria for irrationality of Euler’s constant”. En: Proceedings of the American
Mathematical Society 131.11 (2003), pags. 3335-3344.

Roger Apéry. “Irrationalité de ¢ (2) et ¢ (3)”. En: Astérisque 61.11-13 (1979), pag. 1.

Frits Beukers. “A note on the irrationality of ¢ (2) and ¢ (3)”. En: Pi: A Source Book. Springer,
2004, pags. 434-438.
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1. PRELIMINARES

En este capitulo se hace una revisién de aspectos teéricos de la constante de Euler
Mascheroni y se muestran los preliminares para el segundo capitulo. Iniciamos
con la construccion de esta constante y su relacién con la serie arménica. En la
segunda seccidén se da una generalizacion de la constante v y su interpretacién
geométrica. Posteriormente se presentan algunos preliminares e identidades de
sumas dobles y combinatoria necesarios para el capitulo 2; finalmente, se muestran

algunas apariciones de v en matematicas.

1.1. LA CONSTANTE DE EULER-MASCHERONI Y LA SERIE ARMONICA

Desde el afio 500 a.C. las sumas de sucesiones de numeros naturales y las sumas
de sus inversos multiplicativos han captado la atencién de algunos matematicos. En
el siglo XVIII Leonhard Euler estudié las sumas de potencias de los inversos de los

numeros naturales

(m) =3 —,

="

para m € N. Por ejemplo, obtuvo la identidad ((2) = %2 (ver , resolviendo
el problema de Basilea, asi como una férmula para cada valor par ((2m).
Andlogamente traté de encontrar férmulas para los valores impares de la funcién
zeta de Riemann ¢((2m + 1), pero no lo complet6. La constante de Euler-Mascheroni

aparecié naturalmente en este contexto, tratando de encontrar un valor para ¢(1). La

5 Leonhard Euler. “De summatione serierum in hac forma contentarum a/1+ a 2/4+ a 3/9+ a 4/16+
a 5/25+ a 6/36+ etc.” En: Memoires de 'academie des sciences de St.-Petersbourg (1811),
pags. 26-42.
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suma
=1

=Y -

=17

es conocida como serie armonica, se llama asi por su relacién con la longitud de

onda de los arménicos de una cuerda que vibra.

El criterio del n-ésimo término dice que si (a,).en €S UNA sucesion de numeros
reales y sila suma ) ° , a, converge, entonces nlggo a, = 0 (verﬁ, teorema 3.7.3).
El reciproco de este criterio no es cierto, es decir, si T}ggo a, = 0 no necesariamente
lasuma } > | a, es convergente. La serie arménica es un ejemplo que muestra que
el reciproco del criterio del n-ésimo término es falso; sabemos que lim 1_ 0, pero

n—oo N

S~ L no converge, esto debido a que

n=1n

(ver , ejemplo 3.3.3). Euler descubrié la constante v estudiando los numeros

armonicos
n
1
Hyi=) -,
=1

las cuales son las sumas parciales de la serie armédnica. En su investigacion también

estudid, para cada m, las sumas relacionadas

6 Robert G Bartle y Donald R Sherbert. Introduccién al anélisis matematico de una variable. Limusa

Wiley, 2001.
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que son llamadas numeros m-armonicos, en esta notacion H,; = H, y

RN
Hoom = lm 3 o2
J=1

= ((m)

(1)

Euler descubri6 la constate v usando los nimeros armonicos para calcular el valor

de la serie arménica alternada (verff), es decir el valor de la suma

= (1)

D

n=1
Teorema 1.1.1 (Criterio de Leibniz). Sea (a,)n.en €ON a, > 0 para cada n, una
sucesion de numeros reales decreciente con lim a, = 0, entonces >~ (—1)"a,

n—oo

converge.
Demostracion. Ver , teorema 9.3.2. O

Tomando a, = %, por el criterio de Leibniz se tiene que la serie arménica alternada
es convergente. La siguiente demostracion fue realizada por Euler (ver B) en esta

aparecié por primera vez la constante ~.

(~1)F+
k

Teorema1.1.2. Siy, = ,_, , entonces lim y,, = In(2)

n—oo

Demostracion. Sea v, = H,, — In(n), entonces

16



Note que (1 + 3+ 2+ ..+ &) =Hoyy2(: +1+..+ L) = H,, por lo tanto

Yon = HQn - Hn
= Hy, — H, + (In(n) + In(2) — In(2n))
= (Hy, — In(2n)) — (H, — In(n)) + In(2)

=Yon = Tn T ln(Q)

Como v, es convergente se tiene que
lim vy, = lim ys,. (3)
n—oo n—oo

De las ecuaciones (2) y (3) tenemos que

lim y, = lim s,
n—o0 n—o0

=7 —7+In(2)
= In(2).

]

Otra forma de demostrar lo anterior es usando series de Taylor, la serie de Taylor

del logaritmo es
o k
In(1+z)=S (1)
n(l42) = Y (-1

k=1

por consiguiente

I
In(2) = Z P

k=1
Otra relacion de la constante v con los numeros arménicos y m—armaonicos es el

siguiente teorema que también fue demostrado por Euler (ver E{) Este resultado es
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importante ya que relaciona la constante ~ con la funcion zeta de Riemann.

Teorema 1.1.3. v = nli_glo(Hn —In(n)) = i(—l)"%.

n=2
Demostracion. Recordemos que In(1 + z) = 2211(—1)’““% y consideremos el

siguiente arreglo de sumas

o(oe2)
(1
<

(1oL 1 112+1 13114+
" n) n 2\n 3\n 4 \n

4

+

Wl N = =]

In

_I_

In{1+

S~
I
Wl N = =]
N~ N
w
|
el R B e
S/ N 7 N N
Wl NIR ==
N~ N
N
+

Wl

Note que

n 1 n
In{1+4 — l 1) —1
=In(n+1),
entonces la suma de los términos de la primera columna es In(n + 1). Ademas si

k > 1 es un numero entero fijo se tiene que

CU 0 G (e (o =

Hn,kv

. . . 7 . _1\k+1
de esto se sigue que, la suma de los términos de la k-ésima columna es ( 1,1 H, .

Sumar los términos de la primera columna es igual a sumar todos los renglones o

18



todas las columnas (exceptuando la primera columna), por lo tanto

1 1 1
ln(n + 1) = Hn — §Hn,2 + § n3 — ZHHA + ...
es decir
o] H .
H, —1 1) = —1)F R 4
nlnt1) =2 (S0 (4)

k=2
Teniendo en cuenta que lim H,, = Hwor Y Hor = ((k) (ver ecuacion 1) y la
n—oo
identidad

lfm Y (—1F=E =) (-1
e k=2 k k=2 k

(ver apéndice A), de la igualdad (4) se sigue que

lim (H, — In(n+1)) = lim > (-1)F

n—oo

I
(e 1
=

o

Hoo
kO:OQ k
— ;(_1)’“%.
Es decir
v = lim (H, — In(n))
e

1.2. GAMMA NUMEROS

A continuacion, se presentan los gamma numeros que son una generalizacion del

namero ~, se muestra su existencia e interpretaciébn geométrica. Estos gamma
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nimeros se pueden ver en[]p. 117.

La constante de Euler-Mascheroni puede ser generalizada por

para 0 < a < 1, note que v (1) = ~. La siguiente proposicién generaliza esto aln

mas.

Proposicion 1.2.1. Sea f una funcion con la propiedad que para cada » € (0,0)

f(x) >0, f(x) <0y lim f(z) = 0. Considere la sucesion

(f) = (Z o - | nf(t)dt> |

entonces :
(1) v.(f) es convergente.

(13) Sivy(f) = nh_)rrolo T (f), entonces
0 <ml(f) =7(f) < f(n)

para todon > 1.

Demostracion. (i) Veamos que v, (f) es decreciente, para eso considere:

Taa9) =) = 3 £ = " foydr - (Z - | "f<t>dt>

n+1 (5)
_f(n+1)—/ ft)dt.

Julian Havil. “Gamma: exploring Euler’s constant”. En: The Australian Mathematical Society
(2003), pag. 250.
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Como f'(x) < 0 para z € [0,00), es decir f es decreciente en [0, ), entonces

para cadan € Ny paratodo ¢t en (n,n + 1) se tiene que —f(n+ 1) > —f(t) . En

n+1 n+1
—/ Fydt < —/ F(n+ 1)dt.

De la desigualdad anterior y la ecuacién (5) se tiene que

consecuencia

n+1
() = (f) < fln+ 1) - / f(n+ 1)dt. (6)

Ademas, para todo m € N

Fm+1) - /m+1 F(m +1)dt = 0. )

m

De las ecuaciones (6) y se sigue que v,.1(f) — Y(f) < 0, es decir v, es
estrictamente decreciente.
Analogamente, como f es decreciente entonces

k+1 k+1

- fk) < - f@), (8)

k k

paratodo k € {1,2,...,n — 1}. También

n—1 n n—1 k+1
— = - 9
CRY TR (s~ [ s o
De la desigualdad (8) y la ecuacion (9) tenemos que
n—1 k+1 n—1 n
> (s - [ o) <X s~ [ s
k=1 k k=1 1
0 sea o
0<> fk) —/ f(t)dt. (10)
k=1 1



De la desigualdad se sigue que 0 < f(n) < ~.(f), es decir, es acotada

inferiormente. Como ~,(f) es decreciente y acotada inferiormente, entonces
1) = lim (; - | f(t)dt>

existe y v(f) < 7.(f), paratodo n € N.

(i7) De lim f(x) =0, se tiene que

T—00

Iim <2 - | nf(t)dt) ~ iim (Z - | "f<t>dt) ~ lim f(n)

por lo tanto
7(f) = lim <Zf(k‘)—/nf(t)dt)
- 1 (11)
= lim (Zf(k‘)— / f(t)dt)
k=1 1
Ademas

n—1

F(k) - / nf(t)dt> = [

n

> s - | " fyan - (

k=1

y como f es decreciente, entonces

Ssw- [ " ryat - (i - [ nf(t)dt> > s [ " .

por lo tanto

n n+1 n—1 n
S = [ a3 - [ s (12)
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De la ecuacion la sucesion 32,71 f(k) — [ f(t)dt converge a y(f) y haciendo

uso de la desigualdad es creciente, por conS|gwente

,_.

n—

f(k / ft)dt < ~(f (13)

e
Il

1

para cada n € N, de esto se sigue que

W(f) = () < f(n). (14)

Como v,(f) > v(f) para cada n € N, entonces

0 <m(f) =7(f) < f(n).

]

Definiciéon 1.2.2. Sea f una funcién con la propiedad que para cada = € [0, 00)

f(z) >0, f'(z) <0y lim f(z) = 0. Se llama gamma numero al limite de la sucesion
T—00

. /1 o

paran > 1y se denota por y(f).
Ejemplo 1.2.3. Algunos ejemplos de gamma numeros son:

m |La constante de Euler-Mascheroni:

—J%(Z"/ dt)

= .

23



De la proposicién se sigue que
0< Y1011 — 7Y < 10711.

Con ayuda del software Google Colab (ver[f) se calculd v,,1: (ver figura ).

[2] from math import log

def H(n): # enésimo nimero armdénico H_n
suma=@a
for i in range(n):
H_n=H_n+(1/(i+1)}
return H_n
def y(n): # enésimo termino de la sucesidn y_n

y=H(n)-log(n)
return y

[ 1 y(lex*11)

B8.5772156636@819261

Figura 1 — Implementacién de la sucesién ~,, y calculo de ;911 en Google Colaboratory.

Por lo tanto, una aproximacién de al menos 11 cifras decimales de ~ es

Y101t = 0.5772156649.

s Paraa > 1,

1 =1 ) n
@) =Dl | gt
k=1
1

Note que para cada f con las propiedades mencionadas en la definicién (1.2.2]

8  Kalée Tock. “Google Colaboratory as a platform for Python coding with students”. En: RTSRE
Proceedings 2.1 (2019).
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S(n) = Z;}f(k:) es una suma superior de f correspondiente a la particion
P =(1,2,...,n) (ver figura[2).

1 aan in—1 n

Figura 2 — Suma superior S(n) de f correspondiente a la particion (1,2,...,n).

De lo anterior para una funciéon f con la propiedad de que para cada = € (0, 0)

f@) >0, f'(z) <0y
lim f(x) =0,

T—00

la sucesion v,,(f) — f(n) representa el valor con que la suma 3"}~ f(k) aproxima el

valor de la integral [ f(t)dt, es decir el area bajo f en el intervalo [1, 7).

En especifico, la sucesion

n—1 n—1
1 1 "1
k=1 k=1

mide el error con el cual la suma 37—, 1 se aproxima al area de la funcion 1. De

manera equivalente esta sucesion puede ser usada para estimar que tanto se acerca
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In(n) alasuma Y 7| =, es decir las sumas parciales de la serie arménica.

1.3. PRELIMINARES PARA LA DEMOSTRACION DEL CRITERIO

A continuacion se dan los preliminares para la demostracién del criterio de
racionalidad que se muestra en el capitulo 2. Se presentan algunas definiciones
de teoria de nimeros y notacion asintética; también se muestran las identidades de

sumas dobles y nUmeros combinatorios necesarias.

Lema 1.3.1. Si0 < z,y < 1, entonces

Demostracion. Sea g(t) = z%)yt)- Derivando implicitamente con respecto a ¢ se tiene

que
g(t) = (zy)",

entonces por el teorema fundamental del célculo se tiene que

[ e (G5) - it

La siguiente proposicion es una generalizacion de la suma - (3 — ).

Proposicidon 1.3.2. Sin y p son enteros tales que 1 < p < n, entonces

i(%‘zip)zi(%niﬂ

i=1 1

26



Demostracion.

2”21 Lo (1 1y, (1 1 11

i:li i+p \1 14p 2 2+4p n n+p
1 1 1 1 1 1
=+ +—+ —— | — —
1 p+1 n p+1 n p+n
1 1 1 1
= -+ - —
1 P n+1 p+n

]

Definicion 1.3.3. Sea a € R U {0, —c0} y supongamos que g(z) # 0 para todo

x # a. lanotacién f(z) = o(g(z)) cuando = — « significa que

fz)
(

= 0.
9(x)

lim
r—ra

Observacion 1.3.4. i) Sean {x,}>2, y {y.}>2, sucesiones de numeros reales,
diremos que x,, = o(y,) Si nlgl;lo Y 0.
it) El simbolo f(x) = o(g(x)) cu:;ndo x — c se lee “f(x) es o-minuscula de g(x)” o
“f(x) es de orden inferior a g(x)” y tiene por objeto dar a entender la idea de que
para x proximo a c, f(x) es pequefio comparado con g(x), de manera similar para
sucesiones.
iti) La igualdad f(x) = h(z) + o(g(x)) significa que f(z) — h(z) = o(g(x)),
analogamente en el caso de sucesiones.
iv) Note que

H, —In(n) —~

lim =0,
n—00 1

en consecuencia, H,, = In(n) + v + o(1).

Lema 1.3.5. Sean {w,}2,, {z.}5°1, {vn}22, ¥ {z.}52, sucesiones de numeros
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reales, entonces:

(i) Siz, =y, + o(1) entonces > ;" | (apx,) = (D1, axyn) + o(1).

(17) Siw, =z, + 0o(1) Yy, = 2z, + o(1) entonces w,, + y, = (zn, + ) + o(1).

(1it) Siz,, =y, + 0o(1) ¥ y, €s convergente, entonces

lim y, = lim xz,.
n—oo n—oo

Demostracion. (i) Note que

D wwn =Yy = Y (arT, — ary),
k=1 k=1 k=1
entonces
lim [Z ARy — Z akyn] = lim Z a(Tn — Yn)
por lo tanto
i lz -3 y] = 3"l lim (o — 32
k=1 k=1 k=1
=0.

De lo anterior

m
k=1 =

S (@a) = (3 @) +of1).

(13) Siw, =z, +0(1) Y y, = 2, + 0o(1), entonces

A5 (n = ) = 50 (4 = 2]

=0,
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de ahi que

0= lim [(w, — x,) + (Yn — 2n)]

n—o0

= lim [(w, + yn) — (Tn + 2,)]-

n—o0
De lo anterior se sigue que

lim [(wy, + yn) — (20 + 20)] = 0,

n—o0

es decir wy, + y, = (2n, + ) + o(1).

(17i) Si z, =y, + o(1) y lim y, existe, entonces
n—o0

lim y, = (lim y,) — 0

n—o0 n—oo

= (lm y,) — (Hm (yn, — z))
n—oo n—oo

= lim (yp — Yn + Tn)
n—oo

= lim z,.
n—oo

De lo anterior se tiene que lim x,, = lim y,.
n—oo n—oo

Proposicion 1.3.6. Sean a1, oy nimeros enteros positivos, entonces

In(n+ ay) =In(n)+o(1) y Hyra, = Hy, + o(1).

Demostracion. Note que

In(n+ay) —In(n) =In(l+ —),
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entonces

lim [In(n + a1) — In(n)] = In ( lfim (1 + %))

n—oo n—oo

por lo tanto in(n + ay) = In(n) + o(1). Por otra parte

Hpioy — He "1
T 2. i

i=n+1
wror (15)
<y :
i=n+1 n+ 1
ademas
ntes 1 (6]
2 w1 T (16)
i=n+1 n n

De las ecuaciones y se concluye que

HnJroz - Hn ™ 1
— =< . 17
1 - i:zn;rl n+1 (17)

De la desigualdad y del teorema de compresion (ver, teorema 3.2.7) se sigue
que
Hn+a2 - Hn

L R

es decir H,,,, = H, + o(1). O

El siguiente lema es un resultado de combinatoria conocido como identidad de
Vandermonde, que recibe su nombre del matematico francés Alexandre-Théophile
Vandermonde (1772).
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Lema 1.3.7 (Identidad de Vandermonde). Param,n,r € N se tiene que

(") =20

Demostracion. Del teorema del binomio se tiene que

m-+n
Z (m +n)xr — (1 _'_x)ern
r

r=0

=(14+x)"(1+z)"
- (1) ()

de esto y la férmula para el producto de polinomios se sigue que

S-S E00) o

r=0 r=0 k=0

De la expresion (18) y la igualdad de polinomios se sigue que

(") -2 (0
emarsaz ¥ 0 (1) (1) -5 () - (%)

Demostraciéon. Del teorema del binomio

(1 - 1)) = (g—l)"(?)) (jno“”j @)

Teniendo en cuenta la identidad

iiaibj:<n (Ii> (nobj>,n>0 (19)

i=0 j=0 =0

31



obtenemos

=23 c0(7) ()

Note que si f(i,j) = f(j,7) paratodoi,j € {0,---,n}, entonces

S ri =2 ), f60+ > flig) (20)

i=0 j=0 0<i<j<n i=5=0

Por la igualdad [20]llegamos a

en consecuencia

() ==, 2, ()0)
=22, ()

Si en el lema (identidad de Vandermonde ) se toma r = n,m = n,k =iy

teniendo en cuenta que (}) = (,",) se obtiene que

(1) =)

Por lo tanto, las ecuaciones y implican que
2n "L /n\?
() -2 ()
-2 % = ()()
0<i<y<n J
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Definicion 1.3.9. Sea n un entero positivo y d, = mem{1,2,--- ,n}. S,, denota el

producto
n min(k—1,n—k) n—i
2doy, (n)?2
= H H (n+k) ()
k=1 =0 j=i+1

y dyiIn(S,,) por
L, := d;,}ln(Sn).
Note que si a,n € Ny a < n, entonces, a divide a d,.

Proposicion 1.3.10. Sea n un entero positivo entonces

L. _Zmz §2 ()znnm.

j= 7,+1

Demostracion. Note que

min(k—1,n—k)

=In ﬁ Zl;[

n—u
2d2n "2
H (n+k) i

k=1 Jj=i+1
Haciendo
min(k—1,n—k) n—i
Qap =
J= z—i—l
del lema[2.0.10|se sigue que in(S Z In(az), es decir
k=1
n min(k—1,n—k) n—i 2d2 2
S| ] (H(n+k) ()
k=1 =0 j=it1

Si en el lema se toma

" (ﬁ (n+ k) )2)’

j=i+1
se obtiene que
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i=0 =0

min(k—1,n—k) min(k—1,n—k)
In (@) ] = > In(a)

y de ahi que

n min(k—1,n—k) n—i 5
ms) = Y m ( IT o+ k) () ) ' (23)

k=1 i=0 j=i+1

Nuevamente, si en el lema|2.0.10|se toma a; = (n + k)zd% (2‘)2 se tiene que

ln(ﬁ(n—i—k%%n) ())

j=it+1

Jj=i+1

de esta igualdad y la ecuacion se sigue que

n min(k—1,n—k) n—i

= Z Zln<n+k2d27’(?)>

Jj=i+1

(24)
n k 1 n— k n—1
= day, Z > = ()lnn—l—k)
k=1 Jj= z+1
Por definicion L,, = d,'in(S, ) de esto y la ecuacion (24) se concluye que
n k 17’L k n—i
L, = Z > = ( > In(n + k).
k=1 Jj= z+1
O

Lema 1.3.11. Sean 0 < k < n enteros, entonces

5 () - G

j=k+1

Demostracion. Se hara la prueba por induccion en n. Se usara la notacion

j=k+1
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Paran =1,como 0 < k < 1y k es entero, entonces k =0y

1(1,0) = ZI: (—1)0+t <1>3—Lo

j=0+1 J

=1
() o

Supongamos que I(m, k) = (})(H,, — Hy,), param < n. Se probara el paso inductivo

por casos:primero el caso cuando k£ = 0 y después el caso k£ > 0. Recordemos que

G =)+ (o) @

n—1\1 n! 1 n\ 1
(J - 1)] Jin—j)in (J)n (26)
Por la identidad

mo=S0 (7 )2 (7))

Jj=1

teniendo en cuenta que (" ') = 0y la ecuacién llegamos a

n

I(n,0)=1I(n—1,0)+ % ZH)H (Zl) (27)

Del teorema del binomio se tiene que
L=—1)" =1+ (-1) (n)
j=1 J

de modo que



Por consiguiente, de las ecuaciones (32) y (33) se deduce que

I(n,0) :I(n—l,())—i-l

n
1
=Hp1+—
n

=H,.

De lo anterior se tiene el caso cuando k£ = 0. Cuando £ > 0 usamos de nuevo

para obtener

I(n,k)=1I(n—1k)+ zn: (—1)Fti-t (T,L a 1) j—% (29)

j=k+1 i1

Si en la expresion se hace j' = j — 1, entonces

In.k) = I~ 1.8) + 3 (-1 (nj_ 1) Hﬁ

=

por lo tanto

In,k)=In—1k)+1(n—1k—1)

— (n ; 1) (Ho_1 — Hy,) + (Z : 1) (Hp1 — Hi1) (30)

- (1):

De (25) se sigue que (") = (}) — (;~}). esto y la ecuacion (30) implican que

I(n k) = (Z) (Hoor — Hy) + (Z B D %
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teniendo en cuenta esta igualdad y la ecuacion (31) se concluye que

n

o (1) o -,

lo cual es aquello que se queria probar. H

Lema 1.3.12. Para k,n enteros tales que 0 < k < n, se tiene que

%(—1)’%—1 (ZL) . 1_@ _ (Z) (Hy — Hy_p).

=0

Demostracion. Si en el lema|1.3.11|se remplaza k por n — k, entonces

52 () g () o

j=n—k+1 (31)
- <Z> (H, — H,_1).

7 . .z N —k+j—1(n 1 .z
Ademas, si se usa la notacién f(j) = (—1)" "+ (J)m entonces por la ecuacion
(31) llegamos a

(})(Hn — Hog) = f(n— (k= 1))+ f(n— (k—=2)) + ...+ f(n— 1) + f(n — 0).

De lo anterior

es decir

nﬁk (H”_H”‘k)zg(_wzn_i_k_l niz k:l—z
(") . (")

, 1
ki _
z’:O( ) (n—i)k—i

Teniendo en cuentaque (," ) = () y la ecuacién se sigue que

n—m

Tl
)
LS

>
I
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Proposicion 1.3.13. Sik y n son enteros tales que 1 < k < n, se tiene que

S () S

=0 j= 7

M

Demostracion. Se haré induccidn sobre k. Sean I(k) y D(k) las sumas del lado
izquierdo y derecho de la igualdad respectivamente. Del lema[1.3.11| se sigue
que I(1) = H,, = D(1). Supongamos que I(m) = D(m) param < k + 1. Note que

T o R RO A » R I K

=0 j=k+1 =0 g

Tomando a g(k) = Z (—1)kti- 1( )(?)j—k tenemos que

o= (5 0 (0) (0) 7 - S () () e
() (3 o () - S <?>ki@»> -

(2

Aplicando los lemas[1.3.11]y lema[1.3.12 se tiene que

n

I(k+1)— I(k) = (k)2(Hn_k — )

= D(k + 1) — D(k).

(34)

Por la hipétesis de induccion I(k) = D(k), en consecuencia, por la ecuacion (34)

I(k+1) = D(k+1). Por lo anterior y el principio de induccion mateméatica se concluye
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que: para todo entero k£ > 1y todo entero n > k se tiene que

> S () )5 (1) o

M

=0 j= )
0
Lema 1.3.14. Sea C(i,j.n) = () (7)==, con 0 < i < j < n. Entonces
n k-1 n
Z Czy, Jin(n+ k) = Z ZC@], Jin(n+1+ k).
k=1 i=0 j= 0<i<j<n k=1
Demostracion. Sea o
J—1
Q;j = Z C(i,j,n)in(n+1i+ k).
k=1
Noteque 0 <i<j<n,siysblosi,1<;j<ny0<i<j—1,porestarazon
{a;; :0<i<j<n}={a;;:1<j<nA0<i<j—1},
de modo que
n j—1
PR DD
0<i<j<n 7j=1 =0
es decir
Jj—1 n j—1 Jj—1
> (ZC(i,j,n)ln(n+i+kz) = ( C(i j,n)ln(n+i+k‘))
0<i<j<n \k=1 j=1 i=0 \k=1
W it ; (35)
= ( Z (i, 7,n)ln(n + k))
Jj=1 =0 \k=t¢

Por otra parte, sea
Qi 5k = 0(27]7 ]{J)ZTL(TL + k:)a
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del la igualdad

k=1 n n k-1
Q= a;j, 1<k<n
1=0 j=k j=k =0
se deduce que
n k-1 n n n k-1
Qi 5k = Qi 5k
k=1 i=0 j=k k=1 j=k i=0
k—1
Tomando u;; = Y _ a;; en la identidad
i=0

n

n. n J
ZZU;”— Zuk7j,n>0

k=1 j=k Jj=1 k=1

y teniendo en cuenta la ecuacion (36) obtenemos lo siguiente

n n k-1 7
2D WD ) ) St
k=1 j=k =0 7j=1 k=1 i=0

De las identidades y obtenemos que

n k-1 n 7 k-1

ZZZ%FZZZ%m
k=1 =0 j 7j=1 k=1 =0

de esto y el lema[2.0.T71] se sigue que
n k-1 n n j—l1 J
Zzzai,j,k = Z Q5 5 ks
k=1 i=0 j=k 7j=1 1=0 k=i+1

es decir

n k=1 n n j—1 J

C’(z Jyn)n(n+ k) = ZZ C(i,j,n)ln(n + k).

k=11

I
=)

j= j=1 i=0 k=i+1
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De las ecuaciones y se concluye que

n k-1 n
ZZZC@], Jin(n+ k) = Z ZCZ], Jin(n+1i+ k),
k=1 =0 j=k 0<i<j<n k=1
que es lo que se queria probar. O
n k-1
Lema 1.3.15. L, —QZZ(> _i— H)ln(n + k).
k=1 =0

Demostracion. Note que paratodo i € {0,1,...,n} se tiene que

n—i

Z len—z_Hu

j=ir1?

de esto y la proposicion|1.3.10| se sigue que

n min{k—1,n—k}

2
n
=22 ) ()( )in(n+ k) (39)
Sin > 1, entonces n — n < n — 1, por lo tanto
{keN:n—k<k—1AN1>k>n}#0.

Sea kq el menor entero tal que n — ky < ky — 1, si se usa la notacion

4

(T,‘) Q(Hn_i — Hy)ln(n + k) = ai,

entonces por la identidad se llega a

—1 k— 2 n n—k
ZZ ( ) ai,k+22 Zai,k' (40)
k=1 i=0 k=ko i=0
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Seaktalque kg < k <n,entoncesn —k <n—ky<ky—1<k—1yademas

=0 % i=n—k+1
k-1 n 2 k-1 n 2
- % () me X ()
i=n—k+1 t=n—k+1
(41)
Teniendo en cuenta que (7) = (,",) y que
k—1 n 2 n 2 n 2
H . = He oy 4 - H, o1,
2 (z) e (n—k+1) b +(k-1) o

i=n—k+1
se deduce que

k—1 n 2 n 2 n 2
g = B H, .1,
Z <@>H (k—l) He-1+ +(n—k+1) h

i=n—k+1
es decir

k-1 n 2 k-1 n 2
H .= .
e 5 0
i=n—k+1 i=n—k+1
de la igualdad anterior y teniendo en cuenta la ecuacién (41), llegamos a

S (?)2(Hn—i — H;) - "Z—k (?)2(Hn—i — H;) =0.

=0 =0
Lo anterior implica que para ky < k < n se tiene que

S (1) o my =5 (1) v,

entonces
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remplazando la igualdad anterior en la ecuacién (40) se concluye que

ko—1 k—1 n n—k
L, —ZZZ( > az,k+2zzai,k
k=1 i=0 k=kq i=0
n k-1 n 2
k=1 =0
n k—1 n 2
=2
ZZ (Z) (Ho—; — Hy)n(n + k)
k=1 =0
[
(=)=t /n\ (n
P = — ' )
roposicion 1.3.16. L, =2 ) Z i (Z> (j)ln(n—l—z+k)
0<i<j<n k=1
Demostracion. De la proposicion|1.3.13|y el lema|1.3.15|se tiene que
n k-1 n
=> Y "> C(i.jn)n(n+ k),
k=1 i=0 j=k
tomando la igualdad anterior y el Iema@ llegamos a
z+] 1 n
n=2 Z Z ()()ln(n—l—z—l—/{:)
0<i<j<n k=1 '] —1 J
[

Definicion 1.3.17. Sea = un ndmero real definimos =(x) como la cantidad de

nuameros primos menores o iguales que .

Observacion 1.3.18. Parax < 2, n(z) = 0.

Definiciéon 1.3.19 (Funcién de Von Mangoldt). Para cada n € N se define A(n)

como:
A) In(p) sin = p* para algin primo y entero k > 1,
n) =
0 en cualquier otro caso.
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Definicion 1.3.20 (Funcién de Chebyshov). Para cada = € (0, +o00) se define ¢(x)
por

bla) = 3 Aln),

n<x
donde la suma esta comprendida por todos los numeros naturales menores o

iguales que x y A es la funcion de Von Mangoldt.

Proposiciéon 1.3.21.

bla) = 3 min(p),

con el sumatorio comprendiendo todos los numeros primos p menores que = y donde

= max{p* < z}.
n =R =)

Demostracion. Segun la definicion 2.34 los unicos sumandos no nulosde > . A(n)
son los que cumplen la condicién de que n sea potencia de un nimero primo. Para
cada primo p < x, las potencias de p menores o iguales que x son {p,p?,...,p™},
donde m = IileéNX{pk < z}. De lo anterior, para cada primo p < z, el termino In(p)

aparece m veces en lasuma > _ A(n), por lo tanto

n<x

() = 3 min(p).

p<z
0
Teorema 1.3.22. E/ cociente @ toma su maximo valorenx = 113 y parax > 0
() < 1.03883x.
Demostracion. ver [, teorema 12. O

9 J Barkley Rosser y Lowell Schoenfeld. “Approximate formulas for some functions of prime
numbers”. En: lllinois Journal of Mathematics 6.1 (1962), pags. 64-94.
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Proposicion 1.3.23. 1 < d,, < 8", paran > 0.

Demostracion. Es evidente que sin € N\ {0}, entonces mem{1,---,2n} > 1. Dado
un entero positivo n, sea P = {pi,p2,- - ,Pxmn)} €l conjunto de numeros primos
w(n)

menores o iguales que n. Considere [["} p;*" donde cada m; = riléNx{pf < n}y
S

note lo siguiente:
i) Es claro que [T p™ > 0.
i1) Sitomamos k € {1,--- ,n}, entonces todos los divisores primos de k estan en P.

Ademas, si p; divide a k y p;" es la potencia de p; en la descomposicion de factores

primos de k, entonces por la elecciéon de m; se tiene que «; g m;. Por lo tanto p;"

divide a p;*'. De lo anterior cada k en {1,--- ,n} divide a Hl ot
iti) Sea r tal que k divide a r para todo £ € {1,---,n}. Como cada p" < n
entonces p;" € {1,---,n}, es decir cada p;" divide a r. Es claro que sii # j

entonces mcd{p;"’, p; "} = 1y como cada p; divide a r se tiene que H _1 pZ * divide

ar.

Las observaciones i), i) y iit) implican que
dn =TT P

Tomando la igualdad anterior y aplicando el lema[2.0.10| se tiene que

Note que



donde la suma del lado derecho de la igualdad
comprende todos los numeros primos p menores que ny m = rilagc{p’“ < n}, de esto
€

y la ecuacién se sigue que
In(dn) = (n). (43)

De la identidad y el teorema [1.3.22] se deduce que in(d,) < 1.03883n. Como
(1.03883)(2) < 3(In(2)), entonces (1.03883)(2n) < 3n(In(2)), en consecuencia

In(da,) < (1.03883)(2n) < In(8"). (44)
La desigualdad implica que d,,, < 8". O

1.4. ; DONDE APARECE ~?

En esta seccién, se da la definicion de la funcién I" y se muestra la conexion
de v con las funciones I'(x) y ((z), estas conexiones garantizan su aparicion en
andlisis y teoria de numeros. La definicién de la constante de Euler-Mascheroni
v = nh_{ﬂlo H, — In(n), permite aproximar las sumas parciales de la serie armonica
como H, =~ In(n) + 7. La falta de una formula explicita para H, junto con su
lenta divergencia hace que la aproximacion sea aun mas importante y con esa
aproximacion se tiene otra relacion de v con las sumas parciales de la serie
arménica. Finalmente, se muestran algunas apariciones de y en matematicas,
cabe aclarar que esta seccidn se podria extender a una larga lista de integrales,
sumas, productos y limites que involucran v pero en su lugar se daran algunos
representativos.

Durante los afios 1729 y 1730 Euler enfocé su atencion en la integral

[(G)
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en una carta a Christian Goldbach (verE], capitulo 6), fechada el 8 de enero de 1730,
dijo que esta converge para = > 0y propuso su uso. En 1809 Adrien-Marie Legendre

(1752-1833) le dio el nombre Gamma y el simbolo correspondiente I':

I(z) = /01 (ln (%))1 dt = /01 (=In ()" 'dt, x>0,

usando la sustitucion t — —in(t), se tiene que
[(x) :/ t"te7tdt, x> 0.
0

El 13 de octubre de 1729, Euler propuso a Goldbach (ver 4, capitulo 6) la siguiente
igualdad.

Teorema 1.4.1. Paracadax € R\ {0,—1,—2,...} considere la sucesion

n*n!
Fn - )
ST R
entonces,
['(xz) = lim [y, (x)
n—0o0
Demostracién. Ver[9 corolario 2.3. O

Karl Weierstrass (1815-1897) reescribio la definicion y al hacerlo mostré una relacion

entre la funcion I'(z) y el ndmero ~.

10 José Manuel Sanchez Cuadrado. “Las funciones Gamma de Euler-Gauss y Zeta de Riemann”.
En: (2020).
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Teorema 1.4.2. Paracadax € R\ {0,—1,-2,...}, se tiene que

Demostracion. Note que

n*n!
Falr) = z(x+1)---(x+n)

J— nw
r(1+3)(1+35)(1+3)

nﬂ?
e+ (1+5) o (1+3)

6:):ln(n)
a1+ (1+5) - (1+3)
et (1) =351 1) (S 7)
a4 (1+5) - (1+3)
z €2 en

_ et L€
v(1+5)(1+3)  (1+3)

efzv(anln(n)) n 6%
- T H ((1 + £)> ’
k=1 k

en consecuencia,
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De la ecuacion y el teorema se sigue que

1
— lim ——
(#)  nooo Ty ()

= xe”ﬁ (1 + %) .

n=1

‘ -

)1

]

El teorema se puede utilizar para calcular o aproximar los valores negativos
de I'(x). Cabe aclarar que no se conoce el valor exacto de I'(3) o I'(3). El siguiente

teorema relaciona la constante « con la derivada logaritmica de la funcién I'(z).

Teorema 1.4.3. Las funciones I'(z) y In(I'(x)) son derivables y

d ()
1 = /1 1
-2 ()

n=1

Demostracion. Del teorema se sigue que,

(i) - (T D)

n=1

esto y la parte (i:) del lema2.0.10}, implican que

“In(D(2)) = In(z) + vz + f: (ln (1 + g) - %) . (46)

n=1

La funcion 3-°° | (In (1+ £) — 2) es derivable (ver f}, teorema 9.44) y

%(i(m(u%)—%)) :ni(%_li%)’

n=1 =1
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ademas, la funcién In(z) + vy también es derivable, teniendo en cuenta esto y
la ecuacién se sigue que la funcién in(I'(z)) es derivable. Como la in(I'(z))
es derivable entonces la funcion ¢"(#) = T'(z) también es derivable. Derivando

implicitamente la ecuacién (46) se tiene que

d

o0

1
- ()
1

—_

n
o0

1 1
- ()

]

Definicion 1.4.4 (Funcion digamma). Para cada z € R\ {0,—1,—2,...} se define

Y (x) como:

_ ')
1 (1 1
— - - (47)
1 7+%;<n n+1>
De la ecuaciéon (55) I''(1) = —~, geomeétricamente esto significa que —v es la

pendiente de la recta tangente a la funcion I'(x) en el punto (1,I'(1)), es decir la

recta y = —yz + (1 + ), (ver figura[3).
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Figura 3 — Funcién I'(z) y su recta tangente en el punto (1, 1).

A continuacion se establece una formula que relaciona la funcion I'(x) con la funcién
((z), a su vez, esta relaciona la funcién ¢(z) con la constante . Cabe aclarar que

este resultado se puede extender al conjunto R\ {0, —1,—2,--- }.

Teorema 1.4.6. Para cada x > 1 se tiene que

Demostracion. Ver[9, proposicién 5.3. O

De los teoremas [1.4.2] y [1.4.6| se sigue que para cada = > 1

[e.e]

Cla) = | we™ H (1 T %) e (/ooo ezle du) '

n=1

Por otra Parte, existen funciones que no pueden expresarse como combinacion

de funciones cuyas antiderivadas son conocidas, por ejemplo, in(u), sen((u), e ™y

1
uln(u)’

son funciones tales que su antiderivada se puede calcular de forma elemental.
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Sin embargo,

/Sen(u)du,/cos(u)du,/e“Qdu,/e—du y /—1 du
u u u In(u)

son funciones que no se pueden calcular de forma simple. Estas integrales aparecen

con frecuencia en algunas aplicaciones (a continuacién se muestran) por lo que se

les da un nombre:

erf(x \/QE/ e " du (funcién error),
0
Li(x) = / éu) (integral logaritmica),
2
/ COS(U (integral cosenoidal),
/ sen(u) (integral senoidal),
0 u
FEi(x) :/ Tdu (integral exponenciall).

La funcién de error de Laplace, erf(x), se reconoce como la funcién de densidad
de probabilidad de la distribucidén Normal. Li(x) aparece regularmente en teoria
de numeros en estimaciones de valores asintoticos, incluyendo una conjetura
de Littlewood y Hardy sobre la conjetura de Goldbach (ver E[) Las funciones
Li(z), Ci(x) y Si(x) aparecen en diversas aplicaciones de diversas areas de las
matematicas, incluyendo la teoria cuantica de campos, la teoria electromagnética,
fisica de semiconductores, entre otras. Se puede demostrar que la integral de

cualquier funcién de la forma ”E *, donde p(x) y ¢(x) son polinomios, se reduce

"' Godfrey H Hardy y John E Littlewood. “Some problems of ‘Partitio numerorum’; lll: On the
expression of a number as a sum of primes”. En: Acta Mathematica 44.1 (1923), pags. 1-70.
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a combinaciones de la funcion Ei(z). (Ver[], p. 105-1086).
Proposicion 1.4.7.

Li(z) = 7 + In(in(x)) + Y ()

9

nn!

_ - B e (_$2>n
Cile) = =y —In(0) = 355

( n

FEi(x) = —y —In(x) —

[M]¢
s |
S |5

3
I
—

Demostracién. Ver[, p. 106-108. O

El siguiente resultado relaciona la funcién de Von Mangoldt de la definicién [1.3.19

con la constante ~.

Teorema 1.4.8.

Demostracién. Ver[d, p. 109. O
El siguiente teorema relaciona -~ con los los numeros primos.

Teorema 1.4.9 (Teorema de Mertens). A continuacion, supongamos que p < n

significa todos los numeros primos que no excedan a n, entonces:

1
lim In(n) H <1 - —) =e .
n—o0 p

p<n

Demostracion. Ver|[? teorema 3.3.2. O

2. Jeffrey Lagarias. “Euler’s constant: Euler's work and modern developments”. En: Bulletin of the
American Mathematical Society 50.4 (2013), pags. 527-628.
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2. CRITERIO DE RACIONALIDAD

Demostrar que ~ es racional o no se considera un problema importante en
matematicas, en 1979 Roger Apéry probé en (verﬁ) que ¢(3) es irracional, desde
entonces matematios como Keith Ball, Tanguy Rivoal (ver [%), Frits Beukers (ver
B y Wadim Zudilin (ver [%) han tratado de extender esta prueba para todos los
valores impares n de la funcion ((n). En 2003 Jonathan Sondow basado en la
prueba de Roger Apéry’s demostré una condicién necesaria y suficiente para que
~ sea racional, su negacion da una condicion equivalente a que la constante de
Euler-Mascheroni sea irracional, por lo anterior llam6 a esta condicién criterio de

racionalidad.

Para la prueba del criterio, en primer lugar se define la integral

r(1— )yl —y))
e [ )

que es inspirada en la prueba de irracionalidad de ¢(2) y ((3) realizada por Frits

Beukers en (ver).

Teorema 2.0.1. Paran > 0,
// =2y =) )~ (P VY41, — A, (49)
(1 — zy)in(zy) n

13 Keith Ball y Tanguy Rivoal. “Irrationalité d’une infinité de valeurs de la fonction zéta aux entiers
impairs”. En: Inventiones mathematicae 146.1 (2001), pags. 193-207.

4 Wadim Valentinovich Zudilin. “One of the numbers ((5),((7),¢(9),¢(11) is irrational”. En: Uspekhi
Matematicheskikh Nauk 56.4 (2001), pags. 149-150.
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n 2
donde L, = d;'in(S,) y A, = CL) H,y.
1=0

Demostracion. Sea n € N fijo y considere

a(1 = 2)y(l —y))"(zy)"
fiy = / / (1-— xy)ln(xy) ddy,

1 - xy)ln(xy)

entonces

El lema[1.3.1] nos dice que

1 ¢
) _/0 (zy)'dt,

remplazando esto en la igualdad (50), se tiene que

IRy — /1 /1 /°°<Iy)t (1 = 2y = y)"A = @) 0o

1 —a2y
N
Dado que =42 Z ry)*~* (suma geométrica) , por lo tanto
k=1
1 1 00 N
L-By= [ [ [ - on-pros e, (51)
o Jo Jo —1

Del teorema del binomio y la igualdad se sigue que

(zy) " (1 —y)"(L —a)" = i(—l)”—%" (?) i(—l)”—jyj (n>

=0 7=0 J (52)
— (:L,y>t+n ( 1)z+]xz‘yj (n) (n)
=0 7=0 g J
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entonces por la ecuacion (52) llegamos a

N
:1: y, ZZ Z+j( )< )szJrnthJrk 1 j+n+t+k 1 (53)

=0 7=0 k=1

Note que

1—e 1—e 1
I, — Ry = lim / / f(z,y, t)dtdzdy

e—0t €

1 1—e¢ 1—e
= h’m/ / f(z,y, t)dzdydt (54)

e—0t €

:/OOO /Ol/olf(x,y,t)dxdydt.

De las ecuaciones y se deduce que

I, — Ry _/ / / z+y( )( )sz—l-n—i-t—l-k 1, j+n+t+k— ldtdxdy (55)
=0 j= 0

k=1

Ademas,

1 1
/ xn+i+k+t71d‘r — 1 : y / yn+j+k+t71dx — 1 : ,
0 n+t+it+k’ ) ntt+jt+k

remplazando en obtenemos que

N
j 1
fn = din = (] n> dt. (56
; / ZO]O (Z)(] kz:;(n+t+i+k)(n+t+j+k;) (56)
Por la identidad (20) y la igualdad (56) llegamos a
n N ]_
Zﬂ dt
( )<j>;(n+t+i+k)(n+t+j+k;)

+/0°° (Z (T;)Qé(nﬂiwk)?) dt.

=0

[—RN—/ > (-

0<i<j<n

(57)

56



Note que

/°° 1 g — 1
o MH+t+i+k)?2  nt+itk’

ademas,

N 1
=H nz_Hn Iz
;nﬂ'wc et !

reemplazando en la ecuacion (57), obtenemos que

["_RN:/OOOZ > Fl)iﬂ(?) (?)i(n+t+z’+k)l(n+t+j+k)dt

0<i<j<n k=1 (58)

n 2
n
+ E <Z) (Hn+N+i _Hn+i)'
=0

Si se denota por Sy la suma

al 1
SN:;(n+t+z’+k)(n+t+j+k)’ (59)
entonces o 1 1
SN:j—i;n+t+i+k_n+t+j+k’
haciendor =n+i+k+typ=j—1i,setiene que
1TL+i+N+t1 1
ademas wsite | 1 wiibyet 1
2Tt T X iy (60)

De la proposicion y la igualdad se sigue que

Lor r4nttti pN_Tzlr rent+t+i+ N
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es decir

p
1 1
S = l — y
N p2;r+n+¢+t r+n+itt+ N

remplazando p por j — i

Jj—t 1

zhdk+n+z+t Ckd+ntitt+ N

También,

j—i

1 = [™ 1 1
Sydt = - : dt
A N j—ZE:A k+n+i+t k+n+itt+N

’; (62)
k+n+i+ N
Ty kZ ( k+n+1 ) '
De las ecuaciones (58), (59), y llegamos a
In - RN = / 2 Z ( )H_]( ) ( ) SN dt + Z ( ) n+N+Z Hn—i—z)
0 0<i<j<n
=2 Z Z+]< > (n) / (Sn)dt + Z ( > Hpinii — Hpt)
0<i<j<n J 0
n 2 —1 .
” (00 5 ()
;(Z>( N+n+ +) 0<<Zj<n j—l Z k+n+@
(63)

Si en la proposicién setomaa; =n+i+kyay=n+1i,setieneque Hy i =
Hy +o(1)yque In(N +n+i+ k) =1In(N)+ o(l) cuando N — oo. Lo anterior y el
lema implican que

n 2 n 2
> (n> Hyinsi= Y (n) Hy +0o(1) cuando N — oo, (64)
1 1

=0 1=0
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j—i Jj—i
> in(k+n+i+N)=> In(N)+o(l) cuando N — oo. (65)
k=1

k=1

De las ecuaciones (63), y y del lema obtenemos que

j—i

I, — Ry = zn: (?)Q(HN —Hu)-2 Y =V (?) (n) S (In(N))

= i<j<n J—t J =
=0 0< '<_]'§ k=1 (66)
'L+] 1 n n J" .
+2 Z P (Z) (j) > (in(n+i+k))+o(1),
0<i<j<n k=1

cuando N — . La proposicién 1.3.16|implica que

=20 Z ]i+jl()(j)ln(n+l+k)

0<i<j<n k=1

n 2
L g n ny
y por definiciébn A, = E () H,.;, remplazando esto en la ecuacién se
1

=0
deduce que

In—RN:zn:( ) Hy+Ln—A,—2 3 (—1)*" 1(7) (T.‘)zn(NHou), (67)

=0 0<i<j<n J

cuando N — oo. Haciendo uso del lema llegamos a que

: 5 e ((0)-20) - (3)

y por la identidad (67), se concluye que

In =Ry + (i?) (Hv —In(N))+ L, — A, +0(1), cuando N — cc. (68)

Hallemos el limite

2(1 = 2)y(1 —y)"(ay)"
]\}gréo Ry = hm / / a —my)ln(my) dzdy. (69)
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Si0<zy<l,entonces0 <1—z<1—xyyz(l—2x)"y(l—y)" para todo entero

n > 1, por lo tanto 0 < fjjy < 1. En consecuencia, para todo n > 1

0 < (zy(1 —)"(1 - x)”—lll__—;y <1 (70)

De la ecuacién y la desigualdad se sigue que

0 < Ry < /1 /1 -~ (Iy);\;dxdy. (71)

In(x

Remplazando ——— por / (zy)'dt y cambiando el orden de integracion, se tiene
0

(zy)
00 1 1
0< Ry </ / / (zy)N T dadydt. (72)
o Jo Jo

0o 1 1 1
N drdydt = ——
L] oy asaya = g

de la igualdad anterior y la desigualdad obtenemos que 0 < Ry < . De

N+1°

que

Note que

0< Ry < ﬁ y el teorema de compresion llegamos a lim Ry = 0.
N—oo
Como lim Ry =0y lim Hy —In(N) = ~, entonces
N—oo N—o0
i 2n 2n
lfim [RN+< )(HN—ln(N))—I—Ln—An] :( )7+Ln—An. (73)
N—oo n n

Teniendo en cuenta las identidades (68), y haciendo uso del lema [1.3.5
tomando 2y = I, Y yx = Ry + (") (Hx — In(N)) + L, — A,, se concluye que

2
lfm I, = lim lRN + ( ”) (Hy — In(N)) + Ly, — An]
N—o0 N—o0 n
2
n
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es decir

2
I, = ( n>7+Ln—An.
n

Definicion 2.0.2. Para » € R la parte fraccionaria de x se define como el nimero
{z} €]0,1) tal que =z — {z} € Z.

]

Lema 2.0.3. 0 < I, < 167", para todo n > 0.

Demostracion. Si0 < x,y < 1, entonces

(z(l—z)y(1=))"
(1—zy) >0 y ln (zy >0,
en consecuencia
z(1— (I—y))"
/ / )y v)) dzdy > 0,
(1—=ay ln(zy)
es decir I, > 0. Sea f(z) = z(1 —z), entonces f'(z) = 1—2z. Siz € (0, 5), entonces

f'(z) <0,ysiz e (3,1) entonces f'(z) > 0, por lo tanto, por el criterio de la primera
derivada (ver, teorema 6.2.8) f tiene un maximo relativo en x = % De lo anterior
f(z) < f(3), paraz € (0,1) — {3}, es decir

1

. ze(0,1)—{=} (74)

z(l—z) < 5

1 =

De la ecuacion (74), para z,y € (0,1) — {3} se tiene que

(z(1 = 2)y(1 —y)"*" (21 —2)y(l —y))" i (75)

(1= ay)in(ey) ~ (1—ay)in(ey) 16

De la desigualdad (75) se deduce que 1,1 < 2. Segin el ejemplo 2.6

v < 0.578
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y por el teorema[2.0.1] se concluye que

1
I =2y +42In(2) — g <16 (76)

Usemos induccion matematica para probar que I < 167", para todo n > 0. De la

ecuacion (76) se tiene el caso n = 1. Si I, < 167", como I,;; < 1z, entonces

I,+1 < 16~ De lo anterior y del principio de induccién matematica
I, <16™, neN-{0},
y se habia probado que I,, > 0 para todo n > 0, por lo tanto
0<I,<16™, mneN-{0}.

]

Teorema 2.0.4. Para n fijo y lo suficientemente grande, {(InS,)} = ds,1I,, Si y solo si

v =t para algunos p,q € Z y q|dan (*").
Demostracién. Por el lema

2n

dQnIn = dQn( )7 + dQnLn - dQnAnv

n
ademas, de la definicion se sigue que ds, L,, = In(S,,), de modo que

2
1n(S,) — donl = dop A,y — dgn( ”’) . (77)
n

Por la definicion y las propiedades del minimo comun multiplo, para cada k €
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{1,---,2n} se tiene que ‘127” € Z, por lo tanto, paracada i € {0,1,--- ,n}

n+i d
doHysi =y " €L,
k=1

en consecuencia

n

2
donAn = (7:) o H i € L. (78)

1=0

Por consiguiente, si {(InS,)} = da,1,,, entonces
{(InS,)} — dop 1y, € Z,
por la ecuacién anterior y las igualdades y se sigue que
don Ay — don (1) € Z.
Tenemos que da, A, € Z Y doyAn — don(*")y € Z, luego da, (*")y € Z. Claramente

n n

dan, (") € Z, entonces do,(*") € Z. Como do,(*") € Z 'y do,(*")y € Z, entonces

~ = £ para algunos p, g € Z, ademas, ¢|da, (*").

Sivy = § para algunos p,q € Z donde q|d2n(2§), entonces por la ecuacién se
obtiene que
In(S,) — dy,I, € Z. (79)

La expresion (79), el lema y la proposicion [1.3.23|implican que d, I, € (0, 1),
ademas, In(S,) — dan 1, € Z, por lo tanto {in(S,)} = dop 1. O

Teorema 2.0.5. (Criterio de racionalidad de ~). Los siguientes enunciados son
equivalentes:

a) La parte fraccionaria de In(S,,) esta dada por {In(S,)} = ds,1I,, para alginn € N.
b) Existe n, tal que para todo n > ngy se cumple {in(S,)} = do, I, conn,ng € N.

c¢) La constante de Euler-Mascheroni es un numero racional.

63



Demostracion. Veamos que (a) y (b) son equivalentes. Si la parte fraccionaria de
In(S,,) esta dada por {in(S,,)} = daI,, para algun m € N, entonces por el teorema
7 = § para algunos p, g € Z. Si tomamos ny, = 2¢q entonces para cada n > n,
se tiene que vd,, € Z, por la ecuacién se sigue que In(S,,) —da, I, € Z para todo
n > ng. Ademas, do, I, € (0,1) entonces {in(S,)} = ds,1,. Por lo tanto, si la parte
fraccionaria de In(S,) esta dada por {in(S,)} = d»,I, para algin n € N, entonces
existe n, tal que para todo n > ny se cumple que {In(S,)} = da,1, con n,ny € N, es
decir (a) implica (b). Si existe n, tal que para todo n > n, se cumple {In(S,,)} = don 1,
con n,ng € N, entonces para algun n € N la parte fraccionaria de In(S,) esta dada
por {In(S,)} = da,I,, 0 sea, (b) implica (a). Como (a) implica (b) y (b) implica (a),
entonces (a) y (b) son equivalentes. Del teorema [2.0.4] (a) y (¢) son equivalentes y

como (a) y (b) son equivalentes, entonces (a), (b) y (¢) son equivalentes. O

Corolario 2.0.6. Si existe n, € N tal que para todon € {m € N:m > ny} se tiene

que {In(S,)} > 27", entonces v es irracional.

Demostracion. La prueba se hara por contradiccion, supongamos que existe ng € N
tal que paratodon € {m € N : m > ng} se tiene que {in(S,)} > 27"y que v es
racional para llegar a una contradiccién. Si v es racional, entonces existen p,q € Z
con med(p,q) = 1y talesque v = . Sea m un entero positivo tal que m > ma{ng, q},
entonces, como m > n, se tiene que {In(S,,)} > 27". Ademas, m > ¢, por lo tanto
qld2m, €N consecuencia g|day, (%) Como y = 2y g|dsy, (%), entonces, por el teorema
{in(Sm)} = damIn. De la proposicién y del lema [2.0.3] se sigue que
dom I, < 27y como {in(S,,)} = don I, entonces, {In(S,)} < 27™. Se tiene que
{In(Sy)} =27y {in(S,)} < 27™, lo que constituye una contradiccion, por lo tanto
bajo esas hipétesis v no puede ser racional. Lo anterior implica que, si existe ny € N
tal que paratodo n en {m € N:m > ny} se tiene que {In(S,)} > 27", entonces v es

irracional. O
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Corolario 2.0.7. Paran € N fijo, si {In(S,)} > 2=™ y v es racional con denominador

q, entonces |q| > 2n.

Demostracion. Si v = § donde p,q € Z 'y mem(p,q) = 1, veamos que ¢ no divide a
day,. Supongamos que g|d», Y lleguemos a una contradiccion. Como y = 2y g|d, (2:),
entonces por el teorema2.0.4|{In(S,)} = danI,. De {in(S,)} = ds,1,, la proposicién
y del lema[2.0.3]se sigue que {in(S,)} < 27", lo que contradice la hipétesis
{In(S,)} > 27™, por lo tanto la suposicién de que ¢|ds, no puede ser verdadera, en
consecuencia g no divide a d,,. Como ¢ no divide a d»,, entonces |q| > 2n, de lo

contrario q|dzy,. O

Ejemplo 2.0.8. Dado que {In(S)0:)} = 0.73... (verf} p. 3337) y 0.73... > 2-(19") de

esto y el corolario [2.0.7, si v es racional con denominador ¢, entonces |¢| > 2 x 10%.

Corolario 2.0.9. Si~ es racional, entonces lim {In(S,)} = 0.

n—oo
Demostracion. Si v = § con p,q € Z, entonces, para todo n > ¢ se tiene que
qld2, (*") y por el teorema para todo n > ¢ se tiene que{in(S,)} = da.I,. De

{In(S,)} = dan1,, 12 proposicion(1.3.23|y el lema[2.0.3|se sigue que {In(S,)} < 27".
De la definicién[2.0.2) se tiene que {in(S,)} > 0, por lo tanto, para todo n > ¢

0 < {(InS,)} < 2. (80)

De la desigualdad y el teorema de compresion (ver B, teorema 3.2.7) se sigue
que
lim {in(S,)} = 0.

n—oo
]
Del corolario [2.0.9] se sigue que: De ser irracional, para mostrar que ~ es irracional

es suficiente mostrar que la sucesion {in(S,,)} no tiene limite 0.
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ANEXOS

Anexo A. Demostraciones del Capitulo 1

Veamos que se cumple la identidad

lim E (—1)* l:k _—E (—1)k k"o’k. (81)
n—o0
k=2 k=2

Para esto, primero demostremos el siguiente resultado.

Sea ny > 0 un numero entero y (o,);,, una sucesion decreciente de nimeros

n=n,

reales positivos tal que lim «, = 0, entonces la serie

n—o0

S = i (_1)kak (82)

, . _1)k -
converge, ademas sus sumas parciales S, = >, ), son positivas y en

consecuencia S > 0.

Demostracion. Del criterio de Leibniz (ver teorema 1.1.1) se tiene la convergencia

de la serie. Note que si m > 2n, es un nimero entero impar, entonces

n n m— Oém
Sm:a2°_&2°+1+...+& 1 Gy
2ng 2ng + 1 m—1 m (83)
_ Q2ny  Qonp+1 i X2np42  Aonp+3 bt Q-1 Qm
2710 2n0+1 2n0+2 2n0+3 m—1 m )
Como ()2, es decreciente, entonces para todo k& € {2ng,2ng +2,--- ,m — 1} se

tiene que % > %41 g que implica que todos los sumandos de la ecuacion (83) son
k k

positivos, por lo tanto S, > 0 para todo m > 2nq entero impar. Si m es par entonces
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Sm—1 > 0y en consecuencia
0%
S = Sp—1 + >0
m

De modo que S,, > 0 para todo m > 2n, entero. ]
Veamos que se cumple la identidad (81).

o0
Demostracién. En primer lugar note que para m € N U {oco} la sucesion (%)

k=2
es decreciente, positiva y tiene limite 0. Entonces, por el criterio de Leibniz la serie

S, S0 H,, . converge. Sea
Ynk = Hoo,k - Hn,k

=1
_;j_k,

entonces Ynx > 0, Ynk = Ynktts Ynk = Ynirk Y M, oo ynr = 0, para todo entero

k > 1. Ademas, como v, > 0 para todo entero k£ > 1, entonces para cada m,n € N

2m+1
Z ynk (Z/ n2  In, ) e (yn,Zm _ yn,2m+1)
P 2m 2m+1
2m
< m
=79 Yn,2,

es decir para todo m,n € N se tiene que

2m—+1
(=) *ypr _ m
E A 4
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Ahora, considere la sucesion

k k
k=2 k=2
() 1)k
k=2
— (=1)*
= Z Yn ks
k=2 k

entonces, cOmMO Y, i > 0, Yk > Ynt1k Y 1m0 ¥y = 0, por el resultado probado

anteriormente se tiene que §,, converge y 6, > 0 paratodon € N. Sea § = lim §,,

n—00

probemos que § = 0. Dado ¢ > 0, como > 7, (’,i)kyz,k converge, entonces existe

ny € N tal que

— (=1)" €
0< kzz%l 2 Yok < 5 (85)

o0 1

j=nt1 50 €N consecuencia la sucesion

Note que que sin > 2, entonces yo k—Yn i =
(Y21 — Ynk),—o,, €S POSitiva, decreciente y tiene limite 0, esto implica que para cada

n € N\ {1, 2} se tiene que

k=2n1

como =, %yg,k YD heom, %ymk convergen, entonces para cada n € N\{1, 2}
se tiene que

= (1) = (=1

Z ( k) Y2,k > Z =D Yn k- (86)

k
k=2n, k=2n1

De las desigualdades y se sigue que para todo n € N\ {1,2}

2 (=1)F €
>, ( k) i < 5 (87)
k=2n,
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Como y,,,, > 0 para todo n natural y lim,,_,~, y»» = 0, entonces existe n, € N tal que
sin > ny se tiene que

0< gy < . (88)
277,1

Tomando m = n; — 1 en la desigualdad y teniendo en cuenta la desigualdad

se obtiene que para todo n > ny

2n1—1
- —1)k n
§ ( k) Yn, k < ?lyn,Z
k=2 (89)

Como ¢, > 0 para todo n € N, de la desigualdad anterior se sigue para todo n > n,
se tiene que 0 < §,, < e. De modo que, dado ¢ > 0 existe n, € N tal que sin > n,

entonces 0 < § < e. En consecuencia

esto implica que

> H > H
, _1\k n,k: 1\k 00,k
fim 2 (PR =D U

Lema 2.0.10. Sean 0 < m < n enteros, entonces:

i) Z In(ag) =In (H ag



o0

i1) Z In(ay) es convergente, si y solo si, In (H ak> también lo es. Ademas,

k=m
Z In(ar) =In <H ak> :

k=m

k=m

Demostracion. i) :Primero se hard la prueba para m = 0 haciendo induccién sobre

n.Paran =0:

Supongamos que para cierto n € N

Zln(ak) =In (H ak> :

Veamos para n + 1:

Z In(ay,) = Z In(ar) + In(ant1)

n

=In H ak> + In(ans1)

72



Sim > 0, hacemos a;, = 1 para k =0,1,..,m — 1 y obtenemos

n m—1 n
> infar) =Y In(1)+ > In(ar)
k=m k=0 k=m
=Y In(ay)
k=0
=In (H ak> )
k=0
Como a, =1 parak =0,1,..,m — 1, entonces Hak = H ax, de esto se sigue que
k=0 k=m
Z In(ag) =In (H ak>
k=m k=m

n
i1) De la parte i) se sigue que la sucesion Z In(ay) es convergente, si y solo si,

k=m

n
In (H ak> también lo es, pues son la misma sucesion. Ademas

k=m
s S ({1 ).

es decir,

Z In(ay) =In (H ak> :

k=m

Lema 2.0.11. Para todo entero positivo j se tiene que
j

j—1 3 k—1
DD k=) Gk

1=0 k=i+1 k=1 =0
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Demostracion. La prueba se hara usando induccién matematica. Para j = 1 se tiene

que
1-1 1 1 k-1
Z Z Qi) = Qo1 = Z Z Q; k-

1=0 k=i+1 k=1 =0

Supongamos que para todo entero m < j

m—1 m m  k—1
D wa=) ) i
=0 k=i+1 k=1 =0
Note que
i k-1 j—1 k—1 j—1
Qi = Z Q; + Z Q; g,
k=1 i=0 k=1 i=0 =0
por la hipotesis de induccién
j k=1 j—2 j-1 j—1
Z Z Qi f = Aj e + s,
k=1 =0 1=0 k=i+1 =0
j—2 j—1

i=0 \k=i+1 k=j
j—1 J

= E Q; k
=0 k=i+1

De lo anterior y el principio de induccidon matematica se tiene lo que se queria probar.
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