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Titulo: GEODESICAS ECUATORIALES EN
ESPACIO-TIEMPOS DE WEYL GENERADOS
POR DISCOS DELGADOS RELATIVISTAS!

Likidcen Framsol Lépez Suspez.?

Palabras Claves: 1. Geodésica. 2. Espacio-tiempos de Weyl. 3. Campo de
Bonnor-Sackfield. 4. Orbitas Ecuatoriales. 5. Orbitas Radiales.

Se obtuvieron la ecuaciones diferenciales de las geodésicas nulas y tem-
porales para un campo gravitacional estatico y axialmente simétrico, primero
mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange, y luego utilizando las constantes
de movimiento del problema. Se tomo el caso especial en que la trayectoria de

la particula estd confinada al plano ecuatorial.

Posteriormente se reescribieron las ecuaciones diferenciales para el caso
particular de un disco delgado estatico axialmente simétrico, el campo de
Bonnor-Sackfield. Luego, se analizé el comportamiento de un rayo de luz que
se mueve en direccién radial resolviendo las ecuaciones de movimiento corres-

pondientes, tanto para la regién interior como para la exterior del disco.

Finalmente, se encontré la trayectoria de la particula (masiva o no) en el
caso de orbitas no radiales. Para ello primero se realizé un anélisis cualitativo
del potencial efectivo generado por una fuente con dichas caracteristicas, dife-
renciando las dos regiones, interior y exterior del disco. Se concluyé de manera
general que, por la forma del potencial, no es posible tener érbitas circulares
ecuatoriales en un espacio-tiempo de Bonnor-Sackfield. Después se resolvio la
ecuacion diferencial de la érbita de la particula, separando nuevamente las

ecuaciones para los dos regiones. Las expresiones son complicadas de resolver

ITrabajo de grado.
2Facultad de Ciencias. Pregrado en Fisica. GONZALEZ VILLEGAS, Guillermo.



en forma analitica, por lo que en algunos casos se utilizarén métodos numericos

para obtener la érbita de la particula.
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Title: EQUATORIAL GEODESICS IN WEYL SPACETIMES
GENERATED FROM RELATIVISTIC THIN DISKS?

Likidcen Framsol Lépez Suspez.?

Key Words: 1. Geodesics. 2. Weyl spacetimes. 3. Bonnor-Sackfield field. 4.
Equatorial orbits. 5. Radial orbits.

The differential equations for null and timelike geodesics were obtained for a
static axially symmetric spacetime. We use first the Euler-Lagrange equations
and then the problem’s constants of motion. We consider the special case when

the particle’s orbit is confined to the equatorial plane.

The differential equations were then rewritten for the particular case of a
static axially symmetric thin disk, the Bonnor-Sackfield field. The behaviour
of a light ray moving in the radial direction was then analized, solving the

corresponding motion equations for the interior and for the exterior of the

disk.

Finally, the path of the particle (massless or not) was founded for the case
of non-radial orbits. For that we first do a qualitative analysis of the effective
potential generated for a source with such characteristics, both for the interior
and for the exterior of the disk. We concluded that, due to the specif form of
the potential, in general is not possible to have equatorial circular orbits in a
Weyl space-time of the Bonnor-Sackfield type. Then the differential equation
of the orbit was solved, again for the two regions. The obtained expressions
are so difficult to solve analytically so, in some cases, numerical methods were

used to obtain the orbit of the particle.

3Undergaduate thesis.
4Facultad de Ciencias. Pregrado en Fisica. GONZALEZ VILLEGAS, Guillermo.
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INTRODUCCION

Un problema de gran importancia en la Teoria de la Relatividad Gene-
ral es la obtencién de las soluciones de las ecuaciones de Einstein, las cuales
corresponden a la descripcién del campo gravitacional. Una vez obtenida la
solucion, otro problema igualmente importante es la solucion de la ecuaciones
de las geodésicas, las cuales corresponden al comportamiento de la particulas
en presencia del campo gravitatorio. Por tal razén, el estudio de las érbitas
en el plano ecuatorial de un espacio-tiempo estatico axialmente simétrico en
Relatividad General es de gran interés fisico, puesto que un modelo idealizado
de galaxias aplanadas es un disco delgado conformado por particulas (estrellas)
que viajan (6rbitas) en el interior y exterior de la galaxia (disco). Es decir,
el estudio de las trayectorias de los cuerpos celestes en un espacio-tiempo en

particular se puede reducir a encontrar la denominada ecuacién de la geodésica

Ahora bien, en cuanto a la cinematica de las particulas para un espacio-
tiempo en particular, existen numerosos articulos y textos que nos propor-
cionan una clara interpretaciéon de el comportamiento de las particulas en
presencia de un campo. El caso de un campo gravitacional estatico esferico
y axialmente simétrico, solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio en
presencia de una fuente con dichas caracteristicas, es ampliamente conocido

y solucionado [5]. Solucién de Schwarzschlid, la cual proporciona una clara



explicacién de la deflexién de la luz, y de la precesion del perihelio de Mercu-
rio. También, en diversos libros se trata la conocida solucién de Kerr, de gran

importancia en el estudio de la Astrofisica.

Fue hasta en 1.916 que aparecio una solucién de las ecuaciones de Eintein
en el vacio, correspondiente a configuraciones de materia que tienen simetria
axial y que en un principio podemos despreciar su rotacion, estaticas. Esta
solucién es conocida como Weyl, y es la base para solucionar un sin nimero
de problemas en Astrofisica y Cosmologia. Por ejemplo, es el pionero para el
modelo de discos de acrecién, discos delgados en Relatividad General, objeti-
vo central de nuestro trabajo, y recientemente discos gruesos. Las soluciones
estaticas de discos fueron inicialmente estudiadas por Bonnor y Sackfield en

1.968 [4], y Morgan y Morgan en 1.969 [11].

En el presente trabajo, tomaremos la solucion particular monopolar de Bon-
nor y Sackfield, y hallaremos como se mueven las particulas (masivas o no),
dentro y fuera de dicha fuente. Para ello hemos divido el trabajo de la forma
siguiente: el primer capitulo lo dedicamos a escribir las ecuaciones diferenciales
de las geodésicas para un espacio-tiempo estatico y axialmente simétrico en for-
ma general. Definimos primero como es la ecuacién diferencial de la geodésica;
una vez hecho esto, pasamos a definir el espacio-tiempo de Weyl que vamos a
trabajar y escribimos las geodésicas en dicho campo. Finalmente restringimos

las ecuaciones diferenciales al plano ecuatorial, z = 0.

En el segundo capitulo, resolvemos las geodésicas para el caso particular de
una familia de discos tipo Bonnor-Sackfield. Empezamos el capitulo precizando
como es elemento de linea cuando estemos dentro o fuera del campo de Bonnor-
Sackfield. Después analizamos el comportamiento de las particulas de masa
cero cuando su trayectoria es radial; terminamos el capitulo resolviendo la

ecuacion de la orbita dentro y fuera del disco utilizando métodos numericos, las



soluciones las expresamos en forma grafica por medio de coordenadas polares.

Por 1ltimo, escribimos las conclusiones en le capitulo 3.



Capitulo 1

GEODESICAS EN ESPACIO -
TIEMPOS DE WEYL

1.1. INTRODUCCION

El estudio del movimiento de particulas en presencia de un campo gravita-
cional se realiza analizando las ecuaciones de movimiento correspondientes. En
el caso de la Teoria General de la Relatividad, o teoria relativista de la Gra-
viatacion, las ecuaciones de movimiento estdan dadas por las ecuaciones de las
geodésicas; esto es, las trayectorias de “longitud” minima en un espacio-tiempo

determinado.

De acuerdo con esto, para determinar las ecuaciones de movimiento en un
problema en particular, se debe en primer lugar determinar el campo gravi-
tacional, esto es, el tensor métrico que define la geometria del espacio-tiempo
a través del elemento de linea. Dado entonces el tensor métrico que repre-
senta al campo gravitacional, las ecuaciones de las geodésicas se determinan

minimizando el correspondiente elemento de linea.

En este capitulo se obtendran las ecuaciones de las geodésicas para el caso



de campos gravitacionales estaticos y axialmente simétricos, los cuales corres-
ponden a espacio-tiempos de Weyl. De acuerdo con esto, en la seccion 1.2 se
presenta, de manera resumida, la forma de obtencién de las ecuaciones de las
geodésicas a partir del principio de la minima accién aplicado a un elemento
de linea general. En la seccién 1.3 presentaremos la forma general que adquiere
el tensor métrico cuando se tienen en cuenta las simetrias temporal y axial que
caracterizan dichos espacio-tiempos, asi como la forma que toman en este caso
las ecuaciones de Einstein. Posteriormente se particularizan las ecuaciones de
las geodésicas para el caso de espacio-tiempos de Weyl, obteniendo la forma
explicita de las ecuaciones correspondientes para geodésicas temporales, que
describen las trayectorias de particulas masivas, y para geodésicas nulas, las
cuales describen las trayectorias de particulas de masa cero, o senales lumino-

sas.

En la seccién 1.4 escribiremos las ecuaciones diferenciales de las geodésicas
en el plano ecuatorial para un espacio-tiempo estatico con simétria axial, en
forma general. Para ello utilizaremos el formalismo lagrangiano y las constantes
de movimiento. Como veremos, reduciremos el problema a resolver ecuaciones
diferenciales de primer orden de variables separables. Primero escribiremos
la ecuaciones en forma general, para después expresar la ecuacién diferencial
de la orbita de la particula. Posteriormente particularizaremos las ecuaciones,
primero para rayos de luz, y luego para particula masivas, tomando el caso

particular en que la trayectoria es radial.

1.2. ECUACION DE LAS GEODESICAS

El movimento de una particula material en presencia de un campo gravi-
tacional se puede determinar por medio del principio de minima accién [7], el

cual afirma que para el movimiento de sistemas mecédnicos existe una integral



de accién S, tal que S es un extremal calculada a lo largo de la trayectoria de

la particula,

5S = 0. (1.1)

En la Teoria General de la Relatividad, la integral de accién estd dada por

S =- /abds, (1.2)

donde ds? = g,pdz®dz’ es el elemento de linea, y g.s es el tensor métrico.
Aquella trayectoria de la particula para la cual S es extremal, se denomina
geodésica, y representa la trayectoria que debe seguir la particula en presencia

de un campo gravitacional.

Podemos derivar las ecuaciones de movimiento de la particula por medio
de los métodos tradicionales de la Mecanica Clasica expresando la integral de

accién en la forma
S = / Ldr, (1.3)

con el Lagrangiano £ definido como

2L = gosUU”, (1.4)
donde
dx®
o« = = 1,
U =— (1.5)

y 7 es un parametro afin a lo largo de la geodésica, el cual comunmente se

relaciona con el tiempo propio.

Las ecuaciones de Lagrange correspondientes al principio variacional (1.1)
pueden escribirse en la forma

A2z . dz® dxP
+ -
dr? B dr dr

=0, (1.6)

donde los I'} ; son los simbolos de Christoffel, los cuales se expresan en términos

de derivadas parciales del tensor métrico g,,. Este es un sistema de cuatro
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ecuaciones diferenciales no-lineales de segundo orden para z%(7), con o =

0,1,2,3. Este sistema tiene solucién tnica para unas condiciones iniciales en

— o O o _ (dz® : ¢
T = 79 dadas por: z§ = 2%(n9) y U = (7)70' Haciendo una anologfa con la
. 2 .« . /
segunda ley de Newton, la derivada dde = % es la aceleracion de la particula,

no dz® daP

os'dr ‘¢ Puede interpretarse como la fuerza por unidad de

por lo tanto —I

masa que actia sobre la particula en el campo gravitacional.

Para el caso de particulas de masa cero se debe modificar el procedimiento
anterior. Dado que las particulas de masa cero viajan a la velocidad de la luz,
entonces se mueven a lo largo de trayectorias “nulas”; esto es, trayectorias tales
que

ds®> = 0. (1.7)

La ecuacién (1.6) no es aplicable en este caso, ya que cuando el intervalo es
igual a cero todos los términos de dicha relacién se indeterminan; por lo tanto,

la ecuacion de movimiento para particulas de masa cero puede escribirse como

ds\? dx® daP

Este es un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no-lineales de primer

orden para z%(7), con a = 0,1,2,3.

1.3. ESPACIO-TIEMPOS DE WEYL

Un campo gravitacional se dice que es independiente del tiempo, o esta-
ctonario, si podemos escoger un sistema de coordenadas en el que todas las
componentes del tensor métrico no dependan de la coordenada temporal z°.
Por otra parte, si el campo gravitacional no depende de el dngulo acimutal ¢
podemos decir que el campo es axialmente simétrico. Por lo tanto, si el campo
gravitacional no depende de ¢ ni de ¢ se dice que el campo es estacionario y

axialmente simétrico.



Ahora bien, si es posible escoger convenientemente la coordenada tempo-
ral de tal manera que el intervalo ds? no cambie al hacer la trasformacién
2° — —2°, el campo gravitacional se denomina estdtico. Esto quiere decir que
los eventos que ocurren en este campo gravitatorio no son afectados por la
direccion en la que fluye el tiempo. La invariancia con respecto a la inversion
temporal implica que todas las componentes gg; del tensor métrico deben ser

iguales a cero. Si ademas de ser estatico el campo gravitacional es axialmente

simétrico, el elemento ds? es invariante ante las transformaciones t — —t y

Y= =P

La geometria espacio-temporal que cumple con estas caracteristicas fue
introducida inicialmente por Weyl[16], por medio del elemento de linea que

lleva su nombre
ds? = —e?di? + e~ [p2dp? + ¥ (dp? + dz2)], (1.9)

donde z* = (2°, 2%, 2%, 23) = (¢, ¢, p, z) son conocidas como las coordenadas
cilindricas de Weyl y las funciones v y 1 dependen sélo de las coordenadas

v =pya’=z,

v = vp2). (1.11)

Las ecuaciones de Einstein en el vacio, R, = 0, para el campo gravitacional

estatico axialmente simétrico, en coordenadas cilindricas de Weyl, se reducen



al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales[9, 16]:

1
Vpp + ;w,p + 1., =0, (1.12)
Yo =p (¥ —12), (1.13)
V2 = 2pw,pw,p- (1.14)

La primera de estas ecuaciones es la conocida ecuaciéon de Laplace tridimen-
sional axialmente simétrica, para la funcion v, cuya solucién es ampliamente
conocida|2, 12]. Las otras dos ecuaciones son no-lineales, y dependen de 1, la
cual en primera instancia ya estd determinada por (1.12); por lo tanto, si ¢

esta determinada también lo estara ~.

1.3.1. GEODESICAS TEMPORALES

En este caso, el lagrangiano toma la forma
2L = —e® 2 + e [p?p? + 2 (p? + 7)), (1.15)

donde el punto denota derivacion con respecto al parametro 7. Podemos en-
contrar las ecuaciones de movimiento de las particulas como en la Mecanica

Clésica utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL
ar (87) = o (1.16)

Esta es una manera equivalente y a la vez sencilla de hallar las ecuaciones
de las geodésicas, sin utilizar directamente la ecuacién (1.6), pues en tal caso

tendriamos que hallar inicialmente los simbolos de Christoffel Fgﬁ.

Vamos ahora a encontrar las cuatro ecuaciones de Fuler-Lagrange para

«

x® = (t,p,p, z). Para la coordenada temporal, en funcién del pardmetro T,

9



tendremos:

d (0L oL
~(Z=) 2= . 1.1
dr < ot ) ot 0 (117)
Ahora bien, dado que ¢ es una coordenada ciclica, se tiene que dL/0t = 0,
luego
d (0L
— | — ] =0. 1.18
dr ( ot ) ( )
Usando entonces el Lagrangiano (1.15), se tiene que
aﬁ 2¢ .
— = —eYt, 1.19
5 = ¢ (1.19)
que al derivar con respecto a 7 lleva al resultado
d (OLN — op0 oy [OVOp OOz
dT(@i)_ crtmett ot 8T+8z87' =0 (1.20)

es decir, la ecuacién de movimiento para la coordenada t toma la forma
t+2tpb, + 2620, =0, (1.21)

donde ( ), denota derivacién parcial, respecto de a*

De manera similar, para la coordenada ciclica acimutal ¢ se obtiene la

ecuacion de movimiento

AN S Y

Igualmente, siguiendo el mismo tratamiento para la coordenada radial p y la

coordenada z, las ecuaciones diferenciales de movimiento toman la forma

p+ (/)2 - 22)(7,/) - w,p) + 2p2(7,z - wz)
pe (o, — 1)@ + €912 =0, (1.23)

(22 = 0P) (0 — ) + 2027, — 0)
+e P, [pPP7 + ey 7] = 0. (1.24)
Las ecuaciones (1.21)-(1.24) son las cuatro ecuaciones diferenciales no-lineales

de movimiento de una particula en un campo gravitatorio, estatico axialmente

simétrico, que tenemos que resolver.

10



1.3.2. GEODESICAS NULAS

Para finalizar vamos a escribir las ecuaciones para la propagacién de una
sefial luminosa. Como ya hemos mencionado, la distancia invariante ds? es nula

para particulas sin masa, entonces
Gut" " = 0. (1.25)
Utilizando entonces el elemento de linea de Weyl (1.9), se obtiene el resultado
—eM 2 e [P % 4 P (P 4 22)] = 0, (1.26)

la cual constituye la ecuacion diferencial no lineal necesaria para estudiar el

movimiento de particulas sin masa en los espacio-tiempos de Weyl.

Ahora bien, esta ecuacién no es suficiente para obtener las soluciones co-
rrespondientes a geodésicas nulas generales; sin embargo, si nos limitamos al
caso de geodésicas restringidas al plano ecuatorial, como veremos en la préxi-
ma seccion, esta ecuacion es suficiente para estudiar el caso del movimiento
de particulas sin masa para un elemento de linea de Weyl. Teniendo entonces
las ecuaciones necesarias para estudiar el problema de las geodésicas, tanto
temporales como nulas, en la préxima seccion nos dedicaremos a simplificar
dichas ecuaciones diferenciales no-lineales restringiendolas al plano ecuatorial

z = 0 y utilizando las constantes de movimiento presentes en el problema.

1.4. GEODESICAS ECUATORIALES

Las ecuaciones que gobiernan las geodésicas en un espacio-tiempo con ele-
mento de linea ds* = g, dz*dz" las podemos deducir utilizando el formalismo

lagrangiano, tomando el lagrangiano (1.15). Los momentos candnicos corres-

11



pondientes, definidos como

oL
(6% == RN 1.2
b o™ (1.27)
estan dados por
oL .
Pt = E = €2¢t, (128)
oL 2 —2¢ .
=— = 1.29
Pe= g5 =P C P (1.29)
OL _ 20,
=— = 1.30
Pr= 55 P, (1.30)
oL
pe= 57 = ez, (1.31)
y asi el Hamiltoniano correspondiente es
H=puart—L=2L—-L=L. (1.32)

La igualdad entre el Hamiltoniano y el Lagrangiano quiere decir que no
hay energia potencial en el problema; es decir, la energia se deriva solamente

de la energia cinetica, como se ve en
2L = g ata”. (1.33)

Ademas, como el Lagrangiano esta directamente relacionado con el intervalo
ds?, podemos hacer que 2£ = —1 para particulas masivas y 2£ = 0 para rayos
de luz, dada la signatura que estamos tomando, (— + ++). De acuerdo con
esto, si ds®> > 0 el intervalo es de tipo espacial: una particula que se mueva
entre dos eventos separados por tal intervalo debe viajar mas réapido que la
velocidad de la luz. Por otro lado, si ds? < 0 el intervalo es de tipo temporal
y la particula debe moverse mas lento que la velocidad de luz. Finalmente, si

ds? = 0, el intervalo es nulo y la particula debe viajar a la velocidad de la luz.

Ahora bien, debido a la simetria temporal y axial de nuestro problema

d(0L/0z") /dr = 0 para a = 0,1; por lo tanto, existen dos constantes de

12



movimiento ademés de 2L, relacionadas de la siguiente forma

—% =p, = et = E = cte, (1.34)

oL oy
e = Pe = pre =L = cte, (1.35)

donde F y L son, respectivamente, la energia y el momentum angular de la
particula. Como consecuencia de estas ultimas expresiones, las ecuaciones de
movimiento (1.21) y (1.22) se satisfacen inmediatamente, ya que al introducir

(1.34) en (1.21), y (1.35) en (1.22), obtenemos 0 = 0, en los dos casos.

Restringiendo las ecuaciones de movimiento al plano ecuatorial, el plano

z = 0, las ecuaciones (1.23) y (1.24) toman la forma

p+ 0 (Vo — ) + pe 2 [(pw,p —1)¢* + e4¢¢,pi2} =0, (1.36)

PP, —7:) + e Y, [P+ e ] =0, (1.37)

que, de acuerdo con (1.34) y (1.35), se reducen a

. _ L?
P+ P2 (7,[) - 1/},;)) + pe 2y |i(p1p7p — 1)@ + ¢,pE2:| = 0, (138)
P =) Fe T, ?6 +¢,E°| =0. (1.39)

Es facil ver que las anteriores ecuaciones son complicadas de solucionar pa-
ra una forma general de ¢ y v, e incluso para una forma particular no trivial de
estas funciones. De acuerdo con esto, desarrollaremos un procedimiento analo-
go, que nos llevara a obtener relaciones similares a las anteriores, partiendo del
Lagrangiano restringido al plano ecuatorial. El Lagrangiano, al expresarlo por
medio de las constantes de movimiento (1.34) y (1.35), toma la forma
L2e*

2L = — | E* — —
P

—pre (1.40)
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donde como hemos mencionado si 2L = —1 tendremos geodésicas para particu-

las masivas y si 2L = 0 obtenemos trayectorias de rayos de luz.

Despejando entonces p en la ecuaciéon anterior, se obtiene

L2
PP =P | EP 4 2Le* — e (1.41)
P

esto es, una ecuacion diferencial no-lineal de primer orden. Como vemos, hemos
reducido el problema de resolver una ecuacion diferencial no-lineal de segundo
orden al de resolver una ecuacién diferencial de primer orden en la que es
posible separar las variables, dado que v y v dependen solamente de p debido a
que estamos en el plano ecuatorial z = 0. Es claro que, aunque la relacién (1.39)
es igualmente una ecuacién dieferencial de variables separables, la relacién

(1.41) es més sencilla puesto que no contiene derivadas de la funciones ¥ y 7.

Ahora, como es conocido [6], para resolver una ecuacion diferencial de pri-
mer orden de variables separadas se integra para hallar su solucion general; sin
embargo, no todas las integrales indefinidas tienen una solucién analitica, por
lo que todavia no sabemos si podemos hallar una solucién exacta a nuestro

problema ya que no conocemos las funciones e?¥ y €27,

1.4.1. ECUACION DE LA ORBITA

La solucién de la ecuacién de movimiento (1.41) nos da la dependencia
de la coordenada radial p con respecto al tiempo propio 7; sin embargo, esta
dependencia puede no ser muy util para determinar la naturaleza del movi-
miento de la particula en el sistema de coordenadas cilindricas de Weyl que
estamos utilizando. De acuerdo con esto, es conveniente también conocer la
dependencia de la coordenada radial p con respecto a la coordenada tempo-
ral t, denominada tiempo de Weyl, y con respecto a la coordenada acimutal

p. Esta ultima dependencia constituye lo que se denomina la ecuacion de la

14



orbita.

Podemos determinar una expresién para dp/dt mediante la relacién
dp\* _ (p)?
— | === 1.42
(&) - 2
que, por las ecuaciones (1.34) y (1.35), toma la forma

dp\” _ =2y 2 oy L] et

cuya soluciéon nos da la relacién buscada entre la coordenada radial y el tiempo

de Weyl t.

Para encontrar la ecuacién de la érbita de la particula en relatividad general
se tutiliza el mismo tratamiento que en Mecanica Clasica cuando se resuelve el
problema de Kepler [10]. Por medio de la relacién

(@)2 _r (1.44)
dy ()
y utilizando (1.35) y (1.41), la ecuacién diferencial de la érbita toma la forma
(@)2 =e 2 {(E2 + 2£62¢)p—26_4w — 1| p* (1.45)
dy L?
Esta es nuevamente una ecuacion de variables separables, debido a que v =
v(p,0) y ¥ = 1(p,0). La integral de esta ecuacién tendra la forma ¢ = ¢(p),

que es precisamente la ecuacion de la orbita en coordenadas polares planas.

1.4.2. GEODESICAS NULAS

Basandonos en las anteriores relaciones, nos dedicaremos ahora a escribir
las ecuaciones para el caso en que 2L = 0, correspondiente a las geodésicas

nulas. Substituyendo en la ecuacién de la érbita (1.45), obtenemos

dp ? 2 292 40 2
Py 2y P4y
< ) e [E 5€ 1] po. (1.46)
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Esta es la ecuacién que determina la geometria de particulas de masa cero en

el plano ecuatorial en un campo gravitacional estatico y axialmente simétrico.

Por otra parte, si en las relaciones (1.41) y (1.43) tomamos el caso espe-
cial en que el momento angular sea igual a cero, estaremos considerando las
geodésicas de particulas que se mueven en direccion radial. A este tipo de tra-
yectorias las llamaremos geodésica radiales. Las ecuaciones que gobiernan las

geodésicas nulas radiales son

p=Ee, (1.47)
d
d—f = e, (1.48)

La primera de estas ecuaciones relaciona la coordenada radial con el tiempo

propio, y la segunda relaciona la coordenada radial con el tiempo de Weyl.

1.4.3. GEODESICAS TEMPORALES

Como sabemos, para geodésicas tipo tiempo 2L = —1, por lo tanto la

ecuacién de la érbita serd

dp ? 2 2 2 P’ —4 2
<@) —e Vl(E — ) e =1 P (1.49)

Esta es la ecuacién diferencial en coordenadas polares planas del movimiento

de particulas en el plano ecuatorial en un espacio-tiempo de Weyl.

Ahora, como en el caso anterior de geodésicas nulas, obtendremos geodési-
cas radiales cuando L = 0. Introduciendo este valor en las relaciones (1.41) y

(1.43), se convierten en

¥ =e N [E®—e?], (1.50)

P
2 4
(@) — e [E?— ] (1.51)
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donde estamos relacionando p con 7, y p con t, respectivamente. Solo nos
queda, introducir un caso particular de las funciones ¢ y v para resolver nuestro

problema. Este sera el tema del siguiente capitulo.
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Capitulo 2

GEODESICAS EN EL CAMPO
DE BONNOR-SACKFIELD

2.1. INTRODUCCION

Como vimos anteriormente, las ecuaciones de movimiento en el plano ecua-
torial para un espacio tiempo estatico con simétria axial van a depender di-
rectamente de los potenciales gravitacionales. Por analogia con la teoria New-
toniana, en relatividad general podemos decir que las componentes del tensor
métrico nos representan los potenciales gravitacionales, en nuestro caso gag,
que claramente dependen de las funciones 1, 7. En el presente capitulo to-
maremos un caso especial de estas funciones, las cuales representan el campo

gravitacional de un disco estético sin presién?.

En vista de esto hemos dividido el capitulo de la siguiente manera: en
la seccién 2.2 presentamos las funciones 1), v correspondientes al campo de
Bonnor y Sackfield expresando cada una de las funciones dentro y fuera de

dicho campo, luego, en la seccién 2.3, resolvemos las ecuaciones diferenciales

1Un fluido sin presién se conoce como polvo en relatividad general, ver[14], pag. 97.
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en el caso de trayectorias radiales introduciendo las funciones obtenidas en la
seccion anterior. Finalmente, en la secion 2.4, encontramos las 6rbitas de las
particulas dentro y fuera de una fuente tipo Bonnor y Sackfield. Esto se hizo
mediante un analisis cualitativo del potencial efectivo en 2.4.1., acto seguido
se solucioné la ecuacion diferencial de la érbita en 2.4.2., donde también se

muestran las trayectorias de las particulas en forma grafica.

2.2. EL CAMPO DE BONNOR-SACKFIELD

Con el fin de obtener una solucién de las ecuaciones de Einstein en el
vacio que represente el campo gravitacional de un disco delgado estatico y
axialmente simétrico, tomamos una solucién de la ecuacién de Laplace (1.12)
que represente el potencial Newtoniano para el exterior de un disco de densidad
de materia axialmente simétrica, la cual puede escribirse apropiadamente en
coordenadas esferoidales oblatas de la forma [3]

’QD = - Z C2nP2n(n)Q2n(§)v (21)

n=0
donde Cy, son constantes, Ps,(n) son los polinomios de Legendre y ¢o,(s) =
i*"1Q,,(is) son las funciones de Legendre de segunda clase. Las variables 7
y ¢ son las coordenadas esferoidales oblatas relacionadas con las coordenadas

cilindricas mediante las relaciones

pPo= A1+ -0, (2.2)
z = ans, (2.3)

donde a es una costante, -1 <n <1y 0 <¢ < o0.

La soluciéon monopolar para 1 la obtenemos escogiendo convenientemente

Co=M/ay Cy, =0 para n > 0, entonces
M
Y = ——cot(s), (2.4)
a
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donde M es la masa del disco y a es el radio del disco. La funcién ~ se obtiene

integrando las ecuaciones (1.13) y (1.14), y puede escribirse como

1 /M\? 241
— (=) m(=>—=). 2.
! 2(@) n<<2+n2) (25)

Esta solucién fue obtenida independientemente por Zipoy [17] y Vorhees [15]
e interpretada por Bonnor y Sackfield [4] como el campo gravitacional de un
disco estatico sin presion. Dicha solucion es también el término monopolar de

la familia de discos de Morgan y Morgan [11].

Este disco se puede representar en el plano XY en coordenadas cartesianas
como un disco de radio a y de espesor despreciable, ya que estamos tomando
z = 0. Ahora, para el plano ecuatorial, tendremos dos regiones bien definidas,
va que si 2 = 0 entonces ¢ = 0 6 n = 0. Si hacemos ¢ = 0 tendremos 7n? =
1-— (5)2, por lo que 0 < p < a, es decir, la region dentro del disco la obtenemos
cuando la variable ¢ de las coordenadas esferoidales oblatas es igual a cero. Por

otra parte, si hacemos n = 0 obtenemos ¢? = (5)2 — 1, lo que representa la

region exterior al disco p > a.

Vamos ahora a restringir las funciones v y v para la region dentro del disco.
Primero escribimos la relacién (2.4) de la siguiente manera

() ()

Si hacemos ¢ = 0, la funcién ¢ toma la forma

¥ o= — (%) %ln(—l). (2.7)

Ahora bien, como e+ = —1 para m € Z, entonces ¢ = (1) (2m +1) =

cte. Por otro lado, debido al comportamiento de la funcién exponencial, se

tiene que e¥ = cte > 0.

[gualmente, la funcién v dentro del disco toma la forma

v = —% (%)Qm (n?), (2.8)

a
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donde n = W , entonces
¢ = ll - (2)1 , (2.9)

donde n = (%)2 > 0.

Siguiendo un procedimiento similar, para el caso fuera del disco las funcio-

nes v, v estardan dadas por

Y = — ncot_l( (p/a)z—l), (2.10)

() s

p

de tal manera que

&b = exp{—\/ﬁcot—l( (p/a>2—1>}, (2.12)

p

¢l = <7Vp2_a2> . (2.13)

Después de definir los potenciales, vamos a volver a nuestro problema central;
es decir, vamos a resolver las ecuaciones de las geodésicas tomando las fun-
ciones e¥ y €7 de la solucién de Bonnor y Sackfield para reemplazarlas en las

ecuaciones generales del capitulo anterior.

2.3. GEODESICAS RADIALES

2.3.1. GEODESICAS EN EL INTERIOR DEL DISCO

Dado que e es constante dentro del disco, y teniendo en cuenta que las

geodésicas radiales se obtienen cuando L = 0, de (1.41) resulta que
p° = e T(E? +2Le*). (2.14)
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Observando la expresion anterior podemos ver que, como 2L y E son también
constantes, las soluciones con 2L = 0 y con 2L = —1 sé6lo van a diferir en una
constante; por consiguiente, podemos utilizar la ecuacién (2.14) tanto para el

caso de geodésicas temporales como para el caso de geodésicas nulas.

Ahora bien, la ecuacién (2.14) se puede escribir en la forma
e'dp = Adr, (2.15)

donde A? = E? + 2Le?* es constante. Sustituyendo entonces (2.9), se obtiene

la expresién

n

o\ 2] 2
[1 - (—) } dp = Adr, (2.16)
a
la cual se puede resolver mediante el uso de una sustitucion trigonéometrica.
Si hacemos p = sin @, habiendo hecho antes p = p/a, la relacién anterior se

reduce a

acos" ™ §df = Adr. (2.17)

Aplicando entonces integracién por partes, obtenemos la siguiente formula de

recurrencia:
5(1— 32)2 A
/cos"+1 gap— LL=P)7 /Cos"_l 0do = =, (2.18)
n+1 n—+1 a
donde n € Z*.

Vamos ahora a calcular la expresion anterior para algunos valores de n, con

el fin de determinar una relaciéon general; asi, tomando n = 1, tenemos

2 _ﬁ(l—ﬁz)% }/ _Amnp
/cos 0do = 5 —|—2 do = pa (2.19)

de modo que

=

A 5(1— 2 1
np _ Pl 2" )’ 4 isin_lﬁ+C’1D, (2.20)
a

donde C}p es una constante de integracion y el subindice D indica que estamos

dentro del disco.
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De igual manera, cuando n = 2 tenemos

A ~2
T /0083 9d6 = p {1 — %] + Cap, (2.:21)
a
mientras que cuando n = 3
3
A 6 (1—p°)°
3D _ /0053 0d0 — % + Z /cos2 0de, (2.22)
a

de modo que podemos reemplazar cos?@ del caso n = 1 y tendremos

A 5 (1— p? A
73D :/00839d9: Pl P) +3 TlD.
a 4 4a

3
2

(2.23)

Continuando con otros valores de n podemos ver que, para valores enteros de

n mayores que 2, tendremos la siguiente férmula de recurrencia:

ATup p(1 —ﬁz)% N n  ATm—2)D

= , (2.24)
a n—+1 n-+1 a

donde, como ya hemos mencionado, n es un nimero entero positivo.

Por otra parte, para valores reales de m mayores que cero, hagamos la
sustituciéon u = p?, lo que transforma la relacién (2.16) en

%/u‘lﬂ(l — u)"2du = é/alT, (2.25)

a

La integral del lado izquierdo de la ecuacion se puede expresar en términos de

la funcién beta incompleta [1],[2], [8] como

1 1 n 1 n 3

§Bu (57 5 + 1) = VuF (57 DX §7U) ) (2.26)
donde B, = (p,q) es la funcién beta incompleta, y F(b,c,d;u) es la funcién

hipergeométrica, la cual converge para valores reales n > 0, y su radio de

convergencia es | u |< 1.
En términos de p, tendremos la expresién

n 1 n 3 Ar,
_ 212 g5 5 L Y _ nD
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en la cual el radio de convergencia es 0 < p < 1. Aunque esta ultima relacion
es mas general que (2.24), solamente conviene utilizarla para valores de n no
enteros mayores que cero, mientras (2.24), por su forma simple, se puede utili-
zar para valores enteros positivos de n. Por otra parte, para dp/dt, utilizando
(1.43), tendremos la igualdad

a  E

(2.28)

Es claro que esta relacién tiene la misma solucién de la ecuacion (2.14), difi-
riendo sélo en una constante. En el caso especial en que hagamos E = e?¥,

tendremos exactamente la misma solucién para 7 =7(p) y t = 7(p).

Habiendo ya definido las relaciones para p con 7 y t, pasemos ahora a
graficarlas para andlizar su comportamiento. Las funciones 7 = 7(p) para los

primeros ocho valores enteros de n son:

A % 1
b _ g\/ﬁz -1+ 3 arcsin(p) + Cip, (2.29a)
a
A .
LR S e (2.29)
a 3
Amsp P /= o\ 3 o
=3 /p? — 1 (5 —2p ) + 3 arcsin(p) + Csp, (2.29¢)
a
Anp . 2p° P
a —P—?+€+C4D, (2.29d)
ATSD ﬁ ~9 ~2 ~4
= — —1(33—-26 8
—=gVr-1( ph+8p") +
)
T arcsin(p) + Csp, (2.29¢)
Argp 5 30"
. PP +?_7+C6D7 (2.291)
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Ao _ Py (279 — 1267 + 2005* — 485°)

a 384
—|—3—5 arcsin(p) + Crp, (2.29g)
128
AZ;D :ﬁ_%ﬁ’+%f35_47f37+%9+0w (2.201)
e . , . :
L 1
ol ]
ol ]
ol i
osl
02 |
n 1
o ” v " 08 1
F;

Figura 2.1: Variacién del tiempo propio, o del tiempo de Weyl, para una
geodésica radial, nula o temporal, dentro de una fuente tipo Bonnor y Sackfield,
paran=1,2,3,4,5,6,7,8,10,12,14,16, y C,p = 0 en forma descendente.

En la figura 2.1 se presenta la variacion del tiempo propio, o del tiempo de
Weyl, en funcién de p, para una geodésica radial, nula o temporal, dentro de
una fuente tipo Bonnor y Sackfield, paran =1,2,3,4,5,6,7,8,10,12, 14,16, y
C,p = 0. Igualmente se analizo el comportamiento de 7, o ¢, para valores reales
positivos de n, usando la relacién (2.27), y en todos los casos se encontré un

comportamiento similar al observado en la figura 2.1.
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2.3.2. GEODESICAS EN EL EXTERIOR DEL DISCO

Para el caso de geodésicas nulas en el exterior del disco, al reemplazar (2.13)

en (1.47), se obtiene la expresién

/2 2\
eldp = (M) dp = Edr. (2.30)

p

Ahora bien, si hacemos el cambio de variable p = seca, donde p = p/a,

obtenemos integrando por partes

soon+1 on

sin" " o sin” av L Er,r

—da = —n [ sin" ada = : (2.31)
cos? o Cos (v a

donde el subindice F' indica que estamos fuera del disco.

Calculando la expresion anterior para diferentes valores de n, enteros posi-

tivos. Tomando n = 1 tenemos

E
nr _ v/ p? — 1 — arctan (x/ﬁz - 1) +Cir, (2.32)

a

donde Cr es una constante de integracion. Igualmente, para n = 2 se obtiene

el resultado

E 21
o p+ F + Car, (2.33)

a

Para valores de n no enteros no es posible integrar la expresién (2.30), asi que

solo consideraremos el caso en que n es un entero positivo.

Deduzcamos ahora una relacion entre las contantes dentro del disco con las
constantes fuera de él. Para ello se debe cumplir que, al evaluar en p = 1 las

funciones dentro y fuera del disco tienen que ser iguales; en forma general,
Top(p=1)=mpr(p=1). (2.34)
Por ejemplo, cuando n = 1, obtenemos

Z + Cip = Cir, (2.35)
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para valores arbitrarios de C1p y Cip. Supongamos que C;p = 0, entonces
Cir = /4. Introduciendo estos casos particulares de las constantes, las fun-

ciones se convierten en
(2.36)

o .
b g\/ = arcsm
a
E
nir =P —arctan(y/p? — 1) + % (2.37)
a
En general, para valores impares de n, tomando n = 2m + 1 las constantes
obedecen la relacion
2k+1
H (Qk n 2) + Cam+1)p = Ciam+1)F (2.38)
k=
Las funciones 7(p), fuera del disco, paran =1, 3,5y 7 son
E
ﬁF:\ﬁ?—l—M&m1/?—1+%, (2.392)
a
Ersp —~ 14 2p° 3 — 3T
= p?—1 (Tpﬁ — iarctan p?—1+ 16 (2.39Db)
E 1+ p? 15
Br _ p?—1 (%) -y arctan \/p? — 1
p
5
W (2.39¢)

a
1
— 3—25in [4arctan VP — 1} + 3
a 35
) — —arctan/p? — 1

Erp _ 47+ 32p
P 4772 16

a
)
i [4 arctan \/p? — 1]

(2.39d)

— @ S1n
1 35
+ ——sin [6 arctan \/p? — 1} + ﬁ

192
En la figura 2.2 se presentan las graficas de las geodésicas radiales nulas
dentro y fuera del disco de Bonnor y Sackfield, para n = 1,2,3,4, C,p = 0,
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Figura 2.2: Variacién del tiempo propio a lo largo de una geodésica nula radial,
dentro y fuera del disco de Bonnor y Sackfield, para n = 1,2,3,4, C,p = 0,
ClF = 71'/4, CQF = —4/3, CgF = 37T/16 y C4F = —32/15

Cip = 7m/4, Cop = —4/3, C3p = 31/16 y Cyp = —32/15. Para el caso de
geodésicas temporales, el comportamiento es similar, asi que no presentamos
las graficas correspondientes. Es claro, que parat — oo 0 7 — 00, p — 00, €s

decir, el fotén se demora un tiempo infinito en llegar al centro del disco.s

2.4. GEODESICAS NO RADIALES

2.4.1. ANALISIS CUALITATIVO

Para hacer una clasificacién de las érbitas en relatividad general se intro-
duce una funcién energia mediante la relacién

_ P
E=vy+Z, (2.40)
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de tal manera que £ se puede interpretar como la energia por unidad de masa.
Si representamos el potencial efectivo V,; en funcién de p, es posible hacer una
descripcién cualitativa de los tipos de movimientos posibles. Reordenando la
expresion (1.41) en la forma (2.40), podemos escribir

2 49
Lpez } -

26 =p* e W [-2@” ~-E*+ (2.41)

Se advierte enseguida que la energia que estamos considerando es £ = 0, y el

potencial efectivo serd

(2.42)

L2 49
Wep=e? [—256” S } .

2
p
Este potencial nos sirve para hacer un analisis cualitativo de la posibles érbitas
de un campo gravitacional estatico y axialmente simétrico, tanto para particu-

las masivas como para particulas de masa cero.

Para el caso de una fuente tipo Bonnor y Sackfield, el potencial efectivo

dentro del disco esta dado por

oV, = ! { A2+BZ}<0 (2.43)
ST ) '
donde n, —A% = —2Le?¥ — E? y B? = L?¢' /a? son constantes, y la condicién

2V.s < 0 se impone para garantizar que se cumpla la expresién (2.41). Ahora
bien, B > 0, y 1/(1 — p?)" > 0 entre 0 < p < 1 para cualquier real n > 0;
por lo tanto, la constante A tiene que ser positiva, es decir, E > v/—2Le?. La
relacién (2.43) se cumple entonces para p > (B/A), por lo que el dominio de
Ver sera

B
—<p<l1 2.44
T <p<l, (2.44)

lo que implica que la particula estara confinada a moverse entre los limites

Pin = (BJA) y p=1.

Para asignar valores a las constantes se debe cumplir que 0 < A < B para

cualquier valor de A, B y n. En la tabla 2.1 se encuentran los valores de las
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n| A% | B2| E? L?/a?

11100 1 |123.14|1,87%1073
1180 | 1 |103.14|1,87%1073
1160 | 1 | 83.14 |1,87*1073
1140 | 1 | 63.14 | 1,87%1073
1130 1 | 5314 |1,87%1073
1120 | 1 | 43.14 | 1,87%1073
1010 | 1 | 33.14 |1,87«1073
21100 | 1 | 184.77 | 5,90 % 102
2180 | 1 |164.77 | 5,90 1072
2160 | 1 |140.77 | 5,90 x 1072
2140 | 1 |120.77 | 5,90 %« 1072
2130 | 1 |110.77 | 5,90 « 102
2120 | 1 |100.77 | 5,90 x 1072
2110 | 1 | 90.77 | 3,49%10°¢

Tabla 2.1: Valores de las constantes para el potencial efectivo

constantes para n = 1,2. El comportamiento del potencial efectivo se ilustra
graficamente en la figura 2.3. Es obvio, por la forma del potencial efectivo, que
no vamos a tener orbitas circulares debido a que no tenemos un punto critico

para la funcién V.

Veamos ahora cual es el potencial que nos determina las orbitas fuera del

disco. Al introducir (2.13) en (2.42), tendremos:

2n

L? P
+a%f4WMt<pLU. (2.45)

Podemos obtener las contantes £? v L? fuera del disco relacionandolas con las
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Figura 2.3: Potencial efectivo dentro de una fuente tipo Bonnor y Sackfield,
paran = 1, y los valores de A y B dados en la tabla 2.1.

constantes dentro del disco de la siguiente forma:

E?* = A? —2Le*, (2.46)
L? ~
5= B, (2.47)

donde ¢ = /nm/2, lo que garantiza que E? va a ser positivo.

Asignando diferentes valores para A y B, se obtienen los valores dados en
la tabla 2.1, donde aparecen diferentes valores de n, A, B, asignados para el
potencial dentro del disco. Para fuera del disco tomamos los valores de E? y
L?. El potencial se comparta de la misma forma para todos los valores dados
en la tabla 2.1. Los valores de L? no alteran el comportamiento del potencial
efectivo, por eso en la grifica tomamos para todos los casos el mismo valor.

Recordemos que para geodésicas nulas se tiene que E? = A.
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En las figuras 2.4 y 2.5 se representa graficamente el potencial efectivo para
geodésicas nulas, figura 2.4, y temporales, figura 2.5, con n = 1 y diferentes
valores de las constantes £? y L2. De las graficas 2.3, 2.4 y 2.5 se puede ver
que la particula tiene un punto de retroceso en p = i = B/A; es decir, la
particula viene desde p = oo hasta un punto de retorno y se aleja de nuevo al

infinito. Lo anterior implica que no existen orbitas cerradas.

100 T T T T T T T
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-300
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Figura 2.4: Potencial efectivo fuera del disco, para 2L = 0, n = 1, y los valores
de las constantes dados en la tabla 2.1.

2.4.2. ANALISIS CUANTITATIVO

Resolveremos ahora la ecuacion diferencial de movimiento en coordenadas
polares planas. Reescribiendo la relacién (1.45) en términos de los potenciales

de Bonnor y Sackfield dentro del disco, tendremos

51— 3\ 45
dp = iMd_f” (2.48)
(7% = Drin)® P
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Figura 2.5: Potencial efectivo fuera del disco, para 2L = —1, n = 1, y lo valores
de E? y L? que aparecen en la tabla 2.1

donde g2, = L?e"™ /a?(E? + 2Le*) y el signo + corresponde a las dos raices
de la ecuacién. Para el caso de geodésicas nulas tomamos 2L = 0, mientras que
para geodésicas temporales tomamos 2L = —1, asi que la ecuacién diferencial
es equivalente en ambos casos, difiriendo solo en el correspondiente valor de
la constante A2, por lo que la solucién puede utilizarse tanto para geodésicas
nulas como para temporales. Mediante esta expresion podemos establecer nue-
vamente que el dominio de p estd dado por (2.44), asi que el movimiento de la
particula estd limitado dentro del disco; sin embargo, esto no significa que la

dOrbitas sean necesariamente cerradas.

La ecuacién (2.48) tiene solucién analitica cuando n es un entero par, co-
mo puede verse haciendo la sustitucién p = P, csc ¢, la cual reduce dicha

ecuacién a la forma
— (1= PR s 9)"? dgp = +dp. (2.49)
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La solucién de esta integral esta expresada en términos de las funciones arctan ¢

y cot™ ¢, donde m depende del valor de n; por ejemplo, para n = 2, obtenemos

©(+)2p = — arctan (%) — Pmin\/ % — Pruin + Cly2D, (2.50)

o) = () [ 250

mientras que para n = 4, tendremos

Pmin ~ ~
pean(p) = 2= (P + 2P = 6) \/ P = Prum
(2.52)
— arctan _ Prmin__ +C
~2 ~2 (+)4D7
V P~ Pmin
. Pmin [ ~2 952 6 ~9 9
¢(—)4D(p> 3 ( + Pmin ) Y Pmin
(2.53)

p - p?nm

+ arctan <7pmzn ) + C—up,

y asi sucesivamente para otros valores pares de n.

Determinemos ahora los valores de las constantes teniendo en cuenta que,
en p = Pmin, se debe cumplir que @ 4)2mp = Y(-)@2m)p. En forma general se
cumple que

™
—5 + C)emp = =35t C-)em)p- (2.54)

Asignando, por ejemplo, los valores de Cyyop = 7/2, y C(_yop = —7/2, las

funciones para n = 2, son:

©(+)2p = — arctan (#) Prin A} P2 — Pin + (2.55)
p _pmzn

min s
Q(—y2p = arctan _ Pmin__ + Prmin\/ P> — Plrin — = (2.56)
V p - pmm 2
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e igualmente para otros valores pares de n. Escogiendo las constantes de es-
ta manera se garantiza que, para cualquier valor par de n, ©(pmin) = 0, de
tal manera que la érbita es simétrica con respecto al eje x en coordenadas

cartesianas.

Ahora bien, para cualquier otro valor de n diferente de un entero par,
la ecuacién (2.48) debe resolverse numericamente. Utilizando el método de
Runge-Kutta de cuarto orden, las condiciones iniciales dadas por ¢(pmin) = 0
y los valores consignados en la Tabla 2.2, la ecuacién (2.48) se resolvio nu-
mericamente para diferentes valores enteros y no enteros de n. Los resultados
obtenidos, tanto para n par como para cualquier otro valor de n, se utilizan
entonces para determinar el valor de ¢ en el borde del disco, cuando p =1, el
cual proporciona la condicion inicial para resolver la ecuacion diferencial en la

parte exterior al disco.

Para la regién exterior al disco la ecuacién diferencial de la orbita (1.45)
toma la forma
o Po1\ [(E2+2L™\ ., 177 dp
== (T) [(W) e pt — 1} rE (2.57)
donde 1 estd dado por (2.12). En este caso la ecuacién debe rersolverse in-
dependientemente para geodésicas nulas y para geodésicas temporales, dado
que el término e? depende de p. Al igual que para la regién interior del dis-
co, la ecuacién se resolvio numericamente, para diferentes valores enteros y no
enteros de n, a través del método de Runge-Kutta de cuarto orden, con las
condiciones iniciales dadas por la solucion interior evaluada en p = 1 y los
valores de las constantes consignados en la tabla 2.2. Para asignar valores a

las constantes se tuvieron en cuenta las relaciones (2.46) y (2.47).

Para cualquier valor de n la grafica de la érbita tiene un comportamiento si-

milar, por tal motivo en forma de ejemplo graficamos los valores de n = %, 1,2,3
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n | A2 E% =A% E2 | E3a/L% | i | (5 =1)
05| 100 | 1 100 | 109.22 | 8501.97 | 0.1 | 1.314
05|25 | 1 25 3422 | 212549 | 0.2 | 1218
05| 25 | 4 25 3422 | 531.37 | 04 | 0.974
05| 25 | 9 25 3422 | 23617 | 0.6 | 0.706
05| 25 | 16 25 3422 | 132.84 | 0.8 | 0.406
1 (100 1 100 | 123.14 | 53549.17 | 0.1 | 1.290
1251 25 48.14 | 53549.17 | 0.2 | 1.167
1|25 4 25 48.14 | 3346.17 | 0.4 | 0.881
12509 25 48.14 | 1487.48 | 0.6 | 0.583
1| 2516 25 48.14 | 836.70 | 0.8 | 0.284
2 | 100 1 100 | 185.02 | 722835 | 0.1 | 1.371
2 | 25 | 1 25  |100.02 | 722835 | 0.2 | 1.173
2 | 25 | 4 25  |100.02 | 45177.18 | 0.4 | 0.792
2 |25 |9 25 | 100.02 | 20078.75 | 0.6 | 0.447
2 | 25 | 16 25 |100.02 | 1129430 | 0.8 | 0.163
3 1100 1 100 | 330.77 | 5325229 | 0.1 | 1.212
3125 1 25 | 255.77 | 1331317 | 0.2 | 1.020
3125 4 25 | 255.77 | 332827 | 0.4 | 0.627
3125] 9 25 | 255.77 | 147923 | 0.6 | 0.298
312516 25 | 255.77 | 83206 | 0.8 | 0.078

Tabla 2.2: Valores de las constantes para la orbita
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que corresponden a las gréficas (2.6), (2.7), (2.8) y (2.9), respectivamente. To-
das las graficas que mostramos a continuaciéon corresponden a trayectorias de
rayos de luz. En el caso de érbitas temporales se encontro que las trayectorias
nulas pueden representar sus érbitas sin distincién alguna, por lo que dichas
orbitas estaran representadas igualmente mediante las siguientes graficas. To-
do esto en concordancia con el andlisis cualitativo que se realizo previo a la

solucién de la ecuacién diferencial de la 6rbita.

Figura 2.6: Orbitas para geodésicas nulas no radiales tomando n = 1/2 y los
valores de las constantes consignados en la tabla 2.2.
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Figura 2.7: Orbitas para geodésicas nulas no radiales tomando n = 1 y los
valores de las constantes consignados en la tabla 2.2.

Figura 2.8: Orbitas para geodésicas nulas no radiales tomando n = 2 y los
valores de las constantes consignados en la tabla 2.2.
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=
T

Figura 2.9: Orbitas para geodésicas nulas no radiales tomando n = 3 y los
valores de las constantes consignados en la tabla 2.2.
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Capitulo 3

CONCLUSIONES

En este trabajo se obtuvieron las ecuaciones que gobiernan las trayectorias
de las particulas en presencia de un campo gravitacional estdtico y axialmente
simétrico: un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias de segun-
do orden no-lineales. Posteriormente se demostré que las ecuaciones se pue-
den reducir a ecuaciones diferenciales de primer orden de variables separables,
tomando la constantes de movimiento, utilizando el formalismo Lagrangiano
y reduciendolas al plano ecuatorial. Las expresiones obtenidas son generales,
pues tomando 2£ = 0 en cada una de ellas se obtienen las ecuaciones para
geodésicas nulas, mientras que las geodésicas temporales se obtienen toman-
do 2L = —1; igualmente, las expresiones son validas para geodésicas radiales,

tomando L = 0, o para geodésicas no-radiales, tomando L # 0.

Las expresiones generales se solucionaron para el caso particular de una
familia de discos tipo Bonnor y Sackfield, tanto dentro como fuera del disco, y
para geodésicas nulas y temporales. Para ello, se tomo primero el caso especial
en que la trayectoria es radial para un rayo de luz. Encontrando que un fotén
que se mueve en direccién radial se demora un tiempo infinito en alcanzar el

centro de la galaxia. Vedse figura (2.2)
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Por otra parte, para solucionar la ecuacién diferencial de la érbita (1.45),
se realizé un andlisis cualitativo del potencial efectivo que genera un campo
tipo Bonnor-Sackfield (2.42), nuevamente para dentro y fuera del disco, y para
geodésicas nulas y temporales. De lo cual se concluyé de manera general que
por la forma del potencial (figuras 2.3, 2.4, 2.5 ) que no es posible tener érbitas
circulares ecuatoriales en un espacio-tiempo de Bonnor-Sackfield. Ademas, se
demostré que la particula tiene un punto de retroceso en p = pyin; es decir, la

particula viene desde el infinito hasta p = p,., v se aleja de nuevo al infinito.

Para terminar, una vez hecho este andlisis, se solucioné (1.45). Esta ecua-
cién tiene solucién analitica dentro de la fuente s6lo cuando la relacién (M /a)?
en un numero par, en los deméas casos se solucioné en forma general por me-
dio de métodos numericos, bajo la condicién inicial dada por (2.54). Para el
exterior del disco la ecuaciéon no tiene solucién analitica para ningin valor
de (M/a)?, por lo que se utilizo nuevamente métodos numericos para solu-
cionarla, esta vez bajo las condicién inicial ¢(pmin) = 0. Se encontré que el
comportamiento general de la 6rbita de la particula es igual para geoédsicas
nulas y temporales, como se puede ver en las graficas (2.6), (2.7), (2.8) y(2.9).

Claramente se vio que los resultados concordaban con el andlisis cualitativo.
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