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Resumen

Titulo: Tipos de demostraciones que realizan estudiantes en un curso de Precalculo
Autor: Marilyn Lizeth Antonio Osma ™

Palabras Clave: Demostracion, Precalculo, Geogebra

Descripcion: En el presente documento se identifican algunos tipos de demostraciones que logran realizar
estudiantes de nuevo ingreso a la universidad en la resolucidn de problemas de variacion, aproximacion y tendencia
dentro de un curso de Precalculo mediado por el software de matematica interactiva Geogebra, donde se asume la
demostracion como un proceso que incluye todos los argumentos planteados por los estudiantes para explicar, verificar
justificar o validar con miras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes y al profesor de la veracidad de una
afirmacion matematica (Fiallo, 2011), para ello se distinguen 5 tipos de demostracion empirica o inductiva (Empirismo
Ingenuo inductivo, Experimento Crucial Basado en el Ejemplo, Experimento Crucial Constructivo, Ejemplo Genérico
Analitico y Ejemplo Genérico Intelectual) y 4 de demostracion deductiva (Experimento Mental Transformativo,
Experimento Mental Estructural, Deductiva Formal Transformativa y Deductiva Formal Estructurada).

La argumentacién y la demostracion son procesos propuestos desde los lineamientos nacionales y los estandares
internacionales, se plantean para la educacién bésica y media, y coinciden en que los estudiantes al iniciar la vida
universitaria deberian realizar demostraciones deductivas formales, pero la realidad es otra, dado que un gran
porcentaje de los estudiantes colombianos justifican sus razonamientos haciendo uso de ejemplos, lo que indica que
sus razonamientos son de tipo empirico.

En esta investigacion se evidenciard que los estudiantes que inician su vida universitaria hacen uso de ejemplos para
sustentar sus conjeturas, lo que nos lleva a concluir que las demostraciones que los estudiantes logran realizar dentro

del curso de precalculo ofrecido por la Universidad Industrial de Santander son GUnicamente de tipo empirico.

* Trabajo de Grado
" Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jorge Enrique Fiallo Leal. Doctor en Didactica de las
Matematicas
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Abstract

Title: Types of proof performed by students in a pre-calculus course
Author: Marilyn Lizeth Antonio Osma!

Key Words: Proof, Precalculus, Geogebra

Description: This document identifies some types of proof that new university students manage to perform
in solving variation, approximation and trend problems within a Precalculus course mediated by the interactive
mathematics software Geogebra, where the proof (Fiallo, 2011) as a process that includes all the arguments raised by
the students to explain, verify, justify or validate with a view to convincing themselves, other students and the teacher
of the veracity of a mathematical statement. They distinguish 5 types of empirical or inductive proof (Inductive Naive
Empiricism, Crucial Experiment Based on the Example, Crucial Constructive Experiment, Generic Analytical
Example and Generic Intellectual Example) and 4 deductive proof (Transformative Mental Experiment, Structural
Mental Experiment, Formal Transformative Deductive and Structured Formal Deductive).

The argumentation and proof are processes proposed from the national guidelines and international standards, these
are proposed for basic and secondary education, and these agree that students at the beginning of university life should
carry out formal deductive demonstrations, but the reality is different, given that a large percentage of Colombian
students justify their reasoning using examples, which indicates that their reasoning is empirical.

In this research it will be shown that students who begin their university life make use of examples to support their
conjectures, which leads us to conclude that the demonstrations that students manage to perform within the pre-

calculus course offered by the Universidad Industrial de Santander are only empirical type.

“ Master Work
! Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jorge Enrique Fiallo Leal. Doctor en Didactica de las
Matematicas
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Introduccién

Tanto los estandares nacionales, como los internacionales coinciden en que los estudiantes en
todos los grados de escolaridad deberian ver el sentido de las matematicas, desarrollar ideas,
explorar fendémenos, justificar resultados y usar conjeturas con diferentes expectativas de
complejidad, iniciando con demostraciones de tipo informal y de forma evolutiva llegar a la
demostracion deductiva formal, tomando este razonamiento como un habito.

Es por ello que, grandes educadores matematicos se han interesado por estudiar la demostracion,
pero no como un producto, sino mas bien como un proceso dentro del aula de clase, considerando
la intuicién como una primera fase dentro del proceso de demostracion, dado que sus argumentos
se basan en que la formalidad y rigurosidad propias de las demostraciones deductivas formales son
matematica y légicamente exactas, pero no necesariamente contribuyen a la comprension de los
conceptos fundamentales de las matematicas.

Esta situacion no es ajena a nosotros, es decir, no es ajena a la realidad de la Universidad Industrial
de Santander, dado que en un gran porcentaje de los colegios colombianos no se promueve el
proceso de demostracion y los estudiantes al iniciar su vida universitaria fracasan en los cursos del
ciclo béasico, en particular, en el curso de Célculo Diferencial, debido a que este curso se presenta
bajo un enfoque formal y riguroso.

No obstante, el grupo de investigacion en Educacion Matematica (EDUMAT-UIS) ha propuesto
un curso laboratorio de Precalculo, que se centra en la comprensién de los conceptos
fundamentales del Calculo (Variacién, cambio, aproximacion y tendencia), cuya metodologia esta
basada en la resolucién de problemas y ademas uno de sus objetivos principales es promover el

proceso de demostracion.
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Es entonces, que teniendo en cuenta la demostracién como el proceso que incluye todos los
argumentos planteados por los estudiantes para explicar, verificar, justificar o validar con miras a
convencerse a si mismo, a otros estudiantes y al profesor de la veracidad de una afirmacion
matematica (Fiallo, 2011) nos propusimos identificar los tipos de demostraciones que realizan los
estudiantes de nuevo ingreso a la universidad en la resolucion de problemas de variacion,
aproximacién y tendencia, dentro de un curso laboratorio de Precélculo mediado por el software

de matematica interactiva Geogebra.
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1. Planteamiento del problema

Gonzélez (2004) afirma que Newton y Leibniz son los verdaderos creadores del Célculo
Infinitesimal, sin embargo, estos dos genios encontraron un terreno explorado ampliamente por
un gran nimero de matematicos como Arquimedes, Oresme, Kepler, Cavalieri, Torricelli,
Fermat, Pascal, Roberval, Wallis, Barrow, entre otros, quienes habian desarrollado, en la
resolucion de ciertos problemas, una variedad de métodos y técnicas infinitesimales, de las que
Newton y Leibniz concluyeron el algoritmo universal que constituye el Célculo Infinitesimal.
Sin embargo, cuando se realiza una mirada a los antecesores del Célculo, se puede observar que
muchos de los trabajos realizados fueron empiricos, o mas bien, no del todo deductivo, formal
y riguroso. Por ejemplo, Eudoxo de Cnido?, de la Academia platdnica, aproximadamente en el
siglo V a.C. logr6 introducir y demostrar la idea de “tan pequefio como se quiera” a través de
la Teoria de la Proporcion, que se desarrolla en tres fases: una definicién, un axioma (Axioma
de continuidad) y un método (Método de exhaucion), imponiendo asi, un fuerte rigor légico, y
propiciando la codificacion axiomatico-deductiva de la geometria inmersa en los Elementos de
Euclides, que establece un rigido modelo de exposicion y demostracion en casi toda la

Matematica griega.

En los siglos XVI y XVII, los matematicos retoman algunas obras clasicas griegas, pero notan
que la Geometria griega, y en particular las obras de Arquimedes, los priva de ver la forma en

la que habian sido descubiertos los resultados. Por ejemplo, se ignora el sistema por el que

2 Eudoxo de Cnido fue un filésofo, astrénomo, matematico y médico de la Antigua Grecia, pupilo de Platén.
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Arquimedes habia obtenido los resultados acerca de las cuadraturas y cubaturas®. Sin embargo,
algunos de los estudiosos méas importantes (Fermat, Descartes, Torricelli, Wallis, ...), cultivan
la sospecha de que Arquimedes tenia a su disposicion un método de descubrimiento sustentado
en el Algebra; que solo en el siglo XX, cuando se conoce la obra “El método™ de Arquimedes,
son revelados los procedimientos de la Mecénica, no del todo rigurosos, que precedian sus
descubrimientos; y que fueron omitidos en todas sus memorias cientificas. La Matematica
del siglo XVI1I presenta un cambio radical respecto a la Matematica clésica griega, donde el
paradigma estilistico y demostrativo que impuso la filosofia platonica fue reemplazado por el
principio de que lo que importa es la consecucion de nuevos resultados, aunque no muestre
rigurosidad alguna. Es decir, se impone el lema “primero inventar, después demostrar”

(Gonzélez, 2004).

Como se ha encontrado en diferentes investigaciones, la Matematica griega se caracteriza por
su alto grado de rigor y es la fuente de formacion y de inspiracion de los matematicos. Sin
embargo, se abandonan y critican sus métodos porque no son heuristicos, por lo que, en el siglo
XVII, tras la recuperacion, reconstruccion, divulgacion y asimilacion del legado clasico, se
impuso una nueva actitud hacia los problemas matematicos, permitiendo el desarrollo de nuevas
técnicas infinitesimales, que permitieran obtener de forma directa algunos resultados, aunque
fuera a costa del rigor. En cuanto al calculo infinitesimal, en los dos primeros tercios del siglo
XVI1, los indivisibles, lo infinitamente pequefio, los incrementos evanescentes, las cantidades

despreciables, etc., se trabajan de forma empirica, desarrollando asi, multitud de técnicas y

3 Cubatura es un término en desuso que se refiere al volumen. Este término también se define como el

procedimiento para determinar un cubo del mismo volumen que un cuerpo dado.
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métodos infinitesimales, que contribuyen a resolver de forma sorprendente antiguos y nuevos
problemas, bajo la accion de profundas intuiciones, que supliendo la falta de rigor, evitan las
contradicciones y el absurdo donde podia haber llevado tanto desenfreno conceptual,
conduciendo al descubrimiento simultdneo del Calculo Infinitesimal por parte de Newton y

Leibniz (Gonzélez, 2004).

Es por ello, que grandes exponentes de la Educacion Matematica se han interesado por el
cambio del estudio formal y riguroso del calculo, considerando la intuicién y las aplicaciones del
mismo, sustentandose en que el pensamiento tradicional es matematica y légicamente exacto,
pero no contribuye a la comprension de conceptos fundamentales, debido a que, cuando el
analisis matematico es desarrollado de forma abstracta no alcanza a tener un verdadero
significado para la mayoria de los alumnos. Es decir, las ideas basicas del calculo permanecen
escondidas bajo una capa de formalismo, negando al estudiante la posibilidad de una
comprension autentica y de pensar la matematica como una actividad humana cercana a todos

(Imaz y Moreno, 2014).

Como una forma de contribuir a ello, los Principios y Estandares de la Educacion Matematica

(NCTM, 2003) y los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) sugieren

acoger el proceso de demostracion, entre los otros procesos, desde los grados inferiores de
escolaridad con el fin de que al avanzar en ellos, este proceso se vaya refinando y se pueda
llegar a la demostracion deductiva formal al finalizar el bachillerato, sin embargo, por diferentes
factores esto no se cumple dentro de un gran porcentaje de los colegios colombianos, por lo que
muchos estudiantes al iniciar su vida universitaria fracasan en los primeros cursos del ciclo

béasico, en particular el calculo diferencial.
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Esta dificultad no es ajena en la Universidad Industrial de Santander, en donde los cursos de
matematicas y en particular el curso de Célculo diferencial presenta un enfoque formal y
riguroso, basado estructuralmente y bajo el orden de definicion, ejemplos, teorema,

demostracion, algunas notas y ejercicios.

Para abordar la problematica de la repeticion y pérdida de los cursos de célculo diferencial, y
teniendo en cuenta que la comprension preliminar intuitiva del calculo facilita el paso al rigor
matematico, desde el afio 2012, el grupo de investigacion Edumat UIS ha planteado un curso-
laboratorio de precalculo, desarrollado alrededor de los nucleos conceptuales de la variacion,
el cambio, la aproximacion y la tendencia; cuyo objetivo principal espromover el desarrollo del
pensamiento variacional, y cuya metodologia esta basada en la resolucion de problemas y la
mediacion de un software; esta propuesta sugiere el aprendizaje de dichos nucleos conceptuales,
a través de un acercamiento intuitivo, que propicie la realizacion de demostraciones cada vez
mas cercanas al rigor sin someter a los estudiantes al formalismo. Igualmente se propone

desarrollar las habilidades de los procesos matematicos, en particular el de demostracion.

Es por esto por lo que en este trabajo de investigacion se propone analizar los tipos de
demostracion que realizan los estudiantes en este curso, con el objetivo de contribuir a
comprender mejor el proceso de demostracion de los estudiantes que ingresan por primera vez

a la universidad.
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2. Objetivo de la investigacion

Identificar los tipos de demostraciones que realizan los estudiantes de nuevo ingreso a la
universidad en la resolucion de problemas de variacion, aproximacién y tendencia dentro de un

curso de precélculo mediado por el software de matematica interactiva GeoGebra.
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3. Revision de la literatura

En esta seccion se muestra una revision bibliogréafica de trabajos de investigacion relacionados
con: Concepciones de la demostracion y tipos de demostracion; Ensefianza del célculo,
Referentes curriculares; y contenidos del curso de calculo diferencial de la Universidad

Industrial de Santander.

3.1.Concepciones de la demostracion y tipos de demostracién
Balacheff (1988) presenta un estudio acerca de las concepciones de demostracion de los
estudiantes, desde el punto de vista de las practicas matematicas y plantea que los estudiantes
realizan los siguientes tipos de demostracion: empirismo ingenuo, experimento crucial, ejemplo
genérico y experimento mental, donde las tres primeras corresponden a demostraciones
empiricas y la Gltima a demostraciones deductivas informales. En este estudio se logran ver los
procesos de demostracion usados por los estudiantes al resolver un problema, a través de la
discusion verbal. “La diferencia entre las demostraciones empiricas es la forma como los
estudiantes seleccionan los ejemplos. En el empirismo ingenuo, el estudiante busca, muchas
veces de manera aleatoria, uno o varios ejemplos, que son percibidos como casos aislados. En
el experimento crucial, la demostracién se basa en la concepcion de gque todos los ejemplos se
comportaran de la misma manera, por lo que el estudiante elige ejemplos de manera cuidadosa
para que sean “especiales” y verifica en ellos la conjetura cuya veracidad quiere demostrar. En
el ejemplo genérico, el estudiante hace una busqueda cuidadosa de ejemplos, que son
representantes de sus clases y portadores de propiedades abstractas. La principal caracteristica

del experimento mental es que los ejemplos ya no forman parte de la demostracion, sino que
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son un complemento que ayuda al estudiante a encontrar propiedades y relaciones deductivas

para construir la demostracion” (Fiallo, Camargo, Gutiérrez, 2013)

Hanna y Jahnke (1993) sugirieren dejar en un papel secundario al rigor, argumentando que la
comprension y la aceptacion de un teorema son primordiales por parte de un alumno, ya que
los estudiantes comprenden mejor las demostraciones cuando se hace hincapié en la
comunicacion del significado méas que en la formalidad que sugiere un teorema. En este sentido,
De Villiers (1993) propone la verificacion, explicacion, sistematizacion, descubrimiento y
comunicacion como funciones de la demostracion. Planteando ademas que la conviccion de un
hecho no se consigue exclusivamente con una demostracion, ni la Gnica funcion de la
demostracion es la de verificacion/conviccion; ya que esta funcion carece de sentido para los
estudiantes en los casos evidentes o facilmente verificables, mientras que la funcion de
explicacion es mas significativa, es decir, en un contexto educativo debe ponerse mas atencion
a las funciones de descubrimiento y comunicacion, dejando la sistematizacion a los niveles mas

avanzados.

Posteriormente Harel y Sowder (1998), plantean un conjunto de categorias de demostraciones
empiricas y deductivas, haciendo una revision de una variedad de factores que influyen en el
aprendizaje de la demostracion, organizados desde los puntos de vista matematico e historico-
epistemologico, cognitivo, educativo, y socio-cultural. En este estudio, proponen la nocion de
“esquema de demostracion” como una herramienta para analizar las formas de conviccion o
persuasion, y clasifican las demostraciones de los estudiantes en esquemas. Dichos esquemas
son mutuamente exclusivos, pues un argumento de demostracion no puede ser de dos tipos a la
vez, pero es frecuente que los estudiantes utilicen mas de una clase de esquema en diferentes

partes de una demostracién (Fiallo, Camargo y Gutiérrez, 2013)
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Basados en las categorias propuestas por Balacheff (1988) y Harel y Sowder (1998), Marrades
y Gutiérrez (2000) plantean los siguientes tipos de demostracion: Fallida, empirismo ingenuo
perceptivo, empirismo ingenuo inductivo, experimento crucial basado en el ejemplo,
experimento crucial constructivo, experimento crucial analitico, experimento crucial
intelectual, ejemplo genérico basado en el ejemplo, ejemplo genérico constructivo, ejemplo
genérico analitico, ejemplo genérico intelectual; todos estos de tipo empirico y las que siguen
de tipo deductivo, que son fallida, experimento mental transformativo, experimento mental
estructurante, deductiva formal transformativa y deductiva formal estructurante; sin embargo,
Fiallo (2011, 2017) utiliza esta estructura en su investigacion y sugiere eliminar las
demostraciones tipo experimento crucial analitico e intelectual dado que estos dos tipos de
demostracion requieren de la habilidad de generalizacion; ademés de eliminar el ejemplo
genérico basado en ejemplo y constructivo, dado que estos dos tipos de demostracion no

requieren de la habilidad de generalizacion.

Antonini (2008) a través de entrevistas a estudiantes graduados avanzados, plantea un esquema
de categorizacion inicial de las estrategias utilizadas para producir ejemplos, que incluyen el
ensayo y error, la transformacion, y el analisis. En este estudio encontr6 que el hecho de generar
ejemplos no mejora la capacidad para escribir demostraciones, y la generacion de ejemplos por
si solo puede no ser suficiente para apoyar las actividades productivas para hacer
demostraciones; mas bien, los estudiantes pueden aprovechar de manera efectiva los ejemplos

que conducen a la apropiacion de la argumentacion deductiva.

Segun Stylianides (2009), la nocién de demostracion en las matematicas escolares se utiliza
para examinar si una justificacién puede ser aceptada como una demostracién legitima en el

aula donde se da la justificacion. Los estudiantes tienden a ser demasiado dependientes de



TIPOS DE DEMOSTRACIONES EN UN CURSO DE PRECALCULO

20

ejemplos y, a menudo infieren que un enunciado matematico es cierto sobre la base de la
verificacion de una serie de ejemplos que satisfacen la declaracion (Healy y Hoyles 2000;
Knuth et al., 2009; Porteous 1990). Komatsu (2016) reafirma que los procesos de los
estudiantes para demostrar y refutar se construyen utilizando un conjunto de reglas heuristicas,
donde una caracteristica destacada parte de la idea de aumentar los métodos empiricos, para

avanzar hacia lo deductivo.

3.2.Algunas investigaciones acerca de la ensefianza del calculo
Artigue (1998) argumenta que los métodos de ensefianza tradicionales a nivel universitario
tienden a centrarse en una practica algoritmica y algebraica del calculo, y a menudo se intenta
inculcar desde el inicio, los métodos tradicionales y rigurosos de la demostracion. Lo que
conlleva a que los estudiantes aprendan “el producto del pensamiento matematico” en vez del

proceso (Skemp, 1980).

Moreno (2014) analiza las dificultades ligadas a la complejidad matematica de los objetos
béasicos del calculo, a la conceptualizacion de la nocion de limite y a la ruptura del pensamiento
caracteristico del funcionamiento algebraico, mostrando que la ensefianza del calculo padece
de diversas patologias, que persisten y ademas son bastante complejas en el entorno educativo,
entre ellas estan lo que ¢l denomina “Una grave indigestion cronica” ocasionada por el exceso
de rigor que genera una confusion entre el analisis y el calculo; “‘un desorden inmunoloégico” que
genera una alergia a los infinitesimales; y “una atrofia muscular atipica” que culmina en el
aborrecimiento del estudio del calculo debido a la manipulacion de los textos de calculo y que

amenazan la ensefianza del mismo. Por lo que Moreno (2014) considera que “las dificultades
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de los estudiantes no provienen del célculo, sino de un curriculum artificial que es responsable

de gran parte de los obstaculos”.

Fiallo y Parada (2018) afirman que algunas de las dificultades ya mencionadas en el aprendizaje
del calculo, es que los estudiantes no cuentan con pre-saberes lo suficientemente sélidos que les
permita comprender los conceptos fundamentales del calculo diferencial, ademas el curso estéa
organizado por un conjunto de subtemas conectados de tal manera que el déficit en el manejo
de alguno de ellos no permite la comprensién real de los fendmenos de variacion y acumulacion.
Estos autores plantean una propuesta pata el estudio de cambio y la variacién, fundamentado
en elementos tedricos y metodoldgicos concernientes al desarrollo del pensamiento variacional
y una organizacion curricular alrededor de nucleos conceptuales, procesos y el uso de las
tecnologias. Se pretende aportar al desarrollo de procesos matematicos de los estudiantes,
particularmente a resolver problemas, comunicar, representar, proponer, comparar y ejercitar
procedimientos, y razonar y demostrar. En esta propuesta se asume el proceso de formulacion,
tratamiento y resolucion de problemas, como el proceso central, para el cual los procesos de
representacion, comunicacion, razonamiento, y proposicién, comparacion y ejercitacion de
procedimientos, sirven como puente y apoyo para la resolucion de problemas que involucran el

cambio, la aproximacion y la tendencia.

3.3.Aspectos curriculares sobre la argumentacion y la demostracion
Segun el NCTM (2003), una demostracion matematica es una manera formal de expresar tipos
particulares de razonamiento y de justificacion. Los estudiantes deberian ver que las

matematicas tengan sentido y al finalizar la escuela secundaria, deberian estar capacitados para
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comprender y elaborar demostraciones matematicas (argumentos deductivos y conclusiones

I6gicamente rigurosas a partir de la hipotesis).

En los Lineamientos Curriculares propuestos por el Ministerio de Educacion Nacional
Colombiano (MEN, 1998), se comenta que desde los inicios de la republica hasta la década de
los 70, la formacion matematica se relaciono con el desarrollo de capacidades de razonamiento
I6gico, por la abstraccion, el rigor y la precisién. Las matematicas se concebian como un cuerpo
estable e infalible de verdades absolutas, lo que solo queria estudiar, ejercitar y recordar un
listado de contenidos matematicos (hechos, propiedades, axiomas, definiciones, teoremas, ...),
sin embargo, a medida que se ha ido reflexionando acerca de la filosofia de las matematicas y
de la educacion matematica, estos argumentos comenzaron a ser cuestionados, dando paso a lo
que hoy en dia conocemos como “las matematicas por competencias”, donde se articulan un
conjunto de conocimientos, habilidades, actitudes, comprensiones y disposiciones cognitivas,
socioafectivas y psicomotoras apropiadamente relacionadas entre si para facilitar el desempefio
flexible, eficaz y con sentido de una actividad en contextos relativamente nuevos y retadores.
Esta nocion describe la competencia como el saber hacer en un contexto y situaciones distintas

de aquellas a las cuales se aprendié a responder en el aula de clase.

Es por ello, que estos lineamientos plantean que un estudiante matematicamente competente es
quien formula, plantea, transforma y resuelve problemas de la vida cotidiana; logrando analizar
la situacion, sustraer lo relevante en ella, y establecer relaciones, formando modelos mentales e
integrando el razonamiento, cuando se exige formular argumentos que justifiquen los analisis y
procedimientos realizados; y ademas, usa la argumentacion, la prueba y la refutacion, el
ejemplo y el contragjemplo, como medios para validar conjeturas y avanzar hacia la

demostracion.



TIPOS DE DEMOSTRACIONES EN UN CURSO DE PRECALCULO

23

Desde el pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos, los lineamientos
curriculares (MEN, 2006), se refieren al proceso de argumentacion y razonamiento, como a las
actividades basadas en el proceso de generalizacion que involucran la visualizacion,
exploracion y manipulacion de figuras y nimeros, analizar, reconocer, identificar y caracterizar
la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como describirla, modelarla y representarla

en distintos sistemas.

Desde los cursos de la escuela primaria, dentro del desarrollo de este pensamiento se propone el
analisis de los fendmenos de variacion representados en gréficas y tablas (intentando
precisar la magnitud de los cambios), ya en los cursos de la escuela secundaria, el sistema
algebraico estd mas ligado con la variacion, expresado por diferentes tipos de representaciones
(gestuales, lenguaje técnico u ordinario, numéricas, graficas e iconicas). Cabe resaltar que, las
situaciones que fomentan el desarrollo del pensamiento variacional dan multiples oportunidades
para la formulacion de conjeturas, la puesta a prueba, su generalizacion y argumentacion para

sustentar o refutar una conjetura.
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4. Marco teérico

Moore (1994) manifiesta que la dificultad en la demostracion radica en que estas experiencias en
secundaria solo son de tipo geométrico, por lo que tienen una perspectiva limitada. Por ello, los
estudiantes deberian ser expuestos al razonamiento matematico, tomandolo como un habito
mental, que solo se desarrolla mediante el uso coherente en muchos contextos. Ellos deberian
aprender lo que es aceptado como un argumento apropiado en clase de matematicas, dandose
cuenta de que el razonamiento matematico se basa en supuestos y reglas especificas. Se deberia
tener claro que hacer matematicas implica descubrir. Los alumnos de todos los niveles deberian
aprender a investigar sus conjeturas por medio de materiales concretos, calculadoras y otras
herramientas, y de forma creciente, segun avanzan en su escolaridad, mediante representaciones
y simbolos, con el fin de aprender a formular, perfeccionar y comprobar conjeturas desde la

escuela elemental.

Segun los Principios y Estandares de la Educacion Matematica (NCTM, 2003), por su
traduccion en espafiol, en los primeros niveles el razonamiento es informal comparado con la
deduccién légica de los matematicos. Las primeras tentativas de justificacion implican
estrategias de ensayo y error o el tratamiento no sistematico de muchos casos, sin embargo, con
los nifios es posible demostrar por contradiccion y pueden aprender a refutar conjeturas por
medio de contraejemplos. Ya en la escuela secundaria, deberia esperarse que los alumnos
construyan cadenas de razonamientos relativamente complejos y proporcionen argumentos
matematicos, comparen sus ideas con las de los demas, de tal forma que esto pueda ser Util para
modificar, consolidar o ampliar sus argumentos o su razonamiento. En los niveles superiores,

el razonamiento y la demostracion deberian constituir una parte natural y continua de las
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discusiones en clase, ya que esto capacita a los alumnos para abstraer y codificar sus
observaciones. El hdbito de preguntar por qué es esencial para que los estudiantes desarrollen un
razonamiento matematico sélido, los alumnos deberian comprender que el hecho de disponer
de muchos ejemplos que cumplan con la conjetura no la demuestra, mientras que un
contraejemplo si prueba que la conjetura es falsa. En los niveles de 9-12, los alumnos deberian
ver la potencia de las demostraciones deductivas para establecer resultados. Ademas, deberian
ser capaces de producir argumentos logicos y presentar demostraciones formales que
expliquen eficazmente su razonamiento, también deberian tener experiencias con pruebas
indirectas, y entender que ciertos resultados se demuestran mediante induccion matematica. Es
decir, en secundaria, sus criterios para aceptar las explicaciones de otros deberian llegar a ser
mas rigurosos y desarrollar un repertorio de razonamiento y demostracion cada vez mas
complejo. Los profesores deberian crear un ambiente propicio para discutir, preguntar y
escuchar, de tal forma que los estudiantes puedan buscar, formular y criticar las explicaciones
y discutir conjeturas, junto con la estructura logica de los argumentos; convirtiéndose en

comunidades de investigacion.

Desde la didactica de las matematicas se ha planteado que el papel de una demostracién no es
solamente mostrar la validez de un teorema sino también mostrar las razones de esta validez
(De Villiers, 1993). Una demostracion deberia permitir comprender el teorema, no solamente
decir qué es verdadero si no también justificarlo. En sintesis, una demostracion deberia
aumentar el grado de coherencia de los conocimientos de los estudiantes. A veces los
estudiantes tienen que hacer pruebas o comprobaciones empiricas después de una demostracion
porque la demostracién no los convence pues no ha logrado una comprension que previamente

no existia (Healy & Hoyles, 2000). Los estudiantes prefieren las argumentaciones donde las
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relaciones matematicas y los razonamientos se describen en el lenguaje comun
(argumentaciones narrativas) que utilizan diagramas y ejemplos, porque son mas préximas a su

manera de expresar una justificacion (Fiallo, 2011).

Este trabajo asume la siguiente caracterizacion de demostracion propuesta por Fiallo (2011),
donde se resalta la demostracion como un proceso, en el cual la hip6tesis de la argumentacion
previa a la demostracion puede ser Gtil 0 no en la construccién de la demostracion. Para lograr
que los estudiantes se comprometan con la construccién de una demostracion es importante que

desarrolle la habilidad de conjeturar.

4.1.Demostracion
Este estudio esta basado en la caracterizacion de Fiallo (2011, p.85), quien asume ampliamente
la demostracion como ‘el proceso que incluye todos los argumentos planteados por los
estudiantes para explicar, verificar, justificar o validar con miras a convencerse a si mismo, a
otros estudiantes y al profesor de la veracidad de una afirmacion matematica”. Esta postura
obedece a que las actividades propuestas por Fiallo y Parada (2018) cuentan con una
metodologia que le permite al estudiante argumentar la solucion a los problemas segun sus

nociones e ideas.

Cabe resaltar, que las caracteristicas de la demostracion no son diferentes de las de la
argumentacion, por el contrario, ella es un caso particular de argumentacién con unas
caracteristicas especificas. Las siguientes son las caracteristicas de la demostracion (Fiallo

2011, pp. 82-86).
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4.1.1. Caracteristicas funcionales
La demostracién tiene como objetivo validar un enunciado: Es una justificacion racional que
busca certificar la verdad dentro de una teoria matematica de una determinada manera. Tanto la
demostracidn, como la argumentacion, tienen como objetivo la bisqueda de las razones de la
“verdad”, sin embargo, la demostracion, tiene el objetivo de validar una tesis determinada a

través de un sistema axiomatico que la aparta de cualquier ambiguedad.

La demostracién es convincente y se dirige a un auditorio universal: Va dirigida a un
interlocutor universal, que esta representado por la comunidad matematica que reconoce el

valor de validacion y convierte en irrefutable lo que se afirma.

La demostracion es relativa a un campo: Las demostraciones matematicas se realizan con
argumentos analiticos relativos al campo determinado por el sistema axiomatico con el que se

trabaja.

4.1.2. Caracteristicas estructurales
La demostracion es una cadena deductiva de pasos, que estdn conformados por un modelo

estructural para la argumentacion en matematicas, el modelo de Toulmin.

Un argumento en el modelo de Toulmin esta compuesto por un esquema ternario formado por
(Pedemonte, 2005, p. 321 -322): un enunciado conclusion (que se pretende justificar), unos
datos (sirven para justificar el enunciado), y un permiso de inferir (es un teorema que permite
el paso de los datos a la conclusion). Por medio de una demostracién, puede construirse un

nuevo enunciado a partir de los axiomasy los primeros principios (Fiallo, 2011).
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Figura 1. Esquema de Toulmin

D: Datos E: Enunciado conclusion

Pi: Permiso de inferir

Fuente: Fiallo, 2011, p.77

4.1.3. Clasificacion de los tipos de demostracion
En el &mbito escolar se construyen demostraciones empiricas y deductivas de diferentes tipos

(Fiallo, 2011) que describiremos y definiremos brevemente a continuacion:

Figura 2. Tipos de demostracion

Tipos de
demostracion

1 1
Demostraciones Demostraciones
empiricas deductivas
| |
1 | 1 1 1
Experimento Ejemplo Experimento Deduccion
Empirismo Ingenuo Crucial (EC) Genérico (EG) Mental (EM) formal (DF)
Inductivo (EIl)
Experimento crucial Experime Deduc
basado en el ejempld] =i Ejemplo Genérico | [ nto Mental - tiva Formal
(ECB) Analitico (EGA) Transformativo Transformativa

(CaaT) (oo

Ejemplo Genérico | ] Experimento Mental Deduccion formal

Experimento crucial
Intelectual(EGI) Estructural(EME) Estructural (DFE)

constructivo (ECC)

Fuente: elaboracidn propia

Estos tipos de demostracion surgen de la propuesta de modificacion que hace Fiallo (2011) a
los tipos propuestos por Marrades y Gutiérrez (2000). Los esquemas de Toulmin son propuestos

por Fiallo (2011) al considerar la demostraciéon como un caso particular de argumentacion.
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Demostraciones empiricas o inductivas
Se caracterizan por el uso de ejemplos como el principal elemento de conviccion. Los estudiantes
aceptan la veracidad de las conjeturas después de que han observado regularidades en uno o méas
ejemplos; ellos usan los propios ejemplos, o relaciones observadas en ellos para justificar la

verdad de su conjetura.

Empirismo ingenuo inductivo (EII):

Se presenta cuando en la construccion de la demostracion se usa solamente ejemplos escogidos
sin ningun criterio y las argumentaciones se basan en elementos visuales o tactiles (perceptivo) o
elementos matematicos o relaciones detectados en el ejemplo (inductivo). Se trata de una

generalizacion inductiva sobre los enunciados (datos).

Usando el modelo de Toulmin, el esquema siguiente representa las demostraciones del tipo
empirismo ingenuo:

Figura 3. Esquema de un empirismo ingenuo inductivo

Fuente: Fiallo, 2011, p. 91

Experimento crucial (EC):

Cuando la conjetura es demostrada usando un ejemplo cuidadosamente seleccionado y se escoge
porque se presume que en cualquier otro caso va a dar el mismo resultado. Se plantean dos tipos de

demostracion:
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Experimento crucial basado en ejemplo (ECB):

Se presenta cuando los estudiantes basan su generalizacion en la existencia de un unico ejemplo
0 en la ausencia de contragjemplos para su demostracion. En este caso se trata de una

generalizacion inductiva sobre los enunciados.

Figura 4. Esquema de un experimento crucial basado en el ejemplo

Fuente: Fiallo, 2011, p. 92

Experimento crucial constructivo (ECC):

Se presenta cuando los estudiantes sustentan sus demostraciones en las construcciones realizadas

sobre el ejemplo o en la forma de conseguir el ejemplo. Se trata de una generaliza

cién inductiva sobre el proceso que lleva a la construccion de un enunciado.

Figura 5. Esquema de un experimento crucial constructivo

. ) .. .. |
LP: Generalizacion sobre el proceso de construccion para llegar a E. |
________________________________________ 1

Fuente: Fiallo, 2011, p. 92
Ejemplo genérico (EG):

Se presenta cuando en la demostracion se usa un ejemplo especifico que es representante de una
clase y la demostracion incluye la produccién de razonamientos abstractos. Se plantean dos tipos

de demostracion:
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Ejemplo genérico analitico (EGA):
Se presenta cuando en la demostracion se usa un ejemplo representante de una clase y las
justificaciones estan basadas en propiedades y relaciones generales descubiertas en el ejemplo.
Se trata de una generalizacion de las propiedades observadas en cada uno de los enunciados que

conllevan al planteamiento de A.

Figura 6. Esquema de un ejemplo genérico analitico

——

: P: Generalizacidn de las propiedades descubiertas en Eg, E;. E;. Es. ..., E,. :
! Eg= (A= DB) !

Fuente: Fiallo, 2011, p. 93

Ejemplo genérico intelectual (EGI):

Se presenta cuando para conjetura o demostracion se usa un ejemplo representante de una clase
y los argumentos estan basados en propiedades matematicas aceptadas, pero no son resultado de
observaciones o propiedades encontradas en el ejemplo, sino que al trabajar sobre €l se recuerdan.
Se trata de una generalizacion inductiva con argumentos matematicos sobre el proceso para llegar

aA.

Figura 7. Esquema de un ejemplo genérico intelectual

————— e e — [

I P: Generalizacion de las propiedades matematicas recordadas en el proceso para llegar a A
I Eg=(A=DB)

Fuente: Fiallo, 2011, p. 94

Demostraciones deductivas.
La deduccion se ocupa de los argumentos que apoyan la necesidad de una conclusién sobre una

0 varias premisas: de tal forma que, si las premisas son verdaderas, la conclusién también debe
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serlo. Sin embargo, cabe resaltar que la deduccion puede parecer artificial y complicada, ya que
esta no se desarrolla de forma espontanea, es decir, simplemente es una clase de “mecanismo”

que el estudiante aprende a fin de construir las demostraciones.

Experimento mental (EM):

Cuando se usa un ejemplo para ayudar a organizar la demostracion. Se pueden distinguir dos tipos

de experimento mental:

Experimento mental transformativo (EMT):
Cuando las demostraciones se basan en operaciones mentales que transforman el problema inicial
en otro equivalente. Los ejemplos ayudan a prever qué transformaciones (imagenes mentales
espaciales, manipulaciones simbdlicas o construcciones de objetos) son convenientes para la
justificacion.

Figura 8. Esquema de un experimento mental

D: Ejemplos, A E:B

A 4

PA=CAC=B

Fuente: Fiallo, 2011, p. 88

Experimento mental estructural (EME):

Cuando las demostraciones estan basadas en secuencias légicas derivadas de los datos del
problema, de los axiomas, las definicioneso teoremas aceptados, y, si se usan ejemplos, son para

ayudar a organizar o entender los pasos de las deducciones.
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Figura 9. Esquema de un experimento mental estructural

D: A E:B

P:A=B

Fuente: Fiallo, 2011, p. 89

Deduccion formal (DF):

Se presenta cuando la demostracion esté basada en operaciones mentales sin la ayuda de ejemplos
especificos. En una deduccion formal solamente se mencionan aspectos genéricos del problema
discutido. Es, por lo tanto, la clase de demostracion formal matematica encontrada en el mundo
de los investigadores de las matematicas. Podemos también encontrar dos tipos de

demostraciones formales:

Deductiva formal transformativa (DFT):

Cuando las demostraciones se basan en operaciones mentales que transforman el problema inicial

en otro equivalente.

Figura 10. Esquema de una demostracion deductiva formal transformativa

D: A E:B

v

PA=CAC=B

Fuente: Fiallo, 2011, p. 89
Deductiva formal estructural (DFE):

Cuando las demostraciones estan basadas en secuencias logicas derivadas de los datos del

problema, de los axiomas, las definiciones o teoremas aceptados.
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DA » E: B

P:A=B

Fuente: Fiallo, 2011, p. 89
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5. Metodologia

Para cumplir el objetivo de la investigacion se us6 una metodologia cualitativa con un caracter
de investigacionen el aula, que nos permitié indagar sobre los tipos de demostracién que realizan
los estudiantes en un curso laboratorio de precélculo dirigido por el grupo de investigacion
Edumat-UIS, realizando una valoracién continua del desempefio evolutivo tanto de los nucleos
conceptuales de la variacidn, el cambio, la aproximacion y tendencia, como de los procesos

demostrativos de los estudiantes dentro del desarrollo de la nocién de derivada.

Los participantes de este trabajo fueron investigador-observador activo, docente y 28 alumnos,
donde el papel del investigador y del profesor proporciona una oportunidad para que se
desarrolle conocimiento a través de multiples iteraciones de un ciclo de reflexion- interaccion.
Esta ruptura de la diferenciacion entre docente e investigador estd motivada por el propoésito de

experimentar de primera mano el aprendizaje y razonamiento de los alumnos (Camargo, 2010).

Dentro del ciclo de reflexion-interaccion, tanto el profesor, como el investigador interactuaban
con los estudiantes, compartiendo su conocimiento personal y aquel requerido para la

investigacion, posibilitando entender los procesos de aprendizaje de los estudiantes.

Este estudio tuvo en cuenta cinco fases que motivaron el desarrollo de la investigacion y se

describen a continuacion:

5.1.Fase I: Contexto de estudio.
Para alcanzar el objetivo de esta investigacion se hizo seguimiento a un grupo de 28 estudiantes

de nuevo ingreso a las carreras de ingenieria y ciencias de la Universidad Industrial de
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Santander, cuyo rango de edades oscila entre los 17y los 21 afios y fueron admitidos para cursar
el segundo semestre académico de 2018, y de forma voluntaria se inscriben al curso de
precélculo. Estos estudiantes son organizados en grupos ascendentes de acuerdo al puntaje de

matematicas de las pruebas Icfes, cabe resaltar que este curso es

subsidiado en su totalidad por la Vicerrectoria Académica de la Universidad Industrial de

Santander.

5.1.1. Curso de Precalculo
El curso laboratorio de Precélculo cuenta con una secuencia didactica que esta compuesta por
14 talleres, se realiza en 60 horas, 4 horas diarias durante 15 dias, y cuyo objetivo es desarrollar
gradualmente las habilidades del pensamiento variacional por medio de interacciones tanto

estaticas como dindmicas de los objetos matematicos.

5.1.2. Talleres del curso
Estos talleres estan disefiados con un enfoque de resolucion de problemas y una estructura
intencional donde se parte de la nocion para llegar al concepto, es por ello, que cada taller

obedece a las siguientes fases:

i.  Informaciony exploracién libre. Donde se plantea una situacion problema para que
se haga uso de los presaberes en la resolucién sin ayuda del software Geogebra.
ii.  Socializacion de los resultados obtenidos. Esta fase promueve la participacién de

los estudiantes y se espera que los estudiantes expongan sus argumentos.
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iii.  Exploracion dirigida. Se hace uso de un archivo de Geogebra, donde se espera que
por medio de la exploracion los estudiantes encuentren la solucion a los problemas,
planteen conjeturas y justifiquen de una forma matematica sus argumentos.

iv.  Explicacion. Esta actividad sugiere una discusion de los estudiantes con el profesor,
donde a manera de debate se llegue a la construccion del conocimiento.

v.  Tarea retadora. es una situacion problema para aplicar lo que se aprendié durante

la sesion del curso

5.1.3. Rol del profesor
Ademas, como el objetivo del curso es desarrollar el pensamiento variacional, el profesor asume
un papel orientador donde proporciona informacion necesaria sobre el problema, propicia la
actividad participativa e interactiva en la clase, cede su papel protagonista en la clase y acepta
respuestas correctas e incorrectas, para buscar un consenso y el dialogo en los estudiantes y

permita a través de ello la consolidacion de un conocimiento.

5.2.Fase Il: Recoleccion de datos

5.2.1. Prueba diagndstica
Se tomo el primer taller del curso laboratorio de precélculo como prueba diagndstica inicial con
el fin de determinar los tipos de demostracion que realizan los estudiantes segun el marco teorico,
tomando esta como un punto de partida para contrastar al finalizar la investigacion la evolucion

en el proceso de demostracion de los estudiantes.



TIPOS DE DEMOSTRACIONES EN UN CURSO DE PRECALCULO

38

5.2.2. Grabaciones de video dentro de las sesiones del curso laboratorio de Precalculo
Se usaron las transcripciones de dos momentos claves que son la socializacion y algunas
entrevistas que se hicieron de forma particular donde se indag6 acerca de la justificacion de los
procesos en la resolucion de los talleres propuestos, esto con el fin de identificar en los

estudiantes algunos procesos basicos de la argumentacion y la demostracion.

Cabe resaltar que la mayor parte de esta investigacion se desarrolla de acuerdo a estas
transcripciones, ya que era el momento donde los estudiantes expresaban sus ideas y lograban

argumentar el porqué de los procesos.

5.2.3. Hojas de trabajo de los estudiantes
Estas eran las hojas de trabajo usadas por los estudiantes durante el desarrollo de taller, estas se
recogian al finalizar cada sesion, sin embargo, dado que la escritura de los estudiantes fue
bastante pobre, se dificultd evidenciar los tipos de demostracion que lograron realizar durante

el proceso teniendo en cuenta este instrumento.

5.3.Fase I11: Analisis de datos
El analisis de los datos se realiza a la luz del marco tedrico, donde se describen las
caracteristicas que nos llevan a concluir el tipo de demostracién que realizan los estudiantes en

su actividad matematica.
Los talleres de la secuencia didactica que se tuvieron en cuenta para el desarrollo de esta
investigacion son i.) NGmeros y operaciones (Taller diagndstico), ii.) Recipientes, iii.) Area

méaxima, iv.) Caja sin tapa. Esto con el fin de determinar los tipos de demostraciones que
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realizaban los estudiantes al inicio del curso, y ademas si habia habido un progreso al finalizar

el curso.

5.4.Fase IV: Reporte de resultados
Como parte final del proceso descrito se hizo un reporte de los resultados obtenidos dentro de
la experiencia, intentando contribuir a las lineas de investigacion que trabajan sobre la

ensefianza y el aprendizaje del proceso de demostracion en matematicas.
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6. Reporte de resultados

En este capitulo mostramos los tipos de demostracion realizados por los estudiantes de un curso
laboratorio de precélculo a la luz del marco tedrico. Teniendo en cuenta, que mas que el rigor es
la construccion del sentido lo que debe privilegiarse (Fiallo y Parada, 2018). Analizamos la
actividad argumentativa de los estudiantes en los problemas propuestos en 5 de los 14 talleres del

curso: 1) Numeros y Operaciones, 2) Recipientes, 3) Area maxima y 4) Caja sin tapa

A continuacion, se muestran los resultados del taller 1:

6.1.Taller 1. Numeros y operaciones (Diagnostico)
Actividad 1
Observa los puntos a, b, c, d, e, f, g y h de la siguiente figura

a b e de [ g h
i -— i B— —i - —i
—2 -1 ] 1 2

L J

Responde las siguientes preguntas

, , ;. , P 1 .
¢Cual es el punto méas proximo a a. b? ¢Cuél punto es mas cercano a: a.d, % Ve, R4 Vh? Explica

tu respuesta.

Socializacion 1. ¢Cual es el punto mas cercano a a.d?

[1] Profesora: ;Qué valor le dieron a a? ¢Otra vez -0.8?

[2] Varios: Si

[3] ...

[4] Profesora: Bueno, entonces vamos a pensar en esto, tenemos que b es positivo, ;entre

que valores esta? Entre 0 y 1, ¢si? y tenemos a a, que esta entre 0 y -1, cuando yo
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multiplico d. a, ¢de qué manera esta cambiando a? ¢se estd volviendo mas grande?
pensemos en la distancia

[5] Danilo: Da un valor negativo, pero da un valor mas cercano a cero

[6] Profesora: ¢Por qué?

[7] Danilo: Porque un nimero negativo multiplicado por un nimero positivo, pues va a
dar negativo; y como el valor positivo esta al lado derecho es méas grande que el valor
negativo, que esta a mucho mas alla del cero, o sea, esta muy pequefio el niamero,
entonces el valor va a dar negativo, pero mas grande, y para mas grande negativo es
el cero, estd mas cerca del cero

8] ...

[9] Profesora: ;Como es a.d comparado con a y comparado con d?

[10] Jacob: Es mas pequefio

[11] Profesora: Es mas pequefio, ¢cierto?, es mas pequefio que los dos en distancia, ¢esta
a la izquierda o a la derecha de a?

[12] Varios: A la derecha

[13] Profesora: A la derecha de a, pero resulta que también es mas pequefio que la
distancia hacia d ¢cierto? ¢Entonces cual podria ser?

[14] Varios: c

[15] Profesora: Bueno, alguien podria hacer una conclusion

[16] Carlos: Es mejor trabajar con nimeros exactos

[17] Profesora: Pero aca no tenemos niimeros exactos, aca lo Unico que sabemos es que
sonnamerosentre 0y 1, o entre 0y -1, en esta primera parte. ;Alguien se atreve a dar

una conclusién?
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[18] Nicolas: El resultado de una multiplicacion entre un punto negativo y uno positivo
siempre va a tender, 0 bueno va a tender a ser cercano, o sea, quitando los signos,
cercano al numero positivo. Por ejemplo, cuando usted multiplica a qué
hipotéticamente es -0.8 por b que para mi es 0.4 daria ¢ que seria -0.32 mas 0 menos
¢me hice entender?

[19] Profesora: Si, ¢pero entonces ahi esta mas cercano a quién? Al positivo?

[20] Nicolas: Al positivo, pero quitando el -1, si me entiende, quitando el signo

[21] Profesora: Quitando los signos pues tanto a como d serian positivos, ¢entonces?

[22] Daniel: En la multiplicacion de nameros decimales el resultado siempre va a dar

negativo ambas partes, siempre va a dar menor a ambas partes

En [1] la profesora ha inspeccionado el grupo y ha observado que todos les han puesto valores a
los puntos a, b, ¢, d, e, f, g Yy h, es decir, los estudiantes han estado conjeturando y demostrando
a través de la percepcidn, por lo tanto, esto nos muestra que las demostraciones realizadas son de

tipo Empirico Ingenuo Inductivo (EII).

En [5] y [7] Danilo recuerda algunas propiedades de la multiplicacion y orden de los nimeros
reales, ademas, en [16] Carlos muestra su inseguridad al trabajar con nimeros decimales, pero en
[18] y [20] Nicolas nos muestra su proceso inductivo sobre el enunciado, lo que una vez reafirma
gue su razonamiento es netamente Empirico Ingenuo Inductivo (Ell), ademas porque dentro de
sus razonamientos €l habla de los nameros decimales, pero omite la diferencia del
comportamiento dentro del intervalo [0,1], y finalmente Daniel complementa la conjetura de

Nicolas.

Socializacion 2. ¢ Cual es el punto més cercano a%’?
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[1] Profesora: Luisa ¢cual es el punto méas cercano a %?

[2] Luisa: Segun yo A, pero porque ubiqué. Los ubiqué a todos en la misma recta y le di
valores a cada punto, obviamente a mi no me cae en un punto exacto, Me cae cerca
de h pero pasa a g, entonces, yo puse #.

[3] Profesora: Cercade A, pero pasa... Entonces ;Por qué? ;O sea, porque le dio valores?

[4] Luisa: Si, solamente le di valores, hice la operacion y vi eso, entonces el més cercano
es h

[5] Profesora: ¢Alguien tomé otra estrategia? ¢cual fue su estrategia Nicolas?

[6] Nicolas: Le di valores y resolvi la operacion.

[7] Profesora: ;Como podriamos hacerlo sin darle valores? ; Como podriamos descartar?

¢cuales descartaron? estamos hablando de %

[8] Sebastian: Yo tengo algo mas o menos. Si por el punto medio b seria 0.5

[9] Profesora: Por el punto medio

[10] Sebastian: Si, si tomamos la distancia entre -1 a 0, b seria -0.5

[11] Profesora: Sitomandolo como si estuviera en la mitad, aja

[12] Sebastian: Aja, entonces a seria un valor menor a b, que seria -0.5, 0 sea, seria de -

0.6 en adelante. Continue con otra persona y luego ya vuelvo a explicarle.

Estos razonamientos nos muestran que los estudiantes que participaron de la socializacion 2, han
recordado algunas propiedades de los reales y es por ello que descartan a los nimeros negativos,
tienen en cuenta que la multiplicacion de dos nimeros negativos es positiva, sin embargo, vemos
como Sebastian a través de la visualizacién [8] empieza a recordar algunas propiedades de orden
de los nimeros reales [12] y esto es lo que posibilita el establecimiento de las conjeturas. es decir,

aluden al Experimento Crucial Basado en Ejemplo (ECBE).
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Como se puede observar en [4] y [6] tanto Luisa como Nicolas usan valores para determinar cual

es el punto més cercano a%, es decir, toman en cuenta la relacion de orden de los nimeros reales

[2] y de acuerdo a estas propiedades buscan por medio de los ejemplos validar su proposicion, es

decir, aluden al Empirismo Ingenuo Inductivo (EII).

[13] Profesora: Listo, a ver, vamos a pensar en lo mismo, ;,cdmo es % comparado con a

y comparado con b?

[14] Karst: Es mayor

[15] Profesora: ¢Por qué?

[16] Karst: Porque son negativos entonces la division va a ser positiva, pues yo le puse
valores y al hacer la division me dio 1.33, y seria consecutivo, entonces me acerqué
y me puse a mirar y le agregue un valor, digamos, supuse que g era 1.4 entonces por
eso dije que el punto g es el méas cercano

[17] Profesora: ;g es el mas cercano?

[18] Karst: Si, 0 sea daria un nimero positivo mayor que 1

En esta parte de la socializacion Karst establece una conjetura [14], aunque no la expresa de forma
explicita si plantea que %es mayor cuando se compara con a Yy con b, ademas manifiesta que esto
se da debido a que el cociente entre dos nimeros negativos es positivo [16], y luego le establece
algunos valores a a y b y realiza las operaciones necesarias para encontrar su respuesta, ahi nos
damos cuenta que recuerda algunas propiedades de los nimeros reales [16], gracias a haberle
asignado valores a a y b, lo que nos muestra una argumentacion de tipo Empirico Ingenuo
Inductivo (EII)

[19] Miguel Angel: Pues nosotros lo que hicimos fue tomar los valores que ya teniamos,

y lo que hicimos fue dividirlo, segin esto a mi me dio 1.6 y entonces que es lo que
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pasa, digamos que si fuera 1.5 entonces si fuera la mitad esta cerca de g y esta cerca
de &, pero como es 1.6 entonces queda més cerca de &

[20] Karen: Teniendo 1.6 se necesitaria un nimero, o bueno, pues un punto que esté mas
cerca de 2 que mas cerca de 1, y & estd mas cerca de 2, 0 sea, por €s0 es que es mas
apropiado que % sea la respuesta, porque si por lo menos tomamos el valor de g.

[21] Miguel Angel: Es que digamos g, la mitad de entre el punto 1y el punto 2, entonces
esta digamos entre la mitad de g y 4, entonces digamos esta es la mitad, g y % (sefiala
el orden posicional) entonces, si esta en 6 (refiriéndose a las décimas) esta mas cerca
de 4. Si, 0 sea, esta 1 sobre la mitad, si lo miraramos respecto a g, 0 Sea respecto a g
digamos que estd un nimero mas adelante porque o sea la mitad esta pasandose otro
namero mas alla.

[22] Profesora: O sea, para usted la respuesta es 4. ¢Alguien dijo g? ¢por quée es g? Ellos
dos estan diciendo alla %, ¢por qué es g?

[23] Jacob: Es que a mi me parece que 4 esta muy cercano a 2 para ser, dandole digamos
un punto en la mitad de 1 y 2 que me de 1.5, entonces 4 estd muy cercano a 2 para

ser como la mitad.

En el razonamiento de Miguel Angel, Karen y Jacob en [46], [47], [48] y [50], demuestran a

través de ejemplos su conjetura, ademas de forma visual ellos notan la proximidad de % con 2

y eso los conduce a hablar de la posibilidad de partir el intervalo [1,2] en dos partes iguales, es
decir, se basan en la existencia del 1.5 como Unico ejemplo para su demostracion. Lo que nos
lleva a plantear que la demostracion de estos estudiantes es un Experimento Crucial Basado en
Ejemplo (ECBE).
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Socializacion 3. ¢ Cuél es el punto mas cercano a ve?

Observa los puntos a, b, ¢, d, e, f, g y h de la siguiente figura

g b e de f
- ———— —
- 1 0 1

g
-

 J

h
- —
2

Responde las siguientes preguntas:
¢Cual es el punto mas préximo a a. b? ¢Cual punto es mas cercano a: a.d, %, Ve, %y Vh? Explica
tu respuesta.

[1] Profesora: Carolina ¢Quién esta méas cerca de v/e?
[2] Carolina: f

[3] Profesora: ¢Por qué? ;Como lo hizo?

[4] Carolina: Poniéndole un valor a e, 0.4

[5] Profesora: (Cual es la raiz de 0.4?

[6] Karen: 0.63

[7] Profesora: v/0.4 = 0.63, ¢y a f qué valor le puso?
[8] Carolina: 0.7
[9] Profesora: 0.7, bueno, listo entonces la estrategia de ella fue darle valores, ;alguien
encontrd otra estrategia?
En este momento de la socializacién, vemos como Carolina para demostrar que su hipdtesis alude

a un ejemplo escogido sin ningun criterio [4], es decir, gracias a la visualizacién de la recta
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numerica, le da un valor a e y de acuerdo a las operaciones que realiza el resultado final es f, es
decir, en este caso Carolina toma la validez de este Unico ejemplo, lo que nos lleva a inferir que

su razonamiento es Empirico Ingenuo Inductivo (ElI).

[10] Nicolas: Si usted saca una raiz entre menos de 1, entre 0 y 1, entre 0 y 0.99, el
resultado tiende a ser mayor

[11] Profesora: Bueno, ¢entre Oy 1 sin tomar el 1?

[12] Nicoléas: Si, sin tomar el 1, el resultado tiende a ser mayor, si toma 0.8, el resultado

deberia ser mayor a 0.8, seria como 0.87

Aqui vemos como Nicolas empieza a realizar conjeturas de acuerdo con la visualizacion de la recta
numérica dada, sin embargo, dentro de su exploracion ha encontrado que la raiz cuadrada de un
namero dentro del intervalo (0,1) siempre va a ser mayor que el nimero [10], [12], es decir, su
razonamiento al trabajar sobre varios nimeros dentro del intervalo (0,1) es un Experimento
Crucial Basado en Ejemplo (ECBE). Cabe resaltar también que no tiene claro la infinidad del

intervalo (0,1) y por ello, es que habla que el intervalo llega hasta 0.99.

Socializacion 4. ¢Cual punto es mas cercano a %?

a b e de f g h
- —ip > = —i " —lp
—2 -1 ] 1 2

 J

1 1 )
[1] Profesora: f, ahora, ; ¢cual es el mas cercano ;? (por qué?

[2] Juan David: g, pues a f le di el valor de 0.8 y basicamente dividi 1 en 0.8

[3] Profesora: ;Cuanto le dio?
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[4] Juan David: 1.25

[5] Profesora: 1.25, entonces el méas cercano ahi seria g, listo, dandole valores, ¢alguien
utilizé otra estrategia, para empezar a descartar?

[6] Nicolés: Para descartar todos los anteriores se podria decir que cuando usted pone 1
sobre una variable, que no sea mayor a 1, que la variable no sea mayor o igual a 1, va
a dar mayor al nimero, la variable no tiene que ser mayor al

[7] Profesora: Si, ¢los demas que dicen? Usted divide un nimero, divide 1 entre un
namero que esta entre 0y 1, ;cOmo va a ser el cociente?

[8] Varios: Mayor que 1

[9] Profesora: Mayor que 1, listo. Ahora, en este caso, ¢ f es positivo o0 negativo?

[10] Varios: positivo

[11] Profesora: ¢Positivo? ¢sentonces el cociente da positivo o negativo?

[12] Jacob: Positivo

Se puede evidenciar que Juan David [2] logra resolver la situacion haciendo uso de un
ejemplo. El ejemplo que selecciond representa a f que es un nimero que esta en el intervalo
(0,1) cerca de 1, pero sin ningun criterio geométrico o numeérico. Ademas, Nicolas [6] ha
trabajado con varios ejemplos y logra establecer con anterioridad que si se divide uno entre
un numero que pertenece al intervalo (0,1), el resultado de esa operacion siempre es mayor
que el 1, lo que nos permite inferir que los argumentos siguen siendo de tipo Empirico Ingenuo

Inductivo o Perceptivo (EII).

Taller 1. Actividad 2
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2.1 Abre el archivo T1_Act-2.1.ggb de GeoGebra y explora.

a. ¢Que pasa con el valor de a.bsi0<a<1yO0<b? si—-1<a<0y0<bhb?

Escribe tus conjeturas y justificalas.

b. ¢Quépasaconelvalordea -bsi0<a<1lyO0<b<1?¢si—-1<a<0y-1<

b < 0? Escribe tus conjeturas y justificalas.

c. ¢(Quépasaconelvalordea-bsi0<a<1y-—1<b < 0?Escribe tus conjeturas y

justificalas
Planteamiento de conjetura y tipos de demostracion de Jair

2.1 Abre el archivo T1_Act-2.1.ggb de GeoGebra y explora.
a. ¢Quépasaconelvalordea.hsi0 <a<1y0<b?isi—1<a<0y0< b?Escribe

tus conjeturas y justificalas.

[1] Jair: El resultado de a.b siempre es menor a b, si a se acerca al cero el resultado
disminuye, mientras si b se acerca al cero es lo contrario.

[2] Investigadora: ¢Por qué?

[3] Jair: Es lo que estaba mirando, si b se acerca al cero también disminuye, si b se aleja
aumenta, pero el resultado nunca va a tocar a b, por lo menos en la primera.

[4] Investigadora: ¢Nunca el resultado va a ser b?

[5] Jair: Nunca, siempre va a ser menor que b

[6] Investigadora: ¢Por qué?

[7] Jair: Pues porgue estamos multiplicando por un nimero decimal que es menor que 1

[8] Investigadora: ;Y qué pasa cuando uno multiplica por un nimero decimal menor que

1?
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[9] Jair: Pues le va a dar un resultado menor al nimero que estamos multiplicando

Jair a través de la exploracion y visualizacion en el archivo de GeoGebra, en [1] plantea una
conjetura, en [3] vemos como empieza a justificar la conjetura con argumentaciones basadas
en la percepcion, debido a la exploracion del archivo dado, es por ello por lo que en este caso
Jair alude al Empirismo Ingenuo Inductivo (EII). Sin embargo, en [9] vemos como Jair a través
de la exploracion recuerda algunas propiedades de la multiplicacién y justifica su conjetura
con estas propiedades, lo que nos lleva a pensar que la justificacion de que a.b siempre es

menor que b es un Ejemplo Genérico Analitico (EGA), ya que no usa un valor particular.

Planteamiento de conjetura y tipos de demostracion de Luisa
2.1 Abre el archivo T1_Act-2.1.ggb de GeoGebra y explora.
a. ¢Qué pasa conel valorde a.bsi0<a<1yO0<b? si—-1<a<0y0<b?

Escribe tus conjeturas y justificalas.

[1] Investigadora: ¢Qué es lo que pasa con el valor de a. b en ese caso? ¢Por qué? (se
refiereacuando 0 <a <1yO0 <b)

[2] Luisa: Pues si lo sube van a aumentar (se refiere a los valores de a y b)

[3] Investigadora: ¢Siempre?

[4] Luisa: Si

[5] Investigadora: ;Qué aumenta?

[6] Luisa: El resultado de aca

[7] Investigadora: ¢La multiplicacién? ;Qué tanto aumenta?

[8] Luisa: Bueno pues, va subiendo, ;qué tanto aumenta?, No sé decir, obviamente
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aumenta en decimales porque como ya se ha hablado que se limita entre 1, pues
entonces ya después de 1 cambiara el resultado, esto y si se acerca méas a cero, pues
va adar...

[9] Investigadora: ;De qué forma aumenta el producto a. b? ;es mas grande que a 0 mas
grande que b?

[10] Luisa: Si, cuando son positivos, por ejemplo, cuando a es mayor y b pues es un
poquito menor, esto (sefiala a. b) es mayor no mentiras es menor que ay b

[11] Investigadora: ;(Siempre?

[12] Luisa: Si porque vea, este (refiriéndose a b) estd en 0.2 y este (refiriéndose a a)
estd cerca al 1 y el resultado se ubicaria por acd, a bueno, vealo aca (sefiala la recta

en un lugar préximo a 0.2)

Luisa al estar explorando dentro del archivo se da cuenta de diferentes propiedades del producto
a. b, sinembargo, sus argumentos [10], [12] se basan en la visualizacion, es por ello, que podemos

deducir que el tipo de demostracion a la que alude Luisa es el Empirismo Ingenuo Inductivo.

Planteamiento de conjetura y tipos de demostracién de Carlos Daniel

2.1 Abre el archivo T1_Act-2.1.ggb de GeoGebra y explora.
a. ¢Quépasaconelvalordea.bsi0 <a <1y0 <b?
[1] Carlos Daniel: Si a es menor que 1, el resultado (a. b) va a ser menor que a 'y b, pero

si a es mayor que 1 el resultado va a ser mayor que b, pero nunca mayor o igual a a
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[2] Profesora: ¢Si qué?

[3] Carlos Daniel: Si a es menor que 1, el resultado va a ser menor que ay b

[4] Profesora: ¢Y b como? ;Como va a ser? Usted me esta hablando de a, a esta entre O
yl

[5] Carlos Daniel: Si, y si esa a es menor que 1, el resultado va a ser menor que a y que
b

[6] Profesora: ¢Por qué?

[7] Carlos Daniel: porque asi mostré el computador

En [1] Carlos Daniel logra establecer dos conjeturas que dicen: i) si a es menor que 1y b es mayor
que 0, el resultado de a. b es menor que a y menor que b, ii) pero si a es mayor que 1y b es mayor
que 0, el resultado va a ser mayor que b. Sin embargo, Carlos Daniel justifica su conjetura en lo
que ve en el archivo a explorar en Geogebra [7] lo que nos lleva a concluir que la demostracion

usada en este momento es un Empirismo Ingenuo Inductivo (EII).

Socializacion 5

a. Alresponder las preguntas anteriores, un grupo de estudiantes realizo las siguientes conjeturas:
“Andrés asegura que el punto mas cercano a a.d esta a la derecha de a y d; Camila dice que
a.d esta entre a y d, y muy cercano a c. ;Con cual de los dos argumentos anteriores te
identificas? ¢Por qué?”

[1]  Profesora: Entonces por aca, Karen, ¢usted esta de acuerdo con Camila o con Andrés?
¢Por que?

[2] Karen: Con Camila porque a.d al tomar valores proximos entre -1y 0,y, 0y 1
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respectivamente, el resultado es un punto entre a y d que podria ser ¢, 0 estar muy
cercano ac

Profesora: O sea, lo que esta diciendo Camila, precisamente, bueno, entonces vamos a
mirar por qué lo que dice Andrés es mentira

Miguel Angel: Precisamente porque esta a la derecha de a

Profesora: ¢Por qué es cierto que esté a la derecha de a?

Danilo: Podria descartar lo que dice el, que al multiplicar los signos el resultado va a
ser negativo, no puede estar a la derecha de los dos, sino entre los dos

Profesora: Ah si, ¢si? entonces como a y d tienen signos, ¢qué?

Danilo: Positivo y negativo, va a dar negativo

Profesora: Positivo y negativo, la respuesta va a dar negativo, ¢entonces podria estar
a la derecha de quién?

Varios: De a

Danilo: O a la derecha de b

La reflexion que ha hecho Danilo [6] para poder descartar la veracidad del argumento planteado

por Andres en el ejercicio acerca de que el punto mas cercano a a.d esta a la derechade a y d,

tiene dos componentes validas para una demostracion de tipo Experimento Crucial Constructivo

(ECC), ya que trabaja sobre los ejemplos dados en la recta numérica, pero ademas, recuerda que

el resultado de multiplicar un nimero negativo y un nimero positivo, es negativo; y esto le

permite concluir que el razonamiento de Andrés es erroneo, sin embargo, también podemos

observar que Karen [2] justifica su proposicién de la misma forma que se plantea en el ejercicio,

por lo tanto, no logra establecer ningun tipo de demostracion.
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Para las otras preguntas los argumentos dados por los estudiantes corresponden a una forma de
razonamiento Empirica Ingenua o Experimento Crucial, muchas veces evidenciando errores o
falta de comprension en las operaciones basicas como se puede evidenciar en la siguiente

transcripcion:

e . 11 1 - -z ,le:
Andreés esta comparando d, f, 95 Y Y afirma que ha encontrado unarelacion en los ultimos

tres numeros con respecto a la posicion de d, f y g. ¢Cuél consideras que fue la relacion que

encontré Andrés? Explica.
[1] Profesora: Sebastian ;cuél cree usted que fue la relacién que encontr6 Andrés?
¢Alguien encontrd otra relacion? ¢Por aca?
[2] Juan David: No sé, ¢la relacion de desigualdad? Comparando a los mismos nimeros,
0 sea como son iguales, d se compararia con

[3] Profesora: A ver, ;cuél relacion usted encontro?, por ejemplo ¢por que?
. 1 11
[4] Juan David: Por eso, 0 sea, d menor que f, f menor que g, - mayor que ey, mayor
1 - . .
que -, porque lo tienen que componer, o sea tienen el mismo esto... numerador

[5] Profesora: Miren el comparé d, con fy con g, ¢de qué manera lo compard?

[6] Juan David: De que son los mismos nimeros, o sea, d lo comparé con %
[7] Profesora: el compard d con %, que mas?

[8] Juan David: f con % g coné

[9] Eliseo: Pero % es mayor que el denominador...

[10] Juan David: Por eso es una relacion de desigualdad

[11] Profesora: Bueno, listo, segun lo que usted esta diciendo como es d comparado con

1
E? ¢(Mayor o menor?
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[12] Juan David: Esto... menor

[13] Profesora: ;Menor? ;Por qué?

[14] Juan David: Porque cuando se divide % la respuesta es mayor

Aqui se logra evidenciar como Juan David establece algunas relaciones de orden de los nimeros
, . . . . 1 1 1

y los reciprocos respectivamente, es decir, conjetura que si f < g < h entonces F> 5> sus

argumentos se basan en las operaciones que el realiz6 gracias a su percepcion, por lo que nos

lleva a pensar que el tipo de demostracion que realiza es un Experimento Crucial Basado en el

Ejemplo (ECBE).

p 1 . .
[15] Profesora: Entonces, ;cOmo es g comparado con E?' a ver, (qué relaciones ustedes

encontraron? Ademas de la que él esta diciendo, ;,coOmo ustedes entendieron eso de
relacion? Cuando ustedes leyeron ahi, la relacion entre los ultimos tres nimeros con
respecto a la posicion de d, f y g, ¢ustedes como lo entendieron? ¢coémo lo

interpretaron? ¢a ver usted, por aca? ¢no qué? ;no lo entendid? La relacion

, 1 1 1 1 .
encontrada podria ser que ~ s el doble de Ty es el doble de 5 (lee las hojas de
Carlos), ¢Por qué?

[16] Carlos: Es que é es la mitad de % y% es la mitad de %

[17] Profesora: ;Y usted como encontrd eso? Que é es la mitad de ]% y ]% es la mitad de %

[18] Carlos: Con la calculadora
[19] Sebastian: También podia haber una relacion de igualdad, porque d seria igual a

d~1, igual para todo, por la propiedad de la potenciacion
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[20] Profesora: d iguala d™1, ¢y por qué eso es igual? Cuando ustedes leyeron la palabra
relacion, ¢ustedes que entendieron con eso?

[21] Danilo: Algo que pasaba igual en los tres casos, en las 3 opciones al darle valores o
algo, yo lo entendi asi, por eso, le di valores aproximados

[22] Profesora: Listo, veo que muchos le dieron valoresa d, f y g y luego calcularon %,

1 1 - P . .
Yy ¢luego como relacionaron esos valores? ;Como los relacionaron? ¢por que es

que dice que Andrés esta comparando y encuentra una relacion? ¢entonces cual
consideras que fue la relacién que encontré Andrés?

[23] Karen: yo creeria que fue una division, porque d, f y g, g €s como por asi decirlo,

. 1 . .
el mayor de esos 3, pero si colocamos 7 es todo a la inversa, se convierte en el

pequefito, entonces yo pienso que esa es la relacion que él dice, que al momento de
ponerle el numerador 1, se invirtié la cosa, ya no es el mayor sino es el menor

[24] Eliseo: Es que g ahora es el méas cercano al cero

[25] Profesora: Claro, entonces si usted tiene que, lo que ella esta diciendo, g es el mas
grande, ¢no? entonces si yo quiero ordenar d, f'y g, ¢como los podria ordenar? Segun
como estan ubicados ahi, quien seria el mas pequefio

[26] Varios: d

[27] Profesora: d es menor que f, menor que g, ¢si?, ¢pero ahora tengo a quién? Tengo

)

1 . .
y tengo - ¢Qué paso ahora?

Q |+
=

[28] Varios: Ahi se invirtio, se cambid

., 1
[29] Profesora: ;Se cambi6? ahora . es menor

[30] Varios: que % y que %
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1 1 1 1 - . . .

Carlos [16] encuentra que =Y =S embargo, estos razonamientos los realiza debido a
la visualizacion de los objetos de la gréfica, es decir, solo estd tomando casos particulares de la
situacién, que cumplen una Unica condicién y nos muestra que lo comprob6 a través de la

calculadora, es decir, que su demostracion es un Empirismo Ingenuo Inductivo.

Karen [23] establece que existe la relacion de reciprocidad, a la que ella llama inversa, y su
justificacion es que los elementos que inicialmente son mayores, al aplicarle la funcién de
reciproco se convierten en los elementos menores de la situacion, pero al hacer uso de varios
ejemplos y al lograr establecer las relaciones nos indica que se esta aproximando a la

demostracion como un Experimento Crucial Constructivo (ECC).

Taller 1. Actividad 3

3.1 Abre el archivo T1_Act-3.1.ggb de GeoGebra. Mueve el punto x. Resuelve las siguientes

preguntas:
z 1 , .
a. ¢Qué valores toma - cuando x varia entre —20 y 20? Justifica tu respuesta.
Cabe resaltar que este ejercicio no se trabajo en clase por falta de tiempo, entonces se dejo como

actividad para la casa, lo que permitié ver el trabajo extra-clase de dos estudiantes del curso.

[1] Profesora: Entonces abre el archivo 3.1, mueve el punto x y resuelve las siguientes
preguntas, entonces Karst, ;qué valores toma % cuando x varia entre esos numeros?
los demés empiecen a mover entre -20'y 20 ¢que ven?

[2] Karst: Cuando x varia entre 0 y 20 el cociente disminuye a medida que el

denominador aumenta, siendo el cociente un nimero positivo mayor o igual a cero y

menor que 1; cuando x varia entre 0 y -20, el cociente aumenta su negatividad a



TIPOS DE DEMOSTRACIONES EN UN CURSO DE PRECALCULO

58

medida que el denominador disminuye.

[3] Profesora: Entonces bueno, ahora sin leérmelo ¢qué puede usted concluir?

[4] Karst: que el cociente va a ser un niumero positivo que va a estar en base mayora 0 o
puede ser igual, pero no va a pasar de 1

[5] Profesora: ¢Puede ser igual a 0? ¢En qué caso puede ser igual a cero?

[6] Karst: Si, pero no sé cuando

Podemos ver que Karst [2] hizo un abordaje no muy riguroso del archivo de Geogebra sugerido

para la realizacion del taller, en la visualizacion no se percata de que la division por 0 no esta
.. 1 . .
definida, y es por ello que plantea [4] que el valor de - puede ser 0, sin embargo, trabaja sobre

los ejemplos que le va mostrando Geogebra y logra realizar demostraciones de tipo aunque
cuando la profesora le pregunta en que caso es igual a 0, no hay respuesta dado que no se habia

cuestionado acerca de esa posibilidad.

[7] Mayra: Entre -0.5y 0.5, porque cuando esta en -20 es -0.5
[8] Sebastian: Porque esos serian los extremos

[9] Profesora: Miren lo que estan diciendo, entonces, cuando estéa en -20 entonces estan
haciendo esto _izo icierto?
[10] Varios: Si

[11] Profesora: Cuando esta 20, estan haciendo %entonces esto es 0.05, (cierto?

, , « . . 1
centonces, por quée? O sea, que ahora estan diciendo lo contrario, ahora resulta que -

;es esto?
[12] Mayra: Si

[13] Profesora: ¢Entonces lo que decia Sebastian? Sebastian decia que si yo me acercaba



TIPOS DE DEMOSTRACIONES EN UN CURSO DE PRECALCULO

59

a 0 por este lado (izquierda) eso se iba para infinito y que si me acerco a 0 por este
lado (derecha) se va para menos infinito. sera que es la unién de todo? Ah bueno,
entonces aca Mayra, ¢acé tomo el cero?

[14] Mayra: ;Como?

[15] Profesora: ;Acé tomo el cero?

[16] Mayra: No

[17] Profesora: Sio no, porque usted esta diciendo bueno, listo, -20, entonces _LZO —0.05

y % 0.005, pero ahi esta metido el cero, o sea, que hay un x donde i vale cero?

[18] Karst: No

[19] Investigadora: ¢Por qué no?

[20] Karst: Ese es el problema

[21] Mayra: No

[22] Profesora: ;Por qué no?

[23] Mayra: Porque entre mas se va alejando del 20 méas se va volviendo chiquito
entonces no se puede pasar de 0

[24] Eliseo: 0,0001 o sea, asi

[25] Mayra: O sea, va a volver a cero despues de 20

[26] Profesora: Ah bueno, mire lo que usted esta diciendo, cuando se esta acercando a
20, % ¢se acerca a qué?
[27] Mayra: A cero

1
[28] Profesora: A cero, o sea ~ Va para cero, pero cuando se acerca a cero
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Mayra: Se va aumentando

1 ,
Profesora: Se va aumentando, entonces, entre que valores se mueve - cuando x esta

entre 0 y 20. Ustedes lo estan diciendo

Mayra: Entre 0y 0.5

Nicolas: Entre cero e infinito, porque cuando al acercarlo se supone que va

aumentando mas y mas y mas

Profesora: ¢;Al acercarlo a donde?

Nicolas: Usted puede coger y ponerle ceros a la derecha
Profesora: ¢ Al acercarlo a donde?

Nicolas: A cero

Profesora: Al acercarlo a cero ¢qué pasa?

Nicolas: Aumenta mucho

Profesora: Y al acercarse a

Nicolas: Y al acercarse a 20, es cero

, 1
Profesora: A 20 es cero, ah entonces cuando esta entre 0 y 20, ~ Se mueve entre

cuanto y cuanto?

Nicolas: Entre infinito y el cero

. . " 1 .
Los estudiantes logran establecer el comportamiento de la funcion ~para las x > 0, es decir, logran

establecer que el limite de i cuando x tiende a 0 por derecha es infinito, y el limite de icuando X

tiende a infinito es 0, sin embargo, es notorio que les cuesta determinar que el comportamiento del

rango se da en el eje de las abscisas.
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[43] Profesora: Pongamoslo en orden, de cero a infinito, y por este lado (refiriéndose a
la izquierda del 0)

[44] Karst: ¢De cero a menos infinito?

[45] Profesora: ¢Por qué?

[46] Karst: Porque, o sea, es casi el mismo caso

[47] Profesora: Si se acerca a cero

[48] Karst: Se va acercando a cero cuando esta en -20 y cuando esta acercandose mas a
cero va aumentando el niimero

[49] Profesora: Aumentando de manera negativa, ¢no? Bueno, entonces de menos
infinito hasta cero, ¢ahoray el cero? ¢por queé el cero no?

[50] Nicolas: Porque al dividir un nimero por cero da cero

[51] Profesora: No, pero esa no es la pregunta que yo estoy haciendo, lo que yo estoy

. . 1 . . 1
haciendo , lo que yo estoy haciendo es porque — nunca es cero, ya vimos aca que —

P P p ;1
va de menos infinito a cero y va de cero hasta infinito, ¢si? Pero ¢por qué —nunca es
cero? ¢Por qué no lo vamos a tomar? Pero, es decir, no lo vamos a tomar, no digo
;. 1
aca, sino —nunca es cero.

[52] Sebastian: Porque usted establecié el numerador, y para que un cociente sea cero,
el numerador debe ser cero
[53] Profesora: ¢(Estan de acuerdo o no? Para que un cociente sea cero el numerador

tiene que ser cero y ya establecimos el numerador.
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. - o1 -
Los estudiantes logran establecer el comportamiento de la funcion —para las x > 0, es decir, logran

establecer que el limite de i cuando x tiende a O por derecha es infinito, y el limite de i cuando x

tiende a infinito 0 a menos infinito es 0. Ademas, los argumentos dados, algunos de ellos erréneos,
estan basados en ejemplos particulares o en lo que observan para los casos claves, lo que evidencia
un tipo de argumento que corresponde a una demostracion tipo Empirismo Ingenuo (El) o
Experimento Crucial Basado en Ejemplos y en la Construccién (ECBE, ECC), como se pude ver

en las siguientes transcripciones, en donde participan varios estudiantes.

. - ., 01 .
Los estudiantes logran establecer el comportamiento de la funcion —parax < 0, es decir, que el

limite de % cuando x tiende a 0 por izquierda es menos infinito, y el limite de % cuando x tiende a

menos infinito es 0. Ademas, Sebastian [52] logra justificar el hecho de por qué el rango de esta
funcion no incluye el 0.

Actividad 4

Abre el archivo T1_Act-4.1.ggb y explora. Mueve el punto x y responde las siguientes preguntas:
a. ¢Qué valores toma +/x cuando x varia entre —20 y 20? Justifica tu respuesta.

b. ;Qué valores toma /x cuando x varia entre 0y 1? ¢A qué tiende v/x cuando x se aproxima
a 0 por la derecha? ¢A qué tiende v/x cuando x se aproxima a 1 por la izquierda? Justifica

tus respuestas.
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Al igual que en la actividad anterior, los argumentos siguen basandose en algunos ejemplos
observados en el archivo y en casos cruciales, lo que evidencia una forma de razonamiento que

denota tipos de demostracion empiricas ingenuas o experimentos cruciales.

a. ¢Qué valores toma +/x cuando x varia entre —20 y 20? Justifica tu respuesta.

[1] Profesora: ;Qué valores toma +/x cuando x varia entre 0 y 20?

[2] Sebastian: 0y 4.46

[3] Profesora: ¢0 y qué?

[4] Sebastian: 0y 4.5 aproximado

[5] Profesora: Ah bueno, listo. ;toma el 0?

[6] Sebastian: Si

[7] Profesora: Si, ¢por qué?

[8] Sebastian: Porque v/x, siendo x cero, es cero

[9] Profesora: Listo, ¢toma el 4 coma algo? También, ;cierto? Ahora chicos, ¢qué valores
toma v/x cuando x varia entre 0y 1?

[10] Nicolas: Pues vimos la vez pasada que entre 0 y 1 el valor de la raiz va a ser mayor
al radical

[11] Profesora: ;O sea, va a ser mayor a x?

[12] Nicolas: Va a ser mayor a x hasta llegar a 1

[13] Profesora: ¢Entonces qué valores esta tomando?

[14] Sebastian: Desde cero abierto, hasta 1 abierto, porque si toma 0 serian iguales, si
tomamos 1 también serian iguales

[15] Profesora: ¢Por qué no pueden tomar el cero y el uno? ¢Porque serian iguales?

¢Como asi? entonces, qué valores esta tomando v/x?
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[16] Karst: Desde Oal
[17] Profesora: Desde 0 hasta 1, pero entonces lo que esté diciendo ella, ¢ v/x es qué?

[18] Carolina: Cuando x es mayor que cero 'y menor a 1, la raiz es mayor al radical

Cuando se les indaga a los estudiantes por los valores toma +/x cuando x varia entre 0 y 20,
empiezan a recordar las propiedades de los nimeros reales tratados en el dia anterior, entonces
Nicolas [10] y Carolina [18] manifiesta que en el intervalo (0,1) se cumple que vx > x, sin
embargo, Sebastian [14] muestra que esta propiedad se cumple solo si esta dentro del intervalo
(0,1) abierto, porque de lo contrario se debia enunciar que +/x > x si x € [0,1] , es decir, la

condicion cambia.

[1] Profesora: ¢Si? ;Como?

[2] Karst: El doble mas 0 menos

[3] Profesora: ;mas o menos? ;0 el doble?

[4] Karst: No, 0 sea, es que yo aca me di cuenta y a lo que lo movia lo puse en 0.33 y me
daba 0.6

[5] Profesora: ¢O sea que si vale por ejemplo 0,9 va a valer cuanto? ;Uno esperaria que
valiera cuanto?

[6] Karst: 0.18 pero es que

[7] Profesora: Entonces miremos a ver

[8] Eliseo: Cada vez que se aproxima mas al nimero va reduciendo

[9] Karst: Si, va reduciendo, pero digamos, mas o0 menos al principio si comienza a tomar
el doble, y luego se reduce hasta que llegue a 1

[10] Profesora: ¢Pero podemos decir que siempre va a ser el doble?
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[11] Karst: No, hasta cierto punto
[12] Profesora: No, cierto. Porque estariamos diciendo que +/x es igual a 2x cuando x
estd entre 0y 1, ¢pero eso es verdad?
[13] Varios: No
[14] Profesora: ;Como podriamos ahi mostrar que eso no es verdad? ;Alguien se atreve?
Si porque Karst se dio cuenta que entre 0 y 1 cuando estaba muy cercano a 0 estaba
dando casi el doble, entonces, uno podria pensar, ¢0iga sera que eso siempre es asi?
[15] Karst: Pero luego, ya regreso y, pero es que no recuerdo en cual punto era empieza
a tomarlos, pero no toma el doble hasta que llega a 1, o sea, es medio verdad y medio
falso.
Podemos observar que Karst en [4] plantea que \/x = 2x para el intervalo (0,1), sin embargo,
para demostrar esta conjetura ella solamente hace uso de un ejemplo [26] por lo tanto, esta
demostracion carece de argumentos validos, pero podriamos pensar que es de tipo Empirico
Ingenuo Inductivo (EIN). Ademas, vemos su dificultad para operar con nimeros decimales [6],

porque nos habla acerca de la relacién, pero plantea mal lo que espera como resultado.

Por otra parte, Eliseo plantea intuitivamente que v/x es creciente, sin embargo, ¢l se da cuenta

que a medida que /x se va acercando a cero, esta va a creciendo en menor proporcion.

[1] Profesora: Bueno, listo, no importa, ;entonces que podriamos decir? ;Qué v/x?

[2] Mayra: ¢Es mayor a x?

[3] Juan David: Cuando x es diferente de O y de 1

[4] Profesora: ¢Cuédndo x es diferente de 0 y de 1? ;qué dicen los demas? ¢por qué cuando
x es diferente de 0 y de 1?

[5] Juan David: Porque si x es 0 la raiz es 0 y si x vale 1 la raiz va a ser 1
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[6] Profesora: ¢Bueno, entonces, pero x estaentre 0y 1? ;si? x estaentre Oy 1
[7] Varios: Si
[8] Profesora: ;Y bueno... v/x podria ser igual a x cuando qué?

[9] Jacob: Cuando esta en 0 o cuando esta en 1.

66

[10] Profesora: Cuando esta en 0 o cuando esta en 1. ¢Si? Listo, bueno, muy bien. A que

tiende v/x... a no, entonces ya practicamente resolvieron la ¢ y la d, ¢no? ¢en el

intervalo 0,1 es mayor raiz de x 0 x?

[11] Varios: vVx

[12] Karst: Pero es lo mismo, o sea vuelve al punto porque en determinado tiempo se

reduce cuando se acercaa 1.

[13] Profesora: Por eso, v/x comparado con x, ;quién es mayor?, entre 0y 1

[14] Karst: v/x va a aumentar en determinado punto y cuando ya se vaya acercando a 1

va a Ser mayor

[15] Profesora: Pero ¢cOmo es comparado con x?

[16] Karst: Si, por eso, 0 sea en determinado tiempo +/x va a ser mayor que x, pero luego

ya cuando la raiz de x se va acercando a 1 va a ser menor o igual
[17] Profesora: (Si?
[18] Karst: Mas 0 menos

[19] Jacob: Solo cuando llega a 1 se convierte en igual

Juan David [5] y Jacob [9] concluyen que /x = x siempre y cuando x = 0y x = 1. Ademas,

podemos observar que Karst [14] y [16] intenta expresar que la raiz de x al acercarse a 1 también

aumenta, pero en menor proporcion, sin embargo, ella no logra ver que v/x no es menor que x

cuando se acerca a 1, sino que el cambio de v/x es menor cuando se acerca a 1.
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Profesora: (Se dirige a Karst) acérquelo a 1

Karst: Va decreciendo

Profesora: No, acérquelo hacia la derecha, eso acérquese a 1, pare. ;cOmMo €S x
comparado?

Karst: Va siendo mayor, pero entonces ya esta decreciendo porque entonces la
diferencia es mas grande

Profesora: jAh! Es que ella lo que quiere decir es

Jacob: Es mayor o igual, es que si, cuando se acerca a 1 va aumentando +/x, creo que
es lo que ella esté queriendo decir, pero no esta preguntando si aumenta, sino que cual
es mas grande

Profesora: Estamos comparando x y v/x

Jacob: Pero no cual va aumentando, sino cual es mas grande o cual es mayor

Karst: Si, eso era lo que iba a decir

Profesora: Karst lo que esta queriendo decir es que v/x entre 0y 1 aumenta, pero luego
empieza a aumentar mas poquito, pero la pregunta que yo estaba haciendo es ¢cémo
es v/x comparado con x cuando entre x esta entre 0y 1?

Karst: Sigue siendo mas grande vx

Eliseo: Pero el intervalo es cerrado en 0, 0 sea, es cerrado

Profesora: (CO6mo?

Eliseo: Quiere decir que esta tomando el O, por eso, entonces es igual también.
Mayor o igual porque en 0 es igual

Profesora: La pregunta d, ¢a que tiende v/x cuando x tiende a infinito en el intervalo
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1 a infinito? ;Como es v/x comparado con x?

Varios: Menor

Profesora: ¢Por qué?

Nicolas: Porque al sacarle la raiz cuadrada a un nimero mayor a 1, siempre va a dar

el resultado menor al nimero.

Finalmente, los estudiantes logran determinar que el comportamiento de la funcién v/x dentro

del intervalo (0,1) es diferente al comportamiento de la funcion +/x dentro del intervalo (1, o),

es decir, dentro del intervalo (0,1) se tiene que v/x > x, pero dentro del intervalo (1,) se

tiene que Vx < x.

b. ¢Qué valores toma +/x cuando x varia entre —20 y 20? Justifica tu respuesta.

[1]

[2]
[3]

[4]
[5]
[6]

Sebastian: Menor que 0, no puede tomar valores v/x, porque estamos en una recta real
y raices pares, con indice par, es imposible que usted tome un subradical impar
basicamente porque no hay ninguin nimero positivo y negativo

Profesora: ¢Un radical impar?

Sebastian: Un subradical negativo, porque lo que dice la raiz es que un mismo ndmero
se multiplica dos veces, entonces si multiplicamos dos veces un nimero negativo,
siempre nos da positivo, y si multiplicamos dos positivos siempre da positivo.
Profesora: ¢Alguien quiere argumentar otra cosa?

Eliseo: O pues da un nimero imaginario

Profesora: Da un nimero imaginario. ¢Entonces qué esta pasando ahi?, cuando ustedes

intentan moverlo a la izquierda de cero.
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[7]  Sebastian: Se desaparece

[8] Profesora: Se desaparece, (si? Por lo que estd diciendo Sebastian, le estariamos
sacando la raiz cuadrada a un nimero negativo ¢si? Por ejemplo, ¢por qué v/4 es mas
0 menos 2?

[9] Sebastian: Porque —2 x —2 es 4, igual que 2 x 2, 4.

[10] Profesora: Aja, entonces intentemos hacer ahora eso con raiz de menos 16 por
ejemplo.

[11] Eliseo: Menos por menos da mas.

[12] Profesora: Bueno, listo, ya descartaron los valores de menos 20 a cero, entonces que
valores toma +/x, cuando x varia entre 0 y 20 porque ya descartamos los otros,
centonces que valores toma?

[13] Sebastian: Tomaria desde el 0, tomando el 0, hasta 4.5, si es la aproximadamente la
raiz de 20

Sebastian plantea [1] y [3] que v/x no esta definida para los nimeros negativosdado que no existe
un namero que al multiplicarlo por el mismo resulte negativo, esto debido a la ley de los signos,
lo que nos lleva a pensar en que esta construyendo una demostracion de tipo Experimento Crucial

Constructivo.

6.2.Taller 2. Recipientes

Actividad 1

1.1 Toma una hoja rectangular de tamafio carta y, sin recortar, forma un cilindro sin tapas.
a. Considerando cada uno de los lados mayor y menor del rectangulo como la posible altura
del cilindro, como se obtiene el mayor volumen del solido: ¢con el mayor o con el menor

de los lados? Justifica tu eleccion.
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Para poder dar respuesta a esta pregunta se realizaron entrevistas particulares acerca de los

razonamientos que realizaron los estudiantes, después se trabajo por grupos y por Gltimo en

una puesta en comun, y se dara cuenta de estos momentos.

Planteamiento de conjetura vy tipos de demostracion de Luisa

[1]

[2]

[3]
[4]
[5]
[6]
[7]
[8]
9]
[10]

[11]

Luisa: Cuando el radio es mayor que el lado, que la altura, eso va a influir a que
el volumen sea mayor porque el radio al ser mayor y elevado a la 2, esto le va a
dar el doble del radio y este al multiplicarse por la altura pues va a dar mas
volumen

Investigadora: ¢Ahi es el doble del radio? Cuando usted lo eleva a la 2 ¢es el doble
del radio?

Luisa: Si

Investigadora: ¢Segura?

Luisa: Pues el radio al elevarse a la 2 va a ser mayor

Investigadora: ¢Pero necesariamente va a ser el doble o0 no?

Luisa: Pues al elevarse a la 2 si, {no?

Investigadora: No sé

Luisa: Pues si, al elevarse a la 2, no, no es el doble

Investigadora: ¢Por qué?

Luisa: Porque si yo digo el doble de 6 es 12 y si digo 6 por 6 es 36, entonces no

es el doble, es mas.

Podemos observar cdmo Luisa recuerda que en una funcién cuadratica aumenta mas rapido que

una funcion lineal, sin embargo, cuando plantea su conjetura, muestra de una forma errénea
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este aumento, ya que propone que x? = 2x, sin embargo, a través de un ejemplo (demostracion

Empirica Ingenua Inductiva) corrige el planteamiento de su proposicion.

Planteamiento de conjetura vy tipos de demostracion de Gabriela

[1] Gabriela: Al unirlo asi (a lo ancho), obviamente el radio pues va a ser mayor que al
unirlo asi (a lo largo), al unir los dos lados mas largos, el radio va a ser mucho menor,
que, en teoria, aunque esto sea mas largo (se refiere al largo) que esto (se refiere al
ancho)

[2] Investigadora: O sea, ¢qué hay? ;depende es del radio o que?

[3] Gabriela: Yo supongo, porque, aunque sea mas largo que esto (refiriéndose al ancho)
y el radio este es mayor (uniendo los anchos) que al unirlos asi (uniendo los largos)
el nimero me da siempre mayor aca

[4] Investigadora: solo fue por el ejemplo, ¢si?

[5] Gabriela: si

Gabriela nos muestra que ella toma las medidas de la hoja tamafio cartay a través de ese ejemplo
logra conjeturar que el cilindro que se forma con una hoja tamafio carta tiene mayor volumen
cuando su radio es mayor, sin embargo, ella solo usa ese ejemplo y se queda con su conjetura
sin establecer mas relaciones, lo que nos lleva a concluir que su razonamiento es Empirico

Ingenuo Inductivo.
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Planteamiento de conjetura vy tipos de demostracion de Jacob

[1] Jacob: Tomé las alturas, y pues no me daba igual al volumen (se refiere a cuando el radio
es mayor, es decir, la hoja doblada a lo ancho), sino que me daba menor, aun cambiando

la altura, el radio, aunque era pequefio, un numero 4 comparado con el 25 daba mucho

mas

[2] Investigadora: (Por qué?

[3] Jacob: Al multiplicarla me dio 1256 y si lo cambiaba por un radio... perddn, cuando lo
cambie por el radio de 16 me dio 1256, pero si le pongo a este, aunque sea un nimero
mas alto no me va a variar mucho el volumen

[4] Investigadora: ¢Por qué cree que pasa eso?

[5] Jacob: Ni idea

Imagen 1. Hoja de trabajo de Jacob
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En este caso, Jacob se da cuenta de que el volumen del cilindro aumenta mas cuando el radio es
mayor, es decir, él nota a través de sus ejemplos de que a pesar de que la altura varie, no va a

representar mayor cambio en la variacion del volumen, sin embargo, el ain no reconoce por qué
sucede esto.
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Socializacién con el grupo 1.

¢Qué se puede conjeturar de cualquier hoja rectangular? Explica tu respuesta.

[1]

[2]
[3]
[4]

5]

[6]

[8]

9

[10]
[11]
[12]
[13]
[14]

[15]

[16]

Profesora: Bueno, en otras palabras, si este es el largo de la hoja y este es el ancho,
entonces, ¢qué podriamos conjeturar?, si a ustedes les dan una hoja rectangular, y le
dicen

Jacob: Cuando el perimetro de una hoja rectangular

Profesora: ¢(Cuél perimetro?

Jacob: Cuando el perimetro de la circunferencia es mayor, hace que el radio sea mayor
y...

Profesora: O sea, que ¢depende del radio?, ;nos quedamos con esa idea? ¢de qué
depende del radio?

Gabriela: De que el radio sea mayor a la altura

Miguel Angel: De que el perimetro sea mayor a la altura

Profesora: Pero cuando usted habla de perimetro, ¢a qué se refiere con perimetro?
Miguel Angel: El perimetro de la base

Carlos: O sea, al lado mayor

Danilo: O sea, cogiendo como perimetro el lado mayor

Profesora: ¢Qué pasa cuando la hoja es cuadrada?

Miguel Angel: Son iguales, el volumen es igual

Profesora: ¢Por que?

Karst: Porgue es un cuadrado y sus lados son iguales, los lados y sus medidas van a
ser iguales

Jacob: Porque la altura seria igual al perimetro



TIPOS DE DEMOSTRACIONES EN UN CURSO DE PRECALCULO

74

[17] Karst: Y si se toma desde cualquier lado

[18] Jacob: Y el radio viene siendo el mismo

[19] Profesora: ¢Acé quién es la altura?

[20] Jacob: Es que la altura es igual al perimetro, y al sacar el radio va a ser el mismo en
los dos casos y entonces al aplicar la formula de volumen el radio y la altura van a ser

iguales, y T como es una constante siempre va a dar lo mismo.

En primer lugar, los estudiantes de este grupo han discutido y se han dado cuenta de que cuando
el cilindro se forma por la parte ancha de la hoja, es decir, cuando el lado mas largo de la hoja
rectangular corresponde al perimetro del circulo que forma la base del cilindro, el volumen es
mayor, sin embargo, aun no establecen claramente por que se da esto. Ademas, logran establecer
que con una hoja cuadrada el volumen del cilindro que se forma es el mismo, dado que la altura

es igual al perimetro de la circunferencia de la base.

ializacion 1

1.1 Toma una hoja rectangular de tamafio carta y, sin recortar, forma un cilindro sin tapas.
a. Considerando cada uno de los lados mayor y menor del rectangulo como la posible altura
del cilindro, como se obtiene el mayor volumen del solido: ¢con el mayor o con el menor

de los lados? Justifica tu eleccion.
b. ¢Qué se puede conjeturar de una hoja cuadrada? Explica tu respuesta.
c. Compara tus resultados con un compafiero, y demuéstrale que tus conjeturas son
verdaderas.

1.2 Comunicando y compartiendo resultados
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Discute los resultados obtenidos con tus compafieros y tu profesor. Escribe tus conclusiones en
la hoja de trabajo.

Imagen 2. Cilindros formados por la hoja tamafio carta

[1] Profesora: ¢1, 2 0 cudl? ;usted que contesto?

[2] Danilo: 1y 2

[3] Profesora: O sea, ¢puede ser asi (refiriéndose al de menor radio) o puede ser asi
(refiriéndose al de mayor radio) y da igual volumen?

[4] Danilo: No, no puede dar igual

[5] Profesora: (Como cual da mayor volumen? ¢Asi (refiriéndose al de menor radio) o
asi (refiriéndose al de mayor radio)?

[6] Danilo: EI 2 (refiriéndose al de mayor radio)

[7] Profesora: Daniel, igual, por aca.

[8] Carlos Daniel: El de la derecha (refiriendose al de mayor radio)

[9] Profesora: ¢Maira?
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[10] Maira: Dos (refiriéndose al de mayor radio)

[11] Profesora: ¢Sebastian?

[12] Juan Sebastian: Dos (refiriéndose al de mayor radio)
[13] Juan David: Dos (refiriéndose al de mayor radio)
[14] Carolina: Dos (refiriendose al de mayor radio)

[15] Profesora: ¢El dos Carolina?

[16] Luisa: Uno (refiriéndose al de menor radio)

[17] Juan camilo: Dos (refiriéndose al de mayor radio)

Hasta este momento de la socializacion, la profesora habiendo revisado previamente la actividad

de cada uno de los estudiantes comenzé a indagar en primer lugar acerca de la conclusion de cada

uno de los estudiantes respecto a de qué forma se obtiene el mayor volumen del cilindro, de los

lados mayor y menor del rectangulo como la posible altura del cilindro. Esto se realizo con el fin

de ver quienes concuerdan en sus razonamientos, para poder apoyar o refutar las condiciones.

[1]

[2]

[3]
[4]
[5]
[6]
[7]
[8]
[9]

Profesora: ¢Qué estd haciendo Miguel? Cuéntenos aca en el tablero lo que estaba
haciendo

Miguel Angel: Yo lo saqué como si hubiera dos casos, pues utilicé primero una
formula para hallar el radio del circulo que aca se formaba y luego (escribe % )
Profesora: % igual al, ¢Carolina % igual al? ¢al radio? ;Quién es c?

Miguel Angel: ¢ es elperimetro

Profesora: ¢c es el perimetro de quién?

Miguel Angel: Acé el perimetro seria tomar la base

Profesora: bueno, ¢por qué calcular r? ¢para que necesitaba r?

Miguel Angel: Para calcular el volumen

Profesora: ¢A que era igual el volumen?
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[10]
[11]
[12]
[13]
[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]
[22]
[23]

[24]

[25]

[26]
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Jacob: tr2h

Profesora: mr?h, ¢la altura si la tenia?

Miguel Angel: asiente

Profesora: ¢En ambos casos? ¢;cual?

Miguel Angel: La altura es la misma de la hoja, y voy a reemplazar valores
Profesora: Bueno, mientras el termina de hacer los calculos, ahi todavia no sabemos
sies 1, 2 o igual (refiriéndose al volumen de las figuras del tablero). Entonces los que
dijeron 1, Luisa ¢por qué 1?

Luisa: Pues es que yo dije que 1 porque yo hice unas cosas, el problema es que esa
parte me qued6 mal, entonces probablemente lo que dije me quedd mal.

Profesora: O sea, usted le puso valores a ...

Luisa: Si, es que yo le di valores, o sea cogi los valores de la hoja y asumi un radio,
entonces daba que...

Profesora: ;Como lo asumi6?

Luisa: Porque es que lo puse en la hojita y supuestamente yo cada 2 cuadritos es 1 cm,
entonces asi...

Profesora: una aproximacion

Luisa: Me dio que ese tiene mas volumen, entonces, por €so pues no sé

Profesora: ¢Con cuantos lo hizo? ¢con una sola hoja o varios?

Luisa: No, por ejemplo, si lo pusiera asi larguito, con los cuadritos a mi me daba 8, se
lo aumenté a 9 y entonces sigue aumentando

Profesora: ¢Usted le aumento 1 cm a la altura?

Luisa: Al radio
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[28]
[29]

[30]

[31]

[32]
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Profesora: ¢Usted le aumento 1 cm al radio?

Luisa: o sea, si

Profesora: a ver usted lo tenia asi (refiriéndose al cilindro de menor radio)

Luisa: Y asi tenia mayor volumen, si usted lo voltea de la otra forma y le aumenta el
radio 1, la otra forma va a tener mas volumen que si usted lo deja como tiene la hoja
Investigadora: Es correcto lo que esta diciendo Luisa

Luisa: Y ahorita como el radio se halla asi entonces pues hay un error

Miguel Angel [2] ha utilizado la ecuacion de la longitud de la circunferencia para hallar el radio,

Luisa [18] escogid valores sin ningun criterio, eso nos muestra que mientras Miguel Angel esta

proponiendo una demostracion Ejemplo Genérico Analitico (EGA), Luisa esta proponiendo un

Experimento Crucial constructivo (ECC), esto se da porque a pesar de que sus razonamientos

son erroneos, ella realiza construcciones sobre el ejemplo y generaliza sobre los procesos que

esta realizando.

[33]

[34]
[35]

[36]

[37]

Profesora: No, porque lo que usted hizo no esta mal, usted esta dando una
aproximacion, entonces usted dijo, asi el radio vale tanto y asi la altura vale tanto, ¢si?
pero entonces lo que no entiendo es al aumentarle 1 cm ;cdmo? ¢asi? (hoja de radio
grande) ¢a quién? ¢al radio?

Luisa: Si

Profesora: Al aumentarle el radio ;qué pasa?

Luisa: EI volumen de la otra figura va a ser mas alto que si usted lo aumentara 1 cm
asi

Profesora: ¢Por qué cree que esta pasando eso?
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[38]
[39]

[40]

[41]

[42]

[43]
[44]
[45]
[46]
[47]
[48]
[49]

[50]
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Luisa: Si usted lo pone asi (radio menor) va a dar un volumen alto, un volumen mayor
Profesora: ¢Por qué?

Luisa: Porque yo le aproximé un radio y obtuve los valores de la altura, entonces
desarrollé la formula y el volumen que me da asi (refiriéndose al de menor radio), es
mas alto a como si yo lo pusiera asi (refiriendose al de radio mayor), entonces si usted
le aumentaba 1 cm a esto en el radio de esta figura (refiriéndose al de menor radio) era
mayor, aun asi, si usted le aumentaba 1 cm a esta (refiriéndose al de radio mayor), ¢si?
Profesora: ;Como hizo esto? ;por qué?

Luisa: Porque yo pensé que, si usted le aumentaba, porque es que si usted le pega otra
hoja aqui de cierta manera y le hace asi (formando el cilindro), entonces puede que la
capacidad o el volumen aumente, ¢si?, y lo mismo por el otro lado, y entonces, si usted
le aumenta al chiquito y le aumenta al otro va a haber una diferencia, puede que uno
aumente y el otro disminuya entonces estaba buscando eso

Profesora: ¢O sea, el volumen depende de qué?

Luisa: Segun yo, del radio

Profesora: ¢Del radio?

Luisa: Pero es que eso, no también de la altura, de los dos

Profesora: Bien, ¢qué opinan de lo que dice Luisa? Gabriela

Gabriela: Pues yo dije que también era 1, pero no depende del radio sino de la altura
Profesora: ¢La altura? ;Por qué?

Gabriela: Porque yo le di valores a la altura suponiendo que la hoja (vertical) a lo largo,
es 30 cm, le di un radio de 5 cm, obviamente porque el cono va a ser una figura mas

angosta, en el caso que yo le di valores, como usted me dijo hay que minimizar; puede
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que yo le de 100 ejemplos de que depende de la altura pero usted me va a dar uno de
que si depende del radio, el que yo di, dependia del radio al ponerle 30 cmde altura 'y
5 cm de radio, yo hice la formula que era el volumen, altura, por =, por el radio al

cuadrado

Gabriela también estd proponiendo un Experimento Crucial constructivo (ECC), esto se da

porque a pesar de que sus razonamientos son erroneos, ella realiza construcciones sobre el

ejemplo y generaliza sobre los procesos que estéa realizando.

[51]

[52]

[53]
[54]
[55]
[56]
[57]
[56]
[59]
[60]

[61]

Profesora: Espéereme, vamos a anotar esos datos ahi, ¢cuando a usted le dio que r era
cuanto?

Gabriela: No, el volumen es igual a h x 7 r2. Entonces de altura coloque 30 cm, lo
multiplica por pi, el radio seria5, al cuadrado, eso va a dar, bueno va a dar un valor
menor a que si yo le coloco. bueno, con el menor o mas pequefio

Profesora: O sea, ¢esas dimensiones son para este (alto) o para este (ancho)?
Gabriela: No, para el alto

Profesora: O sea, ¢estas son para el alto?

Gabriela: para el mas pequefio le coloque que tenia de altura 20 cm y de radio 7
Profesora: ¢De donde? Pero ojo este se forma con esta misma hoja

Jacob: Claro

Profesora: ¢Si? o sea, es decir

Gabriela: Es que yo estoy hablando de la altura esta

Profesora: Ah por eso, es decir, aca otra vez, h X m X r2, pero entonces la pregunta
ahora es, si acd 4 vale 30 cm, 0 sea, esto, y aca el radio vale 5, como esas medidas

afectan en el radio de este y en la altura de este
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[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]
[74]

[75]

[76]
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Gabriela: Es que cuando uno une los lados, bueno los 20 cm que yo le coloqueel radio
me va a dar mayor

Profesora: 20 0 30?

Gabriela: No, al angosto

Profesora: Ah es que acé usted puso 20, ¢si?

Gabriela: El radio del angosto me va a dar mayor porque se va a volver mas ancho
Profesora: Que opinan de lo que dice Gabriela, o sea, para eso ella le dio unos valores,
le dio A, le dio r, pero a este ella le esta dando 20. ;Co6mo?

Daniel: Es que si, digamos le suma las puntas de cada cilindro, el tamafio de la hoja
va a ser distinto, ;/si me entiende?

Profesora: Podria pasar eso. Pero ¢podria pasar eso Gabriela?, es decir, lo que esta
diciendo Daniel, usted le dio valores para formar este cilindro, ¢si?

Jacob: Pero entonces ahi ya deberia de hallar el radio del segundo con el perimetro
que ya tiene de los 30 cm.

Profesora: O sea, el radio de este (refiriéndose al de radio mayor) ¢cual seria segun lo

que usted esta diciendo?
. . 30
Jacob: Entonces, seria radio = P

Profesora: Mas 0 menos, ¢cuanto es eso chicos?

Gabriela: 4.7

Profesora: 4.7, ese seria el radio de este, ¢;cierto? Si, seria el radio de este, ¢cierto?
¢cual seria la altura de este? Porque ella mas o menos le puso 20, pero ¢sera que si es
20?

Jacob: Entonces pues alla le dio, el radio 0.95, entonces hagamos el perimetro seria
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[80]
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[82]

[83]

[84]
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10, perdon, el perimetro no, el didmetro seria 10, entonces ahi busquemos una formula
con la que hallemos el

Profesora: ¢El radio seria 10? ;0 el que?

Jacob: El didmetro con el perimetro

Profesora: (Como lo haria?

Jacob: Una formula

Profesora: Esta longitud acd, ;cémo se refleja aca? ;cual seria?

Jacob: Perimetro

Profesora: Jacob, lo que él esta diciendo, esta altura aca, esta longitud acd, ;como se
refleja alla?

Jacob: Como el perimetro de la base, entonces ahora una formula con la que hallemos

ese perimetro si conocemos el radio

Al darse cuenta Jacob, de que los elementos que usé Gabriela para el planteamiento de la

conjetura no eran los correctos, entonces, el plantea la misma situacion de Gabriela, pero, donde

muestra la relacion entre la longitud de la hoja de papel y el perimetro de la circunferencia de

la base.

[1]  Estudiante no identificado: Pues al 5 se le multiplica por 21, ¢no?

[2]  Profesora: Entonces, ¢al 5 lo multiplico por 27t? Si, porque mire aca tengo que
c es igual a 27tr, bueno, listo, ¢ahora? ¢cuanto da eso mas o menos?

[3] Estudiante no identificado: 107

[4] Profesora: (Cuénto es 10w aproximadamente?

[5] Silvana: 31.415996

[6] Profesora: 31.4 (si? dejémoslo asi, si, es decir, a partir de estos datos que dio
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[13]

[14]

[15]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]

[21]
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Gabriela, ella considero un cilindro de altura 30 y de radio 5, ustedes calcularon
el radio y la altura del otro cilindro, ¢si?, ahora, ¢que podria hacer con esos datos?
Jacob: Ahora pues hallar el volumen de ese cilindro

Profesora: ¢El volumen de ese cual seria?

Jacob: 30 *

Profesora: Por el radio al cuadrado, ¢y el de este? ¢cual seria?

Eliseo: 31.4

Profesora: 31.4m

Silvana: 31.4 X X 4.7

Profesora: 31.4 X X 4.72. ;Si entiende lo que estd pasando Gabriela?, que
cuando usted le dio valores a este cilindro, lo que dijo Jacob, si usted extiende
este (refiriendose al propuesto por ella) y extiende este (refiriéndose al propuesto
por Jacob), ¢seréd que daria la misma hoja?

Miguel Angel: A mi el segundo me dio 2179

Profesora: ;Y aca?

Gabriela: 750

Profesora: (7507? ;/Si?, 0 sea, con m ¢cuanto da eso?

Gabriela: 2356

30 P .
Profesora: Entonces, va a ser ~ov cesta bien, no? Y por otro lado

necesitamos ahora la altura de esto, entonces la altura de esto, ¢con qué se
forma?, con lo que ustedes dijeron, la base de este, ;cierto?, y la base de este va

aser5 X 2w
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En medio de la confusion con lo que trabajé Gabriela, se concluyd, gracias a la ayuda de Jacob
que los ejemplos que se proponen debian cumplir con las condiciones iniciales dadas, es decir,
que fueran las mismas medidas para los dos casos. Es decir, Jacob trabajo la demostracion como
un Ejemplo Genérico Intelectual (EGI), dado que el realiza su procedimiento, pero cuando
trabaja con el ejemplo de Gabriela logra transformar la situacion de tal forma que con ese

ejemplo también puede reafirmar su conjetura.

Actividad 2
2.1 Abre el archivo T11_Act-2.1.ggb, que simula el llenado de un deposito para agua en forma de
un cono circular invertido de altura 8 my radio 3 m.
[19] Anima el deslizador t (haz clic en el boton play de la ventana gréafica y resuelve las
siguientes preguntas:
a. ¢Qué magnitudes varian a medida que va llenandose el deposito? ¢(Por qué?

b. (Qué valores toman las magnitudes variables? Justifica tu respuesta.

Socializacion 2
[1]  Profesora: A ver Miguel ;Qué magnitudes varian a medida que va llenandose el
depdsito? (Por qué?... ustedes saben que respondieron
[2] Miguel: Bueno ;Qué magnitudes varian...? Bueno el diametro, el radio y la
altura
[3] Profesora: ¢Por qué estan variando?

[4] Estudiante no identificado: Porque a medida que se va acercando... va ocupando
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un espacio mas grande, entonces va a ocupar una altura y va a ocupar un
diametro

[5] Miguel: EIl radio del liquido que hace ocupar, va aumentandose entonces a
medida que va la altura aumentando...

[6] Profesora: Es decir, cuando se va llenando el cono ahi (Qué figura esta
formandose ahi también?

[7]  Estudiante no identificado: Un cono

[8] Miguel: Si, esta tomando la forma del recipiente

[9] Profesora: ;Qué otras magnitudes mas varian Danilo? El dijo el diametro, el
radio, la altura ;Qué otras?... ¢el qué?

[10] Danilo: El volumen

[11] Profesora: ;Qué otras?

[12] Karen: El tiempo también

[13] Profesora: El tiempo también esta variando

[14] Miguel: Esta jugando un papel importante ahi

Los estudiantes logran identificar las magnitudes variables, cabe resaltar que de forma muy

precaria se dan cuenta que la variacion del volumen del cono esta dependiendo del tiempo.

[15] Profesora: Daniel, ;Qué valores toman las magnitudes variables? ¢Por qué?
[16] Daniel: El radio vade O a 6
[17] Estudiante no identificado: No, esa es la altura... vade 0 a 3

[18] Profesora: ¢Por qué desde O hasta 3?
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[19] Danilo: Cuando usted lo coloca hasta aca...

[20] Daniel: El diametro de 0 a 6

[21] Profesora: El diametro de 0 a 6 y el radio de 0 a 3 {Por qué?

[22] Daniel: Porque el radio es la mitad del diametro

[23] Profesora: Si, pero ¢Por qué estan variando entre esos valores?

[24] Daniel: Porque el cono, o sea el que nos estan dando, el radio maximo es de 3...

[25] Profesora: Bueno ¢Y qué otras magnitudes?

[26] Daniel: La altura

[27] Profesora: La altura de cuanto a cuanto

[28] Danilo: De0Oa38

[29] Profesora: ¢(Por que Carolina?

[30] Carolina: Porque a medida que usted va llenando con agua pues va subiendo
hasta 8 que es la maxima.

[31] Profesora: Bueno Luisa ¢Qué relacion entre el radio y el nivel del agua?

[32] Luisa: Yo puse, es que el cono tiene, si usted le pone una linea aca eso va a
formarle un triangulo

[33] Profesora: A ver hagamos acé el dibujito

[34] Luisa: Pero no espere... ;Como le explico? Tengo la idea

[35] Profesora: Venga y la desarrolla en el tablero, yo le ayudo con el dibujo
solamente... y esto se va llenando ac4... bueno, pero luisa cuando usted leyo eso
de qué relacion existe entre el radio y el nivel del agua, ¢usted en que pens6?

[36] Luisa: En la alturay el radio

[37] Profesora: Pero ;Como piensa relacionarlos?
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Luisa: Pues es que el recipiente tiene una capacidad méxima y usted no la puede
aumentar, porque a usted ya le estan dando los valores, entonces cuando usted
lo va llenando se va creando la forma de un cono mas chiquito, entonces las dos

medidas van a ser proporcionales a las que ya tienen el recipiente

Daniel [20], Danilo [24] y [28], y Carolina [30] de forma visual logran establecer el dominio de

algunas de las magnitudes variables, ademas, Luisa [32] logra establecer la semejanza de los

triangulos que se van formando a medida que se va llenando el cono de la simulacién.

[39]
[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

Profesora: ¢Por qué?

Luisa: Porque se estan llenando

Varios: Pero ¢Por qué proporcionales?... cuando uno dice que a medida que una
magnitud aumenta y la otra también aumenta ¢eso quiere decir que el aumento
es proporcional?

Daniel: No, lo proporcional era si digamos aumentara la misma cantidad...es
decir, el radio 4 y la altura 4

Sebastian: O sea, que hay una constante de crecimiento

Profesora: Ah, hay una constante de crecimiento... ;y aca serd que hay una
constante?

Investigadora: ¢Entonces qué hizo?

Luisa: No, yo no hice nada... es que eso tiene forma también de triangulo,
entonces cuando usted dijo relacion, como ya habiamos hecho varios ejercicios
de eso, cuando usted decia relacion era para usted buscar una formula o algo que

si, que fuera... entonces yo para las formulas muy mala, entonces esto forma
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una forma de tridangulo, si usted le traza una linea forma dos triangulos
semejantes

Profesora: ¢Por qué semejantes?

Daniel: Pero eso no seria con triangulos rectangulos

Nicolas: No, eso solamente dependia de la altura y el angulo...

Profesora: ;Cuéando dos tridngulos son semejantes?

Carolina: Cuando sus angulos eran iguales, del pequefio al mas grande
Profesora: ¢Y por ejemplo ahi se cumple eso?... dibuje los dos tridngulos, si
quiere dibujelos aparte

Luisa: Ya, el grande y el chiquito

Profesora: ;Cual es el grande?

Luisa: El de aca (sefiala el triangulo externo) ... y el chiquito es este (sefiala el
triangulo interno)

Profesora: Ah listo, entonces tiene estos dos... ;Por qué son semejantes?

Imagen 3. Semejanza de tridngulos (Socializacion de Luisa)

Luisa: Por que comparten este mismo &ngulo y aca tienen 90...
Profesora: ¢Sera que no?... usted me dice que estos dos son iguales por ser de

90, este, comparten uno... bueno entonces ;todos estan de acuerdo de que son
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semejantes?... listo y ahora ¢para qué me sirve esto?

[59] Luisa: No, pues esa era lo de la relacion

Luisa [46] aunque no esta segura establece la relacion de semejanza en los triangulos que se

forman de acuerdo al llenado del cono, sin embargo, posee argumentos tedricos suficientes que

validan la informacién, dado que comprende que para que dos tridngulos sean semejantes, los

angulos deben ser iguales, sin embargo, no esta convencida de la relacion de proporcionalidad

que debe existir entre ellos, es decir, hace uso de un ejemplo representativo de la clase y sus

justificaciones son generales, lo que nos lleva a pensar que esta tratando de construir una

demostracidn de tipo Ejemplo Genérico Analitico (EGA), ademas, vemos la dificultad de Daniel

en la compresion del concepto de semejanza de triangulos.

Dentro de la Gltima parte de la socializacion, los estudiantes hicieron intentos por establecer la

dependencia entre el radio y la altura, sin embargo, se pudo evidenciar que entiende que hay

una constante que relaciona las variables, pero no supieron como hallarla.

Socializacion 3

c. Halla la funcion que representa la interdependencia entre el nivel del agua y el volumen.

Explica tu procedimiento.

[1]

[2]

[3]

Profesora: Ayer nosotros encontramos la interdependencia entre el radio y el nivel del
agua, ¢cierto? Entonces, ahora nos estan pidiendo, cual es la funcion que relaciona el

nivel del agua con el volumen. Entonces, Carolina pase y nos explica.

r

2h . o .
y el radio es esto (sefiala el radio en el

Carolina: Teniendo en cuenta que el V = .

tablero), entonces la formula quedaria asi V = (escribe de nuevo la formula

3h\2
(%) h

3
del volumen con los datos conocidos).

Profesora: Y resolviendo eso entonces ;Como quedaria?
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Karst: Pues ahorita llegamos a esa “teoria”. Digamos si V va a ser igual a r2... 3 pero
en este caso seria por 8. Y si tomaramos el valor original que nos dan de...

Profesora: O sea ¢como si estuviera lleno el tanque?

Karst: Si, y lo... bueno sobre 8. Esto al cuadrado por 8, que es el valor de la altura,
sobre 3, esto da 24n

Profesora: jAja! ¢Y qué pasa?

Karst: Pues que ahi si, pues se podria llegar, si tomamos solo los valores de 4, pero si
digamos nosotros...

Profesora: Ahi solamente tomo un valor de %

Karen: Es que si le damos a % otro valor ya no nos daba lo que se supone que era el
volumen. O sea, por lo menos lo intentamos con % igual a 4...

Profesora: A ver con 4 igual a 4...

Karen: Daba 3

Karst: Daba 3 y el resultado es 121

Estudiante: Daba 3 y el volumen es 12x

Profesora: A ver hagamoslo... Chicos alla en el simulador, lleven a 4 igual a 4 y
diganme cuanto vale... si & es igual a 4 ;Cuanto vale r? (Karst escribe en el tablero)
Karen: Acano estael...

Profesora: Si 4 vale 4 ;Cuanto vale r?

Karst: Pero con la formula original da 127, entonces...

Profesora: Con la formula original da 127, a ver calcule el 127, eso que esta diciendo.
Karst: O sea seria, volumen igual a 12, 3 al cuadrado...

Investigadora: ¢Por qué tres?
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Profesora: ¢Por qué 32? Si 4 vale 4 por que el radio vale 3.

Investigadora: ;Cuanto vale el radio en ese momento?

Karen: 1.5

Karst: 1.5 sobre 3. Creo que ahi esta el error

Estudiante: Eso era lo que no habiamos considerado

Profesora: ¢Por qué estaban considerando a 3 como el radio?

Karst: Es que tomamos un valor en el radio totalmente. O sea, no cambiamos el valor
del radio

Investigadora: Pero ¢Si estan de acuerdo o no estan de acuerdo?

Profesora: ¢Estan de acuerdo con lo que hizo aca Carolina? (encierra la formula escrita
por Carolina en el tablero).

Sebastian: Pues seria solucionarlo

Profesora: ¢Solucionar esto (la formula encerrada)? ;O qué? ;Solucionar qué?

Karst: Pues aqui si coincide (sefiala lo escrito en el tablero) entonces, o sea, con este
si coincide. Pero, si yo tomara otro valor...

Profesora: ;Y hasta cuantos valores vamos a tomar para convencernos de que puede
que esté bien o puede que este mal?

Karst: Pues seria una prueba

Investigadora: ¢Y cOmo seria esa prueba?

Karst: La prueba seria hacer la operacion

Investigadora: ¢Solo con esa?

Karst: O sea, darle los valores. O sea, tomar el valor del volumen como se hallé

originalmente y como lo hicimos tomando en este caso la altura. Si los dos valores
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coinciden pues técnicamente. ..

Profesora: Pero, es decir, ;cudndo usted toma... tomando el volumen originalmente
como usted dice entonces usted que hace?, usted le da un valor a la altura?

Karst: Si, o sea, digamos que valga 4...

Profesora: Digamos que valga 4. Entonces, si / vale 4 ;Cuanto vale el radio?

Karst: 1.5

Profesora: ¢Por qué 1,5?

Karst: Porque seria la mitad del radio, o sea, estaria como...

Profesora: ¢Por qué es la mitad del radio?

Karst: Si, digamos aca (sefiala el dibujo en el tablero) esto se llama...

Profesora: ¢Pero que encontramos nosotros ayer? ;Como se relacion la altura con el
radio?

(Karst sefiala una expresion del radio con la altura en el tablero)

Profesora: ¢Y esa es la mitad? ;El radio es qué?

. 3
Maira: 5 de la altura

3 . ,
Profesora: 5 de la... altura. Entonces si usted le da un valor a la altura ;Como calcula
el radio?
3 3
Karst: 5+ 0sea, vaaser - de la altura

Profesora: Y luego multiplica por  y divide en 3. Entonces ahora. ¢Para cualquier
altura? Para cualquier altura ahora, ¢usted como calcula el radio?

Karst: Pero ya... 0 sea estaria asi (sefiala la expresion del radio con la altura) seria igual
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[65] Profesora: Lo que esta haciendo aca...

[66] Karst: Lo que estd haciendo Carolina

[57] Profesora: O sea usted necesita darle valores a /

[58] Karst: Pues seria como mas fécil, siper seguro.

[59] Profesora: Si, ;Qué opinan los deméas? Jacob, ¢Qué opina usted?

[60] Jacob: Pues de que, bueno... si le da valores, lo mismo que siempre nos preguntan
entonces ¢Cuantos valores tiene que tomar para pues convencernos de que es real?
porque entre, digamos de 0 a 8 hay cualquier cantidad de nimeros, entonces ¢CAmo
vamos a saber que en todos es exacto?

[61] Profesora: jAja! O sea que... Entonces ¢usted qué opina de lo que hace Carolina, que
esto funcionaria...?

[62] Jacob: Paratodo, porque esta tomando en general la altura.

En esta parte de la socializacion, a pesar de que el dia anterior se habia encontrado la relacion
entre la altura y el radio, Karst [35], [39] y [58] aun tiene dudas dado que no establece dichas
relaciones con los elementos, ademas vemos como para ella es necesario hacer uso de los
ejemplos para comprobar su conjetura, es decir, ella continda estableciendo demostraciones de

tipo Empirico Ingenuo Inductivo (EII).

6.3.Taller 3. Area Maxima
Actividad 1
1.1 El perimetro de un rectangulo es de 14 metros. Encuentra las dimensiones de este cuadrilatero

para que su area sea la maxima posible. Explica y justifica tu respuesta en la hoja de trabajo.
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Hoja de trabajo de Jair

Como podemos observar en la hoja de trabajo de Jair (Imagen 4), el empieza a tomar diferentes
ejemplos para poder hallar la solucién, sin embargo, tiene en cuenta el concepto de perimetro
y ademas entiende que los dos valores, la base y la altura deben sumar 7 metros.

Imagen 4. Hoja de trabajo de Jair
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Es decir, a pesar de estar probando con algunos ejemplos empieza a encontrar algunas
herramientas que le pueden servir en su demostracion, por otra parte, vemos como él va
cerrando el intervalo donde se encuentra el valor del lado del rectangulo que hace méaxima el
area del mismo. Lo que nos lleva a concluir que el tipo de demostracion que esta intentando

realizar es un Experimento Crucial Constructivo (ECC)

Hoja de trabajo de Karen

En la hoja de trabajo de Karen (llustracién 2) podemos evidenciar que ella solo esta haciendo
uso de los nimeros enteros como el valor de la longitud de los lados del rectangulo, es decir,
ella basa sus razonamientos en la existencia Unica de los nimeros enteros y es por ello que nos
lleva a pensar que el tipo de demostracioén que pretende realizar es un Experimento Crucial

Basado en el ejemplo (ECBE).
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Imagen 5. Hoja de trabajo de Karen

Hoja de trabajo de Danilo

En la hoja de trabajo de Danilo (llustracion 3) podemos evidenciar que, al igual que Karen, el hace
uso exclusivo de los nimeros enteros como el valor de la longitud de los lados del rectangulo, sin
embargo, cabe resaltar que maneja parcialmente el ejercicio de forma algebraica, dado que asume
un valor y a partir de ese valor despeja el otro y de esta forma relaciona la base y la altura. Lo que
nos permite inferir que el tipo de demostracion que pretende realizar es un Experimento Crucial

Basado en el ejemplo (ECBE).
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Imagen 6. Hoja de trabajo de Danilo

Hoja de trabajo de Gabriela
En la hoja de trabajo de Gabriela (llustracion 4) podemos evidenciar que, para poder justificar
sus razonamientos hace uso de ejemplos, tiene en cuenta los nimeros decimales como valor de
como el valor de la longitud de los lados del rectangulo, sin embargo, es importante resaltar que
define al cuadrado como un rectangulo de lados iguales y es por ello que admite esta respuesta.

Lo que nos permite inferir que el tipo de demostracién que pretende realizar es un Experimento

Crucial Basado Constructivo (ECC).
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Imagen 7. Hoja de trabajo de Gabriela

Socializacion 1.

Actividad 2

2.1 Abre el archivo de GeoGebra T12_Act-2.ggb y mueve el punto B.

a. (Qué magnitudes varian? ;Cuales no varian? Explica tu respuesta.

b. ;Qué valores puede tomar la altura? ;Por qué?

[1]
[2]
[3]
[4]

[5]
[6]

Profesora: Daniel ;Qué magnitudes varian y cuales no varian? ;por qué?

Daniel: Varian la base y la altura, el area. No varia el perimetro

Profesora: ¢Por qué varia la base, la altura, el area? ;Por qué no varia el perimetro?
Daniel: No varia el perimetro porque ya nos estan diciendo que el perimetro valdria
14,y la base y la altura varian porque debemos que darle valores para que el perimetro
sea 14

Profesora: ¢Alguien mas? Karst...

Karst: Variaria porque digamos que hay diferentes nameros que al sumarse dan 14
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Profesora: Entonces ¢De qué magnitud o magnitudes variables depende el area del
rectangulo? ¢Por qué? ;Qué valores puede tomar la base? ;Por qué?

Profesora: ¢Qué valores puede tomar la base?

Juan David: Pues la base puede tomar de 7 hasta 0, puede llegar hasta el cero, pero no
puede tomar ese valor.

Profesora: ¢El 7 si lo puede tomar? Pero el cero no. Si la base vale 7 (Cuanto vale la
altura?

Juan David: 0, ah... pero 7 tampoco.

Profesora: ¢Por qué no los puede tomar?

Juan David: Porque daria 0

Profesora: ¢Y no puede dar 0?

Juan David: No, porque seria una recta... serian dos lineas ahi. No tendria gracia
Profesora: O sea, que ¢no puede haber un rectangulo de area cero?

Juan Sebastian: Yo creo que si, pero depende de como uno vea el 0

Jacob: 0 es un numero

Profesora: EI 0 es un numero si

Nicolas: ... uno entiende el valor 0.

Profesora: Pues de altura 0, de longitud 0

Nicolas: Pero entonces uno puede decir, no si existe, simplemente que es 0 y ya.
Depende de cémo uno lo vea.

Profesora: ;Quiénes consideran que si toma el 0 y el 7? (Varios estudiantes levantan
la mano)

Profesora: Bueno y ¢Por qué ustedes si consideran que toma el 0 y el 7? Gabriela ¢Por
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queé usted si considera que toma el cero y el siete?

Mayra: Por el nimero que uno ubica de la cinta. Porque la base y la altura... o sea que
la suma de los dos tiene que dar siete, siete mas cero da siete

Profesora: Ah que la suma de los dos lados tiene que dar siete

Mayra: Si, la suma de la base y de la altura.

Los estudiantes logran reconocer las magnitudes que varian y las que son constantes, sin

embargo, en algunos casos les cuesta reconocer la existencia del rectangulo de &rea 0 (Juan

David [9] y [11]). Ademas, logran reconocer el dominio de la funcién area y de paso establecer

la relacién de forma implicita entre la base y la altura del rectangulo del problema. En cierto

modo, podemos decir que, ellos logran establecer de una forma elemental una conjetura acerca

de que la base més la altura debe ser 7 (Mayra [25]).

Socializacion 2

c. ¢Qué valores puede tomar el area? ;Por qué?

[1]

[2]

[3]

[4]
[5]

Profesora: No consideran un rectangulo de area cero. Entonces ¢entre cuanto y cuanto
varian Sebastian?

Sebastian: Entre 0 y 7 deberian tomar. O sea, pero yo quiero aclarar que graficamente
como por ejemplo en el programa si, o sea, el si lo representa como un rectangulo
cuando es cero, pero en la vida real, o sea, aca fisico no se puede, no daria un
rectangulo.

Profesora: Okey, esa es, esa es la consideracion de él, listo. ;Para los demas?... Miguel,
¢Usted qué opina? ¢Usted si considera un rectangulo de area cero?

Miguel: Es que si, segun lo que estabamos hablando ac4, y lo que dijo Karen, pues...
Profesora: En ese mismo sentido, ;Qué valores puede tomar el drea? Danilo... ;Qué

valores puede tomar el area?
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[6] Danilo: Sies 0, base 0 y altura 7, entonces seria entre 0 y 12,25.

[71  Profesora: (:Tomandolo o sin tomarlo?

[8] Danilo: Sin tomarlo... no, tomandolo.

[91  Profesora: ;Y por qué? ;Por qué entre cero y 12,25?

[10] Danilo: Porque cuando... pues al tomar la base cero y la altura méaxima 7, entonces el
area valdria. ..

[11] Profesora: ;(Cuanto valdria el area?

[12] Danilo: Cero

[13] Jacob: 0 =7 x 0.

[14] Danilo: Ah no, eso pasa es cuando esta los dos.... Tomando 3,5

[15] Profesora: O sea que ¢El area varia entre cero y 12,25? ;Por qué hasta 12,25? ;/No
encontré uno mayor?

[16] Jacob: Yo no encontré uno mayor por que hice... lo que le habia dicho... bueno
multipliqué 3,5 por 3,5 y lo maximo era 12,25. Y pues, esto... miré un niumero que
fuera mayor a 3,5, entonces 3,501 y el otro 3,499 y me daba 12,24999 y venia siendo
un numero periddico...

[17] Profesora: (Y si hubiera tomado 3,50001...?

[18] Jacob: Pues me seguia repitiendo el nimero nueve...

[19] Karst: Seguiria siendo periodico.

[20] Jacob: ...periddicamente, sin llegar a 12,25.

[21] Carolina: Va a tender a 12,25 de todos modos, pero no va a llegar a tocarlo. La Unica

forma de que de 12,25 es que este en 3,5
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Sebastian [2] basa sus razonamientos en lo que ha observado del programa, y es por ello que acepta
la existencia del rectdngulo del &rea O dentro de la actividad mateméatica, mas no, en el mundo
tangible. Ademas, Jacob [16] encuentra el valor del lado del rectangulo, sin embargo, lo que hace
es probar con ciertos nimeros y operar sin ningudn criterio, pero tomando en cuenta la posibilidad
de encontrar la respuesta dentro de los nimeros decimales, por lo tanto, el encuentra que el
rectangulo cuyo perimetro es 14 y es de mayor area cuando los lados son iguales a 3.5, lo que nos

permite concluir que la demostracion que realiza es de tipo Empirico Ingenuo Inductivo (Ell).

Socializacion 3
d.¢Qué relacion hay entre la base y la altura? ;Por que?

[1]  Profesora: ;Y sies 3,5? Okey... vamos a dejarlo hasta ahi. Ahora, Jair, ;Qué relacion
hay ente la base y la altura?

[2]  Jair: La suma de las dos es igual a la mitad del perimetro.

[3] Profesora: ¢La suma de que? Sea mas especifico. ;Cual es la relacion entre la altura y
la base?

[4] Jair: ... y mientras una aumenta la otra disminuye.

[6] Profesora: jAja! ¢Y por qué la suma de las dos tiene que ser la mitad del perimetro?

[6] Jair: Porqueserlia+a+b+b=2a+2b=P

[71  Profesora: ;Como?

[8] Karen: Dos veces la altura y dos veces la base.

[9] Profesora: jAja!l... ¢Luego?

[10] Karst: Luego dividira el perimetro en dos

[11] Profesora: ;Como?
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Karst: O sea, después de hacer la suma dividira, o sea, va a quedar 2a + 2b, y eso lo
hicimos algebraicamente y quedaba 2(a + b). Luego, pasaba el 2 a dividir a P, y
técnicamente se cumple que la suma de las dos va a dar la mitad de P.

Profesora: La suma de las dos va a dar la mitad de P.

Jair [2], Karen [8] y Karst [12] logran establecer de manera algebraica la relacion entre la base

y laaltura del rectangulo cuyo perimetro es 14, dado que inician su abordaje de manera intuitiva,

y a través de ese abordaje logran establecerlo de forma general, se puede deducir que la

demostracion que logran realizar es un Ejemplo Genérico Analitico (EGA).

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]

[16]

[17]
[18]
[19]

[20]

Investigadora: ¢Y no hay otra relacion?

Karst: Pues si, que a medida que la una aumenta, la otra disminuye. Y que cuando se
igualan...

Profesora: Aca estan diciendo que es inversamente proporcional, ;Sera que es
inversamente proporcional?

Jacob: Si es inversamente proporcional

Profesora: ¢Por qué?

Jacob: Porgque a medida que aumentaba la base asi sea 0,1 se lo disminuia a la altura
en 0,1. Entonces pues yo miré como que su maxima base era 7, entonces empece a dar
unnamero a la altura, entonces 7 menos la altura, me daba el niimero que habia dado.
Profesora: (Qué opinan?

Jacob: Porque es inversamente proporcional

Profesora: ¢(Qué significa que dos magnitudes son inversamente proporcionales?

Jacob: Que lo que mientras una aumenta algo, la otra le esta disminuyendo lo mismo.
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[21] Profesora: Por ejemplo, a ver... ustedes que tienen alla el archivo...

[22] Karst: (No podria ser que digamos la altura seria la diferencia entre el perimetro, la
mitad del perimetro y la base...? O sea, que fuera digamos la altura seria igual a la
diferencia entre la mitad del perimetro menos la base.

[23] Profesora: Lo que ella esta diciendo aca es esto... que la altura es igual a la mitad del
perimetro menos la base

[24] Karst: Y lo mismo para el caso de la base, seria la mitad del perimetro menos laaltura.

[25] Profesora: jAja! Entonces para la base seria, la mitad del perimetro menos la altura.
Pero entonces lo que esta diciendo ahi, lo que dice Nicolas y Jacob que son
inversamente proporcionales. Por ejemplo, no sé, tenemos aca la altura y tenemos aca
la base. ¢Qué significa que dos magnitudes sean inversamente proporcionales?

[26] Nicolas: Que mientras la una aumenta, la otra disminuye.

[27] Miguel: Aumente o disminuye exactamente lo mismo.

Aqui se refleja la ausencia de buenos conceptos matematicos, Karst [12], Jacob [16] y [20] y
Nicolas [26], platean que la altura y la base del rectangulo son inversamente proporcionales
simplemente porque mientras la altura aumenta, la base disminuye, describiendo de forma

erronea, lo que implica la proporcionalidad inversa y sin tener en cuenta lo que implica la

proporcionalidad en si.

[28] Eliseo: Tiene que haber la constante de proporcionalidad.

[29] Profesora: Tiene que haber la constante de... proporcionalidad. O sea, que a medida
que la altura aumenta, la base disminuye, pero de manera constante... pero cuando
ustedes dicen constante ;Como asi constante?

[30] Jacob: Pero, puede ser el mismo, el mayor perimetro, ya sea la altura o la base,
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descontarselo al otro.

Profesora: ;Como asi?

Jacob: O sea, por ejemplo, démosle algun valor a la altura.

Karst: Seria 6

Profesora: Empecemos con uno bajito para ir aumentando, entonces 1 ;Aca cuanto
tendria que valer la base?

Jacob y Karst: 6

Profesora: Ahora, 2, segun la constante ;Cuanto tendria que valer ahi la base
Sebastian? Bueno dejémoslo aca, con 2 ;Cuanto?

Jacob: 5

Profesora: Con 3

Estudiantes: 4

Karst: No, seria, si, pero seria... pero no nos vamos a quedar haciéndolo con todos los
nameros.

Jacob: Por eso, o sea, seria el perimetro. ..

Profesora: Con 2 ¢Cuanto?... perdon, ¢;con 4 cuanto?

Varios: 3

Profesora: 5

Varios: 2

Profesora: 6

Varios: 1

Profesora: Aca estd aumentando la altura y estd disminuyendo la base, pero ¢;de

manera proporcional?... ;Como uno saca la constante de proporcionalidad Sebastian?
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[49] Sebastian: Yo confundo las dos, o sea, la manera de sacarla. No me acuerdo si es la
constante sobre x. No, es que hay dos formas de relacionar una constante y dos
variables, una es la proporcionar y otra es la inversamente proporcional, pero no me
acuerdo bien como, cual era cual. Pero si no me equivoco unaes y. x 0 y. x tiene que
dar la constante, creo que aqui es proporcional; y la otra seria % tiene que dar la
constante...

[50] Karst: ¢(No es esto y.x y la otra i?

[51] Karen: ;Y en donde queda y?

[52] Karst: Oseay = iy la otra seria

[53] Karen:1l=y.x

[54] Karst: No, y seria igual a 1, es que no recuerdo...

[55] Profesora: Bueno, pero ¢Esta clara aca la relacion que hay entre la base y la altura?

[56] Karst: Si, seria la diferencia
Sebastian hace uso de la memoria, sin embargo, tiene algunos aciertos, en este caso recordo que,
para que las relaciones de dos variables sean proporcionales debe haber una constante de
proporcionalidad, sin embargo, Eliseo se preocupd mas por buscar la relacién en ese momento,

es decir, hizo una basqueda rapida y por ello pudo sustentar que la relacion entre la base y la

altura no es proporcional inversa.

[57] Profesora: ;Qué esta variando aca?

[58] Karen: Los lados

[59] Profesora: Si y ¢(Qué pasa con el perimetro? En nuestro caso ¢Cuanto valia el
perimetro?

[60] Estudiantes: 14
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Profesora: Entonces ;Qué tenemos?

Karst: = —b...7 —b = a.

Profesora: Jacob exprese el area en funcion de la base. Ahi ya esté la altura en funcion
de la base. Ahora ¢Cual seria el area en funcion de la base?
Karst: Utiliza la del area, o sea, el area seria igual a (7-b)b
Profesora: ¢Por qué?

Karst y Karen: Porque ya tenemos a...

Jacob: Es que solo es reemplazar el b acéa.

Profesora: ¢Por qué ahi?

Karst: O sea, agarramos fue digamos a, y usamos la formula del area.
Profesora: ;Cual es la formula del area?

Karst: a. b, y entonces seria igual a...

Karen: Ahora usted ya tiene a, porque esa a de alla

Jacob: Si (escribe la formula en el tablero (7 - b)b)
Profesora: ¢Qué esta multiplicando la b?

Estudiantes: Paréntesis (Jacob pone paréntesis en la ecuacion)
Karst: Entonces quedaria 7 por... 7b - b?. Como la teniamos
Profesora: Entonces ahi ¢Cudl es la variable dependiente?
Juan David: La base

Karen: El &rea

Profesora: ¢Y la independiente?

Juan David: La base

Profesora: O sea, el &rea depende de... entonces notacion chicos (escribe en el tablero
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A(Db)) el area depende de la base.

Karst: Entonces si nos habia quedado bien

Profesora: Entonces ¢Qué significa esto Mayra? ;Qué es esto? Esta expresion aca
¢Qué me esta calculando?

Mayra: La altura en funcion de la base.

Profesora: ¢La altura en funcion de la base?

Mayra: El area.

Profesora: El area en funcion de la base. La interdependencia entre ;Quién?

Jacob: Donde este la base, ese va a ser el area y donde este el area eso va a ser... O

como sea el area, eso va a ser la base

Los estudiantes logran reconocer que la variable independiente es la base, y la dependiente es el

area, dada la relacion que se habia planteado en el punto anterior, ademas queda claro que la

relacion entre la altura y la base es una diferencia, y que el hecho de que el area dependa de la

base es porque se puede expresar el area en términos de la base.

Socializacion 4

e. ¢Cuales son las dimensiones de la base y la altura del rectangulo de mayor area? ¢Por quée?

[1]

[2]

[3]

[4]

Profesora: Luisa, ¢Cudales son las dimensiones de la base y la altura del rectangulo de
mayor area?

Luisa: Es que yo alcance a hacer hasta la 4, pero de acuerdo a lo que se habia dicho
antes, yo habia pensado que era 3.5

Profesora: ¢Por qué? Quiero otra justificacion ademas de la que estan viendo ahi en
GeoGebra.

Jacob: Pues como lo habiamos dicho ahorita si le ddbamos un numero mas a 3.5...
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Profesora: Pero que tal que yo encuentre uno donde no, o sea quiero que me garantice
que...

Jacob: Pero ahi el 9 no sigue periédicamente. ..

Profesora: Pero que tal que pase algo méas adelante

Karst: Es que no sé qué pasa en GeoGebra que digamos, no sé si lo aproxima y
digamos llegaba a un valor muy cercano al 3.5 y los valores de atras, digamos en un
intervalo era pequefio, 0 sea de 3.5 a 3.45 tomaba los valores y los aproximaba a 25 y
lo mismo pasaba con el otro.

Duvan: Pero ¢no seria por que el perimetro es 14 y no cambia? O sea, podia aumentar
todo lo demaés, pero llega hasta ahi el 14 y por eso no pasa de...

Profesora: No, pero yo puedo encontrar 3.6 y aun asi encontrar el otro lado para que
sume 14. ;Como? Con este que ya tienen aca. Entonces yo puedo escoger un lado 3.6
¢CAmo encuentro el otro? 7 — 3.6 ¢Si? {Qué otra justificacion? Daniel. ; Todos estan
de acuerdo que la dimension es 3.5?

Jacob: ¢Y si el perimetro es la suma de todas las dimensiones, entonces el niUmero
maximo...?

Profesora: ¢Cuales dimensiones? ;Cuantas dimensiones tiene ese rectangulo?

Jacob: Bueno, de todos los lados. Entonces, se supone que su lado al dividir el
perimetro por sus cuatro lados me tiene que dar su nimero maximo que deba tener ese
lado.

Profesora: ¢Por qué?

Jacob: Porque al sumarlo me tiene que dar...

Profesora: Pero otra vez, yo puedo encontrar dos lados diferentes, que no sean iguales,
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que aun asi me siguen sumando 14.

Karst: Se escogeria por el orden, dependiendo del mayor...

Profesora: A ver, pero chicos miren, ustedes encontraron la interdependencia entre la
altura y la base, encontraron la interdependencia entre al area y la base, ;Cémo hacer
uso de eso para ahora encontrar las dimensiones del rectangulo de area maxima?
¢Como? Porque usted estaba buscando eso ¢no, Karen? Usted estaba buscando algo
asi, mire, usted misma lo dijo, ya tengo al area que depende de a y b, ya tengo al
perimetro que depende de a y b, ahora ;Como relaciono esas dos? Acé esta, y ahora
¢Que voy a hacer con esto? ;Qué es esto? Jair ;Qué es esto?

Jair: Una funcién

Profesora: ¢Una funcién? Si, si es una funcion ¢no?

Karst: ¢(No se puede hallar en funcién de la altura?

Estudiante: Si, usted lo puede hallar tanto en funcién de la base como en funcion de

la altura

Profesora: Bueno, pero ¢Estan de acuerdo que es una funcion?

Estudiantes: Si

Profesora: ¢Por qué? Sebastian ;Como usted me garantiza que esto es una funcion?
Karen: Porque la variable independiente tiene una Unica imagen en la variable
dependiente

Profesora: ;Y como demuestra usted eso?

Karst: En el plano, pues agarro, digamos le doy 3.5...

Profesora: A ver hagalo. A ver colaboérenle a Karst a hacer eso en el plano.
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Karst: Pues seria... pues primero hallo este (sefiala la ecuacion del tablero), que seria
A(b) = 7b-b2. Y digamos que a esto le doy el valor de 3.5

Profesora: Entonces escriba, A(3.5) ... ¢(Cuando da cuando vale 3.5?

Karst: Va a dar 12.25... (escribe la operacion en el tablero)

Profesora: ;Cuanto da eso?... mientras vamos hallando unas mas faciles, a ver la de 0.
¢Cuanto es A(0)?

Karst: A(0) seria igual a...0

Profesora: ¢Cuanto es A(7)? ¢Qué significa que b sea 7? (Karst realiza la operacién
en el tablero)

Karst: También va a dar 0

Profesora: Ah bueno 0, vaya ubicandolos ahi, entonces...

Karst: (ubicando los puntos en el plano) Cuando vale 7 aca, esto va a ser... A(7)?. Y
aca creo que...

Profesora: ;Y A(0) = 0? Karst ;Usted que esta ubicando en el eje horizontal? ;Qué
se ubica en el eje horizontal?

Karst: Es que me confundo... ;La base?

Profesora: La base... Aca se esta ubicando b ¢Y que se ubica en el eje vertical?
Estudiantes: A(b)

Profesora: A(b)... o sea (qué?... el area. (Cudl es la variable independiente? ;b 0 A?
Profesora: ¢Quién depende de quién?

Estudiante: A depende de b

Profesora: A depende de b, entonces ¢Cual es la variable independiente?

Estudiante: b
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Profesora:¢Alguien sabe esa grafica que es? ¢ 7b- b2.?

Investigadora: Karen ¢(Es que?

Karen: Una funcién cuadratica

Investigadora: Una funcion cuadrética, pero usted dijo otra cosa

Estudiante: Una pardbola (Karst realiza el bosquejo de la funcion cuadratica en el
tablero)

Profesora: Bueno, pero ¢Por qué la maxima? A mi no me convence todavia que sea la
maxima, entonces yo voy hacerlo algo asi (realiza otro bosquejo) .... Ustedes me
tienen que convencer gque es la maxima, no sé, voy a decir que acé es 3.5

Jacob: Sacamos la mitad...de su maxima base

Profesora: ¢Por qué?

Jacob: Porque, es que eso ya lo habiamos hecho, pero no recuerdo, o sea, no sé codmo
explicarselo. La mitad y donde daba el, esto que, el... la parte mas alta de la parabola,
... el vértice.

Profesora: Si, y usted esta diciendo una manera de encontrar ese vértice ;Como?
Jacob: Pues el punto medio de 0 a 7, 3.5

Profesora: Y hay otra manera ¢Cual? ;Cudl es Sebastian? Sebastian nos la ha dicho

como 3 veces

., -b
Sebastian: —
2a

-b
Profesora; —
2a

Jacob [4] manifiesta que los procedimientos para justificar que el rectangulo de area maxima

se encuentra cuando cada uno de sus lados es 3.5 fue de manera inductiva, ademas justifica que

al tener el rectangulo 4 lados lo que puede hacer es dividir el perimetro entre 4 y asi hallar el
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lado del rectdngulo de mayor &rea, es decir, carece de criterios a la hora de justificar su proceso,

por lo que su demostracion es de tipo Empirico Ingenuo Inductivo (EII).

Ademas, Karst en el desarrollo propone realizar operaciones que carecen de justificacion
matematica, sin embargo, también propone [28] la demostracién por medio de un grafico, sin
embargo, cuando intenta realizar la misma, se da cuenta de las falencias que tiene, dado que no

comprende dentro del plano la ubicacidn de las variables dependientes e independientes.

Por otra parte, Karen [50] y Sebastian comprenden que la funcion A(b) = 7b — b? es cuadratica
y, por lo tanto, posee propiedades tales como el vértice, que es una herramienta que puede
ayudar a determinar el valor del rectangulo cuyo perimetro es 14 y cuya area es maxima. Cabe
resaltar que, Sebastian tiene claridad de esta caracteristica de la funcion cuadratica y es por ello
que él es quien establece esta relacion, por lo tanto, podemos decir que Sebastian logra
demostrar que el rectangulo de mayor area y cuyo perimetro es 14, es el cuadrado de lado 3.5

y esta demostracion es de tipo Ejemplo Genérico Intelectual (EGI).

6.4.Taller 4. Caja sin tapa
1 A partir de una hoja rectangular de tamafio 6 dm por 4 dm, construye una caja sin tapa
recortando cuadrados de igual tamafio en las cuatro esquinas, de tal manera que almacene
el mayor volumen. ;Cudles son las dimensiones de la atura, anchura y profundidad de la

caja de mayor volumen? ;Por qué? Explica tu procedimiento y tu respuesta.

Comunicando y compartiendo resultados

2 Discute los resultados obtenidos con tus compafieros y tu profesor. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.
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En esta actividad los estudiantes se distribuyeron en 5 grupos, donde tenian la libertad de abordar

el problema como quisieran, sin embargo, se obtuvieron los siguientes resultados, de 5 grupos que

se organizaron 4 probaron midiendo la caja con regla y realizando operaciones.

Grupo 1. ¢Cuéles son las dimensiones de la atura, anchura y profundidad de la caja de mayor

volumen? ¢ Por qué?

[1]
[2]

[3]

[4]

[5]
[6]
[7]

Profesora: ¢Cudles fueron las dimensiones de la caja de mayor volumen?

Karen: a es el valor que ya nos dieron al principio... nosotros lo manejamos con
centimetros

Danilo: Lo que ella quiere decir ahi es que estamos manejando el volumen con todos
los valores de la caja, entonces ahi yanovaasera = 60yel b = 40, entonces el
60 ya no va a ser 60 cuando armemos la caja, sino 60 — 2x que es lo que se le va a
quitar, que son las dos partes que se van a recortar, y el 40 es 40 — 2x que se van a
recortar las dos partes y x es la altura, ¢(Por qué? Porque cuando se vaya a doblar va a
quedar, va a quedar este lado y este lado, entonces al doblarse forman x y por eso es
la x

Karen: O sea la x también igual que ¢/Quiénes fueron los que lo intentaron sacar, el
primer grupo?... intentamos sacar una x, buscar la manera de que la x no fuera un valor
al azar, sino un nimero exacto, también lo intentamos, pero no lo logramos...
Profesora: ;Como lo intentaron?

Karen: Pues yo intente ponerla como en funcion de x, pero no lo logre

Profesora: ¢Poner en funcion de x qué?
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Karen: El volumen

Profesora: ¢Y ahi como esta expresado como esta, en funcion de quién?

Karen: Ah no pues si, estoy confundiendo x

Profesora: Ahi el volumen esta expresado en funcion de x, pero ¢para qué le sirve eso?
¢Como con eso hallaron la altura que les dio cuanto al final? ;con cuél se quedaron?
Karen: Con 7.8

Profesora: O sea para ustedes con x igual 7.8 les da el volumen maximo

Danilo: Dandole valores

Karen: Yo lo intenté porque queria llegar a un punto exacto, queria despejarlo, primero
lo queria organizar, pero ni siquiera llegue a eso, entonces simplemente le dimos
valores a x ... probamos con varios, bueno probo con varios, y el llego a 7.8 como la
altura adecuada para legar al volumen maximo

Profesora: ¢ Y cuanto le dio con 7.8?

Karen: Dio 8450 ¢m3

Profesora: Parece que con x igual a 7.8, por el momento es el volumen maximo, si
claro si ustedes hubieran tenido mas tiempo de seguir probando, de pronto se hubieran
aproximado

Danilo: Yo tomeé por l6gica de que no se podia tomar un valor mayor a 20, 15 o asi, si
porque si usted va tomar un valor mas grande entonces va a quedar sin un lado en la
caja, entonces por eso no me pasé de 10 o de 15 porque cuando me pasé de 15 el area
era muy pequefia

Investigadora: (EI area?

Danilo: iba bajando hasta que me encontré con el 8, y me fui ahora subiendo hasta el
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8, entonces el area estaba entre 7y 8

Profesora: Lo que dice Danilo es cierto, es decir, ¢hasta donde podria yo considerar
entonces el valor de x, para poder formar la caja? ¢Hasta donde?

Karen: Antes de 20, no puede coger 20

Danilo: No 15, ni 15 puede coger

Karst: Hasta 10

Profesora: ¢Hasta 10?... pero él dice que 15 si puede coger Daniel, que, si coge 15,
bueno si coge 15 ;Cuanto valdria esto aca?

Danilo: 30

Profesora: ¢307?... (Cuanto valdria esto?... ¢5 0 10?

Karen: 10

Profesora: ;Y esto? 15... ;Hasta donde?

Eliseo: 20 no puede, 20 no puede coger porque no da la altura, entonces no da el
volumen

Profesora: ¢0 a 20?

Eliseo: Hasta 19,9

Profesora: ;O 19,999...2... O sea ;Hasta cuando?

Karen: De 0 a 20 sin incluirlo

Profesora: ¢Por qué sin incluirlo?

Karen: Porque ya cuando es 20 no va a ser caja

Profesora: Pues es una caja de volumen O... ;no?

Vemos como Danilo [3] logra expresar el volumen de la caja en funcién de la altura, y determinar

que tanto al ancho como la profundidad dependen de la altura, sin embargo, a pesar de que en el
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grupo realizan pasos generalizados, también hacen uso de ejemplos [14] para poder hallar las
dimensiones de la caja cuyo volumen es el maximo, en este caso vemos la demostracién como un
Ejemplo Crucial Constructivo (ECC) dado que Danilo [21] se da cuenta de ciertas caracteristicas
del volumen cuando la altura de la caja esté en el intervalo (7, 8) realizando construcciones sobre

el ejemplo clave.

Cabe resaltar que Danilo [19], Eliseo [33] y Karen [35] expresan casi que de forma acertada el
valor del dominio de la funcién, ya que descartan el volumen cero, propiedad que reconocen

trabajando sobre el ejemplo.

Grupo 2. ¢Cuales son las dimensiones de la atura, anchura y profundidad de la caja de mayor

volumen? ¢Por qué?

[1]  Profesora: Pero bueno ¢al final como llegaron a esa respuesta?

[2]  Luisa: Nosotros teniamos 7.4 y entonces Jacob le entro la cosa y lo probamos con otro,
y entonces lo probamos con 7.5, 7.6 y empezé a aumentar, entonces luego si llegamos
a 7.8 y ahi se estancd... cuando pasamos a hacerlo a 7.9, disminuy6 entonces era 7.8

[3] Investigadora: Ahora otra pregunta, ;Qué pasa si no es 7.8 sino es 7.85? (7.82? ;Lo
probaron?

[4] Jacob: Es que eso era lo que queriamos hacer para no hacer tantos valores, queriamos
relaciones el volumen con la suma del area de Ia...

[5] Jacob: 2 X lado X ancho + 2 X lado X altura + ancho X altura.

[6] Profesora: ;Y querian relacionar qué? ¢(Esa area con qué?

[7] Jacob: Con el volumen
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Profesora: ¢Por qué?

Jacob: Para mirar como que de que dependian esto digamos de que &rea mas grande o
mas pequefia se hacia depende del volumen si aumentaba o disminuia

Profesora: Pero ;Como se relaciona el area con el volumen?

Jacob: Es que no sé porque en cierto momento donde el area aumentaba el volumen
se hacia grande, pero en cierto momento lo que hacia era disminuir, en 7.6 disminuia,
en 7.9 también seguia disminuyendo entonces era como un punto medio. También
queriamos intentarlo en el plano cartesiano si hallabamos la funcion del volumen de
la caja y pues en el plano cartesiano hallar el punto medio y mirar, multiplicar en el
punto medio donde daba...

Profesora: ¢Por qué el punto medio? ¢Usted cree que...?

Jacob: Pues depende de la funcion, porque si era una funcién cuadratica lo haciamos
en el punto medio, depende la funcidn que fuera, si era una funcion diferente pues

buscabamos la mitad de esa funcién

Los estudiantes del grupo 2 logran aproximarse a la solucion del problema a través del uso de

varios ejemplos, es decir, su demostracion es de tipo Empirico Ingenuo Inductivo (EII).

Ademas, trabajando con los valores recuerdan que en el taller anterior se trabajé con la funcion

cuadratica, y una propiedad de ella es que el punto maximo o minimo es el vértice, por lo que,

los estudiantes recordaron esa propiedad y pretendian llevar la funcion volumen a ser

representada como una funcién cuadratica, sin embargo, no consiguieron establecer ninguna

relacion.

¢ Qué valores puede tomar la altura? ¢Por qué?
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Jacob: ¢Qué valores pueden tomar la altura? Entonces pues la altura puede tomar el
valor 0, siendo esto una caja de altura 0, porque es su maxima, bueno cuando le doy a
la anchura si méxima anchura y su profundidad su maxima profundidad no voy a tener
nada de altura y consigo una caja de altura 0.

Investigadora: ¢Y cual es la maxima altura, la méaxima profundidad y la méaxima
anchura?

Jacob: Espere, y la maxima altura es... la maxima altura es dos ;Por qué? Porque
Ilegamos a la altura por medio de su anchura y la anchura es 4, con su maxima anchura
lo dividimos a la mitad, viene siendo 2, entonces se supone que eso es lo maximo para
hallar una caja, no le puedo dar un valor de 3 y 1 porque no da una caja.
Investigadora: ¢Por qué lo dividimos en 2?

Jacob: Porque si, porque es como... es para que nos quede igual la forma de la caja
Investigadora: ;Como asi igual?

Jacob: Nos queden los dos lados iguales

Investigadora: ;Y por qué deben quedar los dos lados iguales?

Jacob: Porque se supone que la caja debe tener sus lados iguales

Investigadora: ¢Cuales lados? ¢ la base y la profundidad?

Jacob: La profundidad y su... bueno, pero llegue a la cuestion de que si la anchura
maxima es 4

Investigadora: ¢Por qué la anchura? ¢Por qué la anchura maxima es 4?

Jacob: Pues porque ya nos dieron que 4 dm era la maxima anchura

Investigadora: Es lo que mide, pero no es la maxima anchura ¢no?

Jacob: De esta caja si
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Investigadora: ¢Es la maxima? Muestre. Pero eso es una hoja

Jacob: Ah okey, bueno. Entonces es 3,99

Investigadora: ¢Por qué?

Karen: Porque al tomar valores menos a 2 no va a ser una caja, la ocuparia. Tendria
que tener valores entre estos dos porque si ocupa valores mayores a 4 ya no seria, ya
no tendria anchura, eso ya no tendria altura porque se comeria los valores de la anchura
se comeria los valores de la altura que ya lo habia dicho, cuando armemos la caja. Si
probamos con valores méas grandes que, digamos, que 6 pues este lado ya no va a
existir. Digamos que este sea 6, y si le quitamos 6 a 6 entonces daria 0, entonces no

existiria ese lado.

Jacob [16] establece una relacion que a pesar de que es visual es valida para determinar los valores

que puede tomar la altura, ya que el manifiesta que se pueden los valores del ancho y dividir en

2 y esa va a ser la maxima altura que se pueda tomar, y esto corresponde a las esquinas cuadradas

de la caja que se deben quitar.

Grupo 3. ¢De qué magnitud o magnitudes variables depende el volumen de la caja? ¢ Por

que?

[1]

[2]

[3]

Profesora: Daniel ¢De qué magnitud o magnitudes variables depende el volumen de
la caja? ¢Y por qué?

Daniel: EIl volumen de la caja depende de la altura, ya que la altura también afecta
directamente a su ancho y profundidad

Profesora: Danilo, ¢Usted qué opina?
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Danilo: Yo creo que depende de los tres, de la altura, de la profundidad y de la anchura.
Profesora: ¢Por qué?

Danilo: Porque si no existe uno de ellos, o sea da cero, el volumen va a ser cero.
Profesora: ¢Por qué si no existe uno de ellos entonces el...?

Danilo: Por ejemplo, si, digamos una altura 0, entonces va a ser 0 el volumen
Profesora: Luisa ;Qué opina de lo que esta diciendo Danilo?

Luisa: Yo pienso lo mismo de Daniel, que depende de la altura, porque ayer que
estabamos haciendo lo de la caja, que le estdbamos quitando, entonces, cuando usted
le quitaba los cuatro lados del mismo, eso era la altura; y dependiendo de la altura, le
daba el mayor volumen. Entonces opino lo mismo que él.

Daniel: Es que yo pienso que, sin la altura, no seria una caja, seria mas bien un
cuadrado en dos dimensiones

Profesora: Usted me esté diciendo que el volumen solamente depende de la altura...
Daniel: No, digamos el volumen depende también de la anchura y de la altura, de la
altura no, de la anchura y de la profundidad, pero sin la altura no tendria volumen
Profesora: O sea ¢Qué pasa cuando varia la altura?

Daniel: Cuando varia la altura, dependiendo de si hay altura o no. Para mi seria una
caja, si no hay altura

Profesora: Pero ¢Cuales son las magnitudes que estan variando? ¢la altura esta
variando?

Daniel: Si

Profesora: ¢Pero la profundidad y la anchura no? (varios estudiantes responden que

si) Entonces ¢Cuales son las magnitudes que estan variando?
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[19] Estudiantes: Las tres.
[20] Profesora: Usted mismo lo dijo al principio, si usted varia la altura, a su vez... ;Qué
va variando?

[21] Daniel: La anchuray la profundidad

Daniel [2] y Luisa [10] manifiestan que Gnicamente esta variando la altura, dado que él sabe que
tanto el ancho como la profundidad estan variando dada la dependencia de estas magnitudes con
la altura, sin embargo, esto no quiere decir que no varien, por el contrario, puedo relacionar la

altura con el ancho y la profundidad y dejar el volumen en términos de la altura.

¢ Qué valores puede tomar la altura? ¢Por qué?

[1] Profesora: ;Y qué valores puede tomar la altura, Daniel?

[2] Daniel: Mayores que 0 y menores o iguales a 2

[3] Profesora: (Mayores que cero, 0 sea, sin tomar el cero? Pero menores o iguales que 2,
0 sea puede ser 2

[4] Daniel: Si

[5] Profesora: ¢Por qué?

[6] Daniel: Porque pienso gque, pues que esa seria su maxima

[7] Profesora: Bueno usted esta diciendo que si la altura es 0 no puede haber una caja, pero
¢Qué pasa cuando la altura llega exactamente a dos? ¢Si puede haber una caja?

[8] Daniel: No, porque entonces el volumen también seria igual a cuando su altura es cero.

[9] Profesora: ;Qué pasa con las otras variables cuando la altura llega exactamente a 2?

[10] Estudiante: Cuando la altura es 2, la anchura es 0



TIPOS DE DEMOSTRACIONES EN UN CURSO DE PRECALCULO

[11]
[12]
[13]

[14]

[15]

[16]

[17]
[18]
[19]
[20]
[21]

[22]

122

Profesora: La anchura daria 0, entonces ¢Cuanto seria el volumen?

Daniel: 0, entonces seria que, mayor que cero y menor que dos

Investigadora: ¢Y por qué de 0 a 2?

Daniel: Yo creo que de 0 a 2 porque entonces asi tendriamos un volumen, entonces
pues...

Profesora: ¢Alguien si considero otra respuesta? En cuanto, ¢a qué valores puede tomar
la altura? ;Todos de 0 a 2, sin tomar el 0 y sin tomar el 2?

Jacob: No, incluyéndolo. Lo que pasa es que, lo que hicimos, bueno yo mire la caja y
entonces, hicimos que su maxima anchura fuera 4, en ese momento vendria a ser la
altura 0. Se dice que, muchos dijeron que una caja no podria tener altura O porque era
algo tridimensional, o bueno que tenia mas, entonces mire que la anchura era un
rectdngulo y pues ¢Cual es el area de un rectangulo? La base por la altura, la base
vendria siendo la anchura, 4 por 0 da 0 que nos daria el area. Entonces supuse que, si lo
tomaban, porque estaba dando el area de la caja

Profesora: ¢El area de la caja?

Jacob: El volumen

Danilo: Eso es cuestion de la perspectiva de como uno lo tome

Profesora: Para usted Danilo ¢si tomael 0 y el 2 0 no?

Danilo: Para mi no seria una caja literal, si yo tomo 0 no seria una caja

Estudiante: Seria un rectangulo porgue no tiene direcciones, bueno si tiene, pero no lo

hace una caja porque no tiene...

La altura puede tomar valores en el intervalo [0,2], sin embargo, ain hay estudiantes que no

aceptan la existencia, en este caso, del volumen 0. Pero sus justificaciones estan basadas en la



TIPOS DE DEMOSTRACIONES EN UN CURSO DE PRECALCULO

123

visualizacidn y no en herramientas matematicas. Es decir, los estudiantes solo estan haciendo uso

de su percepcion.

Grupo 4. ¢ Qué valores puede tomar la anchura? ¢ Por qué? ¢Qué valores puede tomar el

volumen? ¢ Por qué?

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]
[8]

9]

Profesora: Ah listo, Mayra, ¢Qué valores puede tomar el volumen y por qué?

Mayra: El valor maximo 8.45 y 0 sin tomarlo

Profesora: ¢Por qué?

Mayra: 8.45 porque es el volumen méaximo que puede llegar el volumen y 0, o sea, no
0 sino mas arriba, mayores que 0...

Profesora: ¢Alguien lo encontro de otra manera? O ¢Alguien tiene otra explicacion que
sea ademas de lo que esta viendo GeoGebra?

Karst: Pues si esta bien, pero digamos yo opino que toma el 0 que puede dar el volumen
0 como puedo que no, entonces lo explique bueno teniendo en cuenta las variables, al
tener en cuenta que una disminuye o aumenta entonces el volumen va a aumentar o a
disminuir... o sea, llegue al punto de que me dio 8.435...

Profesora: ;Cémo llego a ese valor?

Karst: O sea lo fui mirando en GeoGebra, pero digamos iba analizando hasta qué punto
iba llegando, pero digamos depende de la variacion de los datos que tengo entonces iba
mirando que cuando la altura cambiaba, o bueno las variables (alto, ancho y
profundidad), el volumen cambiaba, o sea, ese resultado tenia el minimo y el maximo

Profesora: Bueno ¢pero si en la altura...? la altura...

[10] Jacob: Pues yo dije, pues yo tomé el 0 como que yo decia que, si habia un volumen 0,
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entonces pues el volumen es la altura por la anchura por la profundidad y pues como es
el volumen de un rectangulo, entonces la anchura...

Profesora: ¢De un rectangulo?

Jacob: Pero, no... pero es que cuando el volumen es 0, entonces tiene su anchura
maxima y su profundidad maxima que yo se latome como 4 y como 6. Entonces vendria
la anchura, la profundidad 6 y la altura 0, entonces al hallar con la férmula del volumen
dando el caso de que, si podia tener 4 y que, si podia tener 6, entonces 4 por 6, 24 por
0,0

Profesora: Listo, ese es el minimo... ;Y por qué el maximo 8,457 .... Usted esta
explicando el cero, entonces usted asume la anchura maxima, la profundidad méaxima y
la altura va a ser 0, entonces lo que usted dijo ahorita, multiplica 6 por 4, 24 por cero, 0
.Y el 8,45?

Jacob: Es que es complicado esa parte de decir, es porque esto sino por que tome

valores...

Los estudiantes aun no comprenden como determinar ese volumen maximo sin ayuda de

Geogebra, sin embargo, en el minimo aceptan que inicia en 0, aunque no logran tener una postura

conjunta dado que unos asumen y otros no, la existencia de un volumen 0. Sin embargo, al estar

apoyados en este criterio, los estudiantes estan razonando de forma Empirica Ingenua Inductiva

(EIN).

Grupo 5. ¢ Cuales son las dimensiones de la atura, anchura y profundidad de la caja de mayor

volumen? ¢Por qué?

[1]
[2]

Investigadora: Bueno ;Como era?

Felipe: Que la funcion que mas se asemeja a la...
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Nicolas: No espere, eso estd mal graficado

Felipe: Pero me refiero a que en este punto el volumen es 0 y ente punto el volumen
es... ah no, perdon

Nicolas: Entonces seria aqui, en este punto el volumen 8.45 que seria el volumen y cero
y cero y marca los dos puntos. O sea, el volumen esté en el eje y

Investigadora: ¢Y es una cuadratica? ¢Por qué?

Nicolas: Si, porque es que, o0 sea, el volumen aqui cuando la altura va, cuando la altura
llega a cierto punto, en este caso llega a 0.8 que seria el vértice de la cuadrética el
volumen llega a su punto maximo que seria 4.5 y a partir de ese punto va bajando y
descendiendo otra vez en ambos lados... por eso mas o menos concluimos que es la

cuadratica pero atn no sabemos como ponerlo en...

Imagen 8. Grafica de la funcion del volumen

A pesar de que Nicolas y Felipe ya tienen la ecuacién del volumen en funcidn de la altura se dejan

llevar por la visualizacion de la funcién que realiza Geogebra dentro del intervalo, es por ello,

que ellos aseguran que esta funcidn es cuadratica. Si ellos establecieran larelacion entre las

diferentes formas de representacion de una funcién, dejando de un lado la percepcion podrian



TIPOS DE DEMOSTRACIONES EN UN CURSO DE PRECALCULO

126

construir una demostracion mas elaborada que a la que aluden en este momento que es el

Empirismo Ingenuo Inductivo (EIl).



TIPOS DE DEMOSTRACIONES EN UN CURSO DE PRECALCULO

127

Conclusiones

En esta investigacion se ha hecho uso de la estructura de analisis de los tipos de demostracion
planteado en Fiallo (2011), que nos permiti6 cumplir con el objetivo de la investigacion de
caracterizar los tipos de demostracion que realizan los estudiantes de nuevo ingreso a la
universidad. Como era de esperarse, en el taller diagnostico, los tipos de demostracion que
surgieron en su totalidad son demostraciones de tipo empirico, dado que los estudiantes hacen uso
de ejemplos como elementos principales de conviccién. Esto corrobora de alguna manera que, a
pesar de que en los lineamientos curriculares de matematicas nacionales e internacionales se esta
proponiendo, que ademas de los contenidos, se tengan en cuenta los procesos matematicos, en
particular el de demostracion, esto no se esta llevando a cabo, lo que pone en desventaja a los
estudiantes que tienen que comprender algunas demostraciones de los teoremas mas importantes
del curso de calculo diferencial, ya sea porque el profesor los hace en la clase, o porque vienen

expuestos en los libros de texto.

En el desarrollo del curso surgieron demostraciones tipo Empirico Ingenuo Inductivo y
perceptivo (Ell, EIP), Experimento Crucial Basado en el Ejemplo (ECBE), Experimento Crucial
Constructivo (ECC), Ejemplo Genérico Analitico (EGA), Ejemplo Genérico Intelectual (EGI),
siendo la mas comun el empirismo ingenuo y en muy pocos casos en ejemplo genérico, el cual
es un indicador que los estudiantes estdn comprendiendo que la demostracién matematica no se
puede soportar en ejemplos particulares o prototipicos. Esto puede haberse dado porque la
demostracion es un proceso que deberia promoverse desde edades tempranas y en sesenta horas
no se va a suplir el proceso que debi6 haberse construido mucho tiempo atras; sin embargo, algo
importante es que los estudiantes reconocen la necesidad de establecer conjeturas y de demostrar

sin hacer uso de los ejemplos particulares.

Algo que también se puede concluir es la importancia de que los estudiantes reconozcan las
propiedades de los objetos matematicos de los que hacen uso para poder conjeturar y demostrar.
En el desarrollo de la experiencia surgieron muchos vacios de conceptos y procedimientos previos
para el desarrollo con éxito del curso de calculo diferencial. Muchos de estos vacios o

concepciones erroneas lograron ser comprendidos por los estudiantes debido a le metodologia del
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curso y al uso del software, el cual les permitié la posibilidad de explorar, comprobar,
experimentar y plantear conjeturas y tratar de dar argumentos matematicos, ademas de abordar

problemas similares a los que debera enfrentar en el curso de célculo diferencial.

Otro asunto importante es el rol que debe asumir el profesor como promotor del planteamiento
de conjeturas y construccion de demostraciones, generador de la discusion y de la argumentacion
en el aula de clase. En este sentido se evidencio la disposicion de la profesora para ello, pero en
algunas ocasiones intervenia mas ella, de manera muy dirigida y no daba tiempo para la discusién
entre los estudiantes. Esto, tal vez por la premura del tiempo, por lo que es necesario que el profesor
sepa en qué momentos sintetizar las actividades, sin dejar de promover la discusion y la

argumentacion en el aula.

Finalmente, se concluye que si es posible promover el proceso de demostracion en un curso de
precalculo que apunte al desarrollo de procesos y no al repaso de contenidos, y que la estructura
planteada es una herramienta valiosa para analizar los procesos argumentativos de los estudiantes,

pudiendose reconocer una forma de razonamiento empirica o deductiva.
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Apéndices

Curso de Precilculo
Escuela de Matemsiticas

Taller 1. Niimeros y operaciones

Actividad 1
1.1 Explorando

Observa los puntos a, b, e, d, e, f, g v b de la siguiente figura:

-2 -1 o 1 2

Responde las siguientes preguntas:

a) ;Cudl es el punto mas proximo & e -57 (Cual punto es mas cercano a: a - d, %, VE.

1
? ¥ VRt Explica tu respuesta.
b) Al responder las preguntsas anteriores, un grupo de estudiantes realizo las sipuientes
conjeturas:
1. Camila comenta a sus compafieros que el punto més cercano a i es g. jEs

verdadera la afirmacidn de Camila? Justifica tu respuesta.
2. Andrés asegura que el punto mas cercanc a a -d esté a la derecha de a v d; Camils

dice que a-d estd entre a ¥ d, ¥y muy cercano a . (Con cudl de los dos argumentos
anteriores te identificas? ; Por qué?

3. Andrés estd comparando d, f, g L1 v 1: y afirma que ha encontrado una

"d f g
relacion en los dltimos tres mimeros con respecto a la posicidn de d, f v g. jCual
consideras que fue la relacion que encontré Andrés? Explica.

1.2 Comunicando y compartiendo resultados

Discute los resultados obtenidos con tus companeros vy tu profesor. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.
) Actividad 3
2.1 Abre el archive T1_Act-2.1.gegb de GeolGebra v explora.

a) j0ué pasa con el valor dea-ba 0 a <1y 0 < bF; jmi -1 < a < Dy 0 < b7
Escribe tus conjeturas v justificalas.
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Anexo 2. Taller 11

Curso de Precilculo
Escuela de Matemsdticas

Taller 11. Recipientes

Actividad 1
1.1 Tomsa una hoja rectangular de tamano carta y, sin recortar, forma un cilindro sin
tapas.

a)] Considerando cada uno de los lados mayor v menor del rectingulo como la posible
altura del clindro, sdmo se obtiene el mavor volumen del sdlido: ;con el mayor o
con el menor de los lados? Justifica tu eleceion.

b) ;Cué se puede conjeturar de cualgquier hoja rectangular? Explica tu respuesta.
¢) ;C0mué se puede conjeturar de una hoja cuadrada? Explica tu respuesta.

d) Compara tus resultados con un companero, y demuéstrale que tus conjeturas son
verdaderas.

1.2 Comunicando ¥ compartiendo resultados
Discute los resultsdos obtenidos con tus companeros y tu profesor. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

) Actividad 2

2.1 Abre el archivo T11_Act-2. 1. ggb, que simula el llensdo de un depdsito para agua
en forma de un cono cirenlar invertido de altura 8 m v radio 3 m.

Anima el deslizador ¢ (has clic en el botdn play de la ventana grafica y resnelve las
siguientes preguntas:

a) ;Cué magnitudes varian & medida que va llendndose el depasito? ;Por que?

b) ;Cué valores toman las magmtudes variables? Justifica tn respuesta.

¢) ;C0mé relacion existe entre el radio y el nivel del agua? Justifica tn respussta.

d) Halla la funcion que representa la mterdependencia entre el mvel del agna v el
volumen. Explica tu procedimiento.

2.2 Comunicando y compartiendo resultados
Discute los resultados obtenidos con tus companercs y tu profesor. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.
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Anexo 3. Taller 12

Curso de Precilculo
Escuela de Matemsdticas

Taller 12. Area mdxima

Activided 1

1.1 El perimetro de un rectingulo es de 14 metros. Encuentra las dimensiones de este
cuadrilatero para que su dres ses la macams posible. Explica v justifica tu respuesta
en la hoja de trabajo.

1.2 Comunicando y compartiendo

Discute los resultados obtenidos con tus companercs y tu profesor. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.

e,
t:__._.i' Activided 3
2.1 Abre el archivo de GeoGebra T12_Act-2.geb ¥ mmeve ¢l punto B.

a) ;0ué magnitudes varian? ;Codles no varian? Explica tu respuesta.

b} ;D¢ qué magmitud o magnitudes varisbles depende el area del rectangula?
;Por que?

) ;0ué valores pusde tomar la base? ;Por qué?

d) ;C0mé valores puede tomar la altura? ;Por qué?

€] ;0ué valores puede tomar el drea? ;Por qué?

f) ;COué relacion hay entre la base y la altura? ;Por qué?

g) Expresa la altura en funcidn de la base. Explica tu respnesta.

h) Expresa el dres en funcion de la base. Explica tu respuesta.

1) ;Cudles som las dimensiones de la base v la altura del rectangulo de mayor drea?

;Por que?

2.2 Comunicando y compartiendo

Discute los resultados obtenidos con tus companercs y tu profesor. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.
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Anexo 4. Taller 13

Curso de Precilculo
Escuela de Matemsdticas

Taller 13. Caja sin tapa

Actividad 1

1.1 A partir de una hoja rectangular de tamano 6 dm por 4 dm, construye una caja
sin tapa recortando cusdrados de igual tamanc en las cuatro esquinss, de tal manera
que almacene el mayor volumen. jCuiles son las dimensiones de la aturs, anchuras y
profundidad de la caja de mayor volumen? j Por qué? Explica tu procedimiento v tu
respuesta.

1.2 Comunicando ¥ compartiendo resultados

Discute los resultsdos obtenidos con tus companeros y tu profesor. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.
- 1.3 Abre ol archivo de GeoGebra T13_Act-1.3. ggb v animas ¢l punto P.

a) ;De qué magnitud o magnitudes variables depende el volumen de la caja? ;Por

quéa’
b) ;COmé valores puede tomar la altura? ;Por qué?
€] ;0ué valores puede tomar la anchura? ;Por qué?
d) ;Cmé valores puede tomar la profundidad? ;Por qué?
&) ;Cué valores puede tomar el volumen? ;Por qué?
f) ;jOué relacion hay entre la anchura y la altura? ;Por que?
g) :iCOmé relacion hay entre la profundidad y la altura? ;Por qué?
h) Representa algebraicamente el volumen en funcion de la altura.
1) ;Cudles som las dimensiones de la altura, anchura y profundidad de la caja de mayor

volumen? ;Por qué?

1.4 Comunicando ¥ compartiendo resultados
Discute los resultsdos obtenidos con tus companeros vy tu profesor. Escribe tus

conclusiones en la hoja de trabajo.
T
Y~ 1.5 Abre el archivo de GeoGebra T13_&ct-1.5. ggb. Anima el punto P.

a) ;Cué represents el punto V7 ; Por qué?




