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Resumen

Titulo: Transferencia radiativa polarizada: discos de acrecién alrededor de objetos compactos !

Autor: Jennyfer Camila Acevedo Mufioz 2

Palabras Clave: polarizacion, pardmetros de Stokes, discos de acrecion.

Descripcion: El estudio de la transferencia radiativa polarizada alrededor de objetos compactos
es fundamental para interpretar observaciones astrondmicas de alta resolucion y caracterizar la
radiacion emitida por discos de acrecion. El anélisis de la polarizacion permite comprender los
fendmenos fisicos en los discos, restringir sus pardmetros geométricos y fisicos, y obtener infor-
macion clave sobre la estructura de los campos magnéticos en el entorno relativista de los agujeros
negros. Predecir esta emision polarizada requiere resolver numéricamente las ecuaciones acopla-
das de transferencia radiativa polarizada. Por ello, en este trabajo se desarroll6 e implement6 dicha
ecuacion en el cédigo 0SIRIS, extendiendo su capacidad para simular mapas de intensidad y pa-

rametros de Stokes en discos de Page—Thorne y discos Opticamente delgados de Komissarov.

Para el disco de Page—Thorne se generaron mapas de intensidad y polarizacion para distintos
valores de espin, evidenciando la asimetria luminica por efecto Doppler, la sombra del agujero
negro y la variacién del tamafio aparente del disco. Los pardmetros de Stokes muestran patrones
de polarizacién lineal con una curvatura consistente con el frame-dragging. La morfologia coin-
cide con la reportada por otros codigos, y la estabilidad numérica se verifico6 mediante el NMSE,
con valores del orden de 10~* entre distintas resoluciones, confirmando la convergencia de las

simulaciones.

Para el disco de Komissarov se realizé un test entre la soluciéon numérica y la analitica del
pardmetro /. La comparacion para dngulos de 8 = 75°, 0 =45° y 8 = 15° arroj6 valores de NMSE
del orden de 1073 o menores, demostrando alta fidelidad reproductiva. Las simulaciones para a =
0,9 y 8 = 15° muestran el anillo de fotones y patrones de polarizacion lineal en Q y U, mientras
que V permanece nulo bajo las condiciones adoptadas. Estos resultados validan la implementacion
y demuestran la capacidad de OSIRIS para estudiar la emision polarizada en entornos relativistas

cercanos a agujeros negros.

ITrabajo de grado
ZFacultad de Ciencias, Escuela de Fisica. Director: Dr. Fabio Duvan Lora Clavijo. Codirector: Dr. Alejandro Cruz

Osorio
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Abstract

Title: Polarized radiative transfer: Accretion disks around compact objects !

Author: Jennyfer Camila Acevedo Mufioz 2

Key words: polarization, stokes parameters, accretion disks.

Description: The study of polarized radiative transfer around compact objects is fundamental for
interpreting high-resolution astronomical observations and characterizing radiation emitted by ac-
cretion disks. Analyzing the polarization state of radiation allows us to understand the physical
phenomena present in these disks, constrain their geometric and physical parameters, and obtain
key information about the magnetic field structure in the relativistic environment surrounding black
holes. Predicting this polarized emission requires numerically solving the coupled equations of po-
larized radiative transfer. For this reason, this work develops and implements these equations in the
0SIRIS code, extending its capability to simulate intensity maps and Stokes parameters in geome-
trically thin Page—Thorne disks and optically thin Komissarov disks.

For the Page—Thorne disk, we generated intensity and polarization maps for different spin va-
lues, revealing the luminous asymmetry produced by the Doppler effect, the black hole shadow,
and the variation in the apparent size of the disk. The Stokes parameters display linear polarization
patterns with a curvature consistent with frame-dragging. The overall morphology agrees closely
with results reported by other codes, and numerical stability was verified through the NMSE, yiel-
ding values on the order of 10™* across different resolutions, confirming the convergence of the

simulations.

For the Komissarov disk, we conducted a direct test between the numerical and analytical
solutions of the parameter /. The comparison for angles of 6 = 75°, 6 =45°, and 6 = 15° yielded
NMSE values typically on the order of 1073 or lower, demonstrating that the numerical solution
reproduces the analytical one with high fidelity. The simulations for a = 0,9 and 6 = 15° reveal the
photon ring and linear polarization patterns in Q and U, while V remains zero under the adopted
conditions. Together, these results numerically validate the implementation and demonstrate the
capability of OSIRIS to study polarized emission in relativistic environments near black holes.

'Degree work
ZFaculty of Sciences, School of Physics. Advisor: Dr. Fabio Duvan Lora Clavijo. Co-advisor: Dr. Alejandro Cruz

Osorio
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Introduccion

Después de més de 100 afios, la teoria de la relatividad general sigue siendo uno de los pilares
de la fisica moderna. Durante décadas, esta teoria ha sido sometida a rigurosas pruebas mediante
diversos experimentos y observaciones, demostrando su solidez de manera constante y ampliando
la comprensién de muchos fendmenos y sistemas fisicos presentes en el universo (Dreyer y col.,
2004; Ishak, 2019; Johannsen y col., 2016; Touboul y col., 2017). Una de las predicciones mas
exitosas de la teoria de la relatividad general es la existencia de agujeros negros. En los tltimos
afios, la existencia de estos objetos ha recibido respaldo de numerosas observaciones. Entre estas
se encuentra la deteccion de ondas gravitacionales, medidas a partir de colaboraciones como LIGO
y VIRGO (LIGO-VIRGO collaboration, 2017; Mclsaac y col., 2020), las observaciones del Event
Horizon Telescope (EHT) en el centro de la galaxia M87 (EHT Collaboration, 2019b), y maés
recientemente, la observacion de Sgr A* (EHT Collaboration, 2022). De esta forma, los agujeros
negros se han convertido en objetos astrondmicos ampliamente reconocidos y estudiados.

Figura 1. Ubicaciones de los radiotelescopios del EHT.

Nota. Mapa de las ubicaciones de los radiotelescopios del Event Horizon Telescope (EHT),
conectados mediante la técnica VLBI para formar un telescopio virtual del tamano de la Tierra.
Imagen tomada de la colaboracion EHT.
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En el caso de las observaciones realizadas por el EHT, la obtencién de imdgenes del horizon-
te de eventos de agujeros negros como M87* y Sgr A* requiere emplear técnicas avanzadas de
interferometria de muy larga base (VLBI) (Thompson y col., 2017). Esta técnica fundamental en
radioastronomia permite obtener imagenes de alta resolucion de objetos celestes combinando se-
nales de multiples radiotelescopios distribuidos globalmente, generando un telescopio virtual con
un tamafio equivalente al didmetro de la Tierra, como se observa en la figura (1). Esta técnica ha
permitido observar agujeros negros supermasivos con una resolucién angular y sensibilidad sufi-
ciente para reconstruir imagenes de la sombra producida por el agujero negro (EHT Collaboration,

2019a, 2019c).

Es importante resaltar que, si bien estos objetos compactos no emiten luz por si mismos, las
imagenes obtenidas por el EHT son posibles debido a la materia que orbita y cae hacia el agujero
negro, formando el disco de acreciéon (M. A. Abramowicz & Fragile, 2013). Debido a la friccién
generada entre particulas, este disco disipa energia en forma de radiacion electromagnética, gene-
rando enormes cantidades de energia que crean efectos observables. Por lo tanto, este proceso de
acrecion es fundamental para estudiar estos objetos, ya que la radiacion constituye una de las prin-
cipales fuentes de informacion tanto del propio espacio-tiempo como de la materia que compone
el disco (Chakrabarti, 1996). Cabe destacar que la radiacién emitida proveniente del disco de acre-
cién es generada a partir de la interaccion compleja de particulas cargadas, campos magnéticos e
incluso procesos de ionizacién y recombinacién (Pineault, 1982; Ricotti & Ostriker, 2004; Shields,

1978).

La teoria de los discos de acrecion constituye un campo de estudio ampliamente investigado,
con diversos modelos que intentan describir la compleja estructura espacio-temporal de estos sis-
temas (Kozlowski y col., 1978; Novikov & Thorne, 1973). En la mayoria de estos modelos, los
campos magnéticos juegan un papel fundamental. En particular, los campos internos son conside-
rados responsables de generar inestabilidades, como la conocida inestabilidad magneto-rotacional
(MRI) (Balbus & Hawley, 1991; Chandrasekhar, 1960; Velikhov, 1959). Esta inestabilidad induce

una viscosidad efectiva en los discos, facilitando el transporte de momento angular necesario para
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que se produzca el proceso de acrecion. Ademds, los campos magnéticos también han sido impli-
cados en la formacion de jets relativistas, estructuras altamente colimadas que pueden transportar
energia a escalas cosmoldgicas (Blandford & Znajek, 1977). Por otro lado, 1a mayoria de las obser-
vaciones de objetos compactos se han llevado a cabo mediante la medicion de radiacién y espectros
de emision, lo que ejemplifica la importancia de estudiar en detalle los procesos de transferencia
radiativa y, en particular, como la presencia de campos magnéticos influye en los mecanismos de
emision.

De esta manera, la interaccion entre la materia circundante, la intensa fuerza gravitatoria y los
campos magnéticos dan lugar a procesos fisicos complejos. Uno de estos fendmenos se conoce co-
mo emision de radiacion sincrotron. Esta radiacion proviene de las cargas eléctricas que describen
un movimiento helicoidal a velocidades comparables con la velocidad de la luz alrededor de una
linea de campo magnético (Elder y col., 1947; Ivanenko & Pomeranchuk, 1944; Rybicki & Light-
man, 1991). Es en este contexto en el cual, en el afo 2017, el EHT revel6 las primeras imagenes
de la estructura a escala del horizonte de eventos alrededor del agujero negro supermasivo en el
nucleo de la galaxia eliptica M87. Las observaciones mostraron una estructura en forma de anillo
cuya temperatura, forma y asimetria se interpretan como emision sincrotrén de electrones giran-
do alrededor de lineas de campo magnético cercanas al horizonte de eventos (EHT Collaboration,

2019c¢).

Otro aspecto importante en los discos de acrecion relativistas es el grado de polarizacion de
la luz, que resulta fundamental para caracterizar la radiacion emitida. Este grado de polarizacién
puede verse significativamente afectado por la presencia y orientacién de los campos magnéticos.
Por ejemplo, el plano de polarizacién de una onda electromagnética puede rotar al interactuar con
un campo magnético, un fenémeno conocido como rotacioén de Faraday (Agol y col., 1998; Piller,
1972). Se espera, por tanto, que la emision proveniente de un disco de acrecion alrededor de objetos
compactos, como estrellas de neutrones y agujeros negros, presente un alto grado de polarizacion.
Analizar en detalle esta polarizacion resulta esencial, ya que permite imponer restricciones sobre

pardmetros geométricos y fisicos de las fuentes compactas, como su radio, masa o espin (Li y col.,
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2009; Silant’ev y col., 2011).

Figura 2. Estructuras polarizadas observadas por el EHT en los agujeros negros supermasivos
MS87*y Sgr A%,

50 pas

Nota. Comparacion de las estructuras polarizadas observadas por el EHT en los agujeros negros
supermasivos M87* (izquierda) y Sgr A* (derecha). Tratando la polarizacién lineal como un
campo vectorial, las lineas curvas en la imagen representan las lineas de corriente de dicho campo
y, por lo tanto, trazan los patrones del angulo de polarizacion. Imagen tomada de la colaboracion
EHT.

Recientemente, la colaboracién EHT ha logrado avances significativos en el estudio de la po-
larizacion emitida por discos de acrecion alrededor de agujeros negros supermasivos. En 2021, se
presenté por primera vez un andlisis polarimétrico detallado de las emisiones cercanas al horizonte
de eventos del agujero negro supermasivo en M87, basado en observaciones a una frecuencia de
230 GHz (EHT Collaboration, 2021a). Los resultados revelaron que una fraccion significativa del
anillo observado presenta una polarizacion lineal fraccional que alcanza un méximo aproximado
del 15 %. Este comportamiento es consistente con radiacion sincrotrén generada en un plasma al-
tamente magnetizado, y representa un avance crucial para deducir la estructura y la intensidad de
los campos magnéticos en las cercanias del horizonte de eventos. Ademads, se identificaron efectos
de rotacion de Faraday, los cuales sugieren la existencia de campos magnéticos dindmicamente

relevantes en el entorno (EHT Collaboration, 2021b).

En el afio 2024, se obtuvo por primera vez un andlisis polarimétrico detallado del agujero negro
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supermasivo Sgr A*. Las imédgenes obtenidas revelaron una emision altamente polarizada, con una
polarizacién lineal fraccional que alcanza un maximo de aproximadamente el 40 % en la regién
occidental del anillo. También se detectd polarizacion circular, con una distribucién dipolar donde
la polarizacion es negativa en la region occidental del anillo y positiva en la regién oriental (EHT
Collaboration, 2024a). Ademas, la orientacién de los dngulos de polarizacién presenta un patrén
espiral, lo que indica la presencia de campos magnéticos altamente organizados en el entorno del
horizonte de eventos (EHT Collaboration, 2024b). La figura (2) muestra una representacién de
las observaciones polarimétricas de los agujeros negros supermasivos M87* y Sgr A*. En am-
bas, las lineas superpuestas sobre el anillo de emision representan los patrones de polarizacion
de la radiacién, lo que proporciona informacién acerca de la orientacién y grado de orden de los
campos magnéticos. Estas observaciones resultan fundamentales para comprender los procesos de
acrecion, emision y la formacion de jets relativistas.

Figura 3. Entorno dindmico alrededor del agujero negro supermasivo M87%*.

2017 Apr. 11 2018 Apr. 21 2021 Apr. 18

40 pas

Nota. Entorno dindmico alrededor del agujero negro supermasivo M87%*, caracterizado por
patrones de polarizacién en sus campos magnéticos que evolucionan con el tiempo. El campo
magnético de M87* presentd un patrén espiral en una direccion en 2017, se estabiliz6 en 2018 y
revirtio su orientacion en 2021. Imagen tomada de la colaboracion EHT.

En 2025 se publicé un nuevo estudio del Event Horizon Telescope (EHT) centrado en las pro-
piedades polarimétricas de M87*. En este trabajo se analizé la variabilidad temporal de la emision
y de la polarizacién en escalas comparables al horizonte de eventos, utilizando observaciones a

230 GHz obtenidas en tres épocas: 2017, 2018 y 2021. Las imagenes reconstruidas muestran de
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manera consistente un anillo brillante y asimétrico con un didmetro estable en todas las observa-
ciones, resultado compatible con emision sincrotrén afectada por la fuerte curvatura gravitacional
del agujero negro. Sin embargo, se detectaron variaciones significativas tanto en la intensidad to-
tal como en la polarizacion lineal. En particular, el estudio evidencié un cambio en el patrén de
polarizacién a lo largo de los afios: mientras que en 2017 la orientacién de la polarizacién seguia
una determinada helicidad, en 2018 esta configuracion se mantuvo estable, y en 2021 se observo
una inversion en la direccion de la helicidad, posiblemente asociada con cambios en el flujo de
acrecion magnetizado o con efectos de rotacion de Faraday externos (EHT Collaboration, 2025).
La figura (3) ilustra de manera cualitativa estos cambios en la morfologia de la polarizacion entre
las tres épocas, no obstante, el andlisis detallado de la inversién de helicidad proviene del estudio
completo del EHT (EHT Collaboration, 2025). En conjunto, estas variaciones sugieren que M87*

y su entorno inmediato se encuentran en estado de evolucidn constante.

Asimismo, gracias a la incorporacion de nuevas estaciones a la red del EHT, como el teles-
copio de Kitt Peak y el interferémetro NOEMA, las observaciones de 2021 permitieron detectar
por primera vez emision extendida fuera del anillo principal, correspondiente a las regiones inter-
nas del jet relativista de M87%*. Esta deteccidn constituye un avance importante, ya que conecta
directamente la estructura del flujo de acrecion cerca del horizonte con la base del jet, ofreciendo
evidencia observacional de la relacion entre el campo magnético del disco y el lanzamiento del jet

(EHT Collaboration, 2025).

Para interpretar estas observaciones polarimétricas, el equipo del EHT desarrollé6 modelos del
plasma en acrecion alrededor del agujero negro utilizando simulaciones magnetohidrodindmicas
relativistas (GRMHD). La prediccion de la emision polarizada requiere resolver ecuaciones acopla-
das de transferencia radiativa polarizada, un problema computacionalmente complejo que motivo
la comparacion entre diferentes cddigos numéricos para garantizar la consistencia en los resulta-
dos (Gold y col., 2020). Entre los c6digos mas destacados se encuentran Ipole (Moscibrodzka &
Gammie, 2018; Noble y col., 2007), grtrans (Dexter, 2016; Dexter & Agol, 2009; Rees y col.,

1989) y RAPTOR (Bronzwaer y col., 2018; Bronzwaer y col., 2020), junto con otros como BHOSS


https://github.com/moscibrodzka/ipole
https://github.com/jadexter/grtrans
https://github.com/tbronzwaer/raptor/tree/polarization
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(Younsi y col., 2020; Younsi y col., 2012) y Odyssey (Pu y col., 2016). Si bien cada c6digo pre-
senta enfoques distintos, se verificd que los parametros de precision por defecto de cada cédigo
permiten que coincidan con una solucién analitica dentro de errores aceptables. La consistencia
entre las simulaciones numéricas y las predicciones observacionales brinda robustez a las simula-

ciones de discos de acrecion polarizados.

Como bien se ha mencionado, la presencia de campos magnéticos puede afectar no solo la
intensidad total, sino también el grado y el dngulo de polarizacion, representados mediante los
parametros de Stokes. En esta linea, en trabajos anteriores se ha estudiado el impacto de la pola-
rizaciéon magnética en el mapa de intensidades proveniente del disco, utilizando el c6digo OSIRIS
(Velasquez-Cadavid y col., 2022). Este cddigo se basa en el formalismo hamiltoniano y resuelve
la ecuacion geodésica para fotones mediante el trazado inverso de rayos. 0SIRIS se ha utilizado
para reproducir Orbitas tipo-tiempo y nulas alrededor de agujeros negros de Kerr, asi como pa-
ra simular sombras de agujeros negros, lentes gravitacionales e imdgenes de discos de acrecion
delgados (Arrieta-Villamizar y col., 2020). Ademads, ha permitido simular trayectorias tipo-tiempo
alrededor de objetos compactos con parametros de deformacién cuadrupolar arbitrarios, los cuales
pueden representar singularidades desnudas. Més recientemente, con este cddigo se realizaron por
primera vez simulaciones del mapa de intensidad y de los perfiles de emision para un toro mag-
netizado alrededor de un agujero negro de Kerr, considerando propiedades magnéticas del fluido
como el diamagnetismo y el paramagnetismo (Veldsquez-Cadavid y col., 2023). Asimismo, se ha
empleado para estudiar la emision en singularidades desnudas (Prada-Méndez y col., 2023). En
un estudio reciente, este codigo se adaptd para investigar la acreciéon de un campo escalar en un
agujero negro y analizar las variaciones en la sombra producida por dicho sistema. Para ello fue ne-
cesario generalizar 0SIRIS a espacio-tiempos no estacionarios, lo que demuestra su capacidad para
aplicarse también al anélisis de espacio-tiempos dindmicos, ampliando asi su rango de aplicacion

(Acevedo-Muifioz y col., 2025).

En el marco de esta investigacion, el objetivo general consiste en abordar el estudio de la

transferencia radiativa polarizada en las proximidades de agujeros negros mediante simulaciones


https://github.com/hungyipu/Odyssey?tab=readme-ov-file
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realizadas con el cddigo OSIRIS, desarrollado por nuestro grupo de investigacion. Se examinaran
diversas configuraciones de disco de acrecion, incluyendo el modelo de Page-Thorne y, por pri-
mera vez, el disco de Komissarov, con el propdsito de generar mapas de intensidad y polarizacién
asociados a estas estructuras. Con el fin de verificar la convergencia del cédigo, se llevaran a ca-
bo diversos test numéricos de la ecuacion de transferencia radiativa polarizada, contrastando los

resultados con aquellos previamente documentados en la literatura.

La estructura del presente documento es la siguiente: en el capitulo (1) se describe la teoria de
polarizacién de la luz, incluyendo la definicién de los pardmetros de Stokes; en el capitulo (2) se
definen aspectos importantes de la transferencia radiativa polarizada, tales como los mecanismos
de emision y absorcidn; en el capitulo (3) se desarrolla el formalismo covariante de transferencia
radiativa polarizada; en el capitulo (4) se describe el cédigo OSIRIS utilizado para las simulacio-
nes; finalmente, en el capitulo (5) se describen los resultados correspondientes a discos de Page-
Thorne y Komissarov. Cabe mencionar que, a lo largo de este documento se emplearon unidades
geometrizadas donde G = ¢ = 1, siendo G la constante gravitatoria y ¢ la velocidad de la luz en el

vacio.
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1 Polarizacion de la luz

La naturaleza vectorial de la luz es una propiedad fundamental que define su comportamiento
como onda electromagnética. Cuando la luz interactia con la materia, tiene lugar un fenémeno
conocido como polarizacion, que altera la orientacion de las oscilaciones del campo eléctrico. En
este capitulo, se examinan los conceptos esenciales de la polarizacién, incluyendo la elipse de
polarizacion y los pardmetros de Stokes. Este andlisis establece una base s6lida para comprender

como la interaccion con la materia influye en el comportamiento de la luz.

1.1 Elipse de polarizaciéon

La luz es una onda electromagnética, la cual consiste en un campo eléctrico oscilante, E, aco-
plado a un campo magnético B, los cuales son perpendiculares entre si. La propagacion de esta

onda estd descrita a partir de la ecuaciéon de onda. Para una onda propagandose en la direccién z

1 9%E(z,1)
2 . x\<s
\% Ex(zvt)_v_va (1.1)
1 9%E (z,1)
2 _ y\Zs
\Y Ey(Z,t)—v—zT, (12)
siendo v la velocidad de la onda. La solucion a estas ecuaciones tienen la forma
E\(z,t) = Eoccos (ot —kz+ &), (1.3)
Ey(z,t) = Egycos (ot —kz+ dy). (1.4)

Esta solucion se encuentra escrita en términos de la frecuencia angular @ = 27 f, el nimero de
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onda k =2m /A y las fases arbitrarias dy, dy. A medida que los campos se propagan, el vector resul-
tante describe una curva conocida como elipse de polarizacion. Esta elipse se obtiene al eliminar el
término @t — kz de las ecuaciones (1.3) y (1.4). Haciendo todo el procedimiento algebraico (para

mas detalles ver Apéndice A.1), se obtiene la ecuacion de la elipse de polarizacion

E2(z,t) E2(z,t) _Ei(z,1) Ey(z,t
x%’ )—I— y(2 ) -2 (21) Bz )0055 = sin’§, (1.5)
EOx EOy Eox Eoy

siendo & = &, — 6. El punto final del vector campo eléctrico de una onda monocromatica describe
una elipse fija en el plano transversal; esta situacidn corresponde a la superposicion coherente de
componentes con la misma frecuencia, por lo que la onda esta totalmente polarizada. Como se ob-
serva, el término cruzado en la ecuacion (1.5) indica que la elipse se encuentra rotada respecto a los
ejes coordenados. Tanto la excentricidad como la orientacién de dicha elipse dependen inicamente

de la diferencia de fase 6 (Goldstein, 2017).

Figura 4. Elipse de polarizacion

En la figura (4) se observa la elipse de polarizacion rotada un dngulo W, de forma que los ejes
de la elipse no corresponden con los ejes xy. Dicha elipse se encuentra contenida en un rectangulo,

donde las coordenadas de los puntos tangentes a este rectdngulo se pueden obtener a partir de la
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solucién de la ecuacién (1.5)

_ EgyEycosd n Egysino

E2 — )/ 1.
EOx EOx ( Ox X) ’ ( 6)

Ey

asf las coordenadas A, C se pueden obtener de dE,/dE, = 0y las coordenadas B, D se pueden

obtener de la condicion dE, /dE, = oo

+E(,cos 0, +Epy,

+Eoy, +Egycos 0,
o (1.7)

—Eoyxcos 0, —Epy,

S A © >

—Eoy, —Egycosd.

Es posible encontrar una relacién entre los pardmetros de la elipse y Ey, Eoy, 6. Para esto, se
relaciona el vector de campo eléctrico en los dos sistemas coordenados, xy y x'y’. De esta forma,

los angulos de la elipse se escriben como

2E0E
tan2w:%cos5, 0<y<m (1.8)
EOx_EOy
) 2EoEoy sin 6
sin2y = — 2000 _g/a<y<m/4 (1.9)
Eg+Eg,

siendo ¥ el dngulo de orientacién y ) se conoce como angulo de elipticidad.

1.2 Estados degenerados de la elipse de polarizacion

Los estados degenerados de la elipse de polarizacién representan casos especiales y fundamen-
tales en el estudio de la luz polarizada. Estos estados ocurren cuando la elipse de polarizacion,
que describe la trayectoria del vector de campo eléctrico de la luz en un plano perpendicular a su
direccién de propagacion, se simplifica a otras formas geométricas. Estos estados degenerados de-

penden de los valores de amplitud y de fase. A continuacion se presentan algunos de estos estados
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de polarizacion.

La polarizacion lineal ocurre cuando el campo eléctrico oscila en una sola direccion. Cuando
el campo oscila en direccién x se dice que la luz se encuentra polarizada horizontalmente, por el
contrario, cuando el campo oscila en direccion y se dice que la luz posee polarizacion vertical.
Adicionalmente, cuando las componentes del campo estdn en fase y sus amplitudes son iguales,
se obtiene una polarizacién lineal a 45°. Por el contrario, cuando estdn desfasadas en 7 radianes,
y sus amplitudes son opuestas, se obtiene una polarizacién lineal a —45°. Por otro lado, en la
polarizacién circular el vector del campo eléctrico describe un circulo en un plano perpendicular a
la direccién de propagacion. Se produce cuando las componentes ortogonales del campo eléctrico
tienen igual amplitud y estdn desfasadas en 7/2,37/2. Se dice entonces que existen dos tipos
de polarizacién circular dependiendo del sentido de rotacién del vector del campo eléctrico visto
desde la fuente: hacia la derecha y hacia la izquierda, respectivamente. Para mas detalles ver el

Apéndice A.1.1.

La representacion de la elipse de polarizacidn, aunque util en muchos aspectos, presenta cier-
tas desventajas y limitaciones. La polarizacioén de la luz, representada por la elipse que traza el
vector eléctrico en un plano perpendicular a la direccién de propagacion, es un fenémeno extrema-
damente rdpido, del orden de femtosegundos. Debido a esto, no es posible su observacion directa.
Ademads, esta representacion se limita a luz completamente polarizada. Dado que la luz natural,
tales como la emitida por fuentes como el sol o las bombillas es principalmente no polarizada, y
su interaccion con la materia a menudo altera su estado de polarizacion, el concepto de elipse de
polarizacion es una idealizacién util pero no realista. Por ello, se buscan descripciones alternativas
basadas en magnitudes medibles. Es asi como George Gabriel Stokes descubri6 que el comporta-
miento de la polarizacién podia ser representado en términos de cantidades observables. Encontré
que cualquier estado de luz polarizada podia ser descrito completamente por cuatro cantidades

medibles, conocidas hoy como pardmetros de Stokes (Stokes, 1851).



TRANSFERENCIA RADIATIVA POLARIZADA 22

1.3 Parametros de Stokes

Se ha establecido previamente que la amplitud del campo eléctrico es una magnitud inaccesible
para ser medida. No obstante, la intensidad, calculada como el promedio temporal del cuadrado de
la amplitud, si puede ser determinada de manera experimental. Esta relacion sugiere que al aplicar
un promedio temporal a la elipse de polarizacién se deben obtener pardmetros medibles asociados
a dicha elipse. Este procedimiento conduce a los cuatro parametros de Stokes, como se muestra a

continuacion.

Partiendo de la ecuacion de la elipse de polarizacion, (1.5), las componentes del campo eléctri-
co, Ex(z,t) y Ey(z,t), experimentan variaciones relativamente lentas en comparacién con el periodo
natural promedio de oscilaciéon. Como resultado, la forma de la elipse de polarizaciéon permane-
ce estable durante intervalos de tiempo inferiores al tiempo de coherencia. Aunque es necesario
un periodo de observacién igual o superior al periodo natural de oscilacion para que el extremo
del vector de campo eléctrico complete una elipse, la fluctuacion lenta permite denominar a la

ecuacion (1.5) elipse de polarizacion instantdnea (Gil & Ossikovski, 2022).

En el caso de ondas monocromdticas, las cantidades Eo,, Eo, y § permanecen constantes en
el tiempo, por lo tanto, la forma y el tamafio de la elipse de polarizacion son fijos. Tomando el

promedio sobre el tiempo de observacion de la elipse de polarizacién

2 E%(z,t
<Ex(Z’Z)> < y(Z )> _2<EX(Z,I>Ey(Z,t)> 0055 :Sinzs’ (110)
ng E(%y EOxEOy

donde
T

1
<Ei(z,t)Ej(z,t)> = ThEl,T A Ei(z,t)Ej(z,t)dt. i,j=ux,y (1.11)

En esta expresion, se ha tenido en cuenta que el tiempo de una sola oscilacién es mucho mas
pequeiio que el tiempo de observacion, de forma que este dltimo puede tomarse al infinito. Reali-

zando un procedimiento dlgebraico y utilizando la definicién (1.11) (ver Apéndice A.2) se obtiene
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la siguiente expresion
(B3 +E3) — (E3, —E3,)" — (2EucEoycos 8) = (2Eg.Eqysin)”. (1.12)

Las cantidades dentro de los paréntesis se definen como

I=Ej +Eg, (1.13)
Q = Eg, — Eg,, (1.14)
U = 2EnEgycos 6, (1.15)
V =2EEqysind. (1.16)

Estas ultimas expresiones son los correspondientes pardmetros de Stokes para una onda plana
monocromadtica. Dichos parametros describen completamente el estado de polarizacién de la luz.
El parametro [ representa la intensidad total de la luz, independientemente de su polarizacién.
El pardmetro Q cuantifica la diferencia de intensidad entre la luz polarizada linealmente a 0° y
la polarizada linealmente a 90°. El pardmetro U describe la diferencia de intensidad entre la luz
polarizada linealmente a 45° y la polarizada linealmente a —45°. Finalmente, el pardmetro V mide
el grado de polarizacion circular de la luz, diferenciando entre polarizacion circular derecha e
izquierda. Es importante resaltar que estos pardmetros son cantidades reales y corresponden a los

observables de la elipse de polarizacién (Collett, 2005).

Note que, de esta forma, la ecuacién (1.12) se reescribe en términos de los pardmetros de Stokes
como

P=0*+U*+V2 (1.17)

Esta ultima expresion se cumple para luz totalmente polarizada. No obstante, en el caso de luz
parcialmente polarizada, las magnitudes Eo,, Eoy y 6 cambian en el tiempo. En este caso, la defini-
cion de elipse de polarizacion puede no ser vélida porque la elipticidad y la orientacion de la elipse

de polarizacién pueden fluctuar de manera aleatoria. Aun asi, las definiciones de los pardmetros
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de Stokes son validas para intervalos de tiempo muy cortos, debido a que las amplitudes y fases
fluctiian lentamente. Asi, para cualquier estado de luz polarizada los pardametros de Stokes siempre
satisfacen la relacion

> Q*+U*+V2 (1.18)

A partir de los pardmetros de Stokes se puede definir el grado de polarizacién

P_@_ /Q2+U2+V2

ot 1 ’

(1.19)

siendo /,,; la intensidad de la suma de las componentes polarizadas e I, es la intensidad total de
la luz. En esta expresion, el grado de polarizacion, P, puede tomar valores entre 0 y 1. Cuando
P =1 corresponde a luz completamente polarizada, P = 0 corresponde a luz no polarizada y un

valor entre 0 y 1 corresponde a luz parcialmente polarizada (Schaefer y col., 2007).

De forma general, es posible representar luz no polarizada o parcialmente polarizada a partir
de los parametros de Stokes. Por ejemplo, la luz no polarizada puede ser descrita por un vector de
campo eléctrico que en cualquier instante de tiempo corresponde a un estado de polarizacion bien
definido, pero que fluctia aleatoriamente entre diferentes formas de polarizacion en una escala de
tiempo pequefia comparada con la frecuencia de la luz. Por lo tanto, durante un periodo de tiempo
relativamente grande, los estados de polarizacion se promedian y el haz se considera no polarizado

(Sharma, 2006).

Note que, las ecuaciones (1.8), (1.9) se pueden reescribir en términos de los pardmetros de
Stokes. Dividiendo los pardmetros (1.15) sobre (1.14) se obtiene el primer pardmetro. De manera

similar, dividiendo (1.16) sobre (1.13) se obtiene el dngulo de elipticidad

tan2y = —, (1.20)

sin2y = —. (1.21)

~I <RI
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De este modo, el angulo de polarizacion y el dngulo de elipticidad quedan completamente deter-

minados en funcién de cantidades observables.

1.3.1 Vector de Stokes

Los parametros de Stokes pueden reescribirse como un vector columna, llamado vector de
Stokes (Stokes, 1851). Este vector permite describir de manera completa la intensidad y el estado

de polarizacién de un haz de luz. Se define como

I Eg, +Eg,
Q E2 o E2
§— — R (1.22)
U 2E(Eqycos 0
\%4 2E0xE0y sin &

que corresponde al vector de Stokes para una onda plana monocromética (Born & Wolf, 2013).
Teniendo en cuenta esta definicidn, cada estado de polarizacion puede representarse a partir de
dicho vector, donde los subindices identifican la orientacion de la polarizacion: lineal horizontal
(LHP), lineal vertical (LVP), lineal a +45° (L+45P), lineal a —45° (L-45P), circular derecha (RCP)

y circular izquierda (LCP). De este modo, se tiene

1 1 1
1 —1 0
Stap = 1o , Swvp =1y , Siasp =1y ) (1.23)
0 0 1
0 0 0
1 1 1
0 0 0
St—asp =1y , Srcp =1 , SLep =1y . (1.24)
—1 0 0
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También es posible escribir los pardametros de Stokes, por ende el vector de Stokes, en términos

de los dngulos de la elipse. Los detalles del procedimiento se encuentran en A.2.1. De esta forma

Q =1cos2ycos2y, (1.25)
U =1Icos2ysin2y, (1.26)
V =1Isin2y, (1.27)

y el vector de Stokes se reescribe como

1

cos2y cos?2
S=1 x v . (1.28)

cos2y sin2y

sin2y

En la siguiente sesion se determina cudl es el significado geométrico de estos pardmetros.

1.3.2 Significado geométrico y esfera de Poincaré

A partir de la seccién anterior, y de las ecuaciones (1.25), (1.26) y (1.27) se observa que estos
parametros de Stokes pueden expresarse como las componentes cartesianas de un vector cuya

magnitud es la intensidad total, 1. Reescribiendo los pardmetros de Stokes, se obtiene

Q =1Isin(90 —2y)cos2y, (1.29)
U = Isin(90 — 2 ) sin2y, (1.30)
V = Icos(90 — 2%). (1.31)

La figura (5) ilustra esta interpretacion geométrica. En ella, los pardmetros Q, U y V se representan
como las tres componentes ortogonales de un vector de intensidad. Dicho vector apunta en una

direccién definida por los dngulos 2y y 2.
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Figura 5. Significado geométrico de los pardmetros de Stokes.

Z
\
Vv
1 I
90 — 2 |
I U
5 ; —Y
X 1 //

Nota. Los parametros Q,U,V se consideran las componentes de la intensidad para luz
completamente polarizada.

Note que, las expresiones para Q,U,V tienen la misma estructura que las relaciones entre

coordenadas cartesianas y esféricas para un vector de posicion

x=rsinOcos, (1.32)
y=rsin0sing, (1.33)
z=rcos#. (1.34)

Estas ecuaciones son equivalentes si se cumplen las relaciones 8 =90 —2y y ¢ = 2.

Se puede concluir que, expresar el estado de polarizacién de un haz en términos de y y W
permite describir su elipticidad y orientacion en una esfera de radio unitario. Esta esfera fue in-
troducida por primera vez por Henri Poincaré en 1892 y recibe el nombre de esfera de Poincaré

(Poincaré, 1889). Cada punto en la superficie de esta esfera corresponde a un estado de polariza-
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cién unico, definido por los valores de los parametros de Stokes. La posicién de un punto en la
esfera proporciona informacién sobre el tipo de polarizacién, su orientacion y su elipticidad (Born

& Wolf, 2013).

Figura 6. Esfera de Poincaré.

Nota. Esfera de Poincaré. Cada punto sobre la esfera representa un estado de polarizacion.

Como se observa en la figura (6), todos los estados de polarizacién lineal se encuentran en el
ecuador de la esfera. Los polos de la esfera representan los estados de polarizacion circular. El
polo norte corresponde a la polarizacion circular derecha, mientras que el polo sur representa la
polarizacién circular izquierda. Adicionalmente, cualquier punto que no esté en el ecuador ni en

los polos representa un estado de polarizacion eliptica.

1.4 Matriz de Mueller

Otra de las definiciones importantes en el estudio de la polarizaciéon de la luz corresponde a
la matriz de Mueller. Es una herramienta matematica fundamental en dptica que permite describir

y cuantificar cémo ciertos elementos Opticos pueden afectar el estado de polarizacién de la luz
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(Azzam, 2016). Se define como

!
I moo mor moy moz| |1
(04 myo myp mpp mz| [Q
- , (1.35)
/
U myy mpyy mpyy mp3| |U
/
Vv m3y m3; mzy m33| |V

Note que, en esta ecuacidn, la matriz actia sobre el vector de Stokes, que representa el estado
de polarizacion de la luz incidente. Al multiplicar el vector de Stokes por la matriz de Mueller
correspondiente a un elemento dptico especifico, se obtiene el nuevo vector de Stokes a la salida
del elemento. De esta manera, la matriz de Mueller brinda toda la informacién necesaria para
caracterizar completamente la interaccion de la luz con un sistema 6ptico (Mueller, 1948). Esta
herramienta ha sido de gran utilidad en diversas aplicaciones, desde el disefio de polarizadores y
filtros hasta el andlisis de la luz dispersada por materiales. Generalmente, cuando un rayo de luz
interactiia con la materia, su estado de polarizacién cambia. Esto puede ocurrir cuando cambian

las amplitudes, fases o direccion del campo electromagnético.



TRANSFERENCIA RADIATIVA POLARIZADA 30

2 Fundamentos de transferencia radiativa

La transferencia radiativa describe como la radiacion electromagnética se propaga e interactia
con la materia en un medio. En este capitulo se introducen los conceptos fundamentales asociados
a este proceso, incluyendo la definicién de intensidad especifica, los mecanismos de emisién y
absorcion, asi como la ecuacion de transferencia radiativa. Estos elementos constituyen la base
tedrica necesaria para abordar posteriormente el estudio de la transferencia radiativa polarizada en

medios astrofisicos.

2.1 Intensidad especifica

Para definir la intensidad especifica, considere la construccion geométrica ilustrada en la figura
(7). En ella se introduce un area diferencial dA perpendicular a la direccion de propagacion de un
rayo, y se toma en cuenta el conjunto de rayos que atraviesan dicha superficie dentro de un dngulo

sélido dQ

Figura 7. Construccion geométrica usada para definir la intensidad especifica.

dA

La energia transportada por estos rayos, por unidad de tiempo y por unidad de frecuencia,
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puede expresarse como

dE = I,dAdtdQdv.
A partir de esta relacion, la intensidad especifica se puede definir a partir de

dE )

I, = TAdidody lerg cm™ s_lster_le_l]. 2.1

La intensidad especifica es una magnitud fundamental en transferencia radiativa, pues cuanti-
fica la energia transportada por la radiacion por unidad de drea, por unidad de tiempo, por unidad
de frecuencia y por unidad de dngulo sélido. El calificativo especifica indica que esta cantidad de-
pende explicitamente de la frecuencia de la radiacién, y ademds puede variar con la posicién y con
la direccion de propagacion del rayo. En muchos problemas resulta util considerar la contribucion
total de la radiacion en todas las frecuencias. Esta cantidad, denominada simplemente intensidad,

se obtiene al integrar la intensidad especifica sobre el dominio espectral (Chandrasekhar, 2013)

= /Ivdv7 lergs~! cm™? ster™!]. (2.2)

Una propiedad esencial de la intensidad especifica es que en el espacio libre permanece inva-

riante a lo largo de la trayectoria del rayo. Matematicamente, esta condicion se expresa como

dly

Y _o 23
g5 0 (2.3)

lo que refleja que, sin procesos que afadan o sustraigan energia, el haz conserva su intensidad es-
pecifica durante la propagacion. Cuando la radiacion interactia con la materia, la situacién cambia:
el medio puede absorber parte de la energia o emitir radiacién adicional en la misma direccién del

rayo. Como consecuencia, la intensidad especifica ya no se mantiene constante.
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2.2 Emision

El proceso de emision se describe mediante el coeficiente de emision especifico, jy, el cual
cuantifica la energia radiada por un volumen de material en una determinada direccién. De manera
precisa, jy se define como la energia emitida por unidad de volumen, por unidad de tiempo, por

unidad de dngulo s6lido y por unidad de frecuencia

dE = j,dVdQdtdv.

A partir de esta relacion, se obtiene la expresion para el coeficiente de emision

dE

= T IOAdv lergem s~ Ister 'Hz 1] (2.4)

Jv
Este coeficiente depende, en general, de la direccion en la que ocurre la emision, lo que refleja la

posible anisotropia del medio emisor.

Considerando una distancia recorrida ds, el diferencial de volumen se puede escribir como

dV = dAds, de forma que la ecuacion anterior se transforma en

V= JAdsdQdrdv ~ ds

donde se ha tenido en cuenta la definicién de la intensidad especifica (2.1). En consecuencia

oy
Jv= ds

(2.5)

Esta dltima expresion relaciona el coeficiente de emision con el cambio en la intensidad espe-
cifica a lo largo del camino 6ptico. En general, el coeficiente de emisién indica cudnta energia se
afiade al campo de radiacion debido a los procesos emisivos presentes en el material (Rybicki &

Lightman, 1991).
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2.3 Absorcion

Para encontrar la definicion del coeficiente de absorcidn, considere el siguiente modelo macros-
copico, en el cual el medio estd compuesto por particulas absorbentes que tienen un drea absorbente
o secciodn eficaz, oy.

Figura 8. Modelo macroscopico de particulas absorbentes.

o o
o ° o
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Considerando una seccidn transversal dA, con dngulo sélido d€2, el nimero total de absorbentes
estd dada por

N = ndAds,

siendo n la densidad de particulas. De esta forma, el drea absorbente o el drea total de estas parti-
culas es

Aa - NG\/ - nGvdAdS.

Ahora, considerando la conservacion de la energia, la energia que pierde el haz

—dIl,dAdtdvdQ,

es la misma energia que gana el medio

Iy (noydAds)dtdvdQ,
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la cual es proporcional al nimero de particulas en el volumen y el drea de absorcion. Igualando

estas dos expresiones se obtiene la siguiente ecuacion

dly
%

= —oyly, (2.6)

siendo o, = noy el coeficiente de absorcidn. El signo negativo indica que la intensidad especifica

del haz estd disminuyendo a medida que atraviesa el medio.

2.4 Ecuacion de transferencia radiativa

Teniendo en cuenta lo anterior, si se considera que en el medio existen ambos procesos, de

emision y absorcion, se obtiene la ecuacion de transferencia radiativa

dly

ds = —ayly + jy. 2.7)
S

Esta ecuacion relaciona los dos coeficientes de emision y absorcidn. Si estos coeficientes se co-
nocen, es posible encontrar una expresion para la intensidad. En conclusidn, la ecuacidon de trans-
ferencia radiativa describe cémo un haz cambia al atravesar un medio debido a los procesos de

emision y absorcién. A partir de la ecuacion se pueden analizar los siguientes casos:

e En el caso que sélo exista proceso de emision, entonces el coeficiente de absorcidn es ce-
ro. En este caso la radiacion estd aumentando su intensidad, y la ecuacion de transferencia
radiativa (2.7) se reduce a

dl,
— = Jjy. 2.8
ds Jv (2.8)

La solucidn a esta ecuacion diferencial es

Iy (s) =Iy(s0) +/s jv(s'ds). (2.9)
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Esta expresion indica que el cambio en la intensidad es igual al coeficiente de emision inte-

grado a lo largo del camino 6ptico.

e Para el caso de sélo absorcidn, la ecuacion de transferencia radiativa se reduce a

g - _avlv, (210)

y su solucidn se puede encontrar facilmente a partir de separacion de variables

Iy (s) =1,(so) exp [— /ss oy (s')ds'} : (2.11)

0
Esta ecuacion indica que la intensidad disminuye como la exponencial del coeficiente de

absorcion integrado a lo largo del camino 6ptico.

Antes de considerar el caso general es necesario definir la profundidad 6ptica.

2.4.1 Profundidad optica

La profundidad 6ptica, 7y, se define en términos de qué tanta radiacién se absorbe cuando esta
pasa a través de un medio. Una mayor profundidad 6ptica indica una mayor absorcion total a lo

largo del trayecto, es decir, la radiacion se atenia mds en un medio con mayor profundidad dptica
S

Ty = / ay(s)ds', — dt, = ayds. (2.12)
50

A partir de la profundidad 6ptica se puede definir el tipo de medio. Se dice que un medio es
Opticamente delgado o traslicido cuando 7, < 1. En este caso, el rayo pasa a través del medio sin
perder mucha intensidad. Por el contrario, si 7, > 1 se dice que el medio es Opticamente grueso u
opaco. De esta forma, 7, es una medida del “obstaculo 6ptico” que presenta el medio al paso de la

radiacion.



TRANSFERENCIA RADIATIVA POLARIZADA 36

e Finalmente, considere el caso general, en el cual se tienen los dos procesos: emision y absor-
cién. En este caso, se debe resolver la ecuacion de transferencia radiativa (2.7). Dividiendo

toda esta ecuacion por el coeficiente de absorcion

dl, Jv
=—-Iy+— 2.13
(des \% + oy ) ( )
dl,
—=-I,+S 2.14
dTV \% + Vy ( )

siendo Sy = jy /oy la funcidn fuente. Esta funcién fuente indica qué tanta cantidad de radia-
cion se emite con qué tanta se absorbe. En general, las cantidades Sy y 7y son mas utilizadas
en transferencia radiativa que los coeficientes de emision y absorcion. Multiplicando por un

factor de integracion e, la solucién a la ecuacion de transferencia radiativa esta dada por
Ty ’
I(ty) =1,(0)e” ™ —l—/o e (RIS, (1)) d T, (2.15)

El primer término de esta ecuacién indica la disminucién de la intensidad inicial debido al
proceso de absorcién. Por otro lado, el segundo término describe como la radiacién emitida
por el medio contribuye a la intensidad total, teniendo en cuenta que esa emision también

puede ser absorbida antes de alcanzar el observador (Rybicki & Lightman, 1991).

Si se considera que la funcién de fuente es constante, la solucidn anterior se reduce a

L(ty) =L(0)e ™ +8,(1—e ™) (2.16)

=Sy +e ™ (L,(0)=S,). (2.17)

Note que en esta expresion si T, — oo entonces Iy, — Sy. Esto indica que en un medio
tan opaco toda la radiacién inicial es absorbida por el medio. La radiacién que se observa

proviene exclusivamente de la radiacion generada por el medio cercano al observador.
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3 Formalismo covariante de transferencia radiativa polarizada

El objetivo de este capitulo es escribir la ecuacion de transferencia radiativa de manera general,
incluyendo el fendmeno de polarizacién. Es importante destacar que es necesario escribir dicha
ecuacion en términos de cantidades independientes de los sistemas coordenados; por esta razon,

en este capitulo se presenta la ecuacion de transferencia radiativa en su forma tensorial.

3.1 Ecuacion de Maxwell en el gauge de Lorenz

Primero, es necesario partir de las ecuaciones de Maxwell en un espacio-tiempo curvo, escritas
en su forma covariante

VpF = amj?, (3.1)

donde Fyg es el tensor electromagnético y J% es la cuadri-corriente, con componentes J = p

(densidad de carga) y (J',J2,J3) (densidad de corriente).

El tensor electromagnético puede expresarse en términos del vector potencial A%
Fop =VaApg —VpAq. (3.3)

Al sustituir la ecuacion (3.3) en (3.1) y aplicar el gauge de Lorenz, se obtiene que la ecuacién de

Maxwell en este gauge implica

(AgrA%) = —VPVA* + R* AP = 4m)®. (3.4)
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El término a la izquierda, (AggA%) = —VAV pA% + R ﬁAB se conoce como el operador de onda de
Rham. Este operador es una generalizacion del operador d’ Alembertiano en espacio-tiempos cur-
vos (De Rham, 1955; Thorne y col., 2000). Los detalles completos de estos calculos se presentan

en el Apéndice B.1.

3.2 Formalismo covariante de la optica geométrica

3.2.1 Aproximacion WKB

La aproximacion WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) es una herramienta matematica que per-
mite describir la propagacion de ondas en medios donde las variaciones ocurren de forma gradual
en comparacion con la longitud de onda de la radiacién. Esto implica que la onda puede descompo-
nerse en una fase rapida oscilante y una amplitud que varia lentamente, lo que simplifica el anélisis
de su evolucidn, especialmente en el espacio-tiempo curvo. La aproximacion WKB es vélida bajo
una condicién especifica que asegura que las ondas pueden considerarse localmente planas (Ke-
ller y col., 1956; Thorne y col., 2000). Esta condicion establece que la longitud de onda debe ser

mucho menor que las escalas caracteristicas del problema, tales como:

e [a escala de variacién del medio, que mide la longitud caracteristica sobre la cual cambian

propiedades del sistema, como puede ser la amplitud, la polarizacién o el frente de onda.

e [aescala de curvatura del espacio-tiempo, que caracteriza dicha curvatura a través del tensor

de Riemann.

A partir de esta aproximacion es posible considerar que la amplitud se mantiene invariante. Es
util introducir un pardmetro € que indica qué tan rapido los términos se aproximan a cero o infinito
cuando A tiende a cero

0
AF = (@ - eb* +e*ct + - )exp <lg> : (3.5)

A partir de esta expresion para el vector potencial se obtienen las bases de la dptica geométrica.
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3.2.2 Leyes de la optica geométrica

Para establecer las leyes de la dptica geométrica en el contexto de este proyecto, se utiliza la
aproximaciéon WKB para expandir el vector potencial en términos de un pardmetro pequefio €.
Al aplicar la aproximacién WKB al vector potencial A#, se obtiene una expansion que facilita
la identificacion de diferentes 6rdenes de €. Este procedimiento conduce a encontrar las leyes

fundamentales de la Optica geométrica.

1. Primera Ley: El vector de onda es nulo y sigue una geodésica nula. Mateméaticamente, esto

S€ eXpresa como:

KPvpk® =0. (3.6)

Esta ley implica que los rayos de luz se propagan a lo largo de geodésicas nulas en el espacio-
tiempo curvo, lo que significa que la radiacion electromagnética viaja a la velocidad de
la luz y sigue trayectorias determinadas por la geometria del espacio-tiempo. Esta es una

generalizacion de la primera ley de la 6ptica geométrica.

2. Segunda Ley: Elvector de polarizacion es perpendicular al rayo. Esta ley se formula como
PV =o0. 3.7)

Aqui, f* representa el vector de polarizacion de la onda electromagnética. Esta ley asegura
que la polarizacion de la radiacion estd siempre perpendicular a la direccién de propagacion

del rayo.

3. Tercera Ley: Se conserva la densidad de flujo del niimero de fotones a lo largo del haz. En

ausencia de interaccion con el medio, esta ley se reduce a
Vi (k*a?) =0. (3.8)

Esto significa que el flujo de fotones se conserva a lo largo de la trayectoria de propagacion,
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asegurando que no haya creacion ni destruccion de fotones en el vacio.

Es importante resaltar que las dos udltimas leyes descritas se cumplen cuando se considera el
vacio. En el caso de interaccién con la materia, kP Ve f*#0, Vi (k¥a?) # 0. Estas leyes son funda-
mentales para entender la propagacion de la radiacion polarizada en medios astrofisicos complejos
(Gammie & Leung, 2012; Thorne y col., 2000). Los célculos detallados y las derivaciones com-

pletas de estas leyes se presentan en el Apéndice B.2.

3.3 Tensor de respuesta lineal

En el Apéndice B.2 se defini6 el tensor lineal de respuesta en términos de la cuadri-corriente y
el vector potencial

1
JY = EH“ﬁAﬁ. (3.9)

Es importante aclarar el significado fisico de este tensor. En términos generales, la respuesta de un
medio ante una perturbacion electromagnética puede expresarse a través de ciertas cantidades fisi-
cas especificas. En el caso de la descripcion covariante desarrollada en este proyecto, la respuesta
del medio se describe a partir de la cuadri-corriente, mientras que la perturbacién se describe a
partir del vector potencial. Si se considera que las respuestas no lineales son débiles, es posible
expandir la respuesta del medio en términos de la perturbacion, donde el término lineal esta dado
por el tensor lineal de respuesta, [1%B. De esta forma, dicho tensor caracteriza de manera completa
las propiedades electromagnéticas del medio. En otras palabras, el tensor lineal de respuesta es una

herramienta que permite describir cémo una perturbacién interactia con el medio (D. B. Melrose,

2008).

Teniendo en cuenta que cualquier tensor se puede escribir en términos de su parte hermitica y

antihermitica, el tensor de respuesta se puede reescribir como

n*f - 4 nf, (3.10)
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donde
n* — %(naﬁ +ITBey, ok = %(n“ﬁ — 1Py, (3.11)

set a . .. , .
La parte hermitica, I1 p , se relaciona con la conservacion de la energia. Mientras que la parte
. e o . P . . o . ., .« ,
antihermitica, I, P , consiste en los términos que inducen disipacion. De esta manera, la ecuacién

(B.20) se reescribe tal que

HOBKA _ paBxA _{_Raﬁxl, (3.12)
siendo
ROUBKA — o (gmngx _ gakn§ﬁ> _ (3.14)

El tensor lineal de respuesta desempefia un papel central en la descripciéon de la interaccién
entre la radiacion electromagnética polarizada y un medio como el plasma. El fenémeno de ab-
sorcion se representa por la parte anti-hermitica del tensor. Esta cantidad describe la pérdida de
energia debido a la interaccién con el medio (Gammie & Leung, 2012). Por el contrario, el fené-
meno de rotacion de Faraday se representa por la parte hermitica. Este fendmeno describe como el

plano de polarizacion rota en presencia de campos magnéticos. Si se considera el vacio, claramente

HOPrt =

3.4 Tensor de polarizacion

El tensor de energia-momentum para una onda monocromadtica se define como

1 1
T = | FR) () = 38" (Fpa) (FP) (3.15)

donde F,y es el tensor de campo electromagnético. Al promediar esta expresion en el tiempo sobre

un periodo y utilizando la aproximacion WKB para el potencial vectorial, es posible extender la
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definicion a una onda polarizada
1
(THV)*P — §<a°‘a*ﬁ>k“kv, (3.16)

siendo a la amplitud y * denota el conjugado. Esta expresion generaliza la descripcién de ondas

electromagnéticas al incluir el caso de polarizacion.

Ahora, para un grupo de fotones propagdndose a través de un medio, el tensor de energia-
momentum puede analizarse estadisticamente. En el espacio de momentum, este tensor se puede

escribir en términos de la funcién de distribucion f(x, p)

T (x) = [ . p)ptp vy, (3.17)

donde p* es el momento del foton, dV),, es el elemento diferencial del volumen en el espacio de
momento y f(x,p) especifica la cantidad de fotones, N, que se encuentran en el volumen del
espacio de fase dV = d°xd> p (Huang y col., 2024). En otras palabras, los estados accesibles estin

definidos por
dN(x, p)

AP 3.18
d3xd3p ( )

flx,p) =

De manera similar, esta definiciéon puede generalizarse para ondas monocromaticas polariza-
das, considerando ahora una funcién de distribucion de polarizacién, f ap (x,p). Utilizando esta

funcién y la definicién del tensor de energia momentum, se obtiene

11
afp _ - <.ai‘<ﬁ>,
I = v, s e\

Al analizar cémo varia esta funcién a lo largo de las geodésicas, se introduce un parametro afin A

y se emplea el teorema de Liouville. Esto conduce a la ecuacién

KV fOP = P 4 HOPHV (3.19)
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donde J*B describe el término de emisién y H*PHY representa las interacciones con el medio. Para

mads detalles, ver el Apéndice B.3.

3.4.1 Relacion con la Intensidad Especifica

Observe que esta ultima expresion 3.19 tiene una forma muy similar a la ecuacion de trans-
ferencia radiativa, lo que permite establecer una relacién entre el tensor de distribucién de polari-
zacion y la intensidad especifica. Para un conjunto de rayos que pasan a través de una superficie

diferencial dA y dentro de un dngulo sélido d€2, la intensidad especifica estd definida por

dE,

I =— "V 2
V' dAdtdvdQ’ (3.20)

siendo dV = cdAdt y el volumen en frecuencia es dVy, = v2dQdV en coordenadas esféricas.
La energia de los fotones esta dada por Ey = Npc = Nhv, de modo que dEy = dNhv. Adicional a
esto, existe la siguiente relacién entre el diferencial de volumen en frecuencia y en momentum

3

4P (3.21)

dVv -

Reemplazando estas expresiones en la definicion de la intensidad se obtiene

W3
L="2r (3.22)

c

De esta manera, se establece una relacion entre la funcidn de distribucion escalar y la intensidad.

Es importante destacar que, dado que f es invariante, la cantidad I, /v? también lo es.

Para generalizar esta relacion a ondas polarizadas, se define el tensor de polarizacion
1 ap
op __ o
SUP = o) for. (3.23)

Dado que % y £2B solo difieren por un factor constante, la ecuacién de movimiento para el tensor
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de polarizacion en la formulacién covariante es

MV, S = TP L gOPRYS,,. (3.24)

La ecuacién (3.24) es una formulacién covariante de la ecuacién de transferencia radiativa po-
larizada, que describe cdmo evoluciona la polarizacion de la radiacién electromagnética a medida
que se propaga en un medio, considerando tanto el efecto del espacio-tiempo curvo como las in-
teracciones con el medio. En esta ecuacidn, el tensor H aBuv contiene la respuesta del medio a
la radiacion electromagnética polarizada. Este término es esencial para estudiar cémo la polariza-
cion observada estd influenciada por las condiciones fisicas del entorno (Gammie & Leung, 2012;
Huang y col., 2024). Todos los detalles del célculo y la derivacion de esta ecuacion se encuentran

en el Apéndice B.3.

Ahora, es importante aclarar que para las simulaciones que se van a realizar, es necesario
escoger un marco de referencia especifico en el cual se llevan a cabo las mediciones. En este
marco, la ecuacion deja de ser covariante, ya que se fija un sistema de coordenadas y una base
local para describir la polarizacion de la radiacidn. Los vectores base de este sistema coordenado

son
) =ut, (3.25)

uo g“vcpuvkcdp (3.26)

‘O oJErpC

(d” + But — Ce’é))

mo_
‘)~ 2+ Br-C2 ’ (3.27)
AL
no_
6(3) 5 - MIJ'7 (328)



TRANSFERENCIA RADIATIVA POLARIZADA 45

donde

kyd*
d* =dyd*, B=uyd", o=k, C= “T— . (3.29)

En esta base, u* corresponde a la cuadrivelocidad del fluido, k" es el vector de onda, @ la fre-
cuencia de la luz y d* generalmente puede corresponder naturalmente al campo magnético. Note
que, el vector e?o) €s un vector tipo tiempo y eé) corresponde a un vector tipo espacio en la direc-
cién de propagacion de la luz. Los vectores eéll) y eé) son vectores perpendiculares a la direccion

de propagacidn, es decir, estdn definidos sobre el plano de polarizacién (Bronzwaer y col., 2020;

Gammie & Leung, 2012).

Teniendo en cuenta que la polarizacion es un fendmeno transversal, es decir, s6lo depende de
las componentes del campo electromagnético que son transversales a la direccidon de propagacion,

es posible restringir el estudio al subespacio formado por et‘ 1y e’(l

2y €N el plano de polarizacion. Al

proyectar el tensor de polarizacidn en este subespacio se obtiene

I+Q U+iV
= , (3.30)

u-iv 71-9

S’\ab

donde Z, Q, U,V corresponden a los pardmetros de Stokes invariantes. En esta base local, las ecua-

ciones de evolucién para los parametros de Stokes vienen dadas por

1 JI a op oy Oy z

d | @ 1 ' oo o — o)
= = Jo | v 0 1 Pv Pu , (331)

U Ju oy —py 0 pg U

v % ay pu —po O V

siendo « los coeficientes de absorcion asociados con cada parametro, j los coeficientes de emi-
sion, p los coeficientes de rotacién de Faraday y v la frecuencia de los fotones registrada por un

observador comovil al fluido.
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4 OSIRIS y trazado inverso de rayos

En este proyecto, las simulaciones numéricas se realizan utilizando un cédigo propio llamado
0SIRIS (Orbits and Shadows In RelativIstic Spacetimes). Este cédigo, desarrollado en Fortran,
estd diseflado especificamente para el trazado de rayos en entornos relativistas y se especializa en
simular los efectos de la luz alrededor de objetos compactos, como los agujeros negros. Basado en

la formulacién hamiltoniana, 0SIRIS resuelve las ecuaciones de las geodésicas nulas

dpy ~ OH dx*  IH @1
dA — ox*’ dA  dpy’ '

donde x* representa las coordenadas, p, corresponde al cuadrimomento, y A parametriza la tra-
yectoria del foton. En este caso en particular, al considerar fotones, el hamiltoniano se expresa

como

1
H= Eg”vpupv =0. 4.2)

Esta formulaciéon hamiltoniana permite analizar fendmenos como la sombra de un agujero ne-
gro y el lente gravitacional, incorporando efectos relativistas como el corrimiento al rojo. Ademas,
OSIRIS emplea un enfoque de trazado inverso de rayos, en el cual el observador se considera el
origen de las geodésicas nulas que evolucionan hacia el entorno del agujero negro. Este enfoque
permite clasificar las 6rbitas de los fotones segun su trayectoria: aquellos que alcanzan el horizonte

de eventos y los fotones que logran escapar de la atraccion gravitacional y son detectados.

Para clasificar las drbitas de los fotones, se utiliza una esfera celeste dividida en cuatro cua-
drantes, cada uno identificado con un color diferente: rojo, amarillo, azul y verde. Esta esfera es
concéntrica con el agujero negro y rodea al observador. Si un foton cae en el horizonte de eventos,

se le asigna el color negro. Por el contrario, si el foton logra escapar de la atraccién gravitacional,



TRANSFERENCIA RADIATIVA POLARIZADA 47

el proceso de integracion se detiene, y se le asigna un color correspondiente al cuadrante de la
esfera donde impacta. La representacion grafica de la trayectoria de los fotones se observa en la
Figura (9). En esta imagen se representa la curvatura en la trayectoria debido a la presencia del

agujero negro.

Figura 9. Trayectoria de los fotones en presencia de un agujero negro.

Nota. Representacion grafica de la trayectoria de los fotones en presencia de un agujero negro. Se
observa la deflexion de la luz debido a la presencia de éste objeto compacto.

Adicionalmente, es importante mencionar que cada pixel en el plano imagen corresponde a una

condicion inicial para cada foton, estas condiciones iniciales se calculan a partir de

_ i_'_ X8to

A 10y/809
DPr = \/ rr |:1 — (7)9)2 — (7)¢)2:|,
Yv/866

pPo=—"

ro

W80

- ’
ro

Pt

donde P* son las componentes del cuadrimomento medidas por el observador, r( es la distancia

del observador al agujero negro y (x,y) la coordenada sobre el plano imagen.
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Teniendo en cuenta estas condiciones iniciales, se asigna a cada pixel un color de acuerdo a la
clasificacion anterior. Es importante mencionar que para obtener el mapa de intensidad proveniente
de la radiacion emanada del disco de acrecion, se debe afiadir una clasificacion adicional. Si el
foton proviene de un punto del disco, al pixel correspondiente se le asigna un color particular
que representa el valor de la intensidad calculada mediante la ecuacién de transferencia radiativa.
En otras palabras, al trazar las trayectorias de un conjunto de fotones emitidos desde el disco y
detectados por un observador distante, el conjunto de las intensidades calculadas para cada fotén
conforma el mapa de intensidad. Adicionalmente, cabe resaltar que la geometria del disco se define
numéricamente suponiendo una regién de densidad de masa constante. Por lo tanto, si el codigo
determina que la densidad p supera un valor adecuado establecido, se interpreta que el fotén se
encuentra dentro del disco.

Figura 10. Lente gravitacional producido por un agujero negro de Kerr.

20
—20-15-10 =5 0 5 10 15 20 -20-15-10 =5 0 5 10 15 20
a=0.95 a = 0.98

Nota. Lente gravitacional producido por un agujero negro de Kerr para diferentes valores de espin.
En esta imagen se observan algunos fendmenos relativistas, tales como el anillo de einstein y la
sombra producida por el objeto compacto. Imagen tomada de (Veldsquez-Cadavid y col., 2022).

El c6digo OSIRIS ha sido empleado en diversas investigaciones relacionadas con objetos com-
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pactos, abarcando desde la reproduccion de rbitas temporales y nulas en torno a agujeros negros
de Kerr hasta la simulacién de sombras de agujeros negros e imdgenes de discos de acrecion
(Velasquez-Cadavid y col., 2022). A modo de ejemplo, la figura (10) ilustra el efecto de lente gra-
vitacional, es decir, la deflexion de la luz causada por la curvatura del espacio-tiempo producida
por un agujero negro de Kerr para distintos valores del espin (Schneider y col., 1999). El panel
superior izquierdo muestra el caso del espacio-tiempo de Minkowski, donde se aprecia una ligera
curvatura debida a la proyeccion de la esfera celeste. El panel superior derecho corresponde a la
lente gravitacional generada por un agujero negro de Schwarzschild. Los paneles inferiores pre-
sentan el efecto de lente gravitacional para agujeros negros de Kerr !. Cabe destacar que 0SIRIS
permite visualizar fendmenos caracteristicos como el anillo de Einstein, que corresponde a una
imagen anular formada cuando la fuente, el lente y el observador estdn alineados (Taylor & Whee-
ler, 2000). En esta configuracion puede observarse una inversion cromatica y la apariciéon de un

segundo anillo concéntrico alrededor de la sombra del agujero negro.

Asimismo, ha sido utilizado en el estudio de la sombra generada por un objeto compacto descri-
to por la g-métrica, la cual constituye la solucidn estdtica y axialmente simétrica més simple de las
ecuaciones de Einstein que incorpora un momento cuadrupolar distinto de cero (Arrieta-Villamizar
y col., 2020). M4s recientemente, a partir de este cddigo se han desarrollado, por primera vez, si-
mulaciones del mapa de intensidad y de los perfiles de emision de un toro magnetizado alrededor
de un agujero negro de Kerr, incorporando propiedades magnéticas del fluido como el diamag-
netismo y el paramagnetismo (Veldsquez-Cadavid y col., 2023). Adicionalmente, se ha empleado
para analizar la emisién proveniente de singularidades desnudas (Prada-Méndez y col., 2023). En
su aplicacién mds reciente, 0SIRIS se empled para estudiar la interaccion entre agujeros negros y
campos escalares ultraligeros. En este trabajo se analiz6 la evolucion dindmica y no lineal de las

sombras de agujeros negros, asi como los efectos de lente gravitacional asociados a la acrecion de

ILa solucién de Schwarzschild describe un agujero negro estatico con simetrfa esférica, caracterizado por un mo-
mento angular nulo (J = 0). Por el contrario, la métrica de Kerr describe un objeto compacto en rotacién con simetria
axial. Su rotacién puede parametrizarse mediante el momento angular J o, de forma adimensional, mediante el para-
metro de espin a = J/M?. El rango fisico permitido es |a| < 1, donde el caso |a| = 1 corresponde a un agujero negro
de Kerr en rotacién maxima
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un campo escalar real sobre un agujero negro no rotante. Los resultados evidenciaron un aumento
significativo en el tamaifio del horizonte aparente, del anillo de fotones y del anillo de Einstein,
en comparacion con los correspondientes a un agujero negro de Schwarzschild. Para llevar a ca-
bo este estudio fue necesario extender las capacidades del codigo, incorporando el tratamiento de

espacios-tiempo dindmicos (Acevedo-Muiioz y col., 2025).
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5 Resultados

Finalmente, en este capitulo se presenta el andlisis de la polarizacion producida por diferen-
tes tipos de discos de acrecion. Los resultados se obtuvieron a partir del cédigo 0SIRIS, el cual

permiti6 la evolucién de los pardmetros de Stokes.

5.1 Test de integracion

Antes de analizar la evolucién de los pardmetros de Stokes en el contexto de la polarizacion ge-
nerada por los discos de acrecion, es esencial llevar a cabo pruebas preliminares que garanticen el
correcto funcionamiento del integrador. Para ello, se ha implementado el método de Runge-Kutta
Dormand-Prince (RKDP) como técnica de integraciéon numérica para estos parametros (Dormand
& Prince, 1980). El RKDP pertenece a la familia de métodos Runge-Kutta de 6rdenes 4 y 5, lo
que le permite alcanzar una alta precision en la integraciéon numérica. Ademas, su capacidad para
estimar el error en cada paso lo hace muy adecuado para sistemas complejos (Dormand & Prince,
1986). Cabe precisar que, si bien este esquema admite un control adaptativo, para los tests de vali-
dacién presentados en esta seccion se utiliza un paso de integracion constante. Esta configuracion
permite evaluar con rigor la convergencia del método y confirmar que el error disminuye segin el

orden tedrico esperado.

Adicionalmente, para contextualizar la precision de los resultados numéricos, es necesario ca-
racterizar la aritmética empleada por el c6digo. Las simulaciones se implementaron en Fortran uti-
lizando tipos de datos de doble precisién, lo que define un épsilon de maquina de € ~ 2,2 x 10716,
Esta especificacion garantiza que el limite de redondeo numérico se sitie varios 6érdenes de mag-

nitud por debajo de los errores de truncamiento reportados.
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El primer problema de prueba tiene como objetivo validar los resultados de la ecuacion de
transferencia radiativa polarizada considerando coeficientes constantes. Los coeficientes de emi-
sién, absorcidn y rotacion de Faraday utilizados en cada caso se presentan en la tabla (1). Cabe

mencionar que, para todos estos casos de prueba, los pardmetros de Stokes se inicializan en cero.

Tabla 1. Pardmetros utilizados para validar el funcionamiento del integrador RKDP.

Prueba Jl Jo Ju Jjv | Op Oau Qv |po Ppu Py
Emision y absorcion | 2 1 0 0 1 1.2 0 0|0 O O
Rotacion 0O o1 01 010 O O O}]10 O -4

El primer test consiste en considerar solamente coeficientes de emision y absorcién. De esta

forma, el sistema de ecuaciones (3.31) se reduce a

dl

o = Jr— (al+apQ), .1

d

ﬁ — jo— (ool + Q), (5.2)
dUu
a1 —(oqU), (5.3)
av

Las soluciones analiticas de estas ecuaciones (Dexter, 2016; MosScibrodzka & Gammie, 2018)

estan dadas por

—al
() = ;Q {(J'OCI ~ jaQ) [e (1 +e2‘m’t)] (5.5)

(1 + em@")] (5.6)
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+ (Joog — jrou) - 7 <1 _ezan> } ;
U(L) =U(0)e”%*, (5.7)

V(L) =V(0)e %*, (5.8)

siendo ot = o + Q.

Los resultados del primer test se muestran en la figura (11). En la primera subgrafica se com-
paran las soluciones numérica y analitica para los dos primeros parametros de Stokes, /'y Q, dado
que, por las condiciones iniciales, los pardmetros U y V son nulos. Como puede observarse, la
solucién numérica se superpone a la analitica. Las subgraficas inferiores presentan el error abso-
luto para cada pardmetro, calculado como la diferencia entre las soluciones numérica y exacta. Se
observa que, para el paso de integraciéon mds grande, dA = 0,02, el error maximo es del orden
de 10~°, mientras que para dA = 0,01 disminuye a valores del orden de 10~!!, y alcanza 1013
cuando se emplea dA = 0,005. Esta reduccién sistematica del error al refinar el paso de integra-
cidén es consistente con el comportamiento esperado del método RKDP, cuya convergencia es de
cuarto orden: al reducir dA a la mitad, el error disminuye aproximadamente un factor de 2*. La
figura ilustra este comportamiento de manera clara, mostrando cdmo la precision mejora de forma

significativa al utilizar pasos de integracién mas pequefios.

El segundo test consiste en considerar solamente coeficientes de rotacion de Faraday, sin tener

en cuenta el proceso de absorcion. Bajo estas condiciones, el sistema de ecuaciones (3.31) se



TRANSFERENCIA RADIATIVA POLARIZADA

Figura 11. Prueba numérica del integrador RKDP.

Test de emisién/absorcién

3
Inum Iech
2 o Qnum Qex
1
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Error ()

Nota. Prueba numérica del integrador RKDP utilizando coeficientes de emision y absorcion.
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Figura 12. Prueba numérica del integrador RKDP.

Test de rotacion

¢ Qnum Qe

0.20

0.15

0.10

0.05

— dA=0.02  ee- dA=0.01  —:= d\=0.005 w

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
A

Nota. Prueba numérica del integrador RKDP utilizando coeficientes de rotacion de Faraday.
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reduce a

=0, (5.9)
% — jo—pvU, (5.10)
fl—ZZJ'UJerQ—PQVv (.11
= v +poU. (5.12)

Las soluciones analiticas de estas ecuaciones estin dadas por

0(A) = ﬁ—%(jgpgﬂvpv)x - %(jvpg—jgpmsinpx - ”IQ’;V(l —cosph),  (5.13)
__JoPv — jvPo ju .

U(A)—T(l—cospl)—kgsmpl, (5.14)

V(L) = %(jgpgﬂvpv)x - %ugpv — jvpg)sinpA + ”;@Qu —cospd), (515

donde p = 4 /pé + p‘%. Para més detalles acerca de las soluciones analiticas de cada test, ver apén-
dice C de (Dexter, 2016).

Los resultados del segundo test se presentan en la figura (12). En la primera subgrafica se
compara la solucién numérica con la solucién analitica para los parametros de Stokes Q, U y V. Al
igual que en el test anterior, ambas soluciones muestran una coincidencia casi exacta en todo el do-
minio. Las subgraficas inferiores muestran el error absoluto para cada pardmetro, calculado como

la diferencia entre las soluciones numérica y analitica. Se observa que, para el paso de integracion
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mas grande, dA = 0,02, el error se encuentra en torno a 10~8, mientras que al refinar el paso a
dA = 0,01 el error se reduce a valores del orden de 10719, alcanzando 1012 cuando se emplea
dA = 0,005. Este comportamiento confirma nuevamente la convergencia de cuarto orden del inte-
grador RKDP. Adicionalmente, el patron periddico en las curvas refleja la naturaleza oscilatoria de

la solucidn, la cual se presenta al incluir coeficientes de rotacion de Faraday.

Es importante resaltar que estos test numéricos han sido utilizados de forma estdndar en la li-
teratura de transferencia radiativa polarizada para validar tanto implementaciones analiticas como
distintos esquemas de integracion (Bronzwaer y col., 2020; Dexter, 2016; Moscibrodzka & Gam-
mie, 2018; Prather y col., 2023). En dichos trabajos se reportan errores tipicos del orden de 107>
y 107 para los pardmetros de Stokes en los test de emisién/absorcién y rotacién. La implemen-
tacion presentada en este trabajo no solo reproduce dichos érdenes de magnitud, sino que alcanza
precisiones del orden de 10~13, lo que sugiere una mejor eficiencia numérica del esquema adopta-
do. Esta concordancia cuantitativa con codigos independientes demuestra que el método numérico
aqui empleado reproduce con precision la evolucién analitica de los pardmetros de Stokes y pre-
senta el mismo comportamiento de convergencia observado en la literatura. La consistencia entre
nuestros resultados y los reportados previamente valida la correcta formulacion de las ecuaciones
implementadas, la robustez del integrador adoptado y su aplicabilidad en problemas de transferen-

cia radiativa polarizada.

5.2 Disco de Page-Thorne

El disco de acrecion de Page-Thorne (Page & Thorne, 1974) es un modelo relativista que des-
cribe el comportamiento de la materia alrededor de un agujero negro de Kerr. El modelo considera
que el agujero negro posee una geometria del espacio-tiempo que es estacionaria, axialmente simé-
trica y asintoticamente plana. Para su descripcion, el modelo se fundamenta en varias suposiciones

clave:
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e El disco se considera Opticamente grueso y geométricamente delgado, lo que significa que

su espesor es significativamente menor que su radio.

e El plano central del disco estd situado en el plano ecuatorial del agujero negro.

e El modelo asume que la materia en el disco sigue trayectorias geodésicas circulares en el

plano ecuatorial.

e El transporte radial de calor dentro del disco se considera despreciable, y el tdnico flujo de

calor significativo se produce en la direccion vertical.

e Se establece que la energia emitida desde el disco es transportada exclusivamente por foto-

nes.

A partir de las leyes de conservacion de masa, momento angular y energia, se derivan tres

ecuaciones fundamentales que describen la estructura radial del disco de acrecion

My = —2me" TV THYY" (5.16)
F(r) = (My/4m)e” VHVHR) £, (5.17)
Wy = (Mo/2m)e” " TYTR(ET—QLT) /(-] f. (5.18)

La primera ecuacion, (5.16), establece la tasa de acrecién de masa en el disco, donde X representa
la densidad superficial del disco, u" denota la velocidad radial y v, y,u son factores métricos
asociados a la geometria del espacio-tiempo. La segunda ecuacion, (5.17), describe el flujo de
energia radiante promediado en el tiempo. Este flujo es medido por un observador situado en la
superficie del disco. En esta ecuacion, f es una funcién que depende de las propiedades orbitales
del disco. Finalmente, (5.18), define el torque promedio por unidad de circunferencia que actia
en el disco debido a las tensiones internas. Este torque depende de la energfa especifica E¥, el
momento angular especifico L y la velocidad angular del material en el disco Q. Es importante

mencionar que estas ecuaciones se encuentran expresadas en su forma general, y adoptan una
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forma explicita al aplicarse a la métrica de Kerr. Para mds detalles, véase (Bardeen y col., 1972;

Page & Thorne, 1974).

En el primer andlisis se estudia un disco de acrecion geométricamente delgado y Opticamente
grueso, con el objetivo de calcular la intensidad y los pardmetros de Stokes de la radiacion emitida.
Dado que el disco es Opticamente grueso, se asume que los fotones provienen unicamente de la
superficie. Esto ultimo implica que los pardmetros de Stokes no dependen del camino 6ptico, en
consecuencia, no se requiere resolver la ecuacion de transferencia radiativa. Para calcular el flujo
radiativo se utiliza el modelo de Page-Thorne, y la intensidad se obtiene a partir de una temperatura

efectiva asumiendo una distribucién espectral de cuerpo negro, como se muestra en las siguientes

ecuaciones
FA\ LA
Teff = (E) s (519)
1
Iv - FBv(n'Teff>, (520)

siendo F la potencia total emitida, n un factor de correccién espectral y By (T) la distribucion

espectral de Planck para un cuerpo negro.

El mapa de intensidad y polarizacion para este disco, bajo las condiciones descritas, se presenta
en la figura (13). Esta simulacion, realizada para un angulo de observaciéon de 8 = 75°, considera
un disco delimitado interiormente por la érbita circular estable mds interna (ISCO) y exteriormente
por un radio arbitrario, r,,; = 100, ubicado en el plano ecuatorial. El mapa de intensidad y pola-
rizacion se generd para diferentes valores de espin. En los tres casos se evidencian con claridad
los efectos relativistas sobre la intensidad. Se destaca una marcada asimetria luminica entre los
lados izquierdo y derecho del disco, causada por el efecto beaming relativista: el material que se
aproxima al observador aparece significativamente mas brillante. También se observa una regién
central oscura correspondiente a la sombra del agujero negro, delimitada por la dltima orbita esta-
ble. Es importante resaltar, ademas, la diferencia en el tamafio aparente del disco. Esta variacion
se debe a que la posicién del borde interno del disco de acrecién, definida por la ISCO, depende

directamente del valor del espin. Para agujeros negros no rotantes, la ISCO se encuentra a mayor
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Figura 13. Mapa de intensidad y polarizacion de un disco geométricamente delgado y
Opticamente grueso.
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Nota. Mapas de intensidad y polarizacién de un disco geométricamente delgado y dpticamente
grueso, calculados con el modelo de Page—Thorne. La primera fila muestra la intensidad total,

mientras que la segunda y tercera filas corresponden a los pardmetros de Stokes Q 'y U,
respectivamente. El dngulo de observacién es 8 = 75°.
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distancia del horizonte de eventos, mientras que para agujeros negros con espin alto, esta orbita
se aproxima significativamente al horizonte, reduciendo el tamafio aparente del disco. Respecto
a la polarizacion, en estas simulaciones se asumié polarizacion lineal. La segunda y tercera fila
de la figura muestran los mapas de los parametros de Stokes Q,U para cada valor del espin. En
ambos mapas se distinguen claramente regiones con valores positivos y negativos, que representan
cambios en el estado de polarizacién lineal. Ademads, note que, a medida que aumenta el espin
del agujero negro se aprecia una curvatura progresiva de los patrones de color, evidenciando un

fenémeno de frame dragging.

También es importante destacar que, en las simulaciones del disco de Page—Thorne realizadas
con OSIRIS, la morfologia global del disco, incluyendo la estructura de intensidad y la posicion
del méximo de emisién, muestra una excelente consistencia con los resultados obtenidos por otros
codigos de transferencia radiativa polarizada (Prather y col., 2023). Cabe aclarar que, las escalas
absolutas de los pardmetros de Stokes pueden presentar diferencias respecto a dichas implementa-
ciones. Estas variaciones se explican porque cada c6digo adopta un sistema de unidades propio, en

este caso, OSIRIS opera exclusivamente en unidades geometrizadas.

Por otro lado, para evaluar la estabilidad numérica y la convergencia de los resultados al variar
la resolucion de la simulacion, se emplea el error cuadratico medio normalizado (Normalized Mean
Squared Error, NMSE). Este indicador compara dos mapas pixel por pixel y se define como

 YijlAG,j) —BG, j)I?

NMSE(4, B) = SAGIE (5.21)

donde A(i, j) y B(i, j) corresponden a los valores de los parametros de Stokes en el pixel (i, j) de

cada imagen, respectivamente.

Para su calculo se generan dos conjuntos de mapas de intensidad y polarizacién: uno con re-
solucién de 1024x1024 pixeles y otro con resolucién de 512x512 pixeles. El mapa de mayor
resolucion se reescala de modo que ambos tengan el mismo tamafio y permitan la comparacion

directa pixel a pixel. Con el fin de obtener una medida local de las discrepancias, la imagen se
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subdivide en 16 bloques de 128x128 pixeles, sobre los cuales se evalia el NMSE de forma inde-

pendiente. Este procedimiento permite identificar regiones donde la diferencia entre resoluciones

es mds pronunciada.

Figura 14. Mapas de NMSE para intensidad y polarizacion del disco de Page—Thorne.
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Nota. Mapas del error cuadritico medio normalizado (NMSE) calculados para los pardmetros de
Stokes I, Q y U del disco de Page—Thorne, comparando simulaciones con resoluciones de
1024 x 1024 y 512 x 512 pixeles. Cada panel muestra la distribucion espacial del NMSE en 16

subregiones para tres valores diferentes del espin
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El calculo del error cuadritico medio normalizado para los mapas de intensidad y polarizacién
del disco de Page-Thorne se encuentran en la figura (14). Los valores de NMSE cercanos a cero
indican una alta similitud entre los mapas, lo que respalda la convergencia de las simulaciones
frente a cambios de resolucion. Como se observa en la imagen, el valor de error mas grande que
se obtiene para todas las simulaciones es del orden de 1074, lo cual evidencia que las diferencias
introducidas por el cambio de resolucién son practicamente despreciables. Este resultado confirma
que las principales estructuras de intensidad y polarizacion del disco (incluyendo las variaciones
debidas a los efectos relativistas en las proximidades del agujero negro) se reproducen de manera

consistente.

5.3 Disco de Komissarov

5.3.1 Modelo del disco

El disco de Komissarov es una solucién analitica de discos de acrecion geométricamente grue-
sos alrededor de agujeros negros de Kerr (Komissarov, 2006; Pimentel y col., 2018). Estos dis-
cos generalizan los modelos clasicos de discos hidrodindmicos de Abramowicz (M. Abramowicz
y col., 1978) al incluir un campo magnético toroidal. Para este trabajo, se asume que el espacio-
tiempo es estacionario y axialmente simétrico, de forma que d;guv = dpguv =0, siendo (¢,¢,r,0)

las coordenadas. Asimismo, se considera un campo magnético azimutal, por lo tanto b = b = 0.

La estructura del disco estd determinada a partir de la conservacion del tensor de energia-

momentum, de la cual se obtiene la condicién de equilibrio en el disco

Q ol +8vp N v (Lpm)

I (Infus) = 1-1Q w Lw

=0, (5.22)

donde la presién magnética se define como p,, = b>/2y L = gt2¢ — 811899 ademds, la velocidad
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angular, €, y el momento angular especifico, [, estan dados por

w 8ot j Mo _ 8ot (5.23)

=" - , .
u' 8oo T 1819 Uy 8 + Q8¢

Siguiendo el procedimiento de Komissarov, las condiciones de integrabilidad permiten expresar
la solucién de la ecuacion de equilibrio (5.22) en términos de un potencial efectivo W;, dentro del

disco, de forma que

P, M Pnm

W_‘/Vin+ -
kK—1lw n—-1w

=0, (5.24)

siendo W = In|u;|, k¥ una constante, p la presion del gas, p,, la presiéon magnética y m la entalpia.

Para un andlisis detallado, véase (Komissarov, 2006; Pimentel y col., 2018).

Figura 15. Estructura del disco de Komissarov.
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Nota. Estructura del disco de Komissarov. En la figura se muestra la distribucion de densidad de
masa en el plano zR, donde se usaron valores de [y = 2,8 y W;,, = —0,050.

El andlisis de esta solucion revela la necesidad de introducir especificaciones adicionales al
modelo. En este caso, se considera un toro cuyo fluido presenta momento angular constante, [,

junto con una ecuacion de estado politropica para describir la presion. La estructura de este dis-
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co se presenta en la figura (15), donde se observa la distribucion espacial de densidad de masa,

considerando /ly = 2,8 y un potencial efectivo de W;,, = —0,050.

5.3.2 Test de integracion

Con el fin de validar la implementacion numérica desarrollada, se realiza un segundo test que
consiste en comparar directamente los mapas de intensidad obtenidos mediante la solucién analiti-
cay los generados a partir de la integracién numérica, ambos calculados con la misma resolucién
espacial (512 x 512). Este test se realiza para el disco de Komissarov épticamente delgado, tenien-
do en cuenta que para este disco se integra numéricamente la ecuacion de transferencia radiativa,

definida previamente como

d 1
JI: ﬁj[—V(OC[I—}— OCQQ+(XUU+OévV), (5.25)

como primer acercamiento, el test se limita inicamente al pardmetro de Stokes Z, asumiendo que

Q=U=V=0.

En contraste, la solucion analitica estd dada por
Zv(t) =Zy(0),e ™+ 8y (1—e ™), (5.26)

donde se asume que la funcién fuente Sy = j, /o, es constante. Adicionalmente, se considera que

la intensidad inicial en la fuente, Z, (0) = 1.

Obsérvese que estas soluciones se expresan en términos de los coeficientes de emision y ab-
sorcidn, cuya forma depende del modelo fisico adoptado. En este caso, al considerar radiacién
sincrotrén no térmica, dichos coeficientes presentan una dependencia explicita con el campo mag-
nético, dada por

jy o< BYTD/2 yU=1/2 o prH2)/2 = (144)/2 (5.27)

b
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donde B representa el campo magnético, V la frecuencia emitida y Y el indice espectral.

Es posible cuantificar el grado de consistencia entre ambos enfoques bajo las mismas condicio-
nes. La diferencia entre ambas soluciones se mide mediante el error cuadratico medio normalizado
(NMSE), definido con anterioridad en la ecuacion (5.21). Esto permite determinar si la simulacién

numérica reproduce las caracteristicas globales y locales de la solucién analitica.

Figura 16. Mapa de NMSE para la intensidad de un disco de Komissarov opticamente delgado.
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Nota. Mapa de NMSE para la intensidad de un disco de Komissarov 6pticamente delgado,
comparando la solucion analitica y la soluciéon numérica. La resolucién espacial utilizada
corresponde a 512 x 512.
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Para generar los mapas de intensidad se utiliza una pantalla de observacion con tamafio —20 <
x,y < 20, donde la posicién del observador se establece en {tg,rg, 6, 9o} = {0,1000, 6y,0}. La
figura (16) muestra la comparacion entre los mapas de intensidad obtenidos mediante la solucién
analitica y la solucién numérica para el disco Opticamente delgado de Komissarov. Se presentan
tres dngulos de vision: 8 = 75°, 0 =45° y O = 15°. La columna derecha muestra el mapa del error
cuadritico medio normalizado. Se observa que la intensidad calculada numéricamente reproduce
de manera muy cercana la solucidn analitica, incluso en las regiones donde existe mayor intensidad.
Los valores de NMSE, que se indican en cada celda del mapa, son en general del orden de 1073 o
menores. Se destacan valores mayores en algunas regiones centrales, correspondientes a las zonas
con mayor gradiente de intensidad. Esto confirma que la implementacién numérica es capaz de
reproducir de manera consistente la solucion analitica, validando asi el correcto tratamiento de la

transferencia radiativa en el caso del disco 6pticamente delgado.

5.3.3 Disco de Komissarov opticamente delgado

A continuacion, se presentan por primera vez los mapas de intensidad y polarizacion corres-
pondientes a un disco de Komissarov Opticamente delgado. La eleccion de este modelo se debe
a sus propiedades Opticas particulares, que permiten analizar con mayor detalle la interaccién en-
tre la radiacion y el medio circundante. Al tratarse de un disco Opticamente delgado, los fotones
emitidos desde su interior pueden interactuar con la materia del entorno, generando efectos de
polarizacion. Por esta razon, para este modelo fue necesario resolver numéricamente la ecuacion
de transferencia radiativa polarizada, previamente analizada en la seccion tedrica, con el fin de

obtener una descripcién completa del comportamiento de la radiacion.

Es importante mencionar que, en los test presentados en la seccion (5.1), la ecuacién de trans-
ferencia radiativa se resolvié numéricamente mediante un integrador de tipo Dormand—Prince, con
el propdsito de validar el correcto funcionamiento del cédigo. Por el contrario, en las simulacio-

nes que se presentan a continuacion, es necesario relacionar dos marcos de referencia distintos:
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el marco local del fluido y el marco del observador. En consecuencia, la ecuacion de transferen-
cia debe expresarse en el sistema del observador, lo que requiere realizar una transformacion de

coordenadas mediante una matriz de rotacion. Asi, la ecuacion (3.31) se reescribe como

7 JI o 0y oy Oy T
d | @ 1 Jo 0p O Py —Ppu Q
a = 2R00) —VR(%) R(=x) , (5.28)
u Ju w —pv P u
v Jv v pu —Pg v
siendo R()) la matriz de rotacion y y el dngulo que relaciona los dos marcos
1 0 0 0
cos2y —sin2y O
R(x) = (5.29)
0

0
0 sin2y cos2y
0 0 0 1

Realizando el desarrollo algebraico correspondiente, incluyendo la multiplicacién de matrices,

se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales que se resuelve numéricamente en 0SIRIS

dZ 1,
ar 2/
— v [oyl 4+ apQcos(2x) — oy Qsin(2x) + opU sin(2x) + oy U cos(2x) + o V],

d 1 '
ﬁ =3 [jocos(2x) — ju sin(2x)]

—v]aglcos(2x) — ayIsin(2x) + ogQ + pyU — pyV cos(2x) — poV sin(2x)]
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du .. . .
YRR [Josin(2x) + ju cos(2x)]

— v ]aplsin(2x) + oyl cos(2x) — py Q + oqU — pyV sin(2x) + poV cos(2x)],

aw 1.
= v
—v[ayl+ pyQcos(2x) + poQsin(2x) + py U sin(2x) — poU cos(2x) + oy V.

Estas ecuaciones describen la evolucién de los pardmetros de Stokes a lo largo de la trayectoria
de los fotones, incorporando tanto los procesos de emision y absorciéon como los efectos de rota-
cion. De esta manera, permiten analizar de forma completa como la radiacion emitida por el disco

adquiere un estado de polarizacion dependiente de las propiedades locales del medio.

Como primer acercamiento, en la simulacion inicial se emplearon coeficientes de emision y
absorcidn constantes, idénticos a los utilizados en el primer test de integracion, con valores j; = 2,
Jo=o0y =1y op =12 Los demds coeficientes se consideran nulos. Teniendo en cuenta estos

coeficientes, el sistema de ecuaciones anterior se reduce a

% _ % j1— Vol + 0pQcos(2x) + U sin(24) (5.30)
i’i_f _ % o cos(2x)] — v [agl cos(2x) + 1) (5.31)
% = % [josin(2x)] — v [l sin(2x) + oy U], (5.32)

D i) (5.33)

dA
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Figura 17. Mapa de intensidad y polarizacion para un disco de Komissarov opticamente
delgado, usando coeficientes constantes.
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Nota. Mapa de intensidad y polarizacion para un disco de Komissarov épticamente delgado,
usando coeficientes constantes de emision y absorcion. El dngulo de observacién es 8 = 15° y el
espin a = 0,9.

Las simulaciones se realizaron para un pardmetro de espin de a = 0,9 y un dngulo de observa-
cién de 0 = 15°. Ademds, se consideran como condiciones iniciales para los pardmetros de Stokes
los valores 7(0) =0, Q(0) = U(0) = V(0) = 0. Bajo estas condiciones, y considerando inicamente
los coeficientes de emision y absorcion, los mapas de intensidad y polarizacion obtenidos para este

disco se presentan en la figura (17). En esta figura se presenta el mapa de intensidad, en el cual
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se puede observar la presencia del anillo de fotones. Adicionalmente, se presentan los parimetros
de Stokes que representan la polarizacion lineal y circular. Se observa que los pardmetros Q y U
presentan contribuciones positivas y negativas en la polarizacion lineal, representadas en la figura
mediante los colores rojo y azul. Por su parte, el pardmetro V resulta nulo bajo las condiciones

adoptadas, lo que indica la ausencia de polarizacion circular en este caso.

Es importante mencionar que, al comparar con la figura (11), correspondiente al primer test con
coeficientes constantes de emision y absorcién, no se observan contribuciones en los pardmetros
de Stokes U y V. En contraste, para este mismo test bajo el modelo del disco de Komissarov,
si se evidencia una componente no nula en el pardmetro U, como se muestra en la figura (17).
Este resultado es particularmente relevante, ya que indica que al relacionar el marco del fluido con
el marco del observador mediante la matriz de rotacion se introduce un acoplamiento entre los
pardmetros de Stokes, de modo que la radiacion observada presenta una componente adicional de
polarizacion lineal que no estaba presente en el marco local del fluido. Esta conclusion también se
puede corroborar al comparar las ecuaciones (5.32) con (5.3), donde se evidencia la dependencia

del pardmetro U con el parametro / al introducir la matriz de rotacion.

Un aspecto central evidenciado en las simulaciones y pruebas numéricas realizadas en este
proyecto es la fuerte sensibilidad de los pardmetros de polarizacion a las condiciones iniciales y
a los valores adoptados para los coeficientes de emisién, absorcion y rotacion. En esta primera
etapa se presentaron mapas de polarizacion empleando coeficientes constantes; no obstante, para
realizar comparaciones cuantitativas robustas serd necesario examinar con mayor profundidad la
pertinencia fisica de dichas elecciones, las cuales dependen en gran medida del modelo de radia-

cio6n considerado.

En general, los coeficientes de emision, absorcién y rotacion que aparecen en la ecuacién de
transferencia radiativa polarizada dependen de las propiedades locales del plasma emisor. En es-
cenarios donde domina la emision sincrotron, frecuentemente considerada en el estudio de flujos

de acrecién alrededor de agujeros negros, estos coeficientes estdn determinados por magnitudes



TRANSFERENCIA RADIATIVA POLARIZADA 72

como la densidad electrdnica, la intensidad y orientacién del campo magnético, la temperatura de
los electrones, la frecuencia de observacion y la funcién de distribucién de energias de las particu-
las radiantes. Distintas hipétesis sobre estas cantidades pueden modificar de manera significativa
los coeficientes de transferencia y, en consecuencia, la estructura de los mapas de polarizacion

obtenidos.

En los codigos de transferencia radiativa relativista de uso extendido, los coeficientes de emi-
sién y absorcion se calculan a partir de modelos fisicos especificos, por ejemplo, emision sincrotrén
generada por distribuciones térmicas relativistas o distribuciones de ley de potencia de electrones.
Sin embargo, si bien la literatura suele presentar las expresiones generales para dichos coeficientes
junto con sus dependencias funcionales, no siempre especifica de forma completamente explicita
todos los pardmetros fisicos adoptados en las simulaciones: perfiles de densidad, temperatura elec-
trénica o configuracion del campo magnético, entre otros (D. Melrose, 1971; Zhao y col., 2023).
Del mismo modo, las condiciones iniciales empleadas, como los valores de las componentes de
Stokes al inicio de la integracién, tampoco se reportan siempre con el detalle suficiente. Estas
omisiones pueden comprometer la reproducibilidad directa de algunos resultados y ponen de ma-
nifiesto la importancia de documentar con rigor tanto los pardmetros fisicos como las hipétesis

numéricas que sustentan la construccién de los modelos.

En este contexto, la adopcion de coeficientes constantes en el presente trabajo responde princi-
palmente al objetivo de validar la implementacion numérica del esquema de transferencia radiativa
polarizada y analizar su comportamiento en un entorno controlado. Una vez establecida la con-
sistencia de la implementacion, la incorporacion de coeficientes derivados de modelos fisicos mas

realistas constituye una extension natural para futuros desarrollos.
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6 Conclusiones

En este proyecto de investigacion se abordé el estudio de la transferencia radiativa polariza-
da en las proximidades de agujeros negros. Para desarrollar este andlisis fue necesario reproducir
tanto las formulaciones analiticas como las implementaciones numéricas del modelo de transfe-
rencia. En primera instancia, con el proposito de comprender la interaccion entre la radiacion y
la materia, se revisaron los conceptos fundamentales de polarizacion y los pardmetros de Stokes,
que describen los observables asociados al estado de polarizacién de la luz. Del mismo modo, se
examinaron las definiciones de intensidad y los principales mecanismos de emision y absorcidn,
los cuales constituyen la base tedrica del estudio. Finalmente, considerando la naturaleza tensorial
del problema, se realiz6 un tratamiento covariante de la ecuacién de transferencia, lo que permitié

establecer su forma general en el contexto de la radiacién polarizada.

Para realizar las simulaciones se empled el cédigo O0SIRIS, un programa desarrollado en len-
guaje Fortran que permite analizar la propagacion de geodésicas alrededor de objetos compactos.
Originalmente, este codigo estaba disefiado para calcular tinicamente el mapa de intensidad de la
radiacion. En el marco de este proyecto, se amplié su funcionalidad mediante la implementacién

de la ecuacién completa de transferencia radiativa, incorporando asi los efectos de la polarizacion.

Para validar el funcionamiento y la convergencia del c6digo se realizaron diversas pruebas
numéricas. En primer lugar, se llevé a cabo un test destinado a verificar la correcta solucién nu-
mérica de la ecuacion de transferencia radiativa polarizada, utilizando coeficientes constantes de
emision, absorcion y rotacion de Faraday. Este caso de prueba permite analizar el comportamien-
to de los parametros de Stokes en un medio donde las soluciones analiticas son conocidas. Los
resultados obtenidos se compararon con los reportados por otros cédigos de referencia, tales co-

mo ipole, raptor y grtrans, mostrando una excelente concordancia. Esto confirma la correcta
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implementacion del integrador numérico Dormand—Prince y respalda la confiabilidad de los resul-

tados obtenidos con OSIRIS.

Para las simulaciones se consideraron distintos modelos de disco de acrecién. En particular,
se trabajo con un disco geométricamente delgado de Page—Thorne y con un disco pticamente
delgado de Komissarov. En el caso del modelo de Page—Thorne, se asumio que la intensidad de la
radiacion proviene de una temperatura efectiva y sigue una distribucion espectral de cuerpo negro.
A partir de este modelo fue posible obtener analiticamente la intensidad y los pardmetros de Stokes
Q,U y V. El andlisis de dichos parametros permiti6 identificar efectos relativistas caracteristicos,
como el corrimiento Doppler y la presencia del anillo de fotones, ademds de variaciones en el

estado de polarizacion con contribuciones positivas y negativas.

Finalmente, se presentaron por primera vez las simulaciones de los pardmetros de Stokes co-
rrespondientes a un disco Opticamente delgado de Komissarov. Para este modelo fue necesario
implementar de forma numérica la ecuacion completa de transferencia radiativa polarizada, am-
pliando asi las capacidades del cédigo OSIRIS. Como primer paso para evaluar el desempeiio del
método numérico, se llevé a cabo un test de integracion, en el que se compararon los mapas de
intensidad obtenidos mediante la solucién analitica y la solucién numérica. El anélisis mostré que
el error cuadrético medio es del orden de 10~3 o menor, con valores puntuales de hasta 102 en
regiones donde existen mayores gradientes de intensidad. En conjunto, estos resultados demues-
tran que la implementacion numérica reproduce con alta precision la solucidn analitica, validando
la consistencia y confiabilidad del tratamiento de la transferencia radiativa polarizada en discos

Opticamente delgados.

En continuidad con este anélisis, se realizaron simulaciones de los mapas de intensidad y po-
larizacion para el disco Opticamente delgado de Komissarov, utilizando los mismos coeficientes
empleados en el primer test de integracion. A partir de estas simulaciones se identificaron con-
tribuciones tanto positivas como negativas en los pardmetros de polarizacion lineal, asociadas a

los parametros de Stokes Q y U. Estos resultados ponen de manifiesto cémo los procesos de emi-
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sién, absorcion y rotacion de Faraday influyen directamente en el estado final de polarizacion de

la radiacién.

Las simulaciones evidenciaron que las condiciones iniciales de los pardmetros de Stokes ejer-
cen una influencia significativa sobre el estado de polarizacioén obtenido, lo que subraya la necesi-
dad de fundamentar fisicamente su eleccion en coherencia con el modelo de radiacion adoptado.
En la misma linea, la incorporacién de coeficientes de emision, absorcion y rotacién de Faraday
con mayor sustento fisico (dependientes explicitamente del modelo de radiacion) constituye el pa-
so natural hacia simulaciones més realistas. Ambos aspectos representan extensiones directas del
presente trabajo y consolidan el cddigo desarrollado como una base sélida para el estudio de la

polarizacién en entornos relativistas.
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A Apéndice A: Polarizacion

A.1 Elipse de polarizacion

Reescribiendo estas ecuaciones

=% — cosTcos 8, — sinTsin &, (A.1)
EOx

E

=Y — cosTcos 0y — sin Tsin dy, (A.2)
Eoy

multiplicando (A.1) por sin §, y (A.2) por sin §, y restando estas dos expresiones se obtiene

E E
—=sin§, — —sin §; = cos Tsin (8, — &), (A.3)
Eox EOy

de igual forma, multiplicando (A.1) por cos 8, y (A.2) por cos O, y restando se obtiene

E E
—~ cos Oy — —Y cos S, = sin Tsin (8, — Oy) . (A.4)
Eoy EOy

Elevando al cuadrado las ecuaciones (A.3) y (A.4) y sumando, se obtiene la ecuacion de la elipse

de polarizacion.

A.1.1 Estados degenerados de la elipse de polarizacion

A continuacién se encuentran algunos de los estados degenerados de la elipse de polarizacion,

y bajo qué condiciones se obtienen.
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o Ep,=0

Para este caso las ecuaciones (1.3) y (1.4) se simplifican a

E.(z,t) = Egxcos (T+ 6y), (A.5)

Ey(z,1) = 0. (A.6)

Se dice entonces que la luz estd linealmente polarizada en direccién x, o se tiene una polari-

zacion lineal horizontal.

L4 EOx:()

Para este caso las ecuaciones (1.3) y (1.4) se simplifican a

Ex(z,1) =0, (A7)

E,(z,t) = Egycos (T+6). (A.8)

Se dice entonces que la luz esta linealmente polarizada en direccion y, o se tiene una polari-

zacion lineal vetical.

e 6=0,7
Para este caso, la ecuacion de la elipse (1.5) se simplifica a

E2 E} E E
_36 _;iz_x_y =0, (A9)
EOx EOy on E()y

note que esta ecuacion tiene la forma de una cuadratica, de forma que la solucién para E,

esta dada por
Eoy

E, =+ (E—> E,. (A.10)

Ox

Esta solucién tiene la forma de una linea recta con pendiente =E,/Eo,. Si en este caso se
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cumple que Eq, = Ej, entonces

E,=E, para 6=0, (A.11)

y se dice que la luz posee polarizacion lineal a +45°.

Por otro lado

E,=—E, para 0=m, (A.12)
en este caso la luz tiene una polarizacion lineal a —45°.

o 6=m/2,3m/2

Note que, para estos valores de fase la ecuacion de la elipse es

E} E}

x4t =1 (A.13)
2 2 ’

E}. ' E}

siendo esta ecuacion la correspondiente a una elipse que no se encuentra rotada (los ejes
de la elipse coinciden con el sistema xy). Ademads, es importante resaltar que la elipse es

indistinguible para estas dos fases.

L3NG} 271'/2,37T/2,E0x:E0y=E0

La ecuacidn de la elipse se reduce a

E? E;

= _y2 =1, (A.14)

Ey Ep
que corresponde a la ecuacién de un circulo de radio 1. Si § = /2 se dice que la luz tiene
una polarizacion circular a la derecha, por otro lado, si 6 = 37/2 se tiene polarizacion

circular a la izquierda.
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A.2 Parametros de Stokes

Para determinar los pardmetros de Stokes se requiere realizar el siguiente procedimiento. Mul-

tiplicando la ecuaci6n (1.10) por 4Eg Eg.
AE](E2(1)) +4E3(E2(t)) — 8EoxEoy (Ex(1)Ey (1)) cos § = (2Eq.Egysin§)°, (A.15)
es posible utilizar la definicién del promedio temporal (1.11) para calcular cada término
E2(t) = E3 cos® (ot + 8,(1)),

T
(E2(1)) = 1im % [ B cotlor+ 8] ar
0

T—>o0

resolviendo y evaluando se obtiene

Analogamente, es f4cil obtener

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (A.15) se obtiene

2
AE§(EZ (1)) +4Eq (E (1)) — 8EoxEoy(Ex(t)Ey (1)) cos 8 = (2Eq.Egysend)”,
4Eqy 5 Eox+4E0,7 Egy — 8EaxEoy EoEoy cos 8 = (2EoEgysend)”,

4E§XE§y — (2E0xE0y cos O ) 2 (ZEOXEOy sen o ) 2 ,
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como se quiere expresar todo en términos de la intensidad, se suma y resta por ng + Eéy
AE}E}, —4E3E], cos® 8 + E, + Egy, — Efy — Edy = (2EocEoysen ),
y agrupando términos se obtiene
(E3.+E3,)" — (E3.—E3,)° — (2E0Egycos8)” = (2EgcEoysin ),

donde las cantidades dentro de los paréntesis corresponden a los pardmetros de Stokes (1.13)-
(1.16).
A.2.1 Vector de Stokes en términos de los parametros de la elipse

Para encontrar el vector de Stokes en términos de los pardmetros ¥ y ¥ es necesario reescribir

las definiciones (1.20) y (1.21) como

V = Isin2y, (A.16)

U = Qtan2y, (A.17)
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reemplazando (A.16) y (A.17) en la relacién I 2= Q2 +U?4+ V2

P=0"+U*+V?

I? = Q2+Q2tan221//+lzsin22}(,
P — Psin®2y = Q>+ Q% tan® 2y,
I? —Psin®2y = Q*(1 +tan>2y),
I? — *sin®2y = 0% sec® 2y,

I? — I?sin® 2 = Q2

cos2 2y’
I c0322l// (1 — sin? 2)() = Q2,

I? cos? 21//c052 2 = Q2,

obteniendose Q = I cos(2y)cos(2y).

Finalmente, reemplazando Q = I cos(2y) cos(2)) en (A.17) se obtiene U = I cos(2y ) sin(2y).

De esta forma, el vector de Stokes en términos de los parametros de la elipse se define como (1.28).
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B Apéndice B: Formalismo covariante de transferencia radiativa polarizada

B.1 Derivacién de la ecuacion de Maxwell en el gauge de Lorenz

En este apéndice se presentan los pasos detallados para derivar la ecuaciéon de Maxwell en el

gauge de Lorenz a partir de las ecuaciones de Maxwell en un espacio-tiempo curvo.

Iniciando con las ecuaciones de Maxwell
VpF = amj?, (B.1)

donde Fyg es el tensor electromagnético y J% es la cuadri-corriente.

El tensor electromagnético se expresa en términos del vector potencial A%
Fop = VaAg —VpAq. (B.3)
Sustituyendo la ecuacién (B.3) en (B.1) se obtiene

Vp(VOAP —VPA%) = 41y, (B.4)

VpVPAP —VavPA* = 4m)e. (B.5)

Considerando que las derivadas covariantes no conmutan, se define el tensor de Riemann

VoV A* —V,V,A* = R%g, AP, (B.6)

Bvu
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contrayendo los indices ot y v
Vo VuA* =V VA% = R, AP

imponiendo el gauge de Lorenz VA% = 0, se anula el segundo término.

Elevando el indice de la derivada

VoVuA® = Rp AP,
Vogui VA% = R, AP,

8uaVaV*A* =R AP,
y multiplicando por la métrica g9

g“(sguxvaV)“Aa Zg”SRBuAﬁ7
89, Vo VIA* = RO4AP,
VoVOA%* =R%gAP,
VpVeAP = RYpAP.
Finalmente, reemplazando la expresion para Vg VAP en (B.5) se obtiene que

~VPVpA* + R¥pAP = 47J”.

B.2 Derivacion de las leyes de la 6ptica geométrica

92

(B.7)

(B.8)

En esta seccidn se presentan los pasos detallados para derivar las leyes de la 6ptica geométrica

utilizando la aproximaciéon WKB.

Teniendo en cuenta la aproximacion WKB, el vector potencial se puede expandir en términos de
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un pardmetro pequefio €
5 .0
A = (a" +eb* +e°cH 4+ )exp is) (B.9)

donde 6 = kyx?® corresponde a un término de fase, el cual se puede escribir en términos del vector

de onda, k.

Reemplazando la expresion para el vector potencial en el gauge de Lorenz

VA% =0,
Val(a® +eb® + €2c* +..)e'?/8] =0,

[Va(a® +eb* + >+ .)€ + éka(a“ +eb® +2c% 4 ..)e0/E =,

_ kna® .
¢EV 4a® + eVb®* + €2V e + .. = — <i “: + ikqb® + igkgc® + ) /e,

De esta expresion, analizando el orden de cada término, se obtiene

O(1) = Vga* = —ikgb®, (B.10)
0(1/€) — kqa® =0, (B.11)
O(&) = Vob®* = —ikgc®, (B.12)
0(€?) = Vuc* = 0. (B.13)

La segunda expresion indica que a orden 1/€, la amplitud es perpendicular al vector de onda.

Considere la siguiente definicion J* = %H“ﬁA i donde IT*P se conoce como el tensor lineal de
respuesta. Posteriormente, se encontrard que este tensor esté relacionado con el proceso de absor-
cién y rotacion de Faraday. Reemplazando esta definicion y la expresion para el vector potencial
en (3.4)

~VPVpA* + R¥pAP = 47)”,
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—VﬁVﬁ [(aa +8ba+£2ca)e’9/8} +R% ((aﬁ +ebP +82c°‘)e’9/8> = 47:511“[’ (ag+€bg +82c%)e0/¢

—Vh {eie/‘f [Vﬁ (a® +eb* + Szca)} + ékﬁe""/g(a“ +eb* + Szca)} +R%s(aP +ebP + e2c¥)e'/¢

1
— 4= af b 2 .a
ngll (ag +ebg+€7c”),

— VﬁVB (a% + eb* + €%c¥)| /% — ilclie"(a/eVB (a® + eb* + %)
€
— ikﬁe""/fvﬁ (a® 4 eb® + £%c%) — ikﬁ (a* + eb* + SZCO‘)ikﬁem/‘9
€ € €
. 1
— 2e0/% (% 4 eb® 4 €2\ VP kg + R (P + ebP +£2c) = 4n—T1%Pag + 4xT1%P b
£ £

+4mell® g

Observe que los términos en la tltima ecuacién involucran distintas potencias de €: €0 &!,
1/€,1/€%. Por lo tanto, es posible igualar los términos que corresponden a cada orden de &, obte-

niendo asi

O(1/€?) — kgkPa® =0, (B.14)

1
0(1/¢) %kﬁvﬁauiaavﬁkﬁ = 2mill%gaP . (B.15)

Es importante mencionar que los términos de orden O(g%), O(¢) se desprecidn en la aproxima-
cion WKB porque representan correcciones no dominantes de la dptica geométrica. Note que en

la ecuacién (B.14) la solucién trivial corresponde a a* = 0, por ende, kﬁkﬁ = 0. A partir de esta
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expresion se puede obtener la ecuacion geodésica

kgkP =0,

kP (Vakg) +kp(VakP) =0,

utilizando la métrica para subir indices

kP (Vaks) +gpak* (VagPPhp) =0,
kP (Vokp) +k*g528°P (Vakp) =0,
kP (Vokg) + kP (Vaky) =0,

2kP (V k) =0,

recordando que kg = dg0 es el gradiente de un escalar es posible intercambiar indices
2kP (V950) =0,

KPVgk® =0. (B.16)

Esta ultima ecuacidn corresponde a la ecuacion de propagacion para el vector de onda. Esta es una

generalizacion de la primera ley de la dptica geométrica en el espacio-tiempo curvo.

Por otro lado, para obtener la tercera ley de la 6ptica geométrica, es necesario multiplicar la

ecuacion (B.15) por el conjugado

1
a*ﬁkuvuaa = —Ea*ﬁaavuk“ +27riHaua“a*ﬁ, (B.17)
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y aplicando la regla de Liebniz para la derivada covariante
Vi (Ka%a®) = aPrVya® + a i VyaP +ata PV K, (B.18)

observe que el primer término después del igual corresponde a la ecuacion anterior (B.17). Reem-
plazando a*P k" Vya®
1
Vi <k“aaa*ﬁ) = —Ea*ﬁaavuk“ + ZEiHaua“a*B +a%kH Vua*B +a%a*P Vukt,
1
= Ea*ﬁaavuk“ + ZniHaua“a*ﬁ +a®k* V”a*ﬁ,

1
—q® <§a*ﬁvukﬂ +k”V”a*ﬁ) +2mill% M a*P,

donde la expresion dentro del paréntesis corresponde a la ecuacién (B.15) para el conjugado, asi

Vi <k“aaa*ﬁ> = 27ria*ﬁHa”a“ - 27riaaH*ﬁua*”,
= 27i(aP 1% yat — aaH*ﬁua*”),
= 27i(gh*a; 1% ay, —gaKaKH*ﬁ“a;),

_ zni(gﬁlnalc _gaKH*ﬁl>aKai,

Vi (kKaaa*B> = Haﬁ’da,cafl, (B.19)

siendo

HOBKA _opi <gﬁln0ﬂ< _ gaKH*[”L) ) (B.20)

Finalmente, multiplicando la expresion (B.19) por la métrica a ambos lados de la igualdad se
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obtiene
8pa Vi (kkaaa*ﬁ> = 27i(gp P M I — g g ITPY),

teniendo en cuenta que la métrica permite subir indices, y gﬁagﬁ P =85y la expresion anterior se
reescribe como

Vi(k¥a?) = 2mi(TI** —T1"M) aa . (B.21)

Note que si se tiene el caso especifico del vacio, el tensor de respuesta se elimina y
Vi (k*a?) =0. (B.22)

Esta ultima expresion es muy importante ya que corresponde a una ecuacion de conservacion. El

término k¥a? corresponde a una densidad de flujo del nimero de fotones a lo largo del haz.

B.3 Tensor de polarizacion

Antes de definir el tensor de polarizacion es importante considerar el tensor de energia momen-

tum para una onda monocromética. Este se define como

1 1
T = | () (FYP) = 26" (Fpa) (FP) (B.23)

y considerando un promedio temporal sobre un periodo

THY = H<Re{F“p}Re{FVP} — Zg“VRe{FpG}Re{FPG}> = g(apa PYKHEY, (B.24)

la segunda igualdad se obtiene al reemplazar la definicion del tensor electromagnético y la aproxi-

macion WKB para el potencial vectorial. Esta dltima expresion se puede extender para el caso de
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una onda polarizada

(THV)*P = $<a“a*ﬁ>kﬂkv, (B.25)

esta expresion corresponde al tensor energia momentum para ondas electromagnéticas con un es-

tado especifico de polarizacion.

Ahora se considera un grupo de fotones, de forma que los haces se generalizan a un tubo
de fotones. De esta forma, el tensor de energia momentum para este sistema se puede analizar
estadisticamente. En el espacio de momentum, este tensor se puede escribir en términos de la

funcion de distribucion

T (x) :/f(x,p)p“pvde, (B.26)

donde la funcién de distribucién, f(x, p), especifica la cantidad total de fotones que se encuentran

en el volumen del espacio de fase dV = d®xd? p, en otras palabras, los estados accesibles del

sistema
dN (x, p)
= ) B.27
En el espacio de fase, el elemento de volumen espacial y de momentum se definen como
dVe = /—gp'd’x, (B.28)
d3
av, P (B.29)

/ _gpo :
Es importante mencionar que, el volumen del espacio de fase ocupado por un conjunto de

particulas es independiente de la posicion a lo largo de las lineas de mundo de las particulas. Es

decir, dicho volumen no cambia a medida que los fotones se desplazan a lo largo de sus trayectorias

av

=0, (B.30)

siendo A el pardmetro afin de las geodésicas. Esta condicion se conoce como teorema de Liou-

ville. Note que las definiciones anteriores del elemento de volumen coinciden con este teorema,
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su definicién permite mantener invariante V. De igual manera, como el niimero de fotones es un

invariante, entonces la funcion de distribucion también lo es.

Considerando una onda monocromatica con un momentum k* = (k% k), la funcién de distri-
bucién solo debe contribuir en el punto p = k en el espacio de fase. De esta forma, la funcion de

distribucién puede escribirse como

dN -
flx.p) = dff) 5 (5—F). (B31)

sustituyendo esta expresion en la definicion del tensor energia impulso

T (x) = / f(x,p)p*p¥dv,

dN(x) .., -
() = [ D55 0ptptav,,
dN (x) N A
= [ /= §(F—k)"——d
kMY
THY (x) = dN (x)

Vo K

Generalizando para una onda monocromatica polarizada, la funcién de distribucién se conside-
ra ahora el tensor de distribucion de polarizacion f ap y el tensor de energia momentum se define

como

()P = [ £ (e, ) vy, (B.32)

siendo

dN*B (x, p)
(Xﬁ p) = R e s
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y en el espacio de momentum

. dN©°B X) o, =
18 ) = P Do
Sustituyendo esto en (B.32) se obtiene
(THV)Otﬁ _ dNoP (%) v
- \/—_gk0d3x ’

comparando (B.25) y esta dltima expresion se deriva que

NP) 1,
NeTea e

Abhora, se hace necesario analizar la evolucion de f B alo largo de las geodésicas.

la distribucién de f® en el volumen AV, en un punto (x, p), se tiene

faﬁ _ dNaﬁ<x,ﬁ) _ dNO‘ﬁ(x,p‘) 1
d3xd3p d3x  d3p’

1 y 1 dN%P
AV, &~ —gk0 dBx

5 = a7 gm L (),

100

(B.33)

(B.34)

(B.35)

Considere

donde la sumatoria sobre i se considera al tener en cuenta todos los posibles modos de vibracion.
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Para considerar como cambia ®f a lo largo de las geodésicas se usa el pardmetro afin A

Ai/ 81 <“a“jﬁ>] )

KV P = kv,

Slﬂk”V” ALVPXI.‘KG a*ﬁ>],
= % KtV (ALVP) zj:<a§xa?ﬁ> +ALVpk”VuZi:<af‘a;kﬁ>] :

:@ [Avpkﬂv,l (ALV,,)Z< faP )+ iy Z< ] *B>]

1

Tenga en cuenta que, para un campo escalar el término k*V, corresponde a la derivada direc-
cional, es decir
oV, dV av, v,

P P
dr dx; = 220
oxt Ot s ox; AT

dv, Vydx* 9V,

dA  dxM dA T dxt

Utilizando esto, la expresion anterior se reescribe como

Avp% (ALV)ZZX “aiP )+ K1V, Z<a a*ﬁ>]

note que el segundo término de esta expresion estd relacionado con (B.19)

1
8TAV),

KMV, P =

H“ﬁuva“a*v = a“a*ﬁvuk“ = k“V”a“a*ﬁ, (B.36)
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reemplazando

1
8TAV),

1 * .
= §rav, & [H Puvlalar)  (atai’) <Vuk“ +alnvp)] Orden 0

MV, [P =

Z{ <a0‘a ﬁ>dciL lnAV +H ﬁ“v<aﬂa > < a l3>v k“}

Utilizando la condicion de continuidad del tubo de fotones, se reemplaza el segundo término por

1 dAV

Vot —
uk AV dA’

(B.37)

1 . B 1 dAV  d
kuvuf‘uaﬁ = 87'L'AVP ; Haﬁu\;(aﬁlaiv) - <a,‘-xaiﬁ> (EW—F dn InAV, ):|

1 P 1 wop (1 dAV  d
— vy g _ P InAV,
8TAV, Lia ) H 8TAV, ;@’ “N\avar Yax

i

el primer y segundo término son exactamente la definicion del tensor de distribucién de polariza-

cion

ap 1 dAV

d
aB L hA
avarn ! navp,

kﬂvﬂfﬂfxﬁ — H“ﬁ“"fuv e n

d
= HOPHY £, — P = [InAV AV,
dA
utilizando el teorema de Liouville, el segundo término se elimina

KMV, fOP = HOPRY . (B.38)

Es importante aclarar que en este procedimiento no se tuvo en cuenta el origen de los fotones,
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por ende, es necesario agregar un término de fuente. Finalmente

KMV fOP = goP 4 HOPHV £, . (B.39)
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