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RESUMEN

TiTULO: CONTINUOS G-PSEUDO-CONTRAIBLES.
AUTOR: MARIA ANGELICA OLIVEROS CAICEDO.

PALABRAS CLAVE: CONTINUO, HOMOTOPIA, PSEUDO-HOMOTOPIA.

DESCRIPCION:

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Un continuo X es contraible
si existen una funcion continua H: X x [0,1] — X y un punto p de X tales que H(z,0) =z
y H(z,1) = p, para cada z € X. R H Bing introduce la nocién de pseudo-contraible de la
siguiente forma: Un continuo X es pseudo-contraible si existen un continuo K, dos puntos
a'y ben K, un punto p en X y una funcién continua H: X x K — X tales que H(z,a) = x
y H(z,b) = p, para cada x € X. Afos mds tarde, David Bellamy generaliza la nocion de
contractibilidad de la siguiente manera: Un continuo X es g-contraible si existen una funcion
continua y sobreyectiva f: X — X, un punto p de X y una funcién continua H: X x [0, 1] —
X tales que H(z,0) = f(x)y H(z,1) = p, para cada =z € X. Con las ideas de Bing y Bellamy,
resulta natural definir la nocién de g-pseudo-contraible, que fue definido posteriormente, de
la siguiente manera: Un continuo X es g-pseudo-contraible si existen un continuo K, dos
puntos a y b de K, una funcién sobreyectiva f: X — X, un punto p de X y una funcién
continua H: X x K — X tales que H(x,a) = f(x)y H(x,b) = p, paracada x € X.

Mostraremos propiedades, ejemplos y relaciones entre estas nociones derivadas de la con-
tractibilidad en continuos.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Ph.D.
en Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: CONTINUOUS G-PSEUDO-CONTRACTIBLE.
AUTHOR: MARIA ANGELICA OLIVEROS CAICEDO
KEYWORDS: CONTINUOUS, HOMOTOPY, PSEUDO-HOMOTOPY.

DESCRIPTION:

A continuum is a nonempty, compact and connected metric space. A continuum X is contractible if
there exist a continuous function H: X x [0,1] — X and a point p of X such that H(z,0) = = and
H(z,1) = p, for each z € X. R H Bing introduces the notion of pseudo-continuum as follows: A
continuum X is pseudo-contractible if there exist a continuum K, two points ¢ and b in K, a point p
in X and a continuous function H: X x K — X such that H(x,a) = = and H(x,b) = p, for each
x € X. Later, David Bellamy generalizes the notion of contractibility as follows: A continuum X is
g-contractible if there exist a continuous and sobrejective function f: X — X, a point p of X and a
continuous function H: X x[0,1] — X such that H(x,0) = f(x) and H(z,1) = p, foreach z € X. With
the ideas of Bing and Bellamy, it is natural to define the notion of g-pseudo-contractible, which was
subsequently defined, as follows: A continuum X is g-pseudo-contractible if there exist a continuum
K, two points a and b of K, an sobrejective function f: X — X, a point p of X and a continuous
function H: X x K — X such that H(z,a) = f(x) and H(x,b) = p, for each z € X. We will show

properties, examples and relations between these notions derived from contractibility in continua.

Bachelor Thesis

Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Ph.D. in
Mathematics.



1. INTRODUCCION

La teoria de continuos es la rama de la topologia que estudia los espacios métricos
no vacios, compactos y conexos. Sobre estos espacios desarrollaremos las distintas

nociones relacionadas con la contractibilidad.

Intuitivamente, dos funciones continuas son homotépicas si una de ellas puede de-
formarse continuamente en la otra. La nocion de homotopia permite introducir el
concepto de contractibilidad. Se dice que un espacio topolégico X es contractil, si
la funcion identidad es homotopica a una funcién constante. Podemos pensar que
un continuo X es contractil, si se desforma de manera continua dentro de si mismo
hasta llegar a un punto en él. Ejemplos sencillos de continuos contractiles son: el
intervalo cerrado [0, 1], cualquier n-celda [0, 1]*, 0 més general, cualquier convexo

contenido en un espacio euclideo R™.
En 1970 el profesor David Bellamy en ' introduce una generalizacién de la contrac-

tibilidad conocida como g-contractibilidad o contractibilidad generalizada.

Definicion 1.0.1 Un continuo X es g-contractil si existe una funcion continua y so-

breyectiva f: X — X tal que es homotdpica a una funcion constante.

Veremos que la clase de continuos g-contractiles incluye propiamente a los conti-
nuos localmente conexos, los continuos contractiles y aquellos que son imagen y

preimagen continuas del cono de Cantor.

Wlodzmierz Kuperberg en 2 introduce los continuos uniformemente conexos por ca-

' D. BELLAMY. “Mapping continua onto the cone over the Cantor set”. En: Studies in Topology.
Elsevier, 1975, pags. 43-45.

2 W. KUPERBERG. “Uniformly pathwise connected continua”. En: Studies in Topology. Elsevier,
1975, pags. 315-324.



minos (definicidn que mostraremos en su momento) y caracteriza a estos continuos

de la siguiente forma.

Teorema 1.0.2 Un continuo es uniformemente conexo por caminos si, y solo si, es

imagen continua del cono de Cantor.

Luego, el profesor Bellamy mostré que todo continuo g-contractil es uniformemente
conexo por caminos. Preguntando luego si su reciproco se cumplia. lwona Kreze-
miska y Janusz Prajs en 3 dan respuesta negativa a su pregunta. Por otra parte,
en 4, se construye una familia de dendroides que son uniformemente conexos por
caminos y no son g-contractiles. Esta construccion es mucho mas simple que el
ejemplo de Krezemiska y Prajs. Ademas, en #, se muestran mas propiedades de

estos dendroides que presentaremos en el desarrollo de este trabajo.

Por otra parte, R. H. Bing introduce el concepto de pseudo-contractibilidad, genera-
lizando la nocién de homotopia a pseudo-homotopia, donde se modifica al dominio
de la homotopia de X x [0,1] a X x K, donde K es un continuo arbitrario. Esta

variaciéon da origen a los conceptos de pseudo-contractil y g-pseudo-contractil.

En el desarrollo de nuestro trabajo mostraremos un estudio de estas clases de con-
tinuos, mostraremos diversos ejemplos de continuos e intentaremos hacer una re-

copilacion alrededor de estos importantes conceptos en la topologia general.

3 | KRZEMINSKA y J. PRAJS. “A non-g-contractible uniformly path connected continuum”. En:
Topology and its Applications 91.2 (1999), pags. 151-158.

4 J. CAMARGO, P. PELLICER-COVARRUBIAS y M. RINCON. “On g-contractibility of continua”.
En: Topology and its Applications 160.3 (2013), pags. 461-474.
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2. PRELIMINARES

En este capitulo introducimos los conceptos necesarios para el desarrollo de este
trabajo. Este capitulo lo dividimos en dos secciones: La Seccion 1.1 es dedicada a
mostrar propiedades generales de los continuos, y la Seccién 1.2 donde estudiamos

aspectos relacionados con convergencia de conjuntos.

2.1. Sobre continuos

Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo diferente de vacio. En es-
ta seccién daremos algunas definiciones, proposiciones y teoremas en continuos.
Un arco es un continuo homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1]. Si a es un arco y
h: [0,1] — « es un homeomorfismo, entonces los puntos i(0) y h(1) en « seran
los puntos extremos o puntos de no corte del arco «. En este caso, también nos

referiremos al arco o como: el arco entre h(0) y h(1).

Definicion 2.1.1 Un continuo X es localmente conexo si, para todo z, € X y para
cada abierto U de X con z, € U, existe un abierto conexo V de X talque zo € V C
U.

Los continuos localmente conexo son llamados también continuos de Peano.

Definicién 2.1.2 Un continuo X se dice arcoconexo, si para cualesquiera x € y en
X, existe un encaje «: [0,1] — X tal que a(0) = z y o(1) = y. Esto es, «([0,1]) es

un arco entre xz e y.

Notemos que por °, un continuo X es arcoconexo si, y solo si, para cada x e y en

X existe una funcién continua f: [0,1] — X tal que f(0) = zy f(1) = y. Veamos

5 J.CAMARGOy E. VILLAMIZAR. Topologia general. Colombia: Ediciones UIS, 2020.
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algunos continuos que satisfacen y no satisfacen la propiedad de ser arcoconexo y

localmente conexo.

Ejemplo 2.1.3 E/ continuo [0,1]", donde n € N, se conoce como n-celda, es ar-
coconexo; pues, six = (r1, 2, ..., Zn) Yy = (Y1, Yo,...,Yn) SON puntos de [0, 1]",
tenemos que tx+(1—t)y = (tz1+(1—t)y1, teg+(1—1t)ya, ..., tr,+(1—t)y,) € [0,1]7,

paracada0 <t < 1.

Con el mismo argumento se puede probar que el Cubo de Hilbert [0, 1] es un con-

tinuo arcoconexo.

Ejemplo 2.1.4 Sea S = {(z,sen(1/z)) : = € (0,1])}. Observe que S es conexo
pues, es la imagen del intervalo (0, 1] bajo la funcion continua f(z) = (z, sen(1/z)).
Asi, la adherencia S es la union de S con el intervalo {(0,y) : y € [~1,1]}, es un
continuo. El continuo S es conocido como la curva senoidal del topélogo. S no es

arcoconexo ni localmente conexo.

Figura 1. Curva senoidal del topélogo.

Si llamamos W al continuo definido a partir de tomar a S unido con un arco que vaya
de (1,sen(1)) al punto (0,—1), tendremos el continuo conocido como el circulo de
Varsovia. El circulo de Varsovia lo describimos en la Figura 2. El circulo de Varsovia

es un continuo arcoconexo que no es localmente conexo.

La siguiente proposicién nos permite dar la propiedad de arcoconexo a la imagen

continua de un arcoconexo, de la siguiente manera. Sean X y Y continuos. Si

12



Figura 2. Circulo de Varsovia.

X es arcoconexo y f: X — Y es una funcion continua y sobreyectiva, entonces
Y es arcoconexo. Sean X y Y continuosy f: X — Y una funcién continua y
sobreyectiva. Sean y; y y» puntos en Y. Como f es sobreyectiva, existen = y x5
puntos en X tales que f(z1) = y1 Y f(x2) = y2. Como X es arcoconexo, tenemos que
dados existe a: [0,1] — X tal que a(0) = 21y (1) = z5. Asi, = foa: [0,1] = YV
es una funcion continua tal que 5(0) = f(«(0)) = y1 ¥y 5(1) = f(a(1)) = ya, por tanto,
Y es arcoconexo.

Para los continuos localmente conexos, tenemos un resultado similar. Sea f: X —
Y una funcién continua y sobreyectiva. Si f es abierta o cerrada y X es localmente
conexo, entonces Y es localmente conexo.

Note que toda funcién continua entre continuos es cerrada pues, dados f: X — Y
continua entre continuos y A un cerrado de X, como X es compacto, A es compacto;
asi, f(A) es compacto. Como todo compacto en un espacio de Hausdorff es cerrado,
f(A) es cerrado y f es cerrada. De lo anterior es inmediata la prueba del siguiente

teorema.

Teorema 2.1.5 Sea f: X — Y una funcion continua y sobreyectiva entre continuos.

Si X es localmente conexo, entonces Y es localmente conexo.

Definicion 2.1.6 Sea M C X, diremos que L C M es llamada arcocomponente si

13



L es un arcoconexo maximal de M, es decir, si N es un arcoconexoen My L. C N,

entonces L = N.

Entendemos que un espacio es conexo, si no se puede separar en subconjuntos
propios abiertos y cerrados. Para estudiar aquellos pedazos, podemos estudiarlos a
partir de dos puntos distintos que estdn en un mismo conexo, es decir, en el conjunto
de conexos que une a un punto con otro punto en el espacio. Con esto generamos
una particion de la siguiente manera. Sea X un espacio topolégico. Decimos que
x ~ y Si existe un conexo Z tal que {z,y} C Z. De esto, una clase, también llamada

componente de X, se define para cada x € X por:
C, ={y € X : existe un subconjunto conexo Z de X tal que {z,y} C Z}.

Estas componentes también las podemos definir como mostramos a continuacion.

Definicion 2.1.7 Dados X un continuo y M C X, diremos que L C M es una
componente de M, si L es un conexo maximal de M ; es decir, siempre que N es un

conexode My L C N, entonces N = L.

Dado un punto x € M y M un subconjunto de un continuo X, la componente que

tiene al punto =z en M, se puede describir como:
CI:U{ZQM . Zesconexoy z € Z}.

Con la definicién anterior, puede verse que toda arcocomponente esta contenida en
una componente. Sin embargo, existen arcocomponentes que no son componentes,

como mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.8 Sea V = {(x,sen(1/x)) : z € [-1,1] \ {0})}. No es dificil ver que
V es un continuo y por tanto conexo, pero tiene tres arcocomponentes. Véase la

Figura 3.

14



Figura 3. Doble curva senoidal.

El siguiente teorema caracteriza los continuos localmente conexos.

Teorema 2.1.9 Sea X un continuo. Entonces, X es localmente conexo si, y solo si,

cada componente de cualquier abierto en X es abierta.

Sea X un continuo. Supongamos primero que X es localmente conexo. Sean U un
abierto de X y C' una componente de U. Sea p € C. Como X es localmente conexo,
existe un abierto conexo V talque p € V. C U. Como C es componentede U,V C C.
Asi, C' es abierto.

Reciprocamente, sean p € X y U un abierto de X tal que p € U. Sea V la com-
ponente de U tal que p € V. Por hipbtesis, V' es abierto. Asi, p ¢ V C Uy X es
localmente conexo en p. Como p se tomd de manera arbitraria, X es localmente
CONexo.

La siguiente definicién nos seré de utilidad mas adelante.

Definicion 2.1.10 Sea X un continuo. Diremos que X es hereditariamente arcoco-

nexo si cada subcontinuo de X es arcoconexo.

El arco es hereditariamente arcoconexo. Una n-celda [0, 1] es arcoconexo, como
mostramos en el Ejemplo 2.1.3, pero no es hereditariamente arcoconexo. De la mis-

ma manera, el circulo de Varsovia, definido en el Ejemplo 2.1.4, es arcoconexo pero

15



no hereditariamente arcoconexo; pues, contiene una curva senoidal del topélogo
gue no es arcoconexo.

El abanico armobnico es otro ejemplo de un continuo hereditariamente arcoconexo,
que usaremos con mucha frecuencia en este trabajo, y definimos con detalle a con-

tinuacion.
Ejemplo 2.1.11 Sea L el continuo definido en R? por:
L={zeR*:z=tpconpe Pyte|0,1]},

donde P = {(1,1) : n € N} U {(1,0)}. El continuo L es conocido como el abanico
armonico. No es dificil ver que L es un continuo hereditariamente arcoconexo que

lo representamos en la Figura 4.

Figura 4. Abanico arménico.

Definicion 2.1.12 Diremos que un continuo X es tnicamente arcoconexo si dados

x,y € X existe un unico arco en X entre z y y.

El arco, el circulo de Varsovia definido en el Ejemplo 2.1.4 y el abanico armonico son
ejemplos de continuos Unicamente arcoconexos. Por otra parte, la 2-celda [0, 1]%, no

es Unicamente arcoconexo; pues, si tomamos los puntos (0,0) y (1, 1), los conjuntos

A={(z,y) : z=yhy
B = ([0,1] x {0}) U ({1} x [0,1]),

16



son arcos distintos en [0, 1]?, con puntos extremos (0,0) y (1, 1).

Definicion 2.1.13 Un continuo X se dice unicoherente, si cuando X = AUB, donde
Ay B son subcontinuos de X, tenemos que AN B es conexo. Ademas, diremos que

X es hereditariamente unicoherente si todo subcontinuo es unicoherente.

Una de las caracterizaciones de la unicoherencia hereditaria es: X es hereditaria-
mente unicoherente si, y solo si, AN B es conexo para cualesquiera subcontinuos
Ay Bde X.

La unicoherencia y la no unicoherencia de un continuo puede verse como las repre-

sentamos en la Figura 5.

Figura 5. Unicoherente y no unicoherente.

Ejemplo 2.1.14 Sea el continuo [0, 1]. Veamos que [0, 1] es unicoherente. Sean A y
B subcontinuos de [0, 1] tales que [0, 1] = AU B. Observe que es suficiente conside-
rar A =1[0,a] y B = [b,1]. Asl,

[b,a], si b<a;

a, Si a=0b,

el cual es conexo. Por otra parte, la circunferencia unitaria S* = {x € R* : ||z| = 1}
no es unicoherente; pues, si A y B son arcos que unen los puntosp y q conp,q € S*,
como se puede ver en la Figura6, AUB = S' y An B = {p} U {q} el cual no es

conexo. Asi, S' no es unicoherente.

17



Figura 6. La circunferencia unitaria S*.

A continuacion mostramos un ejemplo de un continuo unicoherente que no es here-

ditariamente unicoherente.

Ejemplo 2.1.15 Sea R = {((1+ 1) cost, (1+ })sent) | t € [1,00)}. No es dificil ver
que el continuo R = RUS" es unicoherente y no es hereditariamente unicoherente.

Ver Figura 7.

Figura 7. La espiral R.

La siguiente propiedad es util para el estudio de los continuos unicoherentes.

Definicidon 2.1.16 Sea X un espacio topolégico. Decimos que X tiene la propiedad
b), si para cada funcién continua f: X — S*, existe una funcién continua g: X — R,

tal que f(z) = ¢¥9@), para todo » € X. A la funcién g se le llama levantamiento de f.

Si un continuo tiene la propiedad b) mencionada anteriormente, tendremos que éste

es unicoherente, veamos el siguiente teorema.

18



Teorema 2.1.17 Todo continuo X con la propiedad b) es unicoherente.

Sea X un continuo que tiene la propiedad b). Supongamos que X no es unicohe-
rente. Entonces existen subcontinuos Ay B de X, talesque X = AUBy ANB
disconexo. Entonces, AN B = I} U F,, donde F y F; son cerrados, disjuntos y no
vacios de X.

Definimos ¢: X — R como sigue:

y f: X — S! dada por

e?@ si xeA;
flz) = | _

e~#@ si e B.
Observe que si z € AN B, entonces ¢(z) = 00 ¢(z) = 7 y por tanto, #(*) = ¢~ (@)
para toda x € AN B. Asi, f es continua. Por hip6tesis X tiene la propiedad b), en-
tonces existe una funcién continua ¢: X — R tal que f(r) = ¢ paracada z € X,
esto implica que f(z) = €@ = ¢¥@) paracadaz € Ay f(z) = e @) = (@)
para cada x € B. Puesto que A y B son conexos, entonces existe ky, ky € Z tal
que p(z) = 2k;m + ¢(z) paracada x € Ay —p(z) = 2kom + ¢(2) para cada x € B.
Por lo tanto, ¢(z) = w(k; — k2) con z € AN B lo cual es una contradiccién. Luego
AN B es conexo. Asi, X es unicoherente. Sear: W — S! definida por r(z) = z/||2]|,
para cada z € W, donde W se definié en el Ejemplo 2.1.15. Como r|s: es la fun-
cién identidad, no existe una funcién continua g: W — S* tal que f(z) = %) para
cada » € W. Esto es, W no tiene la propiedad b). Sin embargo, como menciona-
mos en el Ejemplo 2.1.15, W es unicoherente. Esto muestra que el reciproco del
Teorema 2.1.17 no se tiene.

Teniendo las definiciones de hereditariamente unicoherente y arcoconexo, podre-
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mos como Knaster, en los afos 60, introducir la nocion de dendroide, la cual definié

de la siguiente manera:

Definicion 2.1.18 Un continuo X es llamado dendroide si es arcoconexo y heredi-

tariamente unicoherente.

El arco y el abanico armonico son ejemplos de dendroides. Veamos algunos otros

ejemplos de dendroides.

Ejemplo 2.1.19 Sea
X = (U {%} < [0,1]) U ({0} x [0,1]) U ([0,1] x {0}).

No es dificil ver que X es un dendroide y se conoce como el Espacio Peine. El

espacio Peine lo describimos en la Figura 8,

Figura 8. Espacio Peine.

En los siguientes ejemplos, dados dos puntos a y b de R?, denotaremos por ab la

combinacién convexa entre a y b; esto es, ab = {ta + (1 —t)b: t € [0, 1]}.

Ejemplo 2.1.20 Tomamos los siguientes puntos en R?: o = (0,0), p = (—1,0),
g = (1,0), r = (0,1), s = (0,—1) y sean p, = (—=1,—2), ¢, = (1,2), u, =

(20 ve= (B = (L h), 2= (2 D), s = (01— L) yr = 0.1+ 2)
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para cadan € N. Defina

X =pgUrsu U (py, Uty U v, U v,qy) U U (quy, U wy,s, U spz, U z,py)
neN neN

como puede verse en la Figura 9.

Figura 9. Abanico estrellado.

Una propiedad en los dendroides es que dados p,q € X, existe un Unico arco que
los une, esto se puede evidenciar en los ejemplos 2.1.19y 2.1.20. A partir de esta
propiedad se define la siguiente caracterizacidén en los dendroides.

Sea X un continuo. Entonces, X es un dendroide si, y solo si, X es hereditariamente
arcoconexo y Unicamente arcoconexo.

Sea X un dendroide. Veamos primero que X es unicamente arcoconexo. Suponga-
mos lo contrario; es decir, supongamos que existen dos puntos z y y, y dos encajes
diferentes o, 5: [0, 1] — X tales que «(0) = 5(0) = z, a(1) = B(1) = y. Sabemos que
{t € [0,1] : a(t) = B(t)} es cerrado de [0,1] (véase en °). Sea U una componente
de [0,1] \ {t € [0,1] : a(t) = B(t)}. Por el Teorema 2.1.9, U es abierto y por tanto
U = (a,b), donde {a,b} C {t € [0,1] : a(t) = B(t)}. Notese que a([a,b]) U 5([a,b]) es
homeomorfo a S*. Esto contradice que X es hereditariamente unicoherente. Asi, X

es unicamente arcoconexo.
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Probemos ahora que X es hereditariamente arcoconexo. Supongamos ahora que
existe un subcontinuo Z de X tal que Z no es arcoconexo; esto es, existen z; y 2,
en Z que no se pueden unir por un arco en Z. Como estos puntos estan en X y
X es arcoconexo, tenemos que existe un arco A en X con puntos extremos z; y z.
De lo anterior, Z N XA no es conexo. Pero esto contradice que X es hereditariamente
unicoherente, y X es hereditariamente arcoconexo.

Reciprocamente, sea X un continuo hereditariamente arcoconexo y Unicamente ar-
coconexo. Como X es hereditariamente arcoconexo, X es arcoconexo. Suponga-
mos que X no es hereditariamente unicoherente, es decir, existen subcontinuos Ay
B de X talesque X = AU By AN B es disconexo. Sean p y g puntos en diferentes
componentes de AN B. Como A y B son arcoconexos, existen arcos Ay w en A
y B, respectivamente, tales que unen a p y ¢q. Esto contradice que X es Unicamen-
te arcoconexo. De lo anterior, X es hereditariamente unicoherente y por tanto, un
dendroide.

La siguiente proposicion es inmediata de Proposicion 2.1.

Todo subcontinuo de un dendroide es un dendroide.

Continuaremos dando definiciones y propiedades que podemos destacar en conti-

nuos y en particular, en dendroides.

Definicion 2.1.21 Dado un continuo X, definimos:

N(X)={z € X : X no es localmente conexo en z}.

El conjunto de los puntos donde el continuo X es localmente conexo lo denotaremos
por L(X) =X\ N(X).

Como se puede verificar facilmente, el abanico arménico, el circulo de Varsovia y la

curva senoidal del topdlogo son continuos en donde N (X)) es un arco.
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Definicion 2.1.22 Un continuo X se llama conexo pequerio en x si para cada ve-
cindad V' de z, existe una vecindad conexa W de z tal que W C V. Diremos que X

€s conexo en pequeno, si lo es en todo punto. Definimos

K(X)={z € X : X no es conexo en pequefio en z}.

Notese que, por definicidén, si X es localmente conexo en un punto p, entonces X
es conexo en pequeno en p. El siguiente ejemplo muestra que el reciproco no es

cierto.

Ejemplo 2.1.23 Sea X la sucesion de abanicos armonicos que convergen a un

punto p, como se muestra en la Figura 10.

e

Figura 10. Sucesion de abanicos armonicos

El continuo X es conexo en pequero en p, pero no es localmente conexo en p.

Sin embargo, estos conceptos son equivalentes de manera global; esto es, un con-
tinuo es localmente conexo si, y solo si, es conexo en pequefio (véase en °).
En los siguientes teoremas involucramos a ciertas familias de puntos, las funciones

continuas. Estos resultados seran usados con frecuencia en los siguientes capitulos.

Lema 2.1.24 Sean X yY continuos y f: X — Y una funcion continua y sobreyec-

tiva. Siy € Y y K es un subcontinuo de X tal que f~'(y) C Intx(K), entonces

y € Inty f(K).
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Supongamos que y ¢ Inty (f(K)); es decir, existe una sucesion {y,}:°, en Y\ f(K)
tal que lim, ..y, = y. Note que f~'(y,) N (X \ K) # 0, para cada n € N. Sea
{z,}5°, una sucesion en X \ K tal que z,, € f~'(y,), para cada n € N. Como X
es compacto, existen una subsucesion {z,, }?2, de {z,}:2,, vy = € X, tales que
limy 00 xn, = x. Claramente z € Clx(X \ K) = X \ Intx(K). Ahora bien, por la
continuidad de f, lim;_,o f(zn,) = f(z). Como f(z,,) = y,, paratodo k € Ny
limy 00 Yn, = y, tenemos que f(x) = y. Asi, z € f~'(y)NX\Intx(K). Esto contradice
que f~'(y) C Intx(K). Los puntos de conexidad en pequefio de X tienen sus

imagenes en los puntos de conexidad en pequefio de Y. Veamos el Lema 2.1.25.

Lema 2.1.25 Sean X yY continuos y f: X — Y continua y sobreyectiva. Siy € Y
estalque f~'(y) C X \ K(X) entoncesy € Y \ K(Y).

Sea U un abierto de Y tal que y € U. Es claro que f~'(y) C f~(U). Observe que
z € X \ K(X) siempre que z € f~!(y); por tanto, existe una vecindad conexa V. tal
queze V. C f7H(U).SeaV = U,cp-1() V..

Sabemos que f~!(y) C Intx(V) C f~1(U). Note que por el Lema 2.1.24,
y € Inty(f(V)) C f(f7'(U)) = U. Ahora bien, f(V) = U,es-1(,f(V.) es conexo,
pues f(V.)esconexoy y € f(V,) para cada z € f~!(y). Luego f(V) es una vecin-
dad conexa de y que esta contenidaen U. Asi, y € Y \ K(Y).

El siguiente Teorema 2.1.26 nos mostrara que bajo funciones continuas y sobreyec-
tivas, los puntos de no conexidad en pequefio estan contenidos en la imagen de los

puntos de no conexidad en pequefo, formulado de la siguiente manera.

Teorema 2.1.26 Sean X y Y continuos y f: X — Y una funcién continua y sobre-
yectiva. Entonces K(Y') C f(K(X)).

Veamos que Y \ f(K(X)) C Y\ K(Y). Seay € Y\ f(K(X)). Luego, f~!(y) C

FHY N AK(X)) = X\ f7Hf(K(X)), puesto que X\ f7H(f(K(x))) € X\ K(X),
tenemos que f!(y) C X \ K(X). Asi, porel Lema2.1.25y € Y\ K(Y). Asi mismo
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pasa con la adherencia de los puntos de no conexidad local bajo funciones continuas

y sobreyectivas.

Corolario 2.1.27 Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcion continua y sobre-
yectiva. Entonces Cly (N(Y)) C f(Clx(N(X)).

Como K(Y) C f(K(X)),tenemosque K(Y) C f(N(X))y f(N(X)) C f(Clx(N(X))).
Asi, K(Y) C f(Cix(N(X))). Puesto que f es cerrada, entonces Cly (K (Y)) C

F(CLe(N(X))).

Ademds veamos que para Y continuo N(Y) C Cly(K(Y)).SeaU =Y \ Cly (K(Y)),

es decir, U C L(Y). Puesto que U es conexo en pequefio en cada punto tenemos

que cada componente de U es abierta y por lo tanto U es localmente conexo. Asi

U C L(Y). Luego, N(Y) C Cly(K(Y)). Por tanto, N(Y) C f(Clx(N(X))). Asi,

Cly(N(Y)) C f(Cix(N(X))). Veamos otras definiciones presentes en continuos y

en dendroides.
Definicidon 2.1.28 Sea X un continuo, diremos que X es:

1. descomponible, si existen subcontinuos propios A y B de X, tales que
X = AU B. Ademas, X es hereditariamente descomponible, si todo subconti-

nuo es descomponible.

2. indescomponible, si X no es descomponible. Ademas, X es hereditariamente

indescomponible, si todo subcontinuo es indescomponible.

3. A\-dendroide, si es hereditariamente unicoherente y hereditariamente descom-

ponible.

La siguiente proposicion caracteriza los continuos hereditariamente indescomponi-
bles.

sea X un continuo. Entonces, X es hereditariamente indescomponible si, y solo si,
dados A y B subcontinuos cualesquiera de X tales que AN B # (), tenemos que
AC BoBCA.
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Supongamos que existen subcontinuos A y B de X tales que
ANB # 0, A\B # 0y B\ A # 0. Note que Y = A U B es un subcontinuo
descomponible de X. Asi, X no es hereditariamente indescomponible.
Reciprocamente, supongamos que X no es hereditariamente indescomponible; esto
es, existe un subcontinuo Y de X tal que Y es descomponible. Asi, existen Ay B
subcontinuos propios de Y tales que Y = AU B. Note que ANB # 0, AL By
B¢ A.

Ejemplos de continuos descomponibles son: el intervalo [0, 1] = [0, 2]U[3, 1], S* como
se vib en el Ejemplo 2.1.14, el abanico arménico dado en el Ejemplo 2.1.11, la cur-
va senoidal del topologo definido en el Ejemplo 2.1.4 o cualquier n-celda [0, 1]". Un
ejemplo de un continuo indescomponible, es el conocido como continuo de Knaster.
La definicion detallada de este continuo se puede ver en ©. La Figura 11 muestra la
representacion del continuo de Knaster. El continuo de Knaster puede construirse
como subespacio de [0, 1]%. Luego, [0, 1]> es descomponible pero no és hereditaria-

mente descomponible.

Figura 11. Continuo de Knaster

6 C. KURATOWSKI. Topology Vol. Il. English Edition. 1966.
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2.2. Limite superior e inferior.

Aqui, dado un espacio métrico (X, d) determinamos el limite inferior y superior de
una sucesion de subconjuntos. Asociamos estos limites con la métrica de Hausdorff,

cuando los subconjuntos sean cerrados.

Definicion 2.2.1 Sean X un continuo con métrica d, un subconjunto F' C X cerrado

y no vacio y € > 0, se define:

Ny, F)={x e X :d(z,F) <e}.

A Ny(g; F) se le conoce como la nube de radio ¢ alrededor de F' en X.
Definimos la métrica de Hausdorff para todo subconjunto cerrado no vacio de X

inducida por d, denotada por H, como:

H(A,B) =inf{e >0: ACNy(e;B)y B C Ny(e; A)},

para cada cerrados y no vacios A, B de X.

Definicion 2.2.2 Sean (X, 7) un espacio topolégico y una sucesion { A, } .en de sub-

conjuntos de X. Definimos:

liminf A, = {z € X : para cada vecindad U de z, existe

N eN, talque UN A; # (), paratodo i > N}.

limsup A,, = {z € X : para cada vecindad U de z, existe una

sucesion (ng)reny de N, talque U N A, # 0, paratodo k > N}.

Notese que liminf A,, C limsup A4,. Diremos que lim A, = A para algun subcon-
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junto A de X si A = liminf A,, = limsup A,,. Equivalentemente, podemos decir que
lim A,, = A si, y solo si, A C liminf A, y limsup A4, C A, esto puede verse en ’.

Veamos un ejemplo de la definicién anterior.

Ejemplo 2.2.3 Sea (R*,7) y {A4,}52, con A, = p.g, donde p, = (:,1) y

@ = (2, —3)paran =2k+1,yp, = (2,3) Y ¢, = (£,—1) paran = 2k, con k € N,

n’

esta sucesion se ve como mostramos en la Figura 12.

Figura 12. Sucesidn de segmentos

De esto liminf A, = {0} x [-1/2,1/2] ylimsup A, = {0} x [-1,1].

En los teoremas 2.2.4 y 2.2.5 vemos condiciones para que los limites superiores e

inferiores preserven algunas propiedades topoldgicas.

Teorema 2.2.4 Sean X un continuo y {C,}°°, una sucesion de conexos de X. Si

lim inf C,, # 0, entonces lim sup C,, €s conexo.

Supongamos que limsup C,, no es conexo; esto es, existen cerrados disjuntos A

y B tales que limsupC,, = AU B. Como liminf C,, # () y liminf C,, C limsup C,,,

7 S.NADLER. Continuum Theory: An Introduction. Vol. 158. Marcel Dekker, New York, Basel, Hong
Kong: Monographs, Textbooks in Pure y Applied Math, 1992.
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tenemos que lim sup C,, # (). Ademas, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que liminf C, N A # (). Sean U y V abiertos disjuntos talesque A C Uy B C V.
Por la Definicién 2.2.2, existe N € N, tal que C,, C U UV para todo n > N. Como
liminfC, NA # 0y A C U, existe M € N, tal que C,, N U # () para cada n > M.
Como cada C,, es conexo, C,, C U para cada n > M. De lo anterior, B = () y por

tanto, lim sup C,, €s conexo.

Teorema 2.2.5 Sean X un continuo y {C,}°, una sucesion de subconjuntos no
vacios de X. Entonces, lim sup C,, y liminf C,, son compactos (liminf C,, podria ser

vacio).

Debemos ver que lim sup C,, y liminf C,, son cerrados de X y, puesto que X es com-
pacto, lim sup C), y liminf C,, seran compactos. Veamos que limsup C,, es cerrado.
Sea {z,}>°, una sucesion arbitraria de limsup C,, convergente a x. Veamos que
x € limsup C,, puesto que lim, ,, z, = x, para cada U € V,, existe N € N, tal
que z,, € U paratodo n > N. Asi, por la Definicion 2.2.2, existe (n;) C con z € U,
Unc,, # 0, paratodo k € N. De lo anterior, z € limsup C,, y limsup C,, es compacto.
De la misma forma se prueba que liminf C,, es compacto. De los teoremas 2.2.4 y

2.2.5 podemos afirmar el siguiente corolario.

Corolario 2.2.6 Sea X un espacio métrico y {C,,}5°, una sucesion de continuos de

X tal que liminf C,, # () entonces, lim sup C,, es un continuo.

Definicion 2.2.7 Sea X un continuo. Diremos que X es irreducible si existen a,b €
X tales que si K C X continuo y {a,b} C K, entonces K = X. Ademas, diremos
que X es irreducible entre los puntos a y b, a los cuales llamaremos puntos de
irreducibilidad de X.

Ejemplo 2.2.8 La curva senoidal del topdlogo es irreducible. Sea S esta curva de-

finida en el Ejemplo 2.1.4. Seanp € {0} x [1,—1] y ¢ = (1, sen(1)). Veamos que es
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un continuo irreducible entre p y q. Sea K un subcontinuo de S tal que {p,q} C K.
Como K es conexo, se tiene que S C K. Ademds, como K es compacto, K = S. De
lo anterior, S es irreducible entre p y q. Puesto que p fue tomado arbitrariamente de
{0} x [1, —1], cada punto de {0} x [1,—1] es un punto de irreducibilidad de la curva

senoidal del topologo.

Veamos que todo continuo con dos puntos distintos contiene un subcontinuo irredu-

cible.

Lema 2.2.9 > Sea X un continuo. Si a y b son puntos diferentes en X, entonces
existe un subcontinuo I(a,b) de X irreducible entre a y b. Ademas, si X es heredita-

riamente unicoherente, I(a,b) es unico.

Definicion 2.2.10 Un dendroide X es suave en el punto p si para cualquier sucesién
de puntos {a,, }>2, de X que converja a un punto a de X, se tiene que la sucesion de
arcos {pa, }°, converge al arco pa. Diremos que un dendroide X es suave si existe

un punto p en X tal que X es suave en p.

Definicion 2.2.11 Sean X un dendroide y p € X. El grado de p en X lo denota-
mos por gr(p, X) y se define como el nUmero de arcocomponentes de X \ {p}. Si

gr(p, X) > 3 diremos que p es un punto de ramificacién.

Esta propiedad de suavidad en abanicos se puede definir usando el punto de rami-

ficacién, como puede verse en la siguiente definicion.

Definicion 2.2.12 Un abanico X con punto de ramificacion ¢ se dice suave si para
toda sucesioén {a,}>, tal que lim,_,, a, = a, tenemos que la sucesion de arcos

{ta,}5°, es convergente, y

lim ta,, = ta.
n—oo
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El abanico armoénico visto en el Ejemplo 2.1.11 es suave. El Espacio peine definido
en el Ejemplo 2.1.19, es suave en el origen y el cono de Cantor visto en la Figura 15

es suave.
Ejemplo 2.2.13 Existe un dendroide que no es suave.

Sea U =J,~, pgn U gnsn U s,w,, donde:

11 1 1 1
p:<070)7 qn = (1+_7_) y Sp = (1+_7__> Yy wy = (07__> .
n n n n n

El dendroide U lo representamos en la Figura 13.
La sucesion lim,, ., w, = p Y la sucesion de arcos lim,,_,, pw, = pz con z = (1,0) el

cual es distinto del arco p. Luego, U no es suave.

Figura 13. Abanico no suave.
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3. UN DENDROIDE NO g-CONTRACTIL

El objetivo principal de este capitulo es definir un dendroide uniformemente conexo
por caminos que no es g-contractil. Este capitulo lo dividimos en 3 secciones. En
la Seccidén 2.1, vemos condiciones para que un continuo sea imagen y preimagen
del cono de Cantor, Cono(). En la Seccion 2.2, definimos continuo contractil y g-
contractil. Ademas de estudiar algunas propiedades de estas clases de continuos,
vemos que estos son imagenes continuas del cono de Cantor. Finalmente, en la
Seccion 2.3, mostramos un dendroide uniformemente conexo por caminos que no
es g-contractil.

Los resultados y las construcciones presentadas en este capitulo los tomamos prin-

cipalemnte de 'y 8.

3.1. Imagenes y preimagenes del cono de Cantor

Un resultado muy interesante en topologia general afirma que todo espacio métrico
compacto es imagen continua del espacio de Cantor °. Ademas, el Teorema 8.14 de
7, establece que todo continuo localmente conexo es imagen continua del intervalo
cerrado [0, 1]. En la literatura se pueden encontrar enunciados de propiedades y teo-
remas que afirmen cuando un continuo es imagen continua de otro. En general, es
interesante determinar condiciones para que un continuo sea imagen 0 preimagen
de un espacio dado. Tomando el cono de Cantor, Cono(), el profesor David Bellamy
estudié condiciones necesarias y suficientes para que un continuo sea imagen vy
preimagen de este cono ‘. En esta seccion incluimos algunos de sus resultados.

Dado un espacio métrico X, definimos el cono de X como el espacio cociente (X x

8 M. RINCON. “Continuos g-contraibles”. En: Revista Integracién 30.1 (2012), pags. 43-55.
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[0,1])/(X x {1}) y lo denotamos por Cono(X). Si gx: X x [0,1] — Cono(X) es la
funcion cociente, entonces el punto ¢x (X x {1}) de Cono(X) es llamado el vértice

de Cono(X) y lo denotamos por vy.

Definicion 3.1.1 Sea f: X — Y unafuncién continua. Definimos la funcién inducida

a los conos Cono(f): Cono(X) — Cono(Y") por:

ix = dond :
Cono(f)(x) = av(f(z),t), six=qx(zt), donde ¢ # 1;

Vy, si xy = vy.
para cada y € Cono(X).

No es dificil mostrar que Cono(f) es una funcién continua °.
Un ejemplo de un espacio métrico compacto muy conocido y de gran utilidad en to-
pologia es el conjunto de Cantor. El conjunto o espacio de Cantor que denotaremos

por C, en este trabajo lo tomaremos como un subespacio de [0, 1] que definimos por:

C= ﬁ Oi;
=1

donde, C; = [0,1] \ {(5,2)}, Co = C1 \ {(3,2) U (£, )} y asi, de manera inductiva,
dado C,, definimos C,,; quitando de C, el tercio medio de cada intervalo de C,,.
El espacio de Cantor C lo representamos como en la Figura 14. Los puntos = € C
pueden verse como aquellos en el intervalo unidad [0, 1], que en base 3, se pueden
representar sin usar un 1; es decir, los puntos z = 0.apa as . . ., tales que a; € {0,2},
para todo i €, véase °.

Asi, el cono de Cantor lo denotamos por Cono(C), y lo representamos en la Figu-
ra 15.

9 E.VILLAREAL et al. “Georg Cantor: Conjunto de Cantor”. En: ASOIMAT 2.1 (2020), pags. 13-15.

33



Figura 14. Espacio de Cantor C.

Figura 15. Cono(C)

La siguiente definicion sera de gran utilidad en este trabajo.

Definicion 3.1.2 Un continuo X se dice uniformemente conexo por caminos si exis-
te una familia de caminos F = {«;}:c;, donde un camino es una funcién continua

a;: [0,1] — X, tal que:

1. Para cualesquiera dos puntos x y y en X, existe a € F tal que {a(0),«(1)} =

{z,y};y

2. para todo ¢ > 0, existe N € N, donde para toda a € F existe una particién
P = {0 = to,t1,...,tx—1,tny = 1} C [0,1] tal que (a([ti—1,t;])) < € para todo
ie{l,...,N}.
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W. Kuperberg en 2, definié los continuos uniformemente conexos por caminos y
probd que estos continuos caracterizan los continuos que son imagen continua de

Cono(C), como mostramos a continuacion.

Teorema 3.1.3 2 Un continuo X es uniformemente conexo por caminos si, y solo si,
es imagen continua del Cono(C), es decir, existe una funcion continua y sobreyectiva
f: Cono(C) — X.

El siguiente teorema muestra que la propiedad de ser uniformemente conexo por

caminos se mantiene por productos.

Teorema 3.1.4 Sea {X,}:°, una sucesion de continuos. Entonces, X; es uniforme-
mente conexo por caminos, para cadai € N, si, y solo si, X = [],.y X; es uniforme-

mente conexo por caminos.

Supongamos primero que X es uniformemente conexo por caminos. Luego, por el
Teorema  3.1.3, existe una funcibn continua y  sobreyectiva

f: Cono() — X. Sea m;: X — X, la proyeccién a la i-ésima componente. Defini-
mos,

mio f: Cono() = X;.

Noétese que 7; o f es continua y sobreyectiva. Asi, X; es uniformemente conexo por
caminos, para cada i € N, por el Teorema 3.1.3.

Reciprocamente, supongamos que X; es uniformemente conexo por caminos, para
cada i €. Asi, por el Teorema 3.1.3, para cada i € N, existe una funcién continua y
sobreyectiva f;: Cono() — X;. Sea f: (Cono()) — [[,cy X: definida por f((y;)ic) =
(fi(x;))ie, continua.

Sea v el vértice en Cono(). Definamos:

G: (Cono()) x [0,1] — (Cono()) por G((x;)ic,t) = (tv + (1 — t)x;)se.
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Es facil notar que G((x;)ic,0) = (zi)ic Y G((z4)ie,1) = (v,v,...). Denotamos por
G': Cono((Cono())) — (Cono()) como G'((x;)ie, t) = G((x;)ie, ) Sit # 1y G'((4)ie, 1)
G((xi)ie, 1) = (v,v,...). Como (Cono()) es compacto, existe h: — (Cono()) conti-

nua y sobreyectiva. Definimos Cono(h) continua y sobreyectiva como
Cono(h): Cono() — Cono((Cono()))

Asitomamos a g: Cono() — (Cono()), con g(z) = G’ o Cono(h)(z) continua y sobre-

yectiva. Luego tomamos a

fog: Cono() — HXi
€N

continua y sobreyectiva. Por tanto, X es imagen continua del Cono(), luego, unifor-
memente conexo por caminos.
Hay dendroides que se pueden encajar en el cono de Cantor, veamos la siguiente
caracterizacion.
Sea X un continuo. Entonces, X es un abanico suave si, y solo si, X puede ser
encajado en el cono de Cantor. Supongamos que X esta encajado en Cono().
Como todo subcontinuo de un dendroide es un dendroide y C'ono() es un dendroide,
X es un dendroide. Ademas, X tiene maximo un punto de ramificacion. Asi, X es
un abanico. Como Cono() es suave, X es suave.
Reciprocamente, supongamos que X es un abanico suave con vértice v'. Sabemos
que existe f: X — [0, 1] continua y sobreyectiva, que ademés f|,,. s inyectiva para
todo x € X. Sean Y C X con X suave. Si lim,, ..y, = yo €n Y y v el vértice en Y
v'y, = v'v Uy, puesto que X es suave, lim,, ., v'y, = v'yo asi, lim,, o, v'v U vy, =
v'v U vy, por tanto, lim,, ., vy, = vyo.
Veamos que existe g: X \ {v} — continua tal que ¢g~!(c) es una componente de

X \ {v'} para toda ¢ €. Para ver esto, probaremos que existe {F;}3°; una coleccién
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numerable de abiertos y cerrados de X \ {v'} tal que para cualesquiera p y ¢ en
diferente componentes de X \ {v'}, existe un F,, talque p € F,,y q ¢ F,,.

Sea {R,}°, una base numerable para X. Para cualesquiera R; y R; tales que X\{v'}
no es conexo entre ellos, existe un abierto y cerrado F; ; talque k; C F;; ¥y F; ;NR; =
(0. Si F' es un abierto y cerrado talque p € F'y g € X \ F, entonces existe un R; y R;
talesquep e R, C Fyqe R; C X\ F, es decir X no es conexo entre R; y R;. Por
tanto, existe n e talquepe R, C F,yqe R; C X\ F,,.

Definamos, para cada n €, la funcion f,,: X \ {v"} — como

2, Sixe€ Fy;

0, sizeX\F,

Sea g: X \ {v'} — dada por g(z) = >.>°, ©220. Como cada F, es abierto y cerrado,

f.. es continua y puesto que:

o0

1 1
<o Y Zgn—1 converge,

n=1

fn(2)
3n

entonces >~ f’;f,j”) es continua. Si p y ¢ pertenecen a dos componentes distintas

de X \ {v'}, entonces existe un F,, talque p € F,,y ¢ € X \ F,,.. Note que f,(p) =2y
fn(q) = 0y por tanto, g(p) # g(q). Asi g~'(c) esta contenido en una componente de
X\ {v'} paracadac € .

Ahora, de lo anterior, si () es una componente de X \ {v'} se tiene que Q C F, o
Q C (X \{v'})\ F,. De donde @) esta contenido en a lo mas uno de los conjuntos
g '(c) con ¢ € . Pero las componentes de X \ {v'} son de la forma v’e \ {v'} con
e € E(X), donde E(X) son los puntos finales de X. Entonces, para cualquier ¢ € se
tiene g7'(c) = v'e, \ {v'} para algin e, € E(X).

Supongamos que en % tenemos un sistema de coordenadas polares (r, f) y conside-

remos el conjunto de Cantor en elarco 0 < 6 < 1 de la circunferenciar = 1. Es decir,
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el conjunto de puntos {p;}°, donde p; = (1,6;), con §; = > %y ¢; =16 ¢; = 0.
Sea O = (0,0) y Op; es el segmento del origen a p;. La unién Y = U2, 0p; es ho-
meomorfo a Cono() y definimos i: X — Y como h(v') = (0,0) y h(z) = (f(z),g(x))
continua. Ademas, como f|,.. es un homeomorfismo y ¢~'(c) es una componente, h
es inyectiva. Por tanto, ~ es homeomorfismo.

Teniendo presente que dado X un abanico suave, por la Proposicion 3.1, X es
encajado en el cono de Cantor. Asi, no es dificil ver que X es uniformemente conexo

por caminos.

Teorema 3.1.5 ' Sea X un continuo. Si X contiene un abierto G y un conjunto
perfecto y no vacio A C G tal que puntos distintos de A pertenecen a componentes

distintas de G, entonces existe f: X — Cono() continua y sobreyectiva.

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado que toma-

mos de .

Teorema 3.1.6 Sea X un continuo. Entonces, X es preimagen continua de Cono()
si, y solo si, X contiene un abierto G con una cantidad no numerable de componen-

tes.

Sea X un continuo que es preimagen continua de Cono(), esto es, existe f: X —
Cono() continua y sobreyectiva. Sea G = f~!(Cono() \ {v}) es un abierto de X con
una cantidad no numerable de componentes.

Reciprocamente, sea GG un abierto de X con una cantidad no numerable de compo-
nentes. Por el axioma de eleccidn, existe un subconjunto A, de G tal que A, contiene

un elemento de cada componente de G. Sea
L ={z € A : existe un abierto U de G, talque x € U y U N Ay es numerable}.

Sea B = {B, : n € N} una base numerable de X. Luego, para cada x € L, existe un
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abierto B, en B, tal que z € B, y B, N Ay es numerable. Sea

U={BeB:BnAjesnumerable}.

Note que L C |JU. Ademas, como U/ es numerable, L es numerable.

Sea A = Ay \ L. Como A, es no numerable, A es no numerable. Ahora, si x € A
y U es un abierto tal que = € U, entonces U es no es numerable. En particular,
(U \ {z}) N A # (). Por tanto, z no es un punto aislado de A. Asi, A es perfecto.
De lo anterior, A y GG satisfacen las condiciones del Teorema 3.1.5. Por tanto, existe
una funcion continua y sobreyectiva f: X — Cono() y X es preimagen continua del
Cono().

El siguiente teorema resume las propiedades mostradas en esta seccion.
Teorema 3.1.7 Sea X un continuo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existen funciones f: X — Cono() y g: Cono() — X continuas y sobreyectivas;

2. X es uniformemente conexo por caminos y contiene un abierto con una canti-

dad no numerable de componentes.

3.2. Sobre contractil y g-contractil

En esta seccién introducimos las nociones de contractil y g-contractil, y mostraremos

algunas propiedades.

Definicion 3.2.1 Sean X y Y espacios topolégicos y f,g: X — Y funciones conti-

nuas. Una homotopia entre f y g es una funcién continua

H:Xx[0,1]>Y

tal que H(z,0) = f(z)y H(x,1) = g(x), para cada = € X. En este caso diremos que

fy g son homotépicas y lo denotamos por f ~ g.
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Es posible mostrar que la relacién “ser homotopica a” es una relacién de equivalen-
cia en la coleccion de funciones continuas de X en Y. En particular, si consideramos
las funciones continuas de X en X, existe una clase de espacios topoldgicos donde
las funciones constantes estan en la clase de la funcién identidad. Estos espacios

se conocen como contractiles, definidos de la siguiente manera:

Definicion 3.2.2 Sea X un continuo. Diremos que es contractil si la funcidn identi-
dadix: X — X es homotdpica a una funcidén constante. Diremos que X es contractil
con respecto a Y si cada funcion continua f: X — Y es homotopica a una funcion

constante.

Intuitivamente un continuo es contractil si es posible deformarlo continuamente un
punto. Ejemplos de contractiles son: el arco, cualquier n-celda y el abanico armoénico,
como se puede verificar facilmente. En general, todo espacio convexo X es contrac-
til; puesto que, si tomamos xy en X y definimos la homotopia H: X x [0,1] — X
tal que H(z,t) = (1 — t)x + txo, para cada z € X y algun z, € X fijo, tenemos que
H(z,0) =2y H(z,1) = x,, satisfaciendo nuestra definicién de contractibilidad. Vere-
mos continuos que tienen la propiedad de contractibilidad. Consideramos importante
resaltar que la nocién de espacio contractil se puede dar en general para cualquier
espacio topoldgico. Sin embargo, la enunciamos en continuos por conveniencia del

presente trabajo.
Teorema 3.2.3 Todo continuo contractil es uniformemente conexo por caminos.

Sea X un continuo contractil. Entonces, existe una funcion continua H: X x [0, 1] —
X tal que H(z,0) = z paratodo z € X,y H(z,1) = p para algun p fijo. Asi, por el
Teorema 3.44 de °, existe una funcién continua y sobreyectiva G: Cono(X) — X tal
que

Goqx = H.
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Como X es métrico compacto, por °, existe una funcién continua y sobreyectiva
f: — X. De lo anterior, G o Cono(f): Cono() — X es continua y sobreyectiva. Asi,
X es uniformemente conexo por caminos, por el Teorema 3.1.3.

Los dendroides suaves son contractiles. Sea X un dendroide suave. Luego existe
p € X tal que, para toda sucesion {a,}>>, de X con lim,,_,., a, = a Se tiene que
lim,, .o pa,, = pa.

Puesto que X es continuo, entonces en 10 existe la funcion de Whitney 1: C(X) — X
continua tal que p({z}) =0siz € Xy u(A) < u(B) si A C B.

Definamos F': X x [0,1] — X como F(x,t) = z tal que z satisface u(pz) = (1 — t)pz.
Note que F(z,0) = z tal que u(pz) = px; es decir z = x. Asi F(z,0) = x para cada
r € X. Ademas, F(z,1) = z tal que u(pz) = 0 es decir z = p, por tanto F(z,1) = p
para cada x € X.

Nos resta ver que F' es continua. Sea {(z,,t,)}>2, una sucesion en X x [0, 1] tal que
lim, o0 (2, t,) = (x,t), y veamos que lim,, o, F'(zp,t,) = F(z,1).

Para cada n €, sea z, = F(x,,t,). Como X es compacto, existe una subsucesion
{zn, 132, de {z,}52, tal que limy o 2,, = 20, Para algun z, € X. Por definicion,
sabemos que u(pz,,) = (1 — t,, )u(pz,, ), para cada k € N. Como X es suave en
Py UMy oo p1(pzn,) = p(pzo) = (1 — t)p(px). Asi, F(z,t) = z. Lo anterior muestra
que cualquier subsucesiéon convergente de {z,}°,, converge a F(z,t); es decir,
lim,, o 2, = F(x,t) y F es continua. Con esto concluimos que X es contractil.

No todo dendroide es contractil, un ejemplo es el continuo que presentamos en
la Figura 13. Es importante resaltar que este continuo es ademas uniformemente

conexo por caminos. Asi, el reciproco del Teorema 3.2.3 no es cierto.

Teorema 3.2.4 Todo retracto de un continuo X contractil es contractil.

10 M. CASTRO. “Introduccién a las funciones de Whitney”. Tesis doct. Facultad de Ciencias Fisico
Matematicas. Benemérita Universidad Autonoma de Puebla, 2013.
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Sean X un espacio contractil y A un retracto de X. Sea r: X — A una retraccion.
Como X es contrdctil, existen un punto =, en X y una funcion continua H: X x
[0,1] — X tales que H((z,0)) =z y H((z,1)) = x, paratoda z € X. Sea F': A x
0,1 — A definida por F((a,t)) = r o H((a,t)), para cada

(a,t) € A x [0,1]. Entonces F' es una funcion bien definida y continua tal que pa-

ratoda a € A, se tiene que

F((a,0)) =70 H((a,0)) =7(a) =a
F((a,1)) =ro H((a,1)) = r(xo).

Por tanto, A es contractil.
En la siguiente definicion, aunque no profundizaremos demasiado, definimos unas
clases especiales de conjuntos que nos serviran para determinar cuando un conti-

nuo no es contractil, como mostramos en la Proposicidén 3.2.6.

Definicion 3.2.5 Sean X un continuo y K un subconjunto cerrado de X. Diremos

que K es un:

1. R'-conjunto si existe un abierto U con K C U y dos sucesiones {4,}>°, y

{B,}, de componentes de U tal que K = limsup A, N limsup B,,.

2. R?-conjunto si existe un abierto U con K C U y dos sucesiones {A,}>, y

{B,}, de componentes de U tal que K = lim A, N1lim B,

3. R3-conjunto si existe un abierto U y una sucesion {4, }°_, de componentes de
U tal que K = liminf A,.

Todo R%-conjunto es a la vez un R' y R3-conjunto. Y todo R!-conjunto contiene un

R?-conjunto y también contiene un R3-conjunto. Esto se puede ver en ' bajo la

1 B.BAIK, K. HUR y C. RHEE. “R’-sets and contractivility”. En: Journal of the Korean Mathematical
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definicién de R-conjunto para todo i € {1, 2,3}, los reciprocos no son ciertos.

Teorema 3.2.6 Sea X un continuo. Si X contiene un R‘-conjunto, entonces X no

es contractil.

Sea A C X un Ri-conjunto. Si A es un R2-conjunto, entonces A es un R3-conjunto y,
si A es un R!-conjunto, entonces A contiene un R3-conjunto. Por tanto, es suficiente
demostrar que si el espacio X contiene un R3-conjunto, entonces X no es contractil.
Sea A un R3-conjunto en X. Entonces existe un conjunto abierto U que contiene a
Ay una sucesion {C),}°°, de componentes de U tales que liminf C,, = A. Dado que

A C U, tenemos que existe r > 0 tal que

r<inf{d(a,z):a€ Ay z ¢ U}. (1)

Supongamos que X es contractil. Entonces existen una homotopia H: X x [0,1] —
X talque H(x,0) =z y H(z,1) = pparaalgun p € X y todo = € X. Puesto que H
es continua y X x [0, 1] es compacto, por el Teorema de Heine, se sigue que H es
uniformemente continua. Luego, en particular, existe 6 > 0 tal que (H(K x {t})) <,

siempre que (K x {t}) < 4. Es decir:

Si (K) < ¢, entonces (H(K x {t})) < r, paratodo t € [0, 1]. (2)

Consideramos el conjunto P = {c¢,c1,¢0,...,¢Cp,...+ C U cCONc € A, ¢; € C; para
cada i € y lim¢; = c. Sin perdida de generalidad podemos suponer que (P) < é.
Sea

V={tel0,1] : HP x {t}) CcU}.

Mostraremos algunas propiedades de este conjunto V:

Society 34.2 (1997), pags. 309-319.
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1. V #(.Dadoque H(P x {0}) =Py P CU,tenemosque 0 € Vy V # .

2. V#10,1]. SiV = [0,1], entonces 1 € V. Por lo tanto, H(P x {1}) = {p} C U,
por definicidn de V. Sea D la componente de U tal que p € D. Consideremos
una componente C; de U tal que C; # D. Puesto que, ¢; € C;, {¢;} x [0,1]
es conexo y H es continua, tenemos que H({c;} x [0,1]) es conexo en U tal
que p,c; € H({c;} x [0,1]); lo cual es una contradiccion, pues p y ¢; estan en

diferentes componentes de U. Por lo tanto, V' # [0, 1].

3. V es abierto en [0,1]. Sea t, € [0,1]. Sabemos que H(P x {ty}) C U. Asi,
H(p,ty) € U, para cada p € P. Puesto que H es continua en X x [0,1], H
es continua en P x [0, 1]. Asi, existe (), y R, abiertos basicos de Py [0, 1]
respectivamente, tal que H(Q, x R,) C U. Asi tenemos que {Q,},cp €S una
cubierta abierta de P. Ya que P es compacto, existen pi,ps,...,p, € P tales
que P = U ,@,,. Denotamos por R = NI, R,, subconjunto abierto en [0, 1] tal

que tyo € R. Sea s € R, entonces

H(P x{s}) = H(UL@p; X {s}) = UL H(Qp,, {s}) S U.

Por tanto, existe un abierto R en [0, 1] tal que ¢, € R C V. Asi, IV es abierto en
[0,1].

Sea Vj lacomponente de V con 0 € V4. Yaque H({c;}xV;) es conexo que contiene a
¢y H({c;} x Vo) C U, tenemos que H({c;} x Vy) C C;, para todo i €. Por continuidad
de H, lim,,_,o, H(c,,t) = H(c,t). Luego, H(c,t) € liminf C,, = A para todo ¢ € Vj.

Probemos ahora que H(c,ty) € Aparatodoc e Ayty € Fr(Vp). Seaty € Fr(Vp).
Luego, existe una sucesion {t,}>°, en 1} tal que lim,, . t,, = to. Asi, por la continui-

dad de H, lim, ., H(c,t,) = H(c,ty). Yaque A es cerrado, H(c,ty) € A.
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Por 12, VN ([0,1] \ V) # 0. Seat' € V,n[0,1] \ V. Note que t' € Fr(V,) \ V. Asi, por
definicion de V, H(P x {t'}) € U. Luego, existe d € P tal que H(d,t') € X \ U. Por
el parrafo anterior tenemos que H(c,t') € A. Por (1), d(H(c,t'), H(d,t')) > r. Una
contradiccion, pues ¢,d € Py (P x {t'}) < r (ver (2)).

A continuacion mostramos ejemplos de continuos que contienen estas clases espe-

ciales de conjuntos, y por tanto, seran continuos que no son contractiles.

Ejemplo 3.2.7 Sea V el subcontinuo del plano R?, definido como lo representa la

Figura 16. Note que V contiene a K como un R!'-conjunto, que tomando las com-

Figura 16. El dendroide V.

ponentes C; y D; como en la figura, tenemos que se satisface que limsup C; N
limsup D; = K.

El Ejemplo 3.2.7 es un R!-conjunto que no es ni R?-conjunto, ni R3-conjunto. Pero,

contiene a un R2-conjunto y un R3-conjunto.

Ejemplo 3.2.8 Sea F' un continuo de R?, como representamos en la Figura 17. Note
que F contiene a K como R?-conjunto que satisface lim Cy, N lim C,,,_; = K. Este

K es también un R'-conjunto y R3-conjunto.

12 V. GUTIERREZ. “Semi fronteras en hiperespacios de continuos”. Tesis doct. Facultad de Ciencias

Fisico Matemaéticas. Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, 2012.
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C2n

Figura 17. El dendroide F.

Ejemplo 3.2.9 Seana = (—1,0), p=(0,0), b = (1,0) y, para cualquier entero positi-

von, d, = (0,1) ye, = (0,—2). Definimos:

n

/- ([‘j adn) y ([’j ben) Sab

Tenemos que Z es un dendroide en? y graficamente se representa en la Figura 18.

Figura 18. El dendroide Z

Notemos que {p} es un R3*-conjunto, donde U es un abierto que contiene a {p} y

{C;}2, la sucesion de componentes que estan contenidas en U como puede verse
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en la Figura 18, notemos que lim inf C; = {p}, asi {p} es un R3-conjunto, luego Z no

es contractil.

El Ejemplo 3.2.9 muestra que el conjunto {p} es un R‘-conjunto, para cada i €
{1,2,3}.

El profesor David Bellamy en ' generaliza la propiedad de contractil que llamé con-
tractil generalizado o, como llamaremos en este escrito, g-contractil, de la siguiente

manera:

Definicion 3.2.10 Un continuo X se dice g-contractil, si existe una funcién continua

y sobreyectiva f: X — X que es homotdpica a una funcién constante.

Bajo la definicion de contractil y g-contractil, notamos que todo espacio contractil
es g-contractil, aqui tomamos como funcién continua y sobreyectiva a la funcién
identidad iy. El reciproco no se tiene, ejemplos de espacios g-contractiles que no
son contractiles son: S*, cualquier n—esfera S™ y el abanico no suave definido en el

Ejemplo 13.

Definicién 3.2.11 Dos continuos X y Y se dicen continuamente equivalentes si

existen funciones continuas y sobreyectivas f: X - Y yg: Y — X.
El siguiente teorema nos permite mostrar ejemplos de continuos g-contractiles.

Teorema 3.2.12 Sean X y Y continuos tal que X es g-contractil. Si X y'Y son

continuamente equivalentes, entonces Y es g-contractil.

Sean X y Y continuos continuamente equivalentes tales que X es g-contractil. Sean
h: X — X una funcién continua y sobreyectiva, p € Xy H: X x [0,1] — X una
funcién continua tales que H(z,0) = h(z) y H(x,1) = p para cada z € X. Sean
f: X - Yyg:'Y — X funciones continuas y sobreyectivas. Definimos G: Y x
[0,1] — Y por

G(y,t) = f(H(g(y), 1)),
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paracada (y,t) € Y x|0, 1]. Es claro que G es continua. Ademas, G(y,0) = f(h(g(y)))
y G(y,1) = f(p) para cada y € Y. Como f,g y h son sobreyectivas, f o ho g es
sobreyectivay Y es g-contractil.

A continuacién mostramos que todo continuo localmente conexo es g-contractil. En

particular, como mencionamos anteriormente, S es g-contractil.
Teorema 3.2.13 Todo continuo localmente conexo es g-contractil.

Sea X un continuo localmente conexo. Como X es normal y conexo, por el Teorema
de extension de Tietze °, existe una funcién continua y sobreyectiva f: X — [0, 1].
Ademas, por el Teorema de Hahn-Mazurkiewiez 7, existe una funcién continua y
sobreyectiva g: [0,1] — X. Asi, X es continuamente equivalente a [0, 1]. Como [0, 1]

es contrdctil, [0, 1] es g-contractil. Luego, por el Teorema 3.2.12, X es g-contractil.

Teorema 3.2.14 Sea X un continuo. Si X es g-contractil, entonces existe una fun-

cién continua y sobreyectiva del Cono(X) en X.

Supongamos que X es g-contractil. Luego, existe una funcion continua y sobreyec-
tiva f: X — X, una homotopia H: X x [0,1] — X y un punto z, € X tal que
H(z,0) = f(z)y H(xz,1) = zo para todo = € X. Sea G: Cono(X) — X definida para
cada x € Cono(X), por:

G(X): H($’t)7 SiXZQX(xvt)yt#l;

Zo, SiXIU)(.

Entonces, G es una funcién continua y sobreyectiva. Estos espacios g-contractiles
pueden verse como imagen continua del cono sobre el espacio g-contractil, pero
mas aun, como imagen continua del cono de Cantor como vemos en el siguiente

teorema.
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Teorema 3.2.15 Sea X un continuo. Si X es g-contractil, entonces X es imagen

continua del Cono(C).

Por el Teorema 3.2.14 existe una funcion G: Cono(X) — X continua y sobreyectiva.
Puesto que todo espacio métrico compacto es imagen continua de C, existe una
funcién continua y sobreyectiva g: C — X. Sea Cono(g): Cono(C) — Cono(X) la
funcién cono dada en la Definiciéon 3.1.1. Como G y Cono(g) son sobreyectivas,
G o Cono(g): Cono() — X es continua y sobreyectiva.

Por el Teorema 3.2.15 y el Teorema 3.1.3 se puede afirmar lo siguiente,

Corolario 3.2.16 Sea X un continuo g-contractil, entonces X es uniformemente co-

nexo por caminos.

En el siguiente ejemplo veremos que el abanico armonico es uniformemente conexo

por caminos viéndolo como imagen continua del cono de Cantor.

Ejemplo 3.2.17 En la Figura 19 mostramos que el abanico armonico definido en
el Ejemplo 2.1.11, es uniformemente conexo por caminos al ser g-contractil, y por
la equivalencia dada en el Teorema 3.1.3, es imagen continua de Cono(C) defi-
nido en el Ejemplo 15. Veamoslo de la siguiente manera, sea f: — dada por
f(0.ayazas...) = 0.a1ay...a,2, cona, = 2 y a; = 0 para todo i < n. Por la De-
finicion 3.1.1, sea Cono(h): Cono() — Cono(). No es dificil ver que la imagen de

Cono(h) es el abanico armonico.

En el siguiente teorema vemos una caracterizacién de los continuos que son imagen

y preimagen continua del Cono().

Teorema 3.2.18 Sea X un continuo. Entonces, X es imagen y preimagen continua
de Cono() si, y solo si, X es g-contractil y contiene un abierto G con una cantidad

no numerable de componentes.
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Figura 19. Abanico como imagen continua de C'ono(C)

Si f: X — Cono() y g: Cono() — X son continuas y sobreyectivas, entonces X
es continuamente equivalente a Cono(). Como Cono() es contracitil, Cono() es g-
contractil. Asi, X es g-contractil, por el Teorema 3.2.12. Ademas, G = f~'(Cono() \
{v}) es un abierto con una cantidad no numerable de componentes.
Reciprocamente, si X es un continuo g-contractil, entonces X es imagen continua
de Cono(), por el Teorema 3.2.15. Ademas, como X tiene un abierto con una canti-
dad no numerable de componentes, por el Teorema 3.1.6, tenemos que es preima-
gen continua de Cono().

El teorema anterior lo podemos escribir de la siguiente manera:

Corolario 3.2.19 Sea X un continuo. Entonces, X es uniformemente conexo por
caminos y preimagen continua de Cono() si, y solo si, X es g-contractil y contiene

un abierto G con una cantidad no numerable de componentes.

Sea X un continuo. Si X es un continuo g-contractil, entonces X es arcoconexo.
Por el Teorema 3.2.15, existe una funcion continua y sobreyectiva f: Cono() — X.
Como Cono() es arcoconexo, X es arcoconexo, por la Proposicion 2.1.

Asi, la curva senoidal del topdlogo es un ejemplo de un continuo que no es g-
contractil, puesto que no es arcoconexo. Ademas, el circulo de Varsovia es arco-
conexo y no es g-contractil. Véase '.

Podemos definir espacios g-contractiles a partir de otros, de la siguiente manera.
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Teorema 3.2.20 Sea { X}, una sucesion de continuos. Si X; es g-contractil, para

cadai € N, entonces [[,. X, es g-contractil.

Denotemos X = [[._ X;. Sabemos que, para cada i €, existe una funcién continua

1€N
y sobreyectiva f;: X; — X; que es homotodpica a una funcién constante, digamos
zi € X;; esto es, existe una homotopia H;: X; x [0,1] — X; tal que H;(z,0) = fi(x)
y H;(z,1) = x{ para cada z € X;.

Definimos f: X — X por f({x;}2,) = {fi(z;)}32, continua y sobreyectiva. Definimos
la homotopia H: X x [0,1] — X por H(z,t) = {H;(z;,t)}2,, donde x = {z;}3°,, que

satisface:

H(ZE,O) = {HZ(IHO) ;‘il - {fz(xz) (z')il;

H(z,1) = {Hi(zs, 1)}2) = {a6}2),

asi f es homotopica a una constante y por tanto, X es g-contractil. Veamos la

siguiente equivalencia sobre el cilindro de X, cuando éste es g-contractil.

Teorema 3.2.21 Sea X un continuo. Entonces, existe una funcion continua y sobre-

yectiva de Cono(X) en X si, y solo si, X x [0,1] es g-contractil.

Sea g: Cono(X) — X continuay sobreyectiva. Definimos la funcion gx1: Cono(X) x
[0,1] — X x [0, 1] definida por (g x 1)(z,t) = (¢9(x), t) continua y sobreyectiva. Por otra
parte, en ' existe p: Cono(X) — Cono(X)x[0,1]. Asi (gx1)op: Cono(X) — X x[0,1]
es continua y sobreyectiva, y tomamos la funcion cociente ¢x: X x [0, 1] — Cono(X)
continua y sobreyectiva, tenemos que, X x [0,1] es continuamente equivalente a
Cono(X)y Cono(X) es g-contractil. Asi, X x [0, 1] es g-contractil.

Reciprocamente, supongamos X x [0, 1] es g-contractil; asi por el Teorema 3.2.15
entonces X x [0,1] es imagen continua del Cono(X), asi existe una funcién conti-

nua y sobreyectiva f: Cono(X) — X x [0,1]. Si mx: X x [0,1] — X definida por

51



mx(x,t) = x, entonces mx o f: Cono(X) — X continua y sobreyectiva. Bajo las mis-
mas hipétesis del Teorema 3.2.21 podremos probar que X es g-contractil, veamos el
siguiente teorema. Sea X un continuo. Si existe una funcién continua y sobreyectiva
de Cono(X) en X, entonces X es g-contractil. Sea X un continuo. Supongamos
existe f: Cono(X) — X continua y sobreyectiva. Definimos F': (Cono(X)) — X
por F({x:}2;) = {f(x:)}32, continua y sobreyectiva. Por el Teorema de exten-
sién de Tietze 5, existe una funcién continua y sobreyectiva x: X — [0,1]. Sea
g: X x X — Cono(X) definida por g(z,y) = qx(z, u(y)). Observe que ¢ es conti-
nua y sobreyectiva.

Sea G: (X x X) — (Cono(X)) definida por G({z;,v:}2,) = {g(zi,y:)}2, conti-
nua y sobreyectiva. Nétese que X = (X x X); es decir, existe un homeomorfismo
h: X — (X xX).Porlotanto, Goh: X — (Cono(X)) es continua y sobreyectiva. Asi,
X es continuamente equivalente a (Cono(X)) y, por el Teorema 3.2.22, (Cono(X))
es g-contractil. Asi, X es g-contractil por el Teorema 3.2.12. Asi, si X x [0,1] es
g-contractil, usando la equivalencia del Teorema 3.2.21, tenemos que existe una
funcién continua y sobreyectiva f: Cono(X) — Xy, por la Proposicion 3.2, tendre-

mos que X es g-contractil. Con esta observacidn se sigue el siguiente corolario.

Corolario 3.2.22 Sea X un continuo. Si X x [0,1] es g-contractil, entonces X es

g-contractil.

Finalizamos esta seccién con la siguiente proposicion y algunas preguntas abiertas.
Sea X un continuo. Si X x [0, 1] es g-contractil, entonces X" x |0, 1] es g-contractil, pa-
racadan € N. Supongamos X x [0, 1] es g-contractil, luego por el Teorema 3.2.22,
(X x [0,1])" es g-contractil para cada n €, ademas (X x [0,1])" = X" x [0,1]",
asi X™ x [0,1]™ es g-contractil. Notemos que [0, 1]" es continuamente equivalente
a [0,1]. Asi, X x [0,1]" es continuamente equivalente a X™ x [0, 1]. Luego, por el
Teorema 3.2.12, X" x [0, 1] es g-contractil. Veamos algunas preguntas abiertas pre-

sentes, con las propiedades de contractibilidad y g-contractibilidad. Sean X y Y
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continuos.

1. ¢Si X x Y es g-contractil, entonces X o Y deben ser g-contractiles? El Teore-
ma 3.3.5 que mostraremos mas adelante, muestra que no necesariamente los

dos continuos X y Y seran g-contractiles.
2. ¢Si X™ es g-contractil para algun n > 2, entonces X es g-contractil?

3. ¢Si X es g-contractil, entonces existe un continuo contractil continuamente

equivalente a X?

3.3. El dendroide X,

En esta seccion definimos un dendroide que denotaremos por X;. El dendroide
X1, es uniformemente conexos por caminos y no es g-contractil. Este dendroide fue
introducido en 2013 en 4. Este dendroide X, es un ejemplo interesante pues, en el
momento que se introdujeron los continuos g-contractiles, se creia que todo continuo
uniformemente conexo por caminos tenia que ser g-contractil. Mostraremos ademas
algunas propiedades interesantes del dendroide X;.

Las construcciones las realizaremos en el plano cartesiano R%. Para esto, denotare-

mos por zy = {tz + (1 —t)y : 0 <t < 1} para cualesquiera dos puntos =,y € R=.

Por L denotaremos el abanico armoénico (ver Ejemplo 2.1.11); esto es,
L={zeR*:z=tpconpe Pytel01]}

donde P = {(1,1) : n e N} U{(1,0)}.

Por otra parte, sea Z el dendroide mencionado en el Ejemplo 3.2.9, representado
como en la Figura 20.
Recordemos que dado un continuo X, N(X) denota el conjunto de puntos de no

conexidad local. Observe que L es un subcontinuo del plano tal que N(L) # 0,
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Figura 20. El dendroide Z

Clr2(N(L)) es localmente conexo y L es uniformemente conexo por caminos. Te-
niendo presente estas caracteristicas; sean (D,)nen Y (Fn)nen dOS sucesiones de
continuos disjuntos dos a dos, donde ademas D; N E; = () para todo 7, j € N, cada
uno de ellos es homeomorfo a Ly

lfim (D,) = lim (E,) = 0.

n—o0 n—oo

Seand, = (0,1)ye, = (0,—2), paratodo n € N, puntos de Z. Definimos al continuo

X, como:
X, =27U (GD") U (GEn>,
n=1 n=1

donde ZN D, ={d,} y ZNE, ={e,}, paracadan € N,y d, y e, son vértices de
los abanicos D, y E,, respectivamente, para cada n € N. Ver la Figura 21 para la
representacion del dendroide X;.

Sea p = (0,0). Con la construccién de las sucesiones (D,,)nen Y (Ern)nen tenemos

que lim,, o, D, = lim,, ., E, = {p}.

Como ya lo mencionamos, el objetivo de este capitulo es mostrar que X, no es g-
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Figura 21. El dendroide X/,

contractil, es uniformemente conexo por caminos, pero ademas, en el Teorema 3.3.5,
demostramos que los continuos X, x [0, 1] y X7 x [0, 1] son g-contractiles, para cual-
quier n € N.

Para efectos de las pruebas que presentaremos, describiremos los abanicos D,, y

E, de manera mas detallada. Sean ¢, = (55,2 + =), ¢ = (=55, — 2 — =—),

pn = (55,2 yp, = (—5,—1) para cada n € N. Asi, consideraremos los espacios

2n’'n 2n? n

D, y FE, de la siguiente manera:

m=1

m=1

El siguiente lema sera fundamental para cumplir los objetivos de esta seccion.
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Lema 3.3.1 Sea f: X; — X una funcion continua y sobreyectiva. Si
Q= (u —N<Dn>) ' (u—w) ,
n=1 n=1

entonces:

1. QcCfQ)

2. Para cada componente C de @, f(C) intersecta sélo un numero finito de com-

ponentes de ().

1. Por la definicion de X, no es dificil ver que:

N(X1) = abu (G N(D,J) U (O N(En)> .

n=1

Por las propiedades del operador clausura, tenemos que N(X) = Q. Por el
Corolario 2.1.27, N(X) C f(N(X.)) y por lo tanto, @ C f(Q).

El conjunto @ lo representamos en la Figura 22.

—N(Dy)
oy
a p b
N
N(Ey)—

Figura 22. El conjunto N(X1).
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2. Como cada componente C de @ es localmente conexo, f(C) es localmente
conexo, por Teorema 2.1 y Proposicion 2.1.9. Supongamos que existe una
componente Cj tal que f(C)) intersecta a un numero infinito de componentes
de Q. Luego existe una sucesion en f(Cy) que converge a p, es decir, f(Cy) no
es localmente conexo. Contradiccidén. Con lo anterior, completamos la prueba
de nuestro lema. En nuestro dendroide X la componente es el arco, por tanto,

intersecta con un namero finito de componentes de Q.

Si queremos ver los K(X,) estos seran todos los puntos de ramificacion y todas

las ramas del abanico, excluyendo la barra limite, véase Figura 23. En esta seccidn

Figura 23. El conjunto K (X).

denotaremos por Q = ab U (U;’lem) U (Uff;l m) .

Lema 3.3.2 Si f: X; — X una funcién continua y sobreyectiva, entonces

p € limsup f~1(d,) Nlimsup f~!(e,).

Supongamos p ¢ limsup f~'(d,), entonces existe ¢, > 0tal que f~!(d,,)NB(p, &) = 0
para cada n € N. Como lim,,_,, D,, = lim,,_, F,, = {p} tenemos que existe N € N
tal que sin > N, entonces D, U E,, C B(p,&0). Sea @ definida anteriormente. Por el

item | del Lema 3.3.1, existe z, € Q tal que f(z,) = d, paratodon € N.
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Puesto que z, € f~!(d,) se sigue que z, ¢ D, U E,, para cadan > N. Por lo tanto,

il (0):()

para todo n € N. Nétese que cada K, es un arco y asi, conexo. De esto,

o[ (Un)+(Ur)

tiene un numero finito de componentes.

# 0,

Luego, existe una componente C' de @ y una subsucesion {d,, }>, de {d,}>2, tal
que C'Nf~1(d,,) # 0 para cada k € N. Esto prueba que f(C) intersecta a un nimero
infinito de componentes de @, por el item Il del Lema 3.3.1, esto es absurdo. Por tan-
to, p € limsup f~*(d,). De la misma forma se prueba para

p € limsup f~*(e,). El siguiente lema nos mostrara el comportamiento de los vérti-

ces a 'y ben X, cuando los evaluamos en una homotopia.

Lema 3.3.3 Sea f: X; — X una funcion continua y sobreyectiva. Si
H: XL X [071] — XL

es una homotopia tal que H(z,0) = f(x) para cadaxz € X y H(p, s) = a para algun
s € [0,1] (o H(p,s) = b para algun s € |0,1]), entonces existe t, € |0, s] tal que

H(p,ty) = b (0 H(p,ty) = a, respectivamente).

Supongamos H(p,s) = a, la prueba se hace andloga para H(p,s) = b. Por el Le-
ma 3.3.2, p € limsup f~(d,) N limsup f~(e,), asi p € limsup f~'(e,), por definicién

de lim sup, existe una sucesion {z,, }>, en X tal que,

fn € F 7N en) y Jim 20, = p.
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Por la continuidad de la homotopia, tenemos que H(z,,,1) = a. Sean L, y L, las
componentes de X, \ {p} que contienen a a y b, respectivamente, las cuales corres-
ponden a los abanicos que se generan al dividir el continuo Z en el punto p.

Sea U un abiertode X talquea € Uy U C X \ Clx(L;). Entonces, existe N € N tal
que H(z,,l1) € U, si k > N. Como H(z,,0) = f(zn) = en,
en, € H({zn,} x [0,1]) para cada k£ € N. Note que si k£ > N, entonces H({z,, } %
[0,1]) N U # 0. Por la Proposicién 2.1, tenemos que H ({z,,} x [0, 1]) es un continuo
arco conexo y por la Proposicién 2.1, Z es Unicamente arco conexo. Asi, se sigue
que b € H({z,,} x [0,1]) para cualquier k > N. Sea {tx}?, una sucesion en [0, 1] tal
que H(z,,,t;) = b para todo k£ > N. Por la compacidad de [0, 1], podemos afirmar

que lim;_,, tx = to con ¢ty € [0, 1], asi la continuidad de H nos dice que

lim H(z,,,tx) = H(p, to).

k—o0

Recordando la Definicién 2.1.27 en el Lema 3.3.2 veremos que X contiene a {p}
como un R!- conjunto y por tanto, no es contractil. Ademas, dadas las propiedades
anteriores, veamos ahora unos de los teoremas mas importantes de este capitulo, y

es ver que el continuo X, no es g-contractil.
Teorema 3.3.4 E/ continuo X}, no es g-contractil

Supongamos que X es g-contractil. Entonces existe una funcién continua y sobre-
yectiva f: X; — X, tal que f es homotopica a una funciéon constante; es decir,
existena € X,y H: X x [0,1] — X una funcién continua tal que H(x,0) = f(x)y
H(z,1) =aparacadaz € X;.

Noétese que H(p, 1) = a. Luego, por el Lema 3.3.3, existe t, € [0, 1] tal que H(p,ty) =
b. Por ser X arco conexo, podemos definir t, = min{t € [0,1] : H(p,t) = a}y
ty = min{t € [0,1] : H(p,t) = b}. Claramente t, # t,.

Supongamos t, < t,. Note que H|x, «[0+,] €S una homotopia tal que H(z,0) = f(z)
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para todo = € X,y H(p,t,) = a. Usando nuevamente el Lema 3.3.3, tenemos que
existe t; € [0,¢,] tal que H(p,t;) = b; esto contradice la minimalidad de ¢, y el hecho
que t, < t,. De manera analoga llegamos a una contradiccion si t, < t,. Por tanto, f
no es homotoépica a una constante, y X; no es g-contractil.
Con lo anterior veremos que el continuo X; es uniformemente conexo y que ade-
mas, no es g-contractil.
El continuo X, es uniformemente conexo por caminos. Como X, es un dendroide,
tenemos que para cada par de puntos x e y de X, existe un Unico arco que los une;
llamémoslo zy. Tomemos ;. : [0,1] — X1 donde ¢} = (1/2,2)y ¢' = (—1/2,-2),
un camino donde

Qg (0) = af, ap (1) =q' yaun([0,1]) = gig)
Note que ¢iq,' es el arco mas largo en X.
Asi, para cada z,y € X, definimos el homemorfismo f.,: ¢iq;! — xytalque d(f.,(r), fuy(s)) <
d(r,s) paratodo r,s € qlq,'. Para cada z,y € X, definimos Qgy = fzyoozq%qfll. Observe
que,

g (0) = fuy © 0 (0) = fuy(a}) = @

Ckxy(l) = fa:y o aq%q'll(l) - fa:y(qlll) =Y.

Sea
F ={ouy :z,y € X1}

Sea ¢ > 0. Como Qgign €8 uniformemente continua, existe {0 =ty <t; < ... <ty =
1} € [0,1] tal que (aq%qil([ti_l,ti])) < eparatodoi € {1,..., N}. De lo anterior, dado

Oy € F, 1€NEMOS QUE gy = fuy 0ty 1, Y

(aay([ti1, ti]) < (o ([tior, ) <e,

60



satisfaciendo el item 2. de la Definicion 3.1.2. Por tanto, X; es uniformemente cone-
X0 por caminos.

Sobre el dendroide X, afirmamos las siguientes propiedades.

Teorema 3.3.5 Para el dendroide X tenemos las siguientes propiedades:
1. X es uniformemente conexo por caminos y no es g-contractil.
2. X1 x[0,1] es g-contractil.
3. X} x [0,1] es g-contractil, para cadan € N.

4. XV es g-contrdctil.

1. Consecuencia del Teorema 3.3.4 y la Proposicion 3.3.

2.Sean L,y L, las componentes de X \ {p} que contienen a a y b, respectivamente.
Notese que By = L,U{p} y B> = L, U{p} son subcontinuos propios de X tales que
X, = B1UByy By N By = {p}. Ademas, existe un homeomorfismo h: By — B tal
que h(p) = p. Sea f,: X, — B definida por

x, Siz e By;
filz) =
h(xz), siz € Bs.

La funcién f; esta bien definida, pues fi(p) = p y es continua, ya que fi|g, = idp1,
f1 es continua. De igual forma podemos definir f: X; — Bs.

Notese que B; y B son subcontinuos de X contractiles. Asi, para cada i € {1,2}
existe una homotopia H;: X; x [0,1] — B; tal que H;(z,0) = fi(x) y Hiy(z,1) = p
para cada r € X;. Ya que, f; es sobreyectiva, luego H; es sobreyectiva, para cada
i€ {1,2}.

61



Sea H: X x [0,1] — X, definida por

H,y(x,3t), si0<t<i;
H(x,t) = Hy(z,2 - 3t), sil<t<?
Hy(z,3t—2), siz2<t<1

\

Es facil ver que H esta bien definida y es continua. Nétese que H(x,0) = fi(z) y

H(x,1)=pparacadax € X;.Sea G: Cono(X) — X definida como

o) = H(z,t), sit#1;

D, Si (x,t) = vy.

con G continua y sobreyectiva, aplicando el Teorema 3.2.21, X x|0, 1] es g-contractil.
3. Consecuencia del item 2y la Proposicion 3.2.

4. Por el item 2 probado anteriormente, existe una funcién continua y sobreyectiva
G: Cono(Xp) — Xp. Asi, X es g-contractil, por el Teorema 3.2.

Por lo visto anteriormente, el reciproco del Corolario 3.2.16 no es cierto y un ejem-
plo de esto es el continuo X definido anteriormente; esto es, X, es un continuo
uniformemente conexo por caminos que no es g-contractil, puesto que nuestro den-
droide X no es preimagen continua del Cono(), ya que por el Teorema 3.1.6 es
posible demostrar que X; no contiene un abierto con una cantidad no numerable de

componentes.
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4. PSEUDO Y ¢-PSEUDO CONTRACTIBILIDAD.

Ahora, en conexidén con los conceptos anteriores, en esta seccion introducimos las
nociones de pseudo-contractibilidad y g-pseudo-contractibilidad. Veremos que todo
continuo g-contractil es g-pseudo-contractil y todo continuo pseudo-contractil es g-
pseudo-contractil. Por tanto, todo continuo contractil es g-pseudo-contractil. El obje-
tivo de este trabajo es presentar resultados generales relacionados con la g-pseudo-
contractibilidad.

Asi como David Bellamy generaliza la definicién de contractibilidad, R. H. Bing in-
troduce la nocién de pseudo-contractil modificando la homotopia, como detallare-
mos en este capitulo. De lo anterior, es natural introducir el concepto de g-pseudo-

contractil. Estos conceptos los abordaremos con detalle en este capitulo.

4.1. Pseudo-contractil

Empezamos este capitulo con la definicion formal de pseudo-contractil. A continua-

cidn, mostraremos algunas propiedades y ejemplos.

Definicion 4.1.1 Sea X y Y espacios topologicos y f,g: X — Y funciones conti-
nuas. Se dice que f es pseudo-homotdpica a g, si existe un continuo K, dos puntos

a,b € Ky una funcion continua

G: X xK =Y,

tales que G(z,a) = f(z) y G(x,b) = g(x), para cada x € X. La funcién G es llamada

una pseudo-homotopia entre f y g con espacio factor K y lo denotamos por f ~x g.

La contractibilidad tiene como espacio factor el intervalo [0, 1], R.H. Bing cambia este

espacio factor a un continuo cualquiera, esto permite generalizar la definicién de
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contractil a pseudo-contractil modificando el espacio factor a un continuo cualquiera

gue satisfaga la definicién de pseudo-homotopia.

Definicién 4.1.2 Un continuo X es llamado pseudo-contractil si su funcién identi-

dad, iy : X — X es pseudo-homotodpica a una funcién constante en X.

Asi, si dos funciones continuas son homotépicas, entonces son pseudo-homotopicas,
con espacio factor [0, 1]. Es decir, si X es contractil entonces es pseudo-contractil.
El reciproco no es cierto, un ejemplo de esto es el llamado continuo de Kuperberg,

que describimos enseguida.
Ejemplo 4.1.3 Existe un continuo pseudo-contractil que no es contractil.

En el plano complejo C, sean:

t+2 .
on{ze(c ; Z:tj_lezt,te[o,o@},sl:{zec el = 13,

Xi={z€C : Im(2)=0y0< Re(z) <1} yD={2€C: |z <1}.

Definimos a X = X, U Dy el espacio factor K = X, U St U X;.

Veamos que es X es pseudo-contractil. Sean:

t+2 ., t'+2 ., t+t+2 .
HliXOXXo%XO:Hl( + it + elt)_ + + ez(tth)

e =
t+1 "t+1 t+t+1

t+2 . ,
Hy: Dx Xqg— D : Hy (z,tile”> = ze';

Hs: D x (S'UX)) = D : Hs(z,w) = 2w;

t+2 . :
Hy: Xox (S'uX,)— D : H, (tile”,w) = we'.

Observe que las funciones H,, Hy, H3 y H4 son continuas. Sea H: X x K — X dada

por:
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.

Hi(z,¢), si(z,¢) € Xy x Xo;
Hy(z,¢), si(z,¢) € D x Xy;
Hio L0 S0 € Dx Xy
Hs(z,¢), si(z,c) €D x(S'UX));
| Halz,0), si(z,c) € Xox (STUXy).

La pseudo-homotopia H la representamos en la Figura 24.

Figura 24. Continuo de Kuperberg.

Notese que H es continua, pues H; es continua, para todo i € {1,2,3,4}. Tomando
a=(2,0)yb=(0,0) en C, obtenemos que X es pseudo-contractil. No es contractil
debido a que el continuo X no es arcoconexo, por la Proposicién 3.2.

La siguiente proposicion nos permite afirmar que si X es contratil, entonces sera
pseudo-contractil con cualquier espacio factor K. Veamos la prueba a continuacién:
Sea X un continuo. Si X es contractil, entonces X es pseudo-contractil con cualquier
continuo C' como espacio factor. Sean C un continuo no degenerado y a,b € C
distintos. Dado que C' es métrico, entonces es T3, por lo tanto los conjuntos {a}
y {b} son cerrados en C disjuntos. Como C' es normal, entonces por el Lema de
Urysohn existe p: C' — [0, 1] continua tal que ¢({a}) C {0} y ¢({b}) C {1}, lo que

implica que ¢(a) =0y ¢(b) = 1. Como X es contractil, existe una funcién continua

H: X x[0,1] = X tal que H(z,0) =ix(z) y H(x,1) = xy,

con zy € X y para toda = € X. Definamos la siguiente funcion G: X x C' — X dada
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por G(z,c) = H(z,¢(c)). Notemos que G es continua y cumple que

G(z,a) = H(z,p(a)) = H(z,0) = ix(z) y G(x,b) = H(x,p(b)) = H(z,1) = x¢

para cada x € X. Porlotanto, ix ¢ ¢, es decir, X es pseudo-contractil con C' como
espacio factor. En la pseudo-contractibilidad deformaremos al espacio X continua-
mente a un punto en el espacio. Introducimos la definicion de pseudo-contractil con
respecto a un continuo Y deformando el espacio X en Y y a Y en un punto en si

mismo.

Definicién 4.1.4 Sean X y Y continuos. Diremos que X es pseudo-contractil con
respecto a 'Y si toda funcién continua f: X — Y es pseudo-homotdpica a una fun-

cién constante.

Ademas, si tenemos un continuo pseudo-contractil, este sera pseudo-contractil con
respecto a Y, para cualquier continuo Y. Sea X un continuo. Si X es pseudo-
contractil, entonces, X es pseudo-contractil con respecto a Y, para todo continuo
Y. Supongamos que X es pseudo-contractil. Esto es, existen un continuo K, dos
puntosayben Ky G: X x K — X continua, tales que G(z,a) = id(x) y G(z,b) =
para todo = € X. Dados Y un continuoy f: X — Y continua, definimos H: X Xx
K — Y por H(xz,y) = f(G(x,y)) para cada (z,y) € X x K. Noétese que H(z,a) =
f(G(z,a)) = f(x)y H(x,b) = f(G(x,b)) = f(xo) paratodo z € X. Asi, X es pseudo-
contractil con respecto a Y.

La propiedad de pseudo-homotopia se puede heredar como mostramos en la si-
guiente proposicion.

Sea X un continuo pseudo-contractil con espacio factor K con a,b € K que satisface
la definicion de pseudo-homotopia. Si C' es un subcontinuo de K irreducible entre a

y b, entonces X es pseudo-contractil con espacio factor C. Sea X pseudo-contractil
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con espacio factor K y a,b € K, luego existe

H: X xK—=+X

continua tal que H(z,a) = 'y H(x,b) = py para todo = € X y algun p, € X. Sea
C' C K un subcontinuo irreducible entre a y b, definimos F: X x C — X como

F = H|x«c- De la continuidad de H, se tiene que F es continua. Ademas,

F(z,a) = H|xxc(z,a) = H(x,a) =xy F(x,b) = H|xxc(z,b) = H(x,b) = po.

Luego, X es pseudo-contractil con espacio factor C. De la prueba anterior, es sufi-
ciente que C sea un subcontinuo del espacio factor que contenga a los puntos a, b
de K.

W. Kuperberg fue el primer matematico que probé que las nociones de pseudo-
contractibilidad y contractibilidad son diferentes con el espacio que mostramos en
el Ejemplo 4.1.3. Aqui nos preguntamos que condiciones debe tener el espacio
factor K o el continuo X para que la propiedad de pseudo-contractibilidad coinci-
da con la contractibilidad. De esto se tienen los siguientes resultados. Sean X un
continuoy f,¢g: X — X funciones continuas. Si f y g son pseudo-homotépicas y
su espacio factor K es arcoconexo, entonces las dos funciones son homotdpicas.
Sean f,g: X — X funciones continuas y pseudo-homotépicas con espacio factor
K. Esto es, existen a,b € X y H: X x K — X continua con H(z,a) = f(z)y
H(z,b) = g(x) para todo = € X. Puesto que K es un continuo arcoconexo, enton-
ces existe a: [0,1] — K tal que «(0) = a y a(1) = b. Asi, definimos la homotopia
G: X x[0,1] - X, como G(z,t) = H(z,«a(t)), donde:

G(x,0) = H(z,a(0)) = H(x,a) = f(z);
G(z,1) = H(z,a(1)) = H(z,b) = g(x).

67



Asi, fy g son homotépicas. Con la proposicién anterior, tenemos el siguiente coro-

lario.

Corolario 4.1.5 Sea X un continuo. Si X es pseudo-contractil con algun espacio

factor arcoconexo, entonces X es contractil.

En particular, si X es pseudo-contractil y el espacio factor K es un continuo de
Peano, entonces X es contractil. El siguiente resultado nos permite construir ejem-
plos de continuos que no son pseudo-contractiles.

La Definicion 4.1.6 y el Teorema de Eilenberg (Teorema 4.1.7 a continuacion), nos
permite probar que todo continuo pseudo-contractil tiene la propiedad b). Los deta-

lles pueden verse en 3.

Definiciéon 4.1.6 Sean X continuo y f: X — S! continua. Decimos que f tiene
logaritmo continuo si existe una funcién continua ¢: X — tal que f(z) = ¢@), para

cada r € X.

Teorema 4.1.7 (Teorema de Eilenberg) '® Sean X un continuoy f: X — S' conti-
nua. Entonces, [ tiene logaritmo continuo si, y solo si, f es homotdpica a la funcion

constante 1.

Teorema 4.1.8 Sea X un continuo. Si X es pseudo-contractil, entonces X tiene la

propiedad b).

Sea X un continuo pseudo-contractil. Veamos que X tiene la propiedad b). Sea
f: X — S* una funcién continua. Por la Proposicién 4.1, X es pseudo-contractil con

respecto a Y, para cada continuo Y'; en particular, con respecto a S*. Asi, por 4,

13 G. WHYBURN. Analytic topology. Vol. 28. American Mathematical Soc., 1948.

4 M. GASCA. “Pseudo-contractibilidad en espacios topoldgicos”. En: (2021).
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f: X — S es homotdpica a un punto. Asi, por el Teorema 4.1.7, f tiene logaritmo
continuo. Como f se tomé de manera arbitraria, X tiene la propiedad b). Asi, si X es
pseudo-contractil, entonces X tiene la propiedad b), y aplicando el Teorema 2.1.17,

tenemos que X es unicoherente.

Corolario 4.1.9 Sea X un continuo. Si X es pseudo-contractil, entonces X es uni-

coherente.

De lo anterior, el espacio S* o el Circulo de Varsovia definido en la Figura 2, no son
pseudo-contractiles, ya que no son unicoherente.

El reciproco no se tiene, pues la curva senoidal del topologo definida en el Ejem-
plo 2.1.4, es unicoherente pero W. Debski en > probd que no es pseudo-contractil.
El siguiente teorema es mas complicado de demostrar, sin embargo lo presentamos,
pues nos dice que un continuo pseudo-contractil de dimensién uno, tiene todos sus

subcontinuos unicoherentes.

Teorema 4.1.10 ' Sea X un continuo. Si X es un espacio de dimensién uno y

pseudo-contractil, entonces es hereditariamente unicoherente.

Como un A-dendroide es un continuo hereditariamente descomponible y heredi-
tariamente unicoherente, el siguiente corolario se sigue directamente del Teore-
ma 4.1.10.

Corolario 4.1.11 Sea X un continuo hereditariamente descomponible. Si X es pseudo-

contractil, entonces X es un \-dendroide.

El reciproco no es cierto pues, como lo mencionamos anteriormente, la curva senoi-

dal es un A\-dendroide que no es pseudo-contractil.

S W. DEBSKI. “Pseudo-contractibility of the sin (1/x)-curve”. En: 365-367. KATSUYA EDA, UMED
H. KARIMOV, AND DU ~ SAN REPOV ~ S. Citeseer. 1994.
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Recuerde que, dados un continuo X y Y un subcontinuo de X, una funcién continua

r: X — Y es una retraccion sir(y) =y paracaday € Y.

Teorema 4.1.12 Sean X continuo, Y C X yr: X — Y una retraccion. Si X es

pseudo-contractil, entonces Y es pseudo-contractil.

Supongamos X es pseudo-contractil, luego existen un espacio C, una funcién con-

tinua H: X x C — X y dos puntos p, ¢ € C tales que:

H(x,p) =z, H(xz,q) = ¢y para algun ¢, € X y todo = € X.

SeaG: Y x C — Y, definida para cada (z,y) € Y x C como:

G(z,x) =r(H(z,x)).

Es claro que G es continua, y ademas

G(z,p) =r(H(z,p)) =r(z) =2y G(z,q) = r(H(z,q)) = r(c0)

para todo z € Y. Luego Y es pseudo-contractil.

Ejemplo 4.1.13 Sea X = X, U X; U S! el continuo definido en el Ejemplo 4.1.3.
Notemos que X no es pseudo-contractil.

Sear: X — S! la funcion continua definida por:

(
= s xe X

]|

r(x) =4 e*, si z€Xy;

L @ si xSt
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Note que r es una retraccion. Puesto que S' no es pseudo-contractil, X no es

pseudo-contractil, por el Teorema 4.1.12.

Bajo ciertas condiciones presentes en nuestro continuo podemos decir cuando no

es pseudo-contractil.

Definicion 4.1.14 Se dice que un continuo X es homogéneo si para cualesquiera

z,y € X, existe un homeomorfismo h: X — X tal que h(x) =y.

No profundizaremos sobre los continuos homogéneos. Solo mostramos un par de

resultados para ampliar la teoria relacionada con los espacios pseudo-contractiles.

Lema 4.1.15 Sea X un continuo. Si X es un espacio de dimension uno, descompo-

nible y homogéneo, entonces X no es pseudo-contractil.

Supongamos que X es pseudo-contractil. Puesto que X es un espacio de dimensién
uno, por el Teorema 4.1.10, X es hereditariamente unicoherente. Asi, X es homo-
géneo y hereditariamente unicoherente. Por '®, X es indescomponible. Lo cual es
absurdo, pues X es descomponible.

Por '#, todo continuo hereditariamente descomponible es de dimensién uno. Asi, el

siguiente teorema se sigue del Lema 4.1.15.

Teorema 4.1.16 Si X es un continuo homogéneo hereditariamente descomponible,

entonces X no es pseudo-contractil.

En este punto retomaremos los Ri-conjuntos, ahora, aplicados a los continuos pseudo-
contractiles. La prueba del siguiente teorema es similar a la presentada en el Teore-

ma 3.2.6 del capitulo 2.

6 F. JONES. “Certain homogeneous unicoherent indecomposable continua”. En: Proceedings of
the American Mathematical Society 2.6 (1951), pags. 855-859.
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Teorema 4.1.17 Sea X un continuo. Si X contiene un R’ -conjunto, para algun i

{1,2, 3}, entonces X no es pseudo-contractil.

Sea A C X un R‘—conjunto. Si A es un R?-conjunto, entonces A es un R3-conjuntoy,
si A es un R!-conjunto, entonces A contiene un R3-conjunto. Por tanto, es suficiente
demostrar que si el espacio X contiene un R3-conjunto, entonces X no es pseudo-
contrctil.

Sea A un R3-conjunto en X. Entonces existe un conjunto abierto U que contiene a
Ay una sucesion {C),}>°, de componentes de U tales que liminf C,, = A. Dado que

A C U, tenemos que existe r > 0 tal que

r <inf{d(a,z):a€ Ay z ¢ U}. (3)

Supongamos que X es pseudo-contractil. Entonces existen Y continuo, a,b € Y
y una pseudo-homotopia H: X x Y — X tal que H(z,a) = 2y H(x,b) = p para
algun p € X ytodo x € X. Puesto que H es continuay X x Y es compacto, por el
Teorema de Heine se sigue que H es uniformemente continua. Luego, en particular,
existe 6 > 0 tal que (H(K x {t})) <r, si (K x {t}) < . Es decir,

si (K) < 0, entonces (H(K x {t})) <r, paratodot €Y. (4)

Consideramos el conjunto P = {c¢,c1,¢0,...,¢Cp,...+ C U cCONc € A, ¢; € C; para
cada i € y lim¢; = c. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (P) < 6.
Sea

V={teY : HPx{t}) cU}.

Mostraremos algunas propiedades de este conjunto V:

1. V # (. Dadoque H(P x {a}) =Py P CU,tenemosqueac VyV #0.
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2.V #Y.SiV =Y, entonces b € V. Por lo tanto, H(P x {b}) = {p} C U,
por definicién de V. Sea D la componente de U tal que p € D. Consideremos
una componente C; de U tal que C; # D. Puesto que, ¢; € C;, {¢;} x Y es
conexo y H es continua, tenemos que H({c¢;} x Y) es conexo en U tal que
p.c; € H({c;} xY) lo cual es una contradiccion pues p y ¢; estan en diferentes

componentes de U. Por lo tanto, V' # Y.

3. V esabiertoenY. Seat, € Y. Entonces H(P x {ty}) C U, asi paracadap € P
H(p,ty) € U. Puesto que H es continua en X x Y, luego es continuaen P x Y.
Asi, existe un subconjunto 1V, abierto de P x Y tal que H(W,) C U. Por lo
tanto, existe un abierto basico @), x R, de P x Y tal que @), y R, son abiertos
de Py Y respectivamente, tal que p € Q, y to € R, con ), x R, C W,. Asi
tenemos que {Q,},cp €S una cubierta abierta de P. Ya que P es compacto,
existen pq,ps,...,p, € P tales que P = U ,Q,,. Denotamos por R = N} | R,

subconjunto abierto en Y tal que ¢, € R. Sea s € R, entonces
H(P x{s}) = H(UiL,@p, x {s}) = UL, H(Qy,, {s}) S U.

Por tanto, existe un abierto R en Y talque to € R C V. Asi, V es abierto en Y.

Sea Vj lacomponentede V cona € V;. Yaque H({c;} xV;) es conexo que contiene a
¢y H({c;} x Vo) C U, tenemos que H({c;} x Vp) C C;, para todo i €. Por continuidad
de H, lim,,_,o, H(c,,t) = H(c,t). Luego, H(c,t) € liminf C,, = A para todo ¢ € Vj.
Probemos ahora que H(c,ty) € Aparatodoc e Ayty € Fr(Vp). Seaty € Fr(Vp).
Luego, existe una sucesion {t,}>2, en 1} tal que lim,,_, t,, = to. Asi, por la continui-
dad de H, lim,_,, H(c,t,) = H(c,ty). Yaque A es cerrado, H(c,ty) € A.

Por 2, Von(Y\V) # 0. Seat € VonY \ V. Note que ¢ € Fr(Vy) \ V. Asi,
por definicién de V, H(P x {t'}) € U. Luego, existe d € P tal que H(d,t) €

X \ U. Con el parrafo anterior tenemos que H(c,t') € A. Por lo tanto, por (3),
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d(H(c,t"), H(d,t')) > r. Una contradiccién, pues ¢,d € Py (P x {t'}) < r (ver
(4)). En la Figura 20, mostramos un ejemplo de un continuo que contiene un

R3-conjunto. Luego, por el Teorema 4.1.17, este continuo no es pseudo-contractil.
De la misma forma, el continuo X, contiene a {p} como R3-conjunto y, por tanto, X,
no es pseudo-contractil.

Veamos algunas preguntas abiertas presentes en las propiedades de

pseudo-contractibilidad. Dado un continuo X:

1. ¢Qué condiciones debe tener un continuo X pseudo-contractil para ser con-

tractil?
2. ¢ Todo dendroide pseudo-contractil es contractil?

3. ¢ Existe un continuo de dimensién uno que sea pseudo-contractil pero no con-

tractil?

4. ¢ Existe un continuo no degenerado (hereditariamente) indescomponible que

es pseudo-contractil?

4.2. G-pseudo-contractil

Generalizando la propiedad de pseudo-contractibilidad, aparece la propiedad llama-

da g-pseudo-contractil, que se define de la siguiente forma:

Definicion 4.2.1 Un continuo X es llamado g-pseudo-contractil si existen k € X y
una funcién continua y sobreyectiva f: X — X que es pseudo-homotédpica a una

funcién constante k.
Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.2 Sea Y el continuo de Kumperberg descrito en el Ejemplo 4.1.3. De-
notamos por ST = {3+¢" : t € (0,7} y ST = {3+€" : t € [n,2n]}. SeaS = STUS".
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Sea X =Y US. Tomamos f: X — X definida por

;

x, SizeyY;

flz) =<3 + 62’(21573#)’ Siz=3+¢t e S+

342 gix =3 +et e 5.
\

Observe que f es continua y sobreyectiva. Tomamos a K = C' U [2,3] donde C' es
el espacio factor tomado en el Ejemplo 24. Definimos la pseudo-homotopia H: X x

K — X definida por:

(

%ei(tﬂ)a Siz = :i—feit yec= %ﬁeis € R x R;
c, Si(z,c) € S x C,
X, Si(x,c) €Y x[2,3];
H(x,c) =
m S/(.T,C)G(DXC)U(YXSI)U(YX[0,1]),

34231 gy =34t e ST

342t gip =34t € 5.

\

Tomamos los puntosa =0+ 0i yb =3+ 0i en K tal que H(x,b) = f(z) y H(z,a) =
(0,0).

A partir de una familia numerable de continuos g-pseudo-contractiles podemos defi-

nir mas continuos g-pseudo-contractiles, veamos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.3 Si{X,}.c es una familia de continuos g-pseudo-contractiles, enton-

ces [[,, X» es g-pseudo-contractil.

Sea { X, },.c es una familia de continuos g-pseudo-contractiles. Para cada n €, existe
un continuo C,, puntos a,, b, € C, y una funcién f,: X,, — X, continua y sobre-

yectiva y una pseudo-homotopia H,: X, x C, — X, tal que H,(z,a,) = f(z)y
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H,(z,b,) = p,, para algun p, € X,, y para todo = € X,,. Ahora, definimos

H: Hxn X ch —>HXn
ne ne ne

((xn>n€> (Cn)ne) — (Hn(xm Cn))ne‘
Es inmediato verificar que:

H((xn)nea (an)nE) = (Hn(xman))né = (fn<I7L))ne;
H((xn)nea (bn)nE) = (Hn(xna bn))ne = (pn)ne

Por tanto, [ ], . X, es g-pseudo-contractil. Del teorema anterior tenemos el siguiente

corolario.

Corolario 4.2.4 7 Si X es un continuo g-pseudo-contractil, entonces:
1. X™ es g-pseudo-contractil, para cadan €.
2. X x [0,1] es g-pseudo-contractil.
3. X es g-pseudo-contractil.

El siguiente teorema presenta todas las posibles relaciones entre las cuatro propie-

dades topoldgicas relacionadas con la contractibilidad en un continuo X.

Teorema 4.2.5 7 Sea X un continuo.
1. Si X es contractil, entonces X es g-contractil.

2. Si X es contractil, entonces X es pseudo-contractil.

17 J. ANAYA et al. “On g-pseudo-contractibility of continua”. En: Topology and its Applications 276
(2020), pag. 107169.
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3.

4.

Si X es g-contractil, entonces X es g-pseudo-contractil.

Si X es pseudo-contractil, entonces X es g-pseudo-contractil.

Notemos que los conceptos no son equivalentes, a través de los siguientes ejem-

plos:

. Notemos que todo continuo localmente conexo es g-contractil y ademas cada

continuo contrdctil es unicoherente, asi S es g-contractil, pero no contractil.

La circunferencia unitaria S' es también un ejemplo de un continuo pseudo-

contractil que no es contractil.

En el plano complejo , sea R = {j:—fe“ . t € [0,00} yleunimos a D =
{re* : r€10,1],t € [0,27]}. SeaY = RU D es un pseudo-contractil que no es
contractil, ademas que todo g-contractil es arcoconexo, tenemos que Y no es

arcoconexo y por tanto, no es g-contractil. Como se vié en el Ejemplo 24.

En el plano complejo C, sea Y = RU D definido en el item anterior, definamos
St={3+e" : tel0,n}yS ={3+¢€" : ter2r]}.Sea S =5"US" el
circulo unitario en 3 + 0i. Sea X = Y U S no es un continuo unicoherente es
decir, no es pseudo-contractil y si es g-pseudo-contractil como puede verse en

el Ejemplo 4.2.2.
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Tenemos el siguiente diagrama:

Convexo en R" localmente conexo
) 4
contractil — g-contractil = arcoconexo
= =
) i
Pseudo-contracti = g-pseudo-contractil
4=
)
Propiedad b)
W

Unicoherente

Pensamos qué condiciones deben tener las pseudo-homotopias u homotopias, pa-
ra que se tengan las equivalencias entre la pseudo-contractibilidad y la g-pseudo-

contractibilidad, asi también entre la g-contractibilidad y la g-pseudo-contractibilidad.

Teorema 4.2.6 Sea X es un continuo g-pseudo-contractil con espacio factor K. Si

K es arcoconexo, entonces X es g-contractil.

Sea X continuo g-pseudo-contractil. Existe K continuo, a,b € K, f: X — X continua
y sobreyectivay H: X x K — X tal que H(z,a) = f(x)y H(x,b) = p para algun
p € X. Puesto que K es arcoconexo, existe «: [0,1] — K continua tal que a(0) = a
y a(l) = b. Definimos la homotopia G: X x [0,1] — X por G(z,t) = H(z,a(t)),
para cada (z,t) € X x [0,1]. Notemos que G(z,0) = H(z,a(0)) = H(xz,a) = f(z)y
G(z,1) = H(z,a(l)) = H(z,b) = p para algun p € X y para todo = € X.

Lema 4.2.7 Sean X, C y D continuos. Si X es g-pseudo-contractil con espacio fac-

tor C. Si a,b son los puntos destacados de C en la pseudo-homotopia dada para
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X y existe una funcioén continua g: D — C tales que a,b € g(D), entonces X es

g-pseudo-contractil con espacio factor D.

Por hipotesis X es g-pseudo-contractil, luego existen a,b € C, f: X — X continua
y sobreyectivay H: X x C — X tal que H(z,a) = f(z) y H(z,b) = p para algun
p € X ytodo z € X. Ademas, existen ¢,d € D tales que g(c) = ay g(d) = b. Sea
G: X x D — X definida por G(z,t) = H(z,g(t)) para cada (z,t) € X x D. Observe
que G(z,c) = H(x,g(c)) = H(z,a) = f(z) y G(z,d) = H(z,g(d)) = H(z,b) = p para

algun p € X y para todo = € X. Asi, X es g-pseudo-contractil con espacio factor D.

Teorema 4.2.8 Sea X un continuo g-pseudo-contractil con espacio factor C. Si a,b
son los puntos destacados de C' en la pseudo-homotopia dada para X y existe una

arcocomponente D de C tal que a,b € D, entonces X es g-contractil.

Por hipétesis X es g-pseudo contractil con espacio factor C, a,b € C'y existe una
arcocomponente D de C' tal que a,b € D, es decir, existe una funcion f: [0,1] — C
con f(0) = ay f(1) = b. Entonces por el Lema 4.2.7, X es g-pseudo-contractil con
espacio factor [0, 1] y por tanto, X es g-contractil. También podemos dar condiciones

sobre nuestro continuo X para que este no sea g-pseudo-contractil.

Definicion 4.2.9 Diremos que K C X cerrado es g-pseudo-homotopicamente fijo
si para todo C continuoy H: X x C' — X que satisface H(X x {a}) = X para algun
a € C. Se tiene

H(K xC)=H(K x {a}) € X.

Teorema 4.2.10 Sea X un continuo. Si X contiene un cerrado g-pseudo-homotopi-

camente fijo, entonces X no es g-pseudo-contractil.

Supongamos X es g-pseudo-contractil, entonces existe f: X — X continuay sobre-
yectiva que es pseudo-homotépica a una funcidén constante, es decir, existe un conti-
nuo C,dos puntosa,b e Cy H: X xC — X talque H(X x{a}) = Xy H(X x{b}) =
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{p} paraalgunp € X. Sea K C X un cerrado g-pseudo-homotopicamente fijo, luego
por definicién K satisface que si H: X x C' — X cumple H(X x {a}) = X entonces
H(K x C) = H(K x {a}) para todo C' continuo. Definimos ¢’ = C'U X un continuo,

definimos G: X x ¢! — X definida como

H(z,d), sideC;
G(z,d) =

d, side X.

Para todo =z € X, notemos que G(X x {a}) = H(X x {a}) = Xy G(K x C") #
G(K x{a}) puesto que cuando d € X tenemos que G(K x{d}) = {d} # H(K x{a}).
Lo cual es absurdo, por tanto X no es g-pseudo-contractil.

Cuando vemos estas proposiciones, corolarios o teoremas, pensamos en si sus
reciprocos se tienen o contraejemplos para el reciproco, veremos que el continuo
X1 es un contraejemplo para algunos de estos reciprocos. Sea el continuo X,

definido anteriormente, entonces X; satisface:

1. X1 no es g-pseudo-contractil.

2. X x I es g-pseudo-contractil.

Probemos cada enunciado independientemente. Probemos primero que X, es g-
pseudo-contractil. Por definicidn, existen un continuo C, ¢,d € C, una funcion con-
tinua y sobreyectiva f: X; — X y una pseudo-homotopia H: X; x C — X que
satisface H(x,c) = f(x) y H(x,d) = x¢ paratodo x € X y algin xy € X

Sean U = X \ {a,b} abiertoy {C,}°°, la sucesion de componentes de U. Nétese
que liminf C,, = {p}.

Recordemos que N(X) denota el conjunto de puntos de no conexidad local repre-

sentados en la Figura 22 y

Q=abU <G N(Dn)) U (G N(En)> .
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Sea {w,}2, € N(X,) tal que lim,, .., w, = p. Ademas, por el Corolario 2.1.27,

tenemos que N(X;) C f(N(Xy)). Entonces, existe {p,}>2; una sucesion de X/ tal
que f(p,) = w,. Denotemos por P = {p, p1,p2, .- -, Dn, - .. }- Notemos que limp,, = py
. € f7H(C,) para cada n € . Luego, existe ¢ > 0 tal que d(p, X; \ U) = min{d(p, z) :
r € X, \U} > . Puesto que H es continua, H es uniformemente continua. Luego,
existe § > 0 tal que dx, (H(z,s), H(y,r)) < e con dx, xc((z, s), (y,r)) < 0. Podemos
suponer que (P) < é. Entonces, (H(P x {z})) < e paratodo z € C.

SeaV ={z¢€C : H(P x{z}) C U}. Mostraremos algunas propiedades en este

conjunto:

1. Veamos que V' # (. Como f(p) = p, H(p,c) =py H(pa,c) = f(pa) € C,, C U.
Asi,ce VyV #£0.

2. Probemos que V' # C. Supongamos que V = C'. Luego, {zo} = H(P x {d}) C
U. Sea M la componente conexa de U tal que xy € M. Sea j € note que j
satisface que, H({p;} x C') es subconjunto conexo de U tal que z, € H({p,} x
C) C C;. Porlo tanto, M = C;. Asi, M = liminf C,, = {p} C U. Por lo tanto M
es una componente de U C X, abierto tal que M C U. Y esto es absurdo, por
tanto V # C.

3. Veamos que V es abiertode C. Seat € V, entonces H(P x{t}) C U. Por tanto,
P x {t} € H Y(U). Luego existen U,,U, C X abiertos tales que P x {t} C
U x Uy C H_l(U) Luego, PxU, CU x Uy C H_1<U) AS|,, telU; CV. Por

tanto, V' es abierto.

Sea 1, la componente de V tal que ¢ € V. Puesto que H({p,} x Vj) es conexo de
Uy H(pn,c) = f(pn) € C,, tenemos que H({p,} x Vo) C C, para cadan € . Si
m € Vp, entonces existe una sucesion {m, }>, € V; tal que lim,_,o, m, = m. Asi,
lim,, 0o H(pp, myp) = H(p,m) en Xy y H(p,,m,) € H({p,} x Vo) para cadan € . Por
tanto, H({p} x V) C liminf H({p,} x V) C liminf C,, = {p}.
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Puesto que V; es una componente de V, por 2, tenemos que V, N (C'\ V) # (). Sea
ze€Von(C\ V). Entonces z € Fr(V,) \ V. Por tanto, H(P x {z}) € U. Luego existe
r € P tal que H(z,z) ¢ U. Usando la condicién de H(p,t) = p y tomando ¢, nos
queda que d(H(p, z), H(x,z)) > €. Lo cual es absurdo pues H es uniformemente
continua. Asi, si (P) < §, entonces (H(P x {z})) < . Por lo que concluimos que X/,
no es g-pseudo-contractil.

Finalmente, por el Teorema 3.3.5 item 2, X, x [0,1] es g-contractil y por tanto g-
pseudo-contractil.

Asi el dendroide X, no es g-contractil y ademas no es g-pseudo-contractil.

Veamos algunas preguntas abiertas presentes en la propiedad de

g-pseudo-contractibilidad. Sean X y Y continuos:
1. ¢Si X x Y es g-pseudo-contractil, entonces X o Y son g-pseudo-contractiles?

2. Si X g-pseudo-contractil ; Cuales son las condiciones necesarias para que sea

pseudo-contractil?

3. Si X es g-pseudo-contractil ;,Cuales son las condiciones necesarias para que

sea g-contractil?

4. Si X es g-pseudo-contractil ;Cuales son las condiciones necesarias para que

sea contractil?
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