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Resumen

Titulo: GRADUACIONES EN ALGEBRAS DE CAMINO DE LEAVITT
Autor: LAURA NATALIA OROZCO GARCIA

Palabras Clave: Algebras de camino de Leavitt, Anillos graduados, Anillos fuertemente graduados y Anillos de

grupo torcido parcial.

Descripcion: Este trabajo consiste en estudiar las graduaciones del algebra de camino de Leavitt, en particular nos
centraremos en la Z—graduacién candnica y la G—graduacion candnica con G un grupo arbitrario y también en la
F—graduacién donde FF es el grupo libre generado por las aristas del grafo, la cual es inducida por el isomorfismo
entre las dlgebras de camino de Leavitt y cierto anillo de grupo torcido. El objetivo de este trabajo es ver cuando
una graduacidn en estas dlgebras es fuertemente graduada, épsilon fuertemente graduada o un producto cruzado por
una accién parcial, ademds de estudiar propiedades de la F—graduacién basados en resultados ya existentes para la

Z—graduacion candnica.

En los dos primeros capitulos mencionamos algo de historia de las dlgebras de camino de Leavitt y los conceptos basi-
cos de estas, los cuales serdn de utilidad a lo largo de este trabajo. En el capitulo siguiente estudiamos las graduaciones
candnicas, en particular, cuando la Z—graduacién es una fuerte graduacién y cuando la G—graduacién hace al dlgebra
de camino de Leavitt épsilon fuertemente graduada. En el tercer capitulo vamos a construir el puente entre las dlge-
bras de camino de Leavitt y los anillos de grupo torcido, ademds de estudiar algunas aplicaciones de esta interaccion.

Para finalizar, en el dltimo capitulo mostraremos algunos resultados propios del estudio de la F—graduacién, a saber,

Trabajo de grado

** Facultad de Ciencias. Escuela de Matemadticas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en Ciencias.
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cuando esta graduacién hace a Lg(E) fuertemente graduada, clean graduada y unit-regular graduada, por otro lado,

también presentaremos una prueba alternativa al isomorfismo entre Lg (E) y otro anillo de grupo torcido.
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Abstract

Title: GRADATIONS ON LEAVITT PATH ALGEBRAS
Author: LAURA NATALIA OROZCO GARCIA
Keywords: Leavitt path algebras, Graded rings, Strongly graded rings and Partial skew group rings.

Description: This work consists of studying gradations on Leavitt path algebras, in particular we will focus on the ca-
nonical Z—gradation and the canonical G—gradation with G an arbitrary group and also on a particular F—gradation,
where F is the free group on the edges of the graph, which is induced by the isomorphism between the Leavitt path
algebras and a certain partial skew group ring. The main objectives of this project are to see when a gradation in this
algebras is either strongly graded, or epsilon-strongly graded, or a crossed product by a partial action, as well as to

study properties of the F—gradation based on already existing results for the canonical Z—gradation.

In the first two chapters we will mention some of the history of Leavitt path algebras and their basic concepts, which
will be useful throughout this work. In the next chapter we study the canonical gradations, in particular, when the
Z—gradation is strong gradation and when the G—gradation makes the Leavitt path algebra epsilon strongly graded. In
the third chapter we build the bridge between Leavitt path algebras and partial skew group rings, as well as study some
applications of this interaction. Finally, in the last chapter we will show some results of the study of the F—gradation,
namely, when this graduation makes Lg (E) strongly graded, graded clean and graded unit-regular, we also present an

alternative proof of the isomorphism between Ly (E) and another partial skew group ring.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en Ciencias.
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Introduccion
Las élgebras de camino de Leavitt fueron desarrolladas inicialmente en 2004 por Ara, Mo-
reno y Pardo (ver Abrams and Pino (2005)), y casi simultdneamente (con un enfoque diferente)
por Gene Abrams y Aranda Pino (ver Ara et al. (2007))). Desde su desarrollo estas dlgebras se han
convertido en un tema comun dentro del dlgebra moderna en la interfaz entre la teoria de anillos y

el dlgebra de operadores.

Por otra parte, los anillos graduados juegan un papel importante en la geometria algebraica
y ademads son de gran incidencia en el dlgebra conmutativa. Entre los anillos graduados se destaca
una clase especial que son los anillos fuertemente graduados y una generalizacion de estos son los
anillos épsilon fuertemente graduados los cuales fueron introducidos recientemente por Nystedt,

Oinert y Pinedo (ver Nystedt et al.| (2018b)) y actualmente su tema de estudio es cada vez mayor.

Como mencionaremos en el Capitulo [3| cada dlgebra de camino de Levitt viene equipada
con una Z-graduacién natural y existen multiples ejemplos de cuando la estructura graduada ha
sido utilizada para el estudio de las propiedades estructurales de estas dlgebras. Sin embargo, s6-
lo hay unos pocos resultados sobre el estudio de la Z-graduacién en si. En este trabajo vamos a
revisar algunos de los resultados conocidos del estudio de la Z-graduacion del dlgebra de camino
de Leavitt y mds generalmente, estudiaremos algunos resultados del estudio de la G-graduacién

natural que tienen estas dlgebras, siendo G un grupo arbitrario.
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Otro de nuestros objetivos es estudiar la conexion entre la teoria de las dlgebras de camino
de Leavitt con otro concepto clave que surge de la teoria de las dlgebras de operadores, a saber,
anillos de grupo torcido parcial (o simplemente anillos de grupo torcido, segun la literatura), es-
tos anillos fueron introducidos por Ruy Exel y Mikhailo Dokuchaev como anélogos algebraicos
de C* productos cruzados parciales (ver |Dokuchaev and Exel (2005a))). Para ilustrar mejor cémo
la interaccion entre las teorias de las dlgebras de camino de Leavitt y los anillos de grupo torci-
do parcial puede ser fructifera, se estudiara una nueva demostracion del Teorema de unicidad de
Cuntz-Kriger (ver Teorema[4.3.3) basado solo en la teoria de los anillos de grupo torcido parcial y
ademds, se estudiard una caracterizacion del dlgebra de camino de Leavitt artiniana (ver Teorema

4.3.13|) en cuya prueba se usa también teoria de anillos de grupo torcido.
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1. Preliminares
En este primer capitulo mencionaremos definiciones, ejemplos y resultados que seran la
base para desarrollar y comprender los capitulos posteriores, adicionalmente en este capitulo a
menos que se indique lo contrario R denotard a un anillo asociativo con unidad y K un cuerpo.

1.1. Grafos

Comenzaremos estableciendo las nociones y resultados necesarios de la teoria de grafos.
Definicion 1.1.1. Un grafo (dirigido) es una cuddrupla E = (E°,E', r,s) dada por:
» Un conjunto E° cuyos elementos son llamados vértices;
= Un conjunto E' cuyos elementos son llamados aristas;
= Dos funciones r,s : E' — EV.

Para este trabajo vamos a considerar a los conjuntos E' y E? con cardinal a lo més infinito nume-

rable. Ademads, en todo momento la palabra grafo indicard un grafo dirigido.

Observacion 1. Dada una arista e, diremos que e comienza en el vértice s(e) y termina en el

vértice r(e). Lo indicaremos como s(e) —— r(e).

Continuamos con las definiciones que surgen a partir de un grafo E: Si s~ (v) es finito para todo
v € EY, decimos que el grafo E es row finite. Un vértice v € E? es llamado un sink si s~!(v) = 0
mientras que un vértice v para el cual ! (v) = 0 es llamado un source. Un vértice que es sink

y source al mismo tiempo es llamado aislado. Un vértice v tal que |s(v)| es infinito es llamado
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un emisor infinito. Si v es un sink o un emisor infinito v es llamado un vértice singular, caso
contrario v es un vértice regular. El grafo E se dice finito si E° y E! son finitos. Las expresiones
Sink(E), Source(E), Reg(E) e Inf(E) se utilizaran para denotar, respectivamente, los conjuntos de

sinks, sources, vértices regulares y emisores infinitos de E.

Definicion 1.1.2. Un camino U de un grafo E es una sucesion de aristas |1 = ee;- - - e, tales que
r(e;) =s(ejy1) parai=1,2,--- ,;n—1. En este caso s(lL) = e; es el source de Ly r(lL) = e, es el

rango de Wy n = || es la longitud del camino L.

Definicion 1.1.3. Dado U = eyeze3--- un camino finito o infinito en un grafo E, decimos que 1’

es un subcamino inicial de | si existe un n € N tal que ' = eyey -+ - e,

Observacion 2.

Los vértices de E serdn considerados como caminos de longitud 0.

Podemos extender las funciones s y r a E° definiendo s(v) = r(v) = v.

Para cada n > 2 llamamos E" al conjunto de todos los caminos en E de longitud n y definimos

Path(E) := >0 E" al conjunto de todos los caminos en E.

Dado un camino

Definicion 1.1.4. Dado 1 = eye; - - - e, un camino de un grafo E conn > 1:

I Siv=s(u)=r(u), entonces \ es llamado un camino cerrado basado en v;
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II. Si p es un camino cerrado basado en vy ademds s(ej) # v para todo j > 1, decimos que L

es un camino cerrado simple basado en v;

III. Si u es un camino cerrado simple basado en v tal que s(e;) # s(e;j) con i # j, entonces | es

llamado un ciclo basado en v;
IV. Una salida para el camino W es una arista e tal que s(e) = s(e;) para algiin iy e # e;;
V. Un ciclo de longitud 1 es llamado un loop;

VI. Un grafo E es llamado aciclico si E no tiene ningtin camino cerrado basado en cualquier

vértice de E.

Ejemplo 1.1.5. Consideremos el siguiente grafo:

V2_ f2 .V3
E: fi /3
v1®v4

S5

Figura 1. Un grafo con ciclos y caminos cerrados.

» El camino U = fi f> f3faf5f4 es un camino cerrado basado en vy, el cual no es simple ya que

s(fa) =v1.
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» El camino u = f>f3f4fsfaf1 es un camino cerrado simple basado en v, que ademds no es un

ciclo pues s(fs5) = s(f1)-

» El camino u = f| f>f3f4 es un ciclo basado en v; y tiene salida fs.

A menos que sea necesario especificar el vértice diremos simplemente camino cerrado, camino

cerrado simple y ciclo respectivamente.

Observacion 3. Seac = fi--- fi_1 fifi+1- - f» un ciclo llamemos v; = s(f;), entonces c es un ciclo
basado en vi. Ademads los caminos ¢; = fi11--- fuf1--- fi—1fi son ciclos basados en v;; | para cada
i€{0,1,---,n— 1}, donde ¢ = cp. Asi, siempre que tengamos un ciclo de longitud n es posible

conseguir n ciclos diferentes de igual longitud.

Ahora vamos a definir ciertas condiciones para grafos que como veremos mas adelante nos servirdn

para caracterizar propiedades de las dlgebras de camino de Leavitt.
Definicion 1.1.6. Sea E = (E°,E', r,s) un grafo:

» Decimos que el grafo E satisface la Condicion (K) si para cada v € E® que se encuentra en
un camino cerrado simple, existen al menos dos caminos cerrados simples distintos basados

env.
= Decimos que el grafo E satisface la Condicion (L) si cada ciclo en E tiene salida.

» Decimos que un grafo E satisface la Condicion (Y) si para cada k € N y cada camino
infinito p, existe un subcamino inicial o de p y un camino finito B tal que r() = r(a) y

Bl —lor| = k.
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Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.1.7. Consideremos los siguientes grafos:

A - - - e — e« p .

B: fi C L Q

Q p) f3 fa
c

¢« — . . .
12) V3 V4

Figura 2. Grafos con la Condicién (Y), Condicién (K) y Condicién (L) respectivamente

El grafo A cumple la Condicién (Y) ya que para cualquier camino infinito p y cualquier subcamino
inicial o de longitud n € N podemos escoger B como la (n+ 1 — k)—linea tal que r(B) = r(a),
ademas este grafo es infinito, row finite y cada vértice es un vértice regular. Por otra parte, El grafo
B cumple la Condicién (K), no tiene sinks, es un grafo row finite, finito, sin sources donde ademas
cada vértice es un vértice regular y el grafo C cumple la Condicion (L), pues su tnico ciclo it = fi

tiene salida p = f;, es infinito y no tiene sinks.

Enseguida vamos a mostrar una afirmacion que se sefiala en Clark et al.| (2019), acerca de grafos

que satisfacen la condicién (V).

Proposicion 1.1.8. Si E es un grafo tal que cada camino infinito contiene un vértice el cual es

base de un ciclo, entonces E satisface la condicion (Y)

Demostracion. Sean k € N 'y p un camino infinito del grafo E, debemos encontrar un subcamino

inicial & de p y un camino finito 3 tal que r(a) = r(f) y |B| — |a| = k. Por hipétesis, p contiene un
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vértice v; el cual es base de un ciclo c, siguiendo con la notacién de la Observacion 3, supongamos
que ¢ = f1--- fu, los vértices en el ciclo son vy,---,v, para algin n € Ny ¢; el ciclo basado en v;
. Escojamos al subcamino inicial o de p como el camino mds corto tal que r(a) = vy, es decir, si
tenemos ' otro subcamino inicial de p tal que (o) = vy debe pasar que || < |@|. Sea |a| = m,

analicemos los respectivos casos:

» Caso 1: Sim > ny k > n. En este caso, por el algoritmo de division existen p,q,r;,rp € N
con 0 <ry,rp <ntales que m =nqg+r; y k=np+ry, queremos encontrar un camino 3 con

r(B) = r(a) de longitud

Bl =m+k=n(q+p)+r+r,

pues de hacerlo tendriamos que |B| — |a| = m + k —m = k. Consideremos los siguientes

subcasos:

I. Siry+ry > nde nuevo por el algoritmo de la division existen s,73 € Ncon 0 < r3 <n

tal que r; + rp = ns+r3, asi podemos escribir

m+k=n(q+p)+ri+r=nlg+p+s)+r

entonces, tomemos r =n —r3 < ny f3 el camino

B=crcrfrai-fn
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11

111.

1v.

donde ¢, aparece g+ p + s veces, notemos que r(f8) = r(f,) = s(f1) = vi = r(a) por

ser ¢ un ciclo y ademads,

IBl=n(g+p+s)+n—r=n(g+p+s)+r3=m+k.

Siry+r, <nconsideremos ' =n—r; —ry y el camino B =cpcp -+ Cpfrgq -+ fu, cON
lo cual podemos concluir de manera andloga al caso anterior.

Si ry 4+ r, = n, entonces m+k = n(q+ p+ 1), asi que basta considerar el camino f§ =
cc---c donde el ciclo ¢ aparece g+ p + 1 veces, en este caso |[B| = |c|(g+p+1) =
n(g+p+1)=m+kyr(f)=r(c)=s(c)=v =r(a).

Si r; +r, = 0, entonces m + k = n(q + p) de manera analoga al caso anterior basta

considerar 3 = c---c donde ¢ aparece g+ p veces.

» Caso2: Sim >ny k < n, entonces aplicamos el algoritmo de la divisién sobre m para

argumentar que existen p,r € N tales que m = np + r en este caso queremos que |f| =

m+k = np +r—+k, asi podemos repetir los subcasos del Caso 1 sobre r + k para encontrar

dicho camino B y concluir el resultado.

= Caso 3: Sim < ny k > neste caso es andlogo al anterior.

= Caso 4: Sim < ny k < n, entonces debemos encontrar  de longitud |B| = m-+k y procede-

mos con los subcasos del Caso 1. sobre m + k, teniendo en cuenta que el subcaso IV implica

que || =0y k=0, es decir f = o =vy.
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Presentaremos un ejemplo que de una idea de la construccion de la prueba.

Ejemplo 1.1.9. Consideremos el siguiente grafo:

fa

7N

E: o —> o —> 0o —> ¢ — o

vo f Vi fi v2 fo Vi f3 W
Figura 3. Grafo para especificar la Proposicion

19

Sea p = ffifofafafifafafaf1fof3fa--- el camino infinito y k = 17, nétese que v es base del ciclo

c = f1f2f3fa y estd en p, segln la construccidon nuestro camino o debe ser @ = f encontremos el

camino 3. Tenemos que || =1 <4 =|c|y k=17 > 4 = |c| siguiendo el caso 3. de la demostra-

cién, como 17 = 4(4) + 1 queremos que

Bl =k+|a|=4(4)+1+1=4(4)+2

asi r =4 —2 =2, consideremos el ciclo ¢y = f3f4f1f2 y de ahi que

B = cacrcrcrf3fa,

este camino cumple que r(f) = r(fy) = r(a) y ademds |B| = 4|cp| +2 = 16+ 2 por tanto |B| —

o) =16+2—1=17 =*.
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1.2. Algebras de camino
En esta seccidon estudiaremos el dlgebra de caminos, su construccion y ejemplos, para ello

tomaremos como guia Erdmann et al.| (2018)).

Definicion 1.2.1. Sean K un cuerpo y E un grafo. Definimos KE como el K—espacio vectorial con

base Path(E).

Definimos el producto en KE como la concatenacidon de caminos (si es posible) y la extendemos
linealmente. Mds precisamente, dados dos caminos p = p;---p, y ¢ =q1 - qm €n KE, establece-

mos

0 caso contrario

s(e)e = er(e) = e para cualquier arista e € E' y ve = ev = 0 para cualquier otro vértice v € E®. En

particular, vw = §,,,,v, donde 0 indica la funcién delta de Kronecker.

El producto en KE es asociativo ya que la concatenacién de caminos es asociativa, y es distributivo
por definicién de productos para combinaciones lineales arbitrarias. Afirmamos que si el grafo es
finito el elemento identidad de KE estd dado por la suma de caminos de longitud cero, es decir la

suma de sus vértices

1KE: ZV

vEED
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En efecto, para cada camino p € E obtenemos

p(Z V) =pr(p)=s(p)p= (Z V>p
veED veED

y pos la distrivutividad se sigue que o (¥, cgov) = (¥,cpov) & = o para cada o € KE.

A continuacién presentaremos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.2.2. Sea R; el grafo que consiste unicamente de un vértice y un loop

e

(,

R]Z U]
1%

Figura 4. Un loop.

Consideremos el anillo de polinomios en una variable con coeficientes en K. Los caminos de R

2

son {v,e,e e } y el elemento identidad de KR; es v, por tanto si definimos la correspondencia

entre KR; y K[x] como v — 1y e — x, obtenemos un isomorfismo KR = K|x].

Ejemplo 1.2.3. Consideremos el grafo "La rosa de n pétalos" R,, que consiste en un tnico vértice

y n loops
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Figura 5. Rosa de n-pétalos.

Tenemos un isomorfismo entre la K—algebra de camino KR,, y la K—4lgebra libre en n variables

no conmutativas K (xj - --x,) que envia e; — x; para cadai € {1,2,--- ,n}.

Ejemplo 1.2.4. Sea A, el grafo "la n—linea orientada"que consiste de n vértices y n — 1 aristas de

la siguiente manera:

e e €n—1
Ay e —— » Oe———» o e o e —  » o

Vi V2 V3 Vn—1 Vi

Figura 6. La n—linea orientada.

Notemos que si i < j existe un Ginico camino que llamaremos e; ; tal que s(e; ;) =v; y r(e; j) =v;.
Ademds los tnicos caminos de A, son {¢; ;}i<;. Sea E; j € M,(K) la matriz con 1 en la posicién
(i,j) y 0 en las demds posiciones. Existe un isomorfismo de K—élgebras entre KA, y T,(K) el

adlgebra de matrices triangulares superiores que envia e; j — E; ;.

1.3. Algebras de Leavitt
Aqui estudiaremos una parte de la historia de las dlgebras de camino de Leavitt, en particular

revisaremos la construccion de las dlgebras de Leavitt originales a apartir de los anillos que no
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tienen la propiedad IBN, para esto nos estaremos basando en (Abrams et al., 2017, Sec 1.1.) y en

Lezamal (2014).

Vamos a comenzar recordando uno de los primeros resultados que se estudian en un curso de

algebra y es el teorema de la dimension para espacios vectoriales.

Teorema 1.3.1. Cada R—espacio vectorial V no nulo tiene una base. Mds aiin, si B y %' son

bases de V tenemos que | B| = |%'|.

Observacion 4. El R—espacio vectorial V tiene como base & = {b;,---,b,} si y s6lo si V =
", R como espacios vectoriales. Por lo tanto, podemos reescribir el Teorema de la dimension de

la siguiente manera: @ R = @i~ R siy sélo sim =n.

Cuando se estudia la teoria de mddulos surge la pregunta si el resultado anterior se puede gene-
ralizar para médulos libres, es decir, si dado un anillo R y @/_; R = @}~ ; R como R—mddulos
izquierdos, entonces m = n. Para dar una respuesta negativa a esta pregunta tenemos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 1.3.2. Fijemos un anillo R. Sea M un R—mddulo libre izquierdo con base infinita nu-
merable X = {m;}}* | y sea S = Endg(M) su anillo de endomorfismos. Consideremos la estructura
natural de S-médulo a izquierda sobre S. De ahi que S es libre con base {1,/}. Ahora construiremos
una base de S con dos elementos, lo cual nos dard una respuesta negativa a la pregunta anterior.

Definamos las funciones f,g : X — M por:

X, SI i=2n 0 si i=2n
fla) = ;o gl) =

0 si i=2n—-1 X, si i=2n-—1
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Dado que M es un R—médulo libre podemos extender linealmente tanto a f como a g a R—endomorfismos

de M que denotaremos por f,g. Afirmamos que {f,g} es una base de S, en efecto:

I. El conjunto {f,g} genera a S: Sea h € S'y consideremos las funciones #1,t, : X — M dadas
por t1(x;) = h(xy;) y t2(x;) = h(xpi—1), para cada i = 1,2,--- de igual forma denotamos por

11, 1> a los R—endormorfismos de M asociados a t1,t,. Asi tenemos que h = f1 f + 1,8, pues

sii=2n
(i f+108)(x) =0 (f(x)) +02(g(x:))
=11 (xn) +12(0)
= h(x;)
ysii=2n—1

(71f +128) (xi) =11 (f (%) +72(8(x:))

= h(x;)

II. El conjunto {f,g} es linealmente independiente: Supongamos que existen R— endomorfis-

mos hy,hy € S tales que hy f + hog = 0, entonces para cada x; tenemos que (b f +hog)(x;) =
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0, en particular,

(hof +hog) (x2i) = b1 (f (x21)) = h1 (x;) =0

(h1 f +hag)(x2i-1) = ha(8(x2i-1)) = ha(x;) = 0.

Por tanto, h; = hy = 0.
Lo anterior nos dice que S = §2.

Asi las cosas, decimos que un anillo cumple la propiedad IBN (Invariant Basis Number) si dados
enteros positivos m,n con la propiedad de que los R—mddulos libres R y R" son isomorfos, enton-
ces m = n. Menos formalmente, decimos que un anillo satisface la propiedad IBN si cualesquiera

dos bases de un R—modulo libre finitamente generado tienen el mismo tamafo.

Definicion 1.3.3. Fijemos un anillo R sin la propiedad IBN. Sea m € N el menor niimero con la
propiedad de que R™ = R™ como R—mébdulos izquierdos para algiin m' > m. Para este m, sea n el
minimo de los m's que cumplen la propiedad. En este caso decimos que R tiene un médulo del tipo

(m,n).

Ejemplo 1.3.4. Como vimos en el Ejemplo el anillo S = Endg(M) tiene un médulo del tipo

(1,2).

En seguida presentaremos uno de los resultados fundamentales del estudio de anillos sin la propie-

dad IBN.
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Teorema 1.3.5. Para cada par de enteros positivos n > m 'y un cuerpo K existe una K-dlgebra

unitaria salvo isomorfismos a la que denotaremos por Lx(m,n) tal que :

I. Lg(m,n) tiene un médulo del tipo (m,n)

II. Para cada K—dlgebra A unitaria que tiene un modulo del tipo (m,n) existe un K—homomorfismo

entre A’y Lg(m,n) que preserva unidad.

El enfoque motivacional de las dlgebras de camino de Leavitt son los anillos R sin la propiedad
IBN que tienen un médulo del tipo (1,n) para algiin n > 1. Recordemos que si gR =g R", entonces
existen morfismos ¢ € Homg(R,R") y @ € Homg(R",R) tales que oo ¢ = lgpy ¢ o @ = lgn.
Usando interpretacion matricial lo anterior nos dice que dichos morfismo existen si y sélo si existen

R—vectores 1 X n'y n x 1 para los cuales

Vi Vi lg 0 -~ 0

y2 y2 0 1g --- O

Vi Vi 0 0 - lg
Ademas si reformulamos, lo anterior equivale a que existan 2n elementos xp,- -+ ,X,, Y1, ,V, €0

R para los cuales

n
inyile y yixj=06jlg paratodo1 <i,j<n. (1
i=1
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En general, es posible construir una K—algebra A que contenga a los 2n elementos y se comporte
como en (I]). En efecto, sean

S:K<X17 7Xn7Y1"' 7Yn>

la K—4lgebra asociativa libre en 2n variables no conmutativas, / el ideal de S generado por las

relaciones

n
I= <2Xm— LYiX;— 811 <i,j §n>,
i=1

y sea A = S/I, entonces el conjunto {x; = X;,y; = Y; | 1 <1i,j <n} se comporta como en (1)) y por

tanto A = A”.

Aunque se acaba de construir una K—algebra A tal que A = A" esto no garantiza que A tenga
un moédulo del tipo (1,n) hasta que se garantice la minimalidad de n, pero Leavitt establece en
Leavitt (1962) que de hecho, la K—dlgebra Lg(1,n) es precisamente la K—algebra A = S/I. Esto

nos permite establecer la siguiente definicion:

Definicion 1.3.6. Sean K un cuerpo y n > 1 un entero. Entonces la K—dlgebra de Leavitt de tipo

(1,n) denotado por Lg(1,n), es la K—dlgebra

n
K<X17'” 7Xn7Y1"' 7Yn>/<ZXlYl_17YlX]_617]1 | 1 S la]§n>
i=1
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2. Algebras de camino de Leavitt
Una vez presentados los preliminares necesarios, en este capitulo podremos estudiar las
algebras de camino de Leavitt y sus propiedades bésicas, de aqui en adelante K denotard un cuerpo
y R un anillo asociativo no necesariamente unitario.
2.1. Conceptos basicos
En esta seccién veremos algunos conceptos bésicos de las dlgebras de camino de Leavitt,
entre dichos conceptos estudiaremos como obtener las dlgebras de camino de Leavitt a partir de

las 4lgebras de camino y cuando el dlgebra de camino de Leavitt es unitaria.

Definicién 2.1.1. (Algebras de camino de Leavitt) Sean E un grafo dirigido arbitrario y K un
cuerpo. Definimos el conjunto (E')* el cual consiste de los simbolos de la forma {e* | e € E}. El
dlgebra de camino de Leavitt de E con coeficientes en K, denotada por Lg(E), es la K—dlgebra

asociativa libre generada por los conjuntos EC UE' U (E')*, sujeta a las siguientes relaciones:
V) w =8, v para todo v,V € E?;
E1) s(e)e =er(e) = e paratodo e € E';
E2) r(e)e* = e*s(e) = e* para todo e € E';
CK1) e*e =8, yr(e) para todo e,e' € E';

CK2) v= Z ee* para cada vértice regular v € E°.
{e€El|s(e)=v}
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Parafraseando, el dlgebra de camino de Leavitt es la K—4lgebra asociativa libre generada por E¥ U

E'U(E"Y)*, cociente el ideal generado por las cinco relaciones mencionadas.

Observacion 5. Es posible extender la nocion de arista fantasma a vértices fantasmas donde v* = v

para cada v € E°

En la siguiente observacidn especificaremos la relacion entre las dlgebras de caminos y las dlgebras

de camino de Leavitt.

Observacion 6. Dado un grafo E, definimos el grafo extendido de E como el grafo E= (E° E'U
(E"*,r,s') donde las funciones 7’ y s’ son extensiones de las funciones r y s de la siguiente
manera:

P lpi=r s g, F(e)=s(e) y s(e*)=r(e)paratodoecE".

Entonces,

Lx(E) = KE/((CK1),(CK2))
donde KE denota ala K —algebra de caminos del grafo E.

Proposicion 2.1.2. (Propiedad universal de Lx(E)) Sean E un grafo y A una K—dlgebra la cual
contiene un conjunto de idempotentes ortogonales {a, | v € E°} y conjuntos {a, | e € E'}, {b, |

e € E'Y} los cuales satisfacen
L. agp)ae = Aely(o) = de Y Ap(e)be = beay(o) = be para todo e € E';

II. bya, = 0, ra,) paratodo e, f € E';
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1l a, = Z a.b. para cada vértice regular v € EY.
{e€E!|s(e)=v}

Por las relaciones que definen a las dlgebras de camino de Leavitt, existe un tinico homomorfismo
de K—dlgebras ¢ : Lx(E) — A tal que ¢(v) = a,, ¢(e) = a. y ¢(e*) = b, para todo v € E° y

ecEL
Demostracion. Ver (Abrams et al., {2017, Observacién 1.2.5). O]

Observacion 7. Podemos extender de manera natural la definicién de dlgebras de camino sobre
un cuerpo K a un anillo arbitrario con unidad R, como ejemplo de esto encontramos el articulo
Tomforde| (2011 donde se estudian las dlgebras de camino de Leavitt sobre anillos conmutativos
con unidad y Nordstrom and Nordstrom| (2020) donde amplian el trabajo de Tomforde a anillos

asociativos unitarios no necesariamente conmutativos.

Ahora, presentaremos un ejemplo para dar una idea de como operamos en las dlgebras de camino

de Leavitt.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el siguiente grafo:

Figura 7. Representacion de las Algebras de camino de Leavitt.

Realizaremos algunos célculos en Lg(E) (en el grafo (eo) indica que del vértice v, al vértice v3
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salen un nimero infinito de aristas). Por la propiedad (CK1) tenemos que

* * *
61612626’2:\/27 y 6363:\/3,

notemos que no tenemos propiedad (CK?2) en el vértice v4 pues es un emisor infinito y tampoco en

el vértice v3 por ser un sink, mientras que por esa misma propiedad tenemos

* * *
V) =epeytezez, Yy o eje] =Vi.

En seguida presentaremos algunos lemas bdsicos respecto a los elementos del dlgebra de camino
de Leavitt, para estos lemas vamos a considerar E un grafo, K un cuerpo y Lg(E) el dlgebra de

camino de Leavitt asociado.

Lema 2.1.4. Sean E un grafo, K un cuerpo 'y o, ,v,0 € Path(E), entonces son ciertas las si-

guientes afirmaciones:
I o*a=r(a)en Lg(E) para todo o € Path(E);

II. El producto de monomios en Lk (E) se realiza de la siguiente manera

oano* Si Y=PBn

(@B*)(¥6") = q qr*s* si B=7rA

0 en cualquier otro caso
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Ill. El dlgebra de camino de Leavitt es generada como un K—espacio vectorial por el conjunto

de monomios de la forma

{ap” | r(a) =r(B)}-

Demostracion.

1. Procederemos a hacer induccién sobre la longitud del camino o

* Base inductiva: Si |a| = 1 entonces o¢ = @} es un camino con una sola arista y por la

propiedad (CK1) tenemos que o ¢t = r(0t).

* Paso inductivo: Supongamos que para todo camino de longitud n — 1 tenemos que

oy 0oy -0y =r(0,—1). Sea o un camino de longitud n, entonces tenemos

lo siguiente:

* %

(0.4 4

n=n

a0 Oy 10 = 0t (Ol

n n

ERREE ai“al .. anfl)an

=, r(0t,—1)0y, Por hipdtesis de induccion
= o, (s(a,)0,) Porla Definicion|[l.1.2]
=o,0, Por(El)

=r(o,) Por (CK1).

Por lo anterior, concluimos el resultado.

I1. Analizaremos los casos posibles, supongamos primero que ¥ = 37, en este caso obtenemos
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111

que

(aB™)(v8) = af™pnd" = a(B"B)nd" = ar(B)né” = as(n)nd” = and”

Donde la tercera igualdad es consecuencia del item 1. de este lema, la cuarta igualdad se da
pues Y= 1 es un camino y la dltima igualdad por la propiedad (CK1), con esto terminamos

el primer caso. Ahora supongamos que 3 = YA, tenemos entonces que

(af™)(y6") = a(yA) y6" = ad™(v'y)6" = ad™ 6",

donde las igualdades de arriba se deducen de manera andloga al caso anterior. Finalmente,
si no tenemos ninguno de los casos ya mencionados por la propiedad (CK1) obtenemos que

el producto debe ser nulo.

Notemos que el item II. nos dice que

H = ({ap" | r(a) =r(B)})

es un K —subespacio vectorial de Lg (E). Ademds, los generadores de Lg (E) estdn en H pues

v=w=w"por (V),e=er(e)" por (E1)ye* =r(e)e*, de ahi que H = Lg(E).

]

Las dlgebras de camino de Leavitt son un ejemplo de dlgebras que no son necesariamente unitarias,
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en seguida estudiaremos cuando estds dlgebras son unitarias y cuando no lo son pero tienen un
conjunto de unidades locales.
Comenzaremos introduciendo el concepto de anillos con unidades locales el cual fue presentado

por primera vez en|Abrams| (1983)).

Definicion 2.1.5. Sea R un anillo asociativo. Decimos que el anillo R tiene un conjunto de unidades
locales E si E es un conjunto de idempotentes en R tal que para cualquier subconjunto finito

ri,---,r, de R existe un e € E tal que erie = ri para todo 1 <i < n.

Lema 2.1.6. Sean E un grafo, K un cuerpo y Lx(E) el dlgebra de camino de Leavitt asociada al

grafo E, entonces:
I Lg(E) es una K—dlgebra unitaria si y sélo si E° es finito.
1I. Si E° es infinito, entonces Lk (E) es un dlgebra con unidades locales.

Demostracion.

n
I. Supongamos primero que E° = {vi,-++,vu} es finito, consideremos Z v; el objetivo es pro-
i=1

bar que la suma mencionada es el elemento neutro de Lg(E). En efecto, comenzaremos

realizando el producto con los vértices tomemos v; € E 0 entonces

(Z vi) VJ' = Z 5,‘7_,‘\/,'\1]' = Z 5,~,jvjv,' = Vj <Z vi) . (1)
i=1 i=1 i=1

i=1
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11.

Ahora tomemos e € E!, luego

(iv,) e= (fiVi) s(e)e =s(e)e=e, )

(-1 v,'> et = (iv,) r(e)e* =r(e)e” =e” 3)

donde las igualdades (2) y (3) las obtenemos por (1), asi podemos concluir que que Zn: Vi
i=1
es la unidad de Lg(E) pues Lx(E) es generada por E°UE! U (E')*. Reciprocamente, su-
pongamos por contradiccién que E° es infinito y a es la unidad de L (E), por el Lema
podemos escribir a = Zn:kiociﬁi* para o;,B; € Path(E) y k; € K consideremos los vértices
i=1

vi =r(B) = s(B;) paracadai€ {1,---,n} y puesto que E es infinito podemos escoger un

vértice tal que v ¢ {vy,---,v,} de ahi que

n n
a-v=Y koipv=">y kiogB s(Bi)v=0
i= i=1

lo cual es una contradiccion.

Afirmamos que el conjunto de unidades locales es el conjunto de sumas finitas de vértices.
En efecto, consideremos un conjunto finito arbitrario {a;}} , de elementos de Lx(E), por el

Lema [2.1.4| podemos escribir

]
ai=Y kjopB;

Ji=1
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donde cada kj, € Ky &, Bj, € Path(E) paratodo j; € {1,--- ,n;} yi € {1,---,n}, asi consi-

deremos la suma finita de vértices

i=1 Ji

a= Z (is(ah)‘l'is(ﬂh)) )

realizando los respectivos célculos aa;a = a;, con lo cual concluimos el resultado.
l

Finalizaremos esta seccion presentando algunos ejemplos. Comenzaremos mostrando una cone-

xién entre las dlgebras de Leavitt Lx(1,n) y Lx(E)

Ejemplo 2.1.7. Sean n € N tal que n > 2, K un cuerpo y R, la rosa de n pétalos

Figura 8. Rosa de n-pétalos.

Entonces Lk (1,n) = Lg(R,). En efecto, recordemos por la Definicién que

n
LK(I,I’Z) :K<X1a 7XnaY1"' aYn>/<ZXlYl_17YlXj_51,j1 | 1 §l7.]§n>
i=1
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y también recordemos que

Lx(E) = KE/((CK1),(CK2)),

asi, consideremos el homomorfismo que envia a X; en ¢; y a ¥; en e; en consecuencia las relaciones
n
Y XYi—1 y YiX;—§;1
i=1

para todo 1 < i, j < n coinciden con las relaciones (CK2) y (CK1) respectivamente, de ahi obte-

nemos el isomorfismo deseado.

Finalmente, en los siguientes ejemplos veremos que Lk (A,) es isomorfa a el dlgebra de matrices
y no sélo al dlgebra de matrices triangulares como en el Ejemplo mientras que Lg(R;) es

isomorfa a el édlgebra de polinomios de Laurent y no sélo al anillo de polinomios como en el
Ejemplo[1.2.2]

Ejemplo 2.1.8. Sea A, el grafo llamado la n—linea orientada

el e €n—1
Ay e —> 06— @ o o e e ——— ©

Vi V2 V3 Vn—1 Vn

Figura 9. La n-linea orientada.

Entonces, Lk (A,) = M,(K) para ver esto consideremos la base de la K—algebra de matrices {E; ; |
1 <i,j < n} donde cada E; ; es la matriz elemental con 1 en la posicién (i, j) y O en las demds

posiciones. Notemos que el conjunto {E; ;, E; j+1,Ei11,; | | <i<n} cumple la propiedad universal
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mencionada en la Proposicién [2.1.2} de ahi que exista un isomorfismo ¢ : Lx(E) — M,(K) que

enviavi— E;;, e;— E; ;1 1y EI = a;11, el cual se puede probar que es un isomorfismo.

Ejemplo 2.1.9. Sea E el grafo que consiste de un loop

()

Figura 10. Un loop.

Entonces Lx(E) = K[x,x!] mediante el isomorfismo ¢ : Lg(E) — K[x,x~!] definido por v ~ 1,

e—xye —x L
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3. Graduaciones en las algebras de camino de Leavitt

El objetivo de este trabajo y de este capitulo en particular es estudiar algunos resulta-
dos acerca de las graduaciones del dlgebra de camino de Leavitt, aqui nos centraremos en la
Z—graduacion candnica y en la G—graduacion canénica para G un grupo arbitrario, las cuales
introduciremos posteriormente.
3.1. Algebras graduadas

En esta seccion hablaremos de dlgebras graduadas y sus resultados fundamentales con el
fin de estudiar la graduacion canénica de las dlgebras de camino de Leavitt la cual serd utilizada
a lo largo de este trabajo, ademads introduciremos la nocién de dlgebra simétricamente graduada.

Para esto estaremos siguiendo |[Nastasescu et al.| (2004) y |Abrams et al. (2017).

Definicion 3.1.1. Dado G un grupo con elemento neutro e € G. Un anillo R se dice G-graduado

si existe una familia {R, | § € G} de subgrupos aditivos R, de R tales que:

L R=@,ccRy

Il. RgRy, C Ry, para todo g,h € G. Donde RgRy, denota el conjunto de todas las sumas finitas

de elementos de la forma x-y conx € Ry y y € Ry,
Si la igualdad en Il se cumple, decimos que R es fuertemente G-graduado.

Un elemento distinto de cero x € R, es llamado homogéneo de grado g y se denotard por grad(x) =

g- Ademds un elemento r € R tiene descomposicion Ginica como r =}, rg con rg € R, para todo
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g € G, donde dicha suma es finita, es decir, casi todos los rg son cero. En la definicién anterior
podemos cambiar al anillo R por una K—4lgebra A donde K es un cuerpo y en este caso la familia
{Aq }aec es una coleccién de K—subespacios vectoriales. En la siguiente proposicion estudiare-

mos algunas propiedades de los anillos graduados.
Proposicion 3.1.2. Sea R = P, Ry un anillo G—graduado unitario. Entonces:

I 1g € R, y R, es un subanillo de R.

II. La inversa de un elemento invertible r € R de grado g € G es un elemento homogéneo de

grado g~ !.

III. R es un anillo fuertemente graduado si'y solo si 1gr € RgR,-1 para cualquier g € G.

Demostracion. Ver (Nastasescu et al., 2004, Proposicién 1.1.1.) [

Ahora, daremos la definicién de un ideal graduado y mostraremos que el ideal generado por un

subconjunto homogéneo de grado e es graduado, donde e es el elemento neutro del grupo.

Definicion 3.1.3. Dado R un anillo G—graduado. Un ideal I de R es llamado un ideal graduado

sil C Z (INRg) 0 equivalentemente, si'y = Z Yg implica que y, € I para cada g € R.
g€G geG

Proposicion 3.1.4. Sea e el elemento neutro del grupo G y R un anillo G—graduado. Si X es un

subconjunto de R,, entonces el ideal 1(X) de R es graduado.

Demostracion. Debemos probar que I(X) C Z (INR,), sabemos que
geG

n
[(X) = {Zr,-xi |ri€Ryx;€X paratodoic {1, ,n}}
i=1
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Seax=Y" rix; € I(X), dado que r; € R para cada i y R es G—graduado, podemos escribir r; =

Z s¢ donde cada s, € Ry, asi rix; = Z s¢X; donde sox; € RgR, C R, por lo tanto rix; € Z (INRy),

geG geG geG
paratodo 1 <i<nydeahiquexec Z(IﬂRg). 0
geG

En seguida presentaremos algunos ejemplos de anillos graduados:

Ejemplo 3.1.5. (El anillo de polinomios) Si A es un anillo, entonces el anillo de polinomios R =
A[X] es un anillo Z—graduado con el grado estandar R, = AX" para0 <ny R, =0 paran < 0.

Ademds R no es un un anillo fuertemente graduado, pues por ejemplo Rg € R1oR_, = 0.

Ejemplo 3.1.6. (E! anillo de polinomios de Laurent) Si A es un anillo unitario, sea R = A[X,X ]
el anillo de polinomios de Laurent. Un elemento de R es de la forma ) ;~,, a;X ‘conm € Zyun
namero finito de ags son distintos de cero. Entonces R tiene la Z—graduacién estdndar R, = AX",

n € 7., més ain, esta es una fuertemente Z—graduacién pues XX " = X° = 1 para todo n € N.

Ejemplo 3.1.7. Consideremos el dlgebra de caminos KE definida en la Seccién (1.2} notemos que

KE = (PKE"
ne

donde E" denota al conjunto de todos los caminos de longitud # en el grafo E, definimos el grado de
un camino p € E" como grad(p) = |p| =ny KE™ =0 param < 0, 1o que nos da una Z—graduacién
en KE, pues si g € E™ tenemos que pg = 00 |pg| = m+ny en ambos casos pg € KE™ 1", es decir,

(KE")(KE™) C KE™*t",
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Definicién 3.1.8. Sea E un grafo arbitrario y K un cuerpo. Para cada v € E® y e € E', defini-
mos grad(v) =0, grad(e) = 1y grad(e*) = —1. Extendemos esta definicion para cada monomio

kxy -+ Xp, conk € Kyx; € EPUE'U(E")* como

n
grad(kxy - x,) = Zgrad(x,')
i=1

La definicién anterior induce una Z—graduacién en KE = EB KE" donde KE" es el K-subespacio
nez
generado por los caminos en £ tales que grad(x; - - x,,) = n es decir,

KE" = (x1 Xy | x; € ESUEY U (EYY* con grad(x; ---x,,) = n)

Observacion 8. Nétese que si tenemos un ideal G—graduado I el anillo cociente R = R/I es

graduado con la graduacion definida por (R/I), :==R,/(INRy).

Con lo anterior procedemos a definir una graduacién en las dlgebras de camino de Leavitt, la cual

es llamada la Z—graduacion candnica.

Proposicion 3.1.9. Sea E un grafo y K un cuerpo. Entonces, Lx(E) es un dlgebra Z—graduada

con la graduacion de la Definicion[3.1.8

Demostracién. En efecto, consideremos la Z—graduacién de KE y al ideal I generado por las rela-
ciones (CK1) y (CK2), notemos que estas relaciones estin en KE® pues grad(ee*) = grad(e*e) =

grad(r(e)) = grad(s(e)) = 0y por la Observacién obtenemos que I es Z—graduado, de ahi
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por las Observaciones @ y E]

Lx(E)=KE/I

es Z—graduado. Finalmente, por el Lema item III. tenemos que las componentes homogéneas

del dlgebra de camino de Leavitt en esta graduacion son de la forma

(L (E))n = ({YA" | 7,4 € Path(E) y Y| = |A| = n}).

O

Observacion 9. Es posible generalizar la Z-graduacién de Lk (E) a una G—graduacién con G un
grupo arbitrario. En efecto, para cada v € E° fijamos grad(v) = e donde e es el elemento neutro de
G, para cada f € E' escogemos algiin g € G (este g € G puede ser diferente para cada arista f € E')
y fijamos grad(f) = gy grad(f*) = g~'. De esta manera tenemos una G—graduacién para KE
donde el ideal generado por (CK1) y (CK2) es homogéneo de grado e, por lo tanto Lx(E) = KE /1

es G—graduada. Nos vamos a referir a esta graduacion como la G—graduacién candnico.

A continuacién definiremos a los anillos simétricamente graduados y presentaremos algunos ejem-

plos.

Definicion 3.1.10. Dado R = @ 4c R, un anillo G—graduado. Decimos que R es simétricamente
G—graduado si

Ry =RyR, 1Ry,

para cada g € G.



GRADUACIONES EN ALGEBRAS DE CAMINO DE LEAVITT 44

Observacion 10. Todo anillo fuertemente graduado es simétricamente graduado. La reciproca de
esta afirmacién no es cierta, los anillos épsilon fuertemente graduados que estudiaremos en la

Seccién [3.2] son un ejemplo de esto.

En Clark et al. (2018) se menciona que el objetivo de esta definicion es estudiar anillos graduados

que no tengan la disparidad que tiene el anillo de polinomios entre enteros negativos y positivos.

Ejemplo 3.1.11. Por el Ejemplo si A es un anillo, entonces el anillo de polinomios R =

P, cnAX" es Z—graduado, sin embargo no es simétricamente graduado pues

RnR—an = {0}7

para cada n > 0.

Ejemplo 3.1.12. Si A es un anillo unitario, entonces R = A[X,X '] el anillo de polinomios de

Laurent es fuertemente Z-graduado por el Ejemplo con lo cual R es simétricamente graduado.

Seguidamente presentaremos definiciones y resultados que nos servirdn de apoyo para algunas

pruebas que mostraremos en este trabajo.

Proposicion 3.1.13. Sea R un anillo Z—graduado, asociativo y no necesariamente unitario. R es

fuertemente graduado siy solo si RyR,, = R, = R,Ry y RiR_1 = R_1R{ = Ry para cada n € Z.

Demostracion. Note que si R es fuertemente Z—graduado se tiene que RoR, = R, y RiR_| =
R_1R| = Ry para cada n € Z. Reciprocamente, sean m,n € Z enteros arbitrarios, mostraremos por

induccién que R, = (R;)™:



GRADUACIONES EN ALGEBRAS DE CAMINO DE LEAVITT 45

= Base inductiva: Sim =1 ya est4.

= Paso inductivo: Supongamos que Ry = (R} )¥. Veamos que Ry, = (R;)**!, en efecto:

Ris1 = RoRi1 = RIR_1Rip1 C RiRy = Ri(Ry)* = (Ry)*! @

donde las dos primeras igualdades se dan por la hip6tesis general, la tercera por ser anillo

graduado y la cuarta igualdad por la hipdtesis inductiva. Por otro lado,

(Rl)kH =RiRy---R1 (k+1)-veces

CR;---RiRy (k)-veces

C Riy1

Asf, por (I) y por lo anterior concluimos que Ry = (Ry)*+!.

De una manera similar podemos demostrar por induccién que R_,, = (R_;)". Con las afirmaciones

previas probaremos que R es fuertemente graduado, para esto analizaremos los siguientes casos:
» Caso 1: RyR, = (R1)™(R1)" = (R))"™" = Rypns
m Caso2: R_uR_, = (R_1)"(R-1)"= (R_1)"™" =R_,y_n;

= Caso 3: Veamos que R,R_, = R,,—,. En efecto, por los resultados anteriores tenemos la
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igualdad R,,R_, = (Ry)™(R_1)", sin pérdida de generalidad supongamos que m > n asi

(R\))™(R_1)"=R;---Ri(RiR_1)R_1---R_4

=R;---Ri(Ry)R_1---R_; Usando que RiR_| =Ry

=R;---R; (m—n)veces

Por lo tanto, R,,R_, = (R1)™(R_1)" = (R1)™™" = R;—n. De manera andloga, si m < n obte-

nemos que R,R_, = (R))™(R-1)" = (R_1)" ™ =Rpy—p.

= Caso 4: Demostrar que R_,,R, = R,,_, resulta andlogo al Caso 3, usando laigualdad R_|R| =

Ry.

O

Corolario 3.1.14. Sea R un anillo graduado. Si R es simétricamente 7 —graduado, entonces R es

fuertemente Z-graduado siy solo si RiR_1 = R_1R| = Ry.

Demostracion. Si R es fuertemente Z-graduado, es claro que R{R_; = R_|R| = Ry. Reciproca-
mente, si R{R_; = R_R; = Ry por la Proposicién [3.1.13|es suficiente mostrar que R, = RoR, =
R,Ry. En efecto, como R es graduado RgR, C R, y R,Ro C R,, ademds dado que es simétricamente

graduado tenemos que

Ry =RyR_,R, CRoR, y Ry,=R,R_,R, C RyRy,
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por lo tanto, R es fuertemente graduado. 0

3.2. Anillos épsilon-fuertemente graduados

En esta seccién, comenzaremos recordando algunas nociones acerca de los médulos s—
unitarios las cuales dardn paso a las definiciones de anillos épsilon-fuertemente graduados y casi
épsilon-fuertemente graduados, todo esto con el fin presentar el Teorema y el Teorema
[3.2.23] los cuales establecen que las dlgebras de camino de Leavitt son ejemplos de estos. A lo
largo de esta seccion R denotard un anillo asociativo unitario, G denotard un grupo con elemento

neutro e y E un grafo dirigido arbitrario.

Definicion 3.2.1. Dados R y R', un R—méddulo izquierdo (R'—mddulo derecho) M es llamado
unitario a izquierda (derecha) si existe e € R (¢' € R') tal que para todo m € M tenemos em = m
(me' =m). En este caso e (€') es llamada la identidad a izquierda (derecha) de M. Ademds, decimos

que M es unitario si es unitario a izquierda y derecha como R — R'—bimdédulo.

Definicion 3.2.2. Dados R y R’ anillos. Entonces:

1. Un R—modulo a izquierda M (R—modulo derecha) es llamado s—unitario si para cada

m € M la relacion m € Rm (m € mR) se mantiene.

II. Un R — R —bimédulo M se dice s—unitario si es s—unitario como R—mddulo a izquierda y

como R'—médulo a derecha.

IlI. El anillo R es llamado s—unitario a izquierda (derecha) si es s—unitario como mdédulo a

izquierda (derecha) sobre si mismo.
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1V, El anillo R se dice s—unitario si es s—unitario como bimodulo sobre si mismo.

Proposicion 3.2.3. Si M es un R—mddulo a izquierda, entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. M es s—unitario;

2. paracadamy,--- ,m, € M existe un elemento e € R tal que em; = m; paratodoi € {1,--- ,n}.
Demostracion. Ver (Tominagal (1976, Teorema 1). ]

Definicion 3.2.4. Dado M un R—mddulo a izquierda (R'—mddulo a derecha). Decimos que M es

libre de torsion si para todo m € M distinto de cero se cumple la relacion Rm # {0} (mR' #0).

Observacion 11. Dado M un R—mddulo izquierdo (derecho) tenemos las siguientes implicacio-
nes:

M es unitario = M es s — unitario = M es libre de torsion.

En efecto, si M es unitario existe e € R tal que para todo m € M tenemos em = m asi m € Rm.

Ahora, si M es s—unitario sea 0 # m € M, por definicién m € Rm asi Rm # {0}.

Enseguida, presentaremos la nocion de anillos épsilon fuertemente graduados la cual fue introdu-

cida en Nystedt et al. (2018b).

Definicion 3.2.5. Dado R un anillo G—graduado. R es llamado épsilon fuertemente G—graduado

Si Sg como SgSq-1 — 8,18, —bimddulo es unitario para cada g € G.
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Enunciaremos a continuacién una caracterizacion de los anillos épsilon fuertemente graduados

mediante equivalencias.

Proposicion 3.2.6. Sea R un anillo G—graduado. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:
1. El anillo R es épsilon-fuertemente G—graduado;
II. El anillo R es simétricamente G—graduado y para cada g € G el anillo S;S,-1 es unitario.
1. Para cada g € G existe € € SyS,-1 tal que para todo s € Sg tenemos que €5 = s€,-1 = 5.
Demostracion. Ver (Nystedt et al., 2018bl Proposicion 7). OJ

Ahora, vamos a definir a los anillos casi épsilon-fuertemente graduados, los cuales son una nocién
mds débil de los anillos épsilon-fuertemente graduados. Esta nocién fue introducida recientemente

en Nystedt and Oinert| (2020).

Definicion 3.2.7. Dado R = @,c un anillo G—graduado. Entonces, R es llamado casi épsilon

Juertemente G—graduado si Sg como SgS,-1 — S,-18,—bimddulo es s—unitario para cada g € G.
Podemos pensar en la siguiente proposicion como una version s—unitaria de la Proposicién [3.2.6]

Proposicion 3.2.8. Sea R un anillo G—graduado. Entonces, las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:
1. El anillo R es casi épsilon fuertemente G—graduado;

II. El anillo R es simétricamente G—graduado y para cada g € G el anillo S3S,-1 es s—unitario.
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Ill. Para cada g € Gy cada s € Sy existen &(s) € SgS,-1y €'(s) € S,-18, tales que €(s)s =
s€(s) = s.
Demostracion. Ver (Nystedt and Oinert, 2020, Proposicion 3.3). OJ

Observacion 12. Si se cumple 7,71 o I11 de la proposicion anterior, entonces para todo g € G el

Se—ideal SgS,-1 es generado por

{eg(s) | s € Sg}U {8(;71(3) |5 € Sg}-

En efecto, sea / el S.-ideal generado por {&(s) | s € Sg} U {8(;_1 (s) | s € Sg} veamos que I = S¢S, 1.
Tomemos a € I, entonces a = Y1 a;x; con a; € S, y x; € {&(s) | s € Sg}U {8;,1 (s) | s €Sg}, nétese
que si X; = &(s) € SgS,-1 para algin s € S y algin i € {1,---,n}, entonces a;x; € S¢SgS,1 C
SgS,-1. Ahora, si x; = eé,l(s) para algln s € S,, dado que €(s) € S,-15; tenemos x; € SgS,-1
asi a;x; € SeSgqu - Sgqu y por tanto a € Sgngl. Reciprocamente, si a € Sgqu, entonces a =

i1(ai)g(bi)g—1 donde a; € Sg y b; € S,-1, observemos que podemos reescribir

y también,

con lo cual podemos concluir que / = SgS,-1 como S,—ideal.

Siguiendo con las definiciones relacionadas con la graduacién del anillo, presentamos el concepto
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de graduacion no degenerada y fuertemente no degenerada.

Definicion 3.2.9. Decimos que la G—graduacion en el anillo R es no degenerada a derecha (no
degenerada a izquierda) si para cada g € G y cada s distinto de cero en S, si se cumple la relacion
88,1 # {0} ( Sg-18 # {0} ). Si la graduacion en R es no degenerada a derecha (izquierda), decimos

que R es un anillo G—graduado no degenerado a derecha.

Definicion 3.2.10. Decimos que la G—graduacion en el anillo R es fuertemente no degenerada
a derecha (fuertemente no degenerada a izquierda) si para cada g € G el SgS,-1—mddulo a iz-
quierda (S4S,-1—mddulo a derecha) S, es libre de torsion. Si la graduacion en R es fuertemente
no degenerada a derecha (izquierda), decimos que R es un anillo fuertemente no degenerado a

derecha (izquierda) G—graduado.

Proposicion 3.2.11. Sea R un anillo G—graduado. Si R es casi épsilon fuertemente graduado,
entonces R es simétricamente G—graduado, fuertemente no degenerado a derecha G-graduado y

fuertemente no degenerado a izquierda G-graduado.

Demostracion. Vamos a suponer que R es casi €psilon fuertemente graduado, por definicién S,
es s—unitario como SgS,-1 modulo a derecha y como S,-15, modulo a izquierda, de ahi por la
Observacion |11 tenemos que S, es libre de torsion para todo g € G por lo tanto R es fuertemente
no degenerado a derecha G-graduado y fuertemente no degenerado a izquierda G-graduado. Por
otra parte, por la Proposicion [3.2.8]item /1. tenemos que R es simétricamente G—graduado, de ah{

concluimos el resultado. L]
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Definiciéon 3.2.12. Dado R un anillo G—graduado. Una involucion (-)* : S — S es llamada anti-

graduada si para todo g € G tenemos la igualdad (Sg)* = S,-1.

Enunciaremos ahora un par de resultados que serdan de utilidad més adelante. Las pruebas de estos
resultados los encontramos en (Nystedt and Oinert, 2020, Proposicién 3.5) y (Nystedt and Oinert,

2020, Proposicion 3.6), respectivamente.

Proposicion 3.2.13. Sea R = @, R, un anillo G—graduado. Si R tiene una involucion antigradua-

da, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
L. R es épsilon fuertemente G—graduado;

II. Para cada g € G, existe € € S45,-1 tal que €, = & y para todo s € S, tenemos la igualdad

SgS =S,

III. Para cada g € G, existe & € SgS,-1 tal que €, = & y para todo s € S, tenemos la igualdad

SEg-1 =8,

Proposicion 3.2.14. Sea R un anillo G—graduado. Si R tiene una involucion antigraduada, enton-

ces tenemos las siguientes afirmaciones:

a. Siparacada g € Gy todo s € Sy, existe &(s) € SgS,-1 tal que €(s)" = &(s) y se cumple la
igualdad &4(s)s = s, entonces R es casi épsilon fuertemente G—graduado. En tal caso, para

cada g € G el Se—ideal SgS,-1 es generado por {&(s) | s € Sg}.

b. Sipara cada g € Gy todo s € S, existe &(s) € S,-18; tal que &y(s)* = &

(5) ¥ se cumple la
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igualdad ssé’, (s) = s, entonces R es casi épsilon fuertemente G—graduado. En tal caso para

cada g € G el S—ideal SgS,-1 es generado por {Eé,1 ()| s €8}

Queremos ahora introducir un orden parcial el cual va a estar relacionado con las dlgebras de
camino de Leavitt. A partir de ahora en esta seccién vamos a asumir que Lg (E) estd equipada con

una G—graduacion canénica Lg(E) = @, Lr(E ).

Proposicion 3.2.15. Sea < un preorden en un conjunto X. Si x,y € X, decimos que x ~y si x <y
yy < x, entonces « es una relacion de equivalencia en X la cual hace que la relacion cociente <

en X/ « inducida por < sea una relacion de orden.

Definicién 3.2.16. Tomemos X = {af* | a,B € Path(E)yr(a) =r(B)}, g€ Gy X ={x € X |
grad(x) = g}. Supongamos que o, 3,y0 € Path(E) satisfacen of*,y8* € Xq. Diremos que of* <
Y8* si o es un subcamino inicial de y y diremos que aff* «~ y8* si aff* < yo6* y y6* < aff*, es

decir, si o0 = 7.

En la definicion anterior es vdlido que o o B sean vértices. Ademads, nétese que la componente

homogénea Lg(E), es generada R—linealmente por X,.

Proposicion 3.2.17. Sea g € G arbitrario. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
a. La relacion < es un preorden en Xj.
b. La relacion « es una relacion de equivalencia en X,.

c¢. La relacion cociente < en X, / « inducida por < es una relacion de orden.
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Demostracion. Sean @, 3; € Path(E) con i € {1,2,3} tales que o;f3; € Path(E).

a. Primero notemos que que o4 3] < oy 8] pues o es un subcamino inicial de si mismo, asf
< es reflexiva. Ahora, supongamos que ;" < o35 y 085 < oy ], entonces ¢ es un
subcamino inicial de o y o es un subcamino inicial del oz, por lo tanto o es un camino

inicial de o3 esto es, o B < o335 asi, & es transitiva.

b. Obsérvese que oy f3; « o B pues oy = 0. Veamos que la relacién es simétrica, suponga-
mos que o B «~ a5, por definicion esto implica que @ = o de ahi que 035 «~ oy ;.
Ahora veamos la transitividad, supongamos que o ;" -~ 0285 y 035 « o335, por defini-

cién tenemos que 0f = 0 y O = 03 con lo cual concluimos que o ;" « o35

c. Se sigue de la Proposicion

Proposicion 3.2.18. Sea g € G. Entonces la funcion

N 1 Xy) ~ — L(E).

[x] — xx*

estd bien definida.

Demostracion. Supongamos que [x] = [y]. Entonces x -~ y lo que implica que x <yyy < x por lo
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tanto existen caminos o, 3,y con x = aff* y y = ay*, de ahi

x' =af Bt = ar(f)a’ = ar(y)a* = ay'yot = yy*.

Denotaremos por .44 (x) 1= xx*.

Lema 3.2.19. Sean o, € Path(E) tales que o* B € Lr(E) con a* # 0. Entonces, o es un

subcamino inicial de B o viceversa.

Demostracion. Supongamos que |ot| =m, |B|=nyque o= fifa - fuy B =818 gn- Analice-
mos los posibles casos, si m < n entonces, por la propiedad (CK1) si f; # g; paraalgini € {1,---m}
tenemos que a*f = 0, asi que f; = g; para todo i € {1,--- ,m} por lo tanto § = a8’ para al-
gtin B’ € Path(E). De manera analoga si m > n'y a*f3 # 0 tenemos por la propiedad (CK1) que

a = Ba’ para algin o’ € Path(E). O

Proposicion 3.2.20. Sean g € Gy x,y € X, elementos arbitrarios. Entonces, tenemos las siguientes

afirmaciones:
a. Si [x] X [y, entonces Ng(x)y =y;

b. Si[x] 2 Y]y ] £ [x], entonces Ag(x)y = 0.

Demostracion. Seanx =af* € X,yy=7y6" € X, con o,f,7,8 € Path(E).
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a. Supongamos que [x] < [y]. Entonces, o es un subcamino inicial de 7, por tanto Yy = o’ para

algiin ' € Path(E) tal que r(ot) = s(¢’). Por lo anterior,

Ne(x)y =xx*y = af*Bo*ys* = ar(f)a*oa’5*

=aa*ad'§* =ar(a)a'§" = ad'§* = y5* =y.

b. Si[x] £ [y] y [y] # [x], entonces ni ¢ es un camino inicial de ¥ ni ¥ es un camino inicial de

o, por consiguiente a*y = 0 por (CK1) y asi

N (x)y = af"Bo’ys” = ar(B)0s™ = 0.

O

Notemos que si E es un grafo finito y g € G, dado que E es finito es posible elegir n, € N y
my,- - ,my, € X, tales que {[my],--,[my,,]} es el conjunto de elementos minimales de X,/ «~ con

respecto a <.

Definicién 3.2.21. Dado E un grafo finito y {[m],--- ,[my,]|} el conjunto de elementos minimales

de X,/ . Definimos
g
& = Z Ng(m).
i=1
Observacion 13. Notemos que:

a. Si g = e, entonces €, = Z v. En efecto, si m; € X, no es un vértice entonces m; = of3*
veEO
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para @, 3 € Path(E). Nétese que s(o) < aff*, lo cual implica que [s(a)] < [af*] = [mi]

contradiciendo la minimalidad de [m;].
b. Para cada g € G tenemos que & = &,. Esto pues,

g g

g

()" =) (mimi)" =) (m)"m; =Y mm;.
i=1 i=1 i=1

Finalmente procedemos a mostrar que las dlgebras de camino de Leavitt son épsilon fuertemente

graduadas si el grafo es finito y casi épsilon fuertemente graduadas para cualquier grafo. Para las

pruebas de estos resultados nos guiaremos de (Nystedt et al., 2018b, Teorema 4.1) y (Nystedt et al.,

2018b, Teorema 4.2) respectivamente.

Teorema 3.2.22. Sea E un grafo dirigido finito y R un anillo asociativo unitario. Entonces, Lg(E)

con la G—graduacion candnica es épsilon fuertemente graduada.

Demostracion. Sea g € G arbitrario. Dado que el grafo es finito, por la Definicion [3.2.21] existe
ng € Nymj,---,m, € Xg tales que {[my],---,[my]} es el conjunto de elementos minimales de
Xg/ « y tomamos

g g

& = Z:/Vg(ml) = Zm,m:‘ c LR(E)gLR(E)g—l.

i=1 i=1
Sea y8* € X,, afirmamos que existe un dnico j € {1,---,n,} tal que [m;] < [y0*]. En efecto,
supongamos que existe i € {1,--- ,n,} tal que [m;] < [y0*], esto implica que m; = o3* donde ¢ es

un camino inicial de ¥, pero mj = o/ con &' un subcamino inicial de y de ahi que [m;] < [m;] o

[m;] < [m;] en cualquier caso esto contradice la minimalidad, con lo cual concluimos la afirmacién.
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Ahora bien, por la Proposicién [3.2.20| tenemos .4 (m;)y8* = y6* y para cada i # j tenemos que
A (m;)y0* = 0. Asi, por la Observacion [13|item b y dado que S, es generado por X,, podemos

aplicar la Proposicién [3.2.13|para concluir que Lg (E) es épsilon fuertemente graduada. 0

Teorema 3.2.23. Sea E un grafo dirigido y R un anillo asociativo unitario. Entonces Lgr(E) con

la G—graduacion candnica es casi épsilon fuertemente graduada.

n
Demostracion. Seag € Gy s € S,. Entonces, podemos escribir s = Z riogf conri € Ry oy €
i=1
X;.Seal={l,---,n}yJ CItal que {[o;B]} s es el conjunto de elementos minimales respecto

<. Fijemos

- Z}f/’@(ajﬁf) € Lr(E)gLr(E) -
S

De manera anédloga al Teorema [3.2.22) podemos afirmar que existe un dnico j(i) € J tal que

(i) B}‘(i)] < [@if;’], asi por la Proposicién [3.2.20| tenemos que g (0t B;(i))aiﬁi* = ;B y si

Jj = j(i), entonces Ag(a;7) = 0. Asf obtenemos que

S—ZZ}’, (a;B7) Zr, Oﬂzﬁ, Zr,a,ﬁl =5,

i€l jeJ i€l i€l

con lo anterior y puesto que &(s) = (&(s))* podemos aplicar la Proposicion [3.2.14{ para concluir

el resultado. O
Ahora, como consecuencia del Teorema [3.2.23]tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.24. Si E es un grafo dirigido y R un anillo asociativo unitario, entonces el dlge-

bra de camino de Leavitt Lg(E) con la G—graduacion candnica es fuertemente no degenerada a
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derecha y fuertemente no degenerada o izquierda.

Demostracion. Sabemos por el Teorema [3.2.23|que Lg(E) es casi épsilon fuertemente graduado,

entonces por la Proposicién[3.2.11] obtenemos el resultado. O
Presentaremos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.2.25. Consideremos el siguiente grafo:

Figura 11. Grafo con un sink.

Este grafo E es finito y el vértice v; es un sink, entonces por el Teorema [3.3.6]el dlgebra de camino
de Leavitt Lx(E) no es fuertemente Z—graduada, ademads por el Teorema |3.2.22|obtenemos Lk (E)

es épsilon fuertemente Z—graduada.

Ejemplo 3.2.26. Sea F el siguiente grafo:

Figura 12. Un grafo con un emisor infinito.

El grafo F es infinito pues F! = {f1, />, f3,---} y por el Teorema [3.2.23| Lg(F) es casi épsilon

fuertemente Z—graduada. Ahora la pregunta es si este grafo induce un dlgebra de caminos de
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Leavitt épsilon fuertemente Z—graduada, para contestar esto veamos algunas de las componentes

homogéneas en Lg(F):

» Lg(F)o=({vi,vo, Af5 005 o5 s fiff e 3D
. LK(F)I = <{f17f27f37"'}>;

» Lg(F)-1 = {105, /5, 1)

Si Lg(F); fuese finito se habria podido escoger £, = Z ff7, sin embargo este no es el caso. Para
feF1
ver si Lg(F) es épsilon fuertemente graduada debemos probar que se cumplen las condiciones de

la Proposicion para esto la unica opcidn que tenemos es que £ = vy, luego nos resta probar

que € =v; € §15_1. Supongamos que en efecto &g = v; € §15_1, entonces podemos suponer que

vi=) rifig;

ien

con fie S1ygi €S-y paracadaie€ {l,---,n}, asi cada g; = f, para algin k; € N, entonces para
cada k € N tenemos

0# vy = fifu = fivifie = Y rifi fifi Je
i=1

en particular, existe i € {1,---,n} tal que k = i = k;, por ende como lo anterior es vdlido para cada
k € N esto contradice que v| se pueda expresar como una suma finita y por lo tanto Lg(F) no es

épsilon fuertemente Z—graduado.

Los ejemplos de arriba implican que no todo anillo casi épsilon fuertemente graduado es épsilon

fuertemente graduado y que no todo anillo épsilon fuertemente graduado es fuertemente graduado.



GRADUACIONES EN ALGEBRAS DE CAMINO DE LEAVITT 61

3.3. Algebras de camino de Leavitt fuertemente Z—graduadas

Vamos a enfocarnos en algunos resultados que nos dan condiciones necesarias y suficientes
para que el dlgebra de camino de Leavitt sea fuertemente graduada con la Z—graduacién canéni-
ca, como veremos dichas condiciones estdn relacionadas con las propiedades del grafo. Para esto
tomaremos como guia los articulos Nystedt and Oinert (2020) y Lundstrom and Oinert (2021). En

esta seccion R denotard un anillo asociativo no necesariamente unitario y £ un grafo dirigido.

Comenzaremos enunciando algunos lemas y definiciones que nos servirdn para demostrar el Teo-

rema[3.3.6]y el Teorema[3.3.§]

Lema 3.3.1. Si (X,),en es una sucesion de conjuntos finitos no vacios y para cada n € N tenemos

una funcion g, : X,+1 — Xy, entonces existe un elemento

(X1,.X2,X37"') € HXrH

neN
tal que para cada n € N se cumple la igualdad g, (x,+1) = X
Demostracion. Vamos a comenzar probando la siguiente afirmacion:

Afirmacion: Si (Xp,)uen es una sucesion de conjuntos finitos no vacios y para cada n € N tenemos

una funcion g, : Xp+1 — Xp, entonces existe una sucesion de conjuntos (Zy),cn tales que Z, C X,

y gn(ZnH) =Zy.
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En efecto, para todo m,n € N consideremos

Yl’lln - (gn O8n+10:- - Ongrnfl)(Xm—o—n),

entonces para cada m,n € N el conjunto ¥," es no vacio y finito pues cada X, es vacio y finito,

ademads es un subconjunto de X,,. Notemos que

ymtlcym (1)

y ademads

gn( yﬁ_l) = gn((gnogn—i-l O--- ogm+n—1)(Xm+n)) = Yr71+1- 2)

Escogemos entonces Z, = Ny,enY,”, el cual por (1) es un subconjunto finito y no vacio de X,.
Dado que cada ¥, es finito y no vacio, existe p(n) € N tal que para todo k > p(n) las igualdades

v =¥"" =7, Sean € Ny k = max{p(n+1), p(n)}, entonces, por (2) tenemos que

+1
gn<Zn+1) :gn(ny)JE’{ )) :gn(Y,f+1) = Y,f—H =27y,

lo cual muestra la afirmacion.

Ahora bien, haciendo uso de la afirmacién anterior vamos a definir un elemento (xy,xp,---) €
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H Z, inductivamente de la siguiente manera, sea x; € Z; un elemento arbitrario. Supongamos
neN
que hemos definido x, € Z, para todo n < m, entonces escogemos X,,.; como un elemento de

&m(Xm) NZyy1. El elemento (x1,xp,x3,---) anterior cumple la igualdad g, (x,+1) = x, para todo

n € Ny por lo tanto concluimos el resultado.

]

Lema 3.3.2. Sea R un anillo unitario y E un grafo dirigido. Considere el dlgebra de camino de
Leavitt S = Lg(E) con la Z—graduacion candnica. Entonces son vdlidas las siguientes afirmacio-

nes:
1. Si E es row-finite y no tiene sink, entonces S1S_1 = Sp.
II. Si E no tiene source, entonces S_151 = Sp.
III. SiLg(E) es fuertemente graduada, entonces E no tiene sinks.
Demostracion.

I. Sabemos por la Z—graduacion que S1S_1 C Sy, por lo que sélo debemos verificar que So C
S1S_1. Por la Proposicion sabemos que Sy es un subanillo de Lg(E) y dado que para
cadar e Sy, y b € §15_1 tenemos que rb € §p515_1 C §15_1 podemos concluir que §1S_1 es
un ideal de Sp. Ahora bien, el Lema nos dice que las sumas finitas de elementos de E°
forman un conjunto de unidades locales para Lg(E) y en particular para Sy, de ahi afirmamos
que si EY C §,S_,, entonces So C §15_1, esto pues dado r € Sy existe una suma finita u de

elementos de E° y por ende u € §1S_1 tal que r = ru € S§pS515-1 € §15-1, con lo cual solo
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resta probar la afirmacion. En efecto, como E es row-fnite y no tiene sinks por la propiedad

(CK2) de Lg(E) tenemos que cada v € Ey lo podemos escribir como

V= Z ee* €8515_1,
{e€E|s(e)=v}

con lo cual concluimos la prueba.

I1. Usando el argumento anterior, basta mostrar que EYCS_,S;.SiveE dado que v no es
source por hipétesis, existe f € E! tal que v = r(f) y por la propiedad (CK1) tenemos que

v=r(f)=f"f€S_1S1 porende Sp = S_15;.

III. Supongamos por contradiccién que existe un sink v € E°, como Lg(E) es fuertemente gra-

duada tenemos que v € Sp = S15_1 y ya que los vértices son idempotentes

v=wevSiS_

pero, vS; = 0 ya que no existen un monomio un* tales que u,n € Path(E) y |u| —[n| =1

con v =s(un*). Asi obtenemos que v = 0 lo cual es absurdo.
]

Proposicion 3.3.3. Si E es un grafo dirigido y R un anillo asociativo unitario, entonces Lg(E) con

la graduacion candnica es simétricamente 7.— graduada.

Demostracion. En efecto, sean € Z. Entonces, si Lg(E), = {0} claramente Lg(E), = Lgr(E),Lr(E)—nLg(E ).
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Ahora supongamos que Lg(E), # {0}, puesto que Lg(E) es Z—graduada la contenencia Lg (E),Lr(E)_p
Lg(E), C Lg(E), se mantiene, por lo cual sélo debemos verificar la otra contenencia. Sea aff* €

Lg(E), un monomio distinto de cero, entonces r(ct) =r(B) y Ba* € Lg(E)_p, luego

af* = ar()B* Por E2
= ar(B)r(a)B* Pues r(a) = r(pB)
— a(f*B) ()" Por CK1
= (af”)(Ba”)(aB”)

asi, aff* = (ap*)(Ba*)(aBf*) € Lr(E),Lr(E)—sLr(E),, con lo cual concluimos que Lg(E) es

simétricamente Z—graduado. [

Definicion 3.3.4. Sea o € E" para algiin n € N. Decimos que el vértice r(e) es un vértice giratorio

de o si existe B € E"™! con r(a) = r(B).
Veamos algunos ejemplos de esta definicion.
Ejemplo 3.3.5.

I. Sea Ej el siguiente grafo:

)

L)

Y V2

Figura 13. Grafo giratorio.
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Tenemos que v, es un vértice giratorio para el camino @ = eje; € E2 pues f = ejezes € E
q g P Y

es tal que r(at) = r(ex) = r(B).

II. Consideremos el siguiente grafo E»:

S 2 f3

EZ: . ¢ +——— o

Vi \%) V3 V4

Figura 14. Grafo con vértice v, giratorio.

Para este grafo v, es un vértice giratorio para el camino o = f; € E! ya que B = faf> € E?

satisface que r(o) = r(f1) = r(f2) = r(B).

Finalmente presentaremos los resultados principales de esta seccidén, vamos a comenzar probando
una generalizacion de (Hazrat, 2016, Teorema 1.6.15) que podemos encontrar en (Nystedt and

Oinert, 2020, Teorema 6.1).

Teorema 3.3.6. Sea E un grafo row-finite que no tiene source. Entonces, Lg(E) es fuertemente

Z—graduada si 'y solo si E no tiene sinks.

Demostracion. Primero, si Lg(E) es fuertemente Z—graduada por /11 del Lema [3.3.2]el grafo no
tiene sinks. Reciprocamente, si E no tiene sinks y ademds es row-finite entonces por / del Lema
3.3.2)51S_1 = So y dado que E no tiene sources por /I del Lema [3.3.2] S_;S; = S, ahora bien
por la Proposicién sabemos que Lg(E) es simétricamente graduada y por el Corolario

concluimos que Lg(E) es fuertemente Z—graduada. [l
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Presentaremos ahora un resultado mas general, para la prueba tomaremos como guia (Lundstrom
and Oinert, 2021, Teorema 1.3) donde Lundstrém y Oinert presentan una prueba directa de (Clark
et al., 2019, Teorema 4.2) sin utilizar resultados altamente técnicos. Vamos a requerir de la siguien-

te definicion.

Definicion 3.3.7. Decimos que el grafo E satisface la condicion (Y 1) si para cada camino infinito

p, existe un subcamino inicial a del camino p y un camino infinito B tal que r(f) = r(a) y
B] o] =1.

Notemos que la condicién (Y1) de un grafo, es un caso particular de la condicién (Y) de la Defini-

cion|l1.1.6)

Teorema 3.3.8. Sean R un anillo unitario, pero no necesariamente conmutativo y E un grafo diri-
gido, consideremos a LgR(E) con la 7—graduacion candnica. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

I Lg(E) es fuertemente 7—graduada ;

II. E es row-finite, no tiene sinks y satisface la condicion (Y);

IIl. E es row-finite, no tiene sinks y satisface la condicion (Y1),

Demostracion. Para mostrar que las afirmaciones anteriores son equivalentes vamos a probar que

I implica /1, II implica I11 y I11 implica I:

1. Vamos a suponer que S = Lg(E) es fuertemente Z—graduada y veamos que E cumple las

condiciones de la afirmacién /1:
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* E no tiene sinks: Consecuencia del Lema [3.3.2]item /11.

* E es row finite: Debemos probar que s~ !(v) = {e € E' | s(¢) = v} es un conjunto finito
para cada v € E°. Supongamos por contradiccién que existe v € E¥ tal que |s~! (v)| = oo.

Por la hipétesis tenemos que v € So = S1.5_1, por lo tanto podemos escribir
n
v=Y ap%s;,
i=1

donde o; 3 € S1y %6 € S_ paracadai€ {1,--- ,n}, note que si %6, € S_; podemos

decir que | ;| > 0. Asf pues, para cada f € {e € E° | s(e) = v} obtenemos que
n
f=vf= Z a3 o/ f
i=1

sin embargo, la propiedad (CK1) nos dice que &/ f # 0 siempre que la primera arista
de §; seaigual a la arista f pero tenemos un nimero infinito de estas aristas que inician
en el vértice v y s6lo un nimero finito de caminos §;, de ahi que van a existir aristas
tales que ningtin camino &; comienza en esas f’s, por lo que para dichas aristas f =0

lo cual es un absurdo.

* E cumple la condicion (Y): Sean p un camino infinito, kK > 0 un entero arbitrario y

v =s(p) € E°. Por hipétesis sabemos que So = S_;S) de ahi que

V= Zn: B} 167
i=1
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con o3 € S_xy 16" € Sk. Sea p’ un subcamino inicial de p tal que |p’| > |;| para
cadai€ {1, --,n} (podemos escoger p’ tan grande como queramos pues p es infinito).

Notemos que

ya que p’ es un subcamino inicial de p, por lo tanto debe existir algin m € {1,--- ,n}
tal que &, es un subcamino inicial de p’ de lo contrario vp’ = 0. Tomemos & = &,
y B = Y, como 8, # 0 tenemos que r(a) = r(P) y dado que 7,06,, € S; obtenemos

|| — |6m| = |B| — || = k, por lo tanto concluimos que E satisface la condicién (V).
2. Basta tomar k = 1 en la definicion de Condicién (V).

3. Veamos que S = Lg(E) es fuertemente graduada, para esto por la Proposicién debe-
mos verificar que SoS, = S, = S,So paracadan € Z y que $15_1 = So = S_1S51. Dado que
el conjunto Sy contiene a los vértices del grafo los cuales forman un conjunto de unidades
locales para Lg(E) tenemos las igualdades SpS, = S, = 5,50 y como por hipétesis E es row
finite y no tiene sinks, por el Lema item / se cumple la igualdad So = S15_1, asi pues
solo resta probar que Sp = S_5;. Por un argumento andlogo al del Lema3.3.2]item / es sufi-
ciente mostrar que E° C S_;S;. Notemos primero que para cada vértice v el cual no es source

v € S_151, esto ya que si alguna arista f del grafo termina en v tenemos por la propiedad

(CK1) que

v=r(f)=ffeS_15,
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por lo que s6lo debemos enfocarnos en los vértices que son sources.
Sea v € E, definimos de forma inductiva una sucesién de conjuntos (X,,),cn. Comenzare-
mos con

X, :={f€ E! | s(f) =vyr(f) no es un vértice giratorio de f},

notemos que X; es un conjunto finito pues el grafo es row-finite. Supongamos que hemos

definido el conjunto X,, C E" para n € N. Sean

Xor1 = {af €cE"™ o€ Xy, f € ELs(f) = r(a) y r(f)

no es un vértice giratorio de o.f '}

tenemos que X+ es finito pues E es row finite y X,, es finito. Afirmamos que debe existir
n € N tal que el conjunto X,, es vacio. En efecto, asumamos por contradiccion que X, es no

vacio para cada n € N, esto nos permite definir las funciones

gn Xn+1 = Xy

af — o,

entonces por el Lema existe (x1,x2,++) € [T,enXn tal que g,(x,+1) = x, para cada
n € N, obsérvese que p = xjx;--- es un camino infinito en E con v = s(p), pues r(x;) =
s(x;1+1) por la definicion de los X; y x; € X1, asimismo el camino p tiene la propiedad de que

r(x,) no es un vértice giratorio del subcamino xjx; - - - x, para cada n € N y esto contradice la
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condicién (Y1) del grafo, ya que si existe un subcamino inicial o = x; ---x, € E" de p que
cumpla la condicién (Y1) para p debe pasar que exista un camino finito 8 con || — |a| =1
y r(a) = r(B) lo que implica que B € E"*! y por tanto r(a) = r(x,) es un vértice giratorio,
lo cual no es posible por la definicion de X,,, concluimos asi que existe n € N tal que X, es
vacio. Definamos K = min{n € N | X;, = 0}.

Vamos a mostrar ahora que

m
v=Y oo
i=1

paraalginm € Ny ay,---, o, € Path(E) tal que r(;) es un vértice giratorio de cada a;. En

efecto, puesto que E es row-finite y no tiene sinks podemos escribir

v=Y fifi) ey
i=1
donde s~'(v) = {f1,---, fu }. ahora si para algiin i tenemos que r(f;) no es un vértice gira-

torio de f;, entonces f; € X y podemos reescribir

fifi = fir(A) S} por (E2)

=f; Z hh* | ff por (CK2)
hes=1(r(f;))

en (1), en caso de que r(fih) sea de nuevo un vértice giratorio de algiin & encontramos
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que fih € X, y podemos repetir el proceso, observemos que podemos repetir este proceso
siempre que encontremos vértices giratorios, pero este proceso se detiene pues X; = 0, de
esta manera podemos encontrar m € N y caminos o, - -+, &, € Path(E) con |oy| < k para

todoi € {1,---,m}, tales que

m
v=Y oo
i1

y para cada i € {1,---,m} r(e;) es un vértice giratorio de ;. De la afirmacién anterior
obtenemos que paracadai € {1,---,m} existe B; € Path(E) con r(oy) =r(Bi) y |Bil — |ai| =

1, asi pues

I n

m
y = Z alal* =
i=1

m m
oir(0g) o = Z air(Bi)o = Z i o
i=1 i=1

i=1

y dado que |B;| — |o;| = 1 tenemos que

m
v=Y 0B €S 151,
i=1

con lo cual concluimos que Lg(E) es fuertemente graduado.

Ejemplo 3.3.9. Sea E el siguiente grafo:
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SR

Figura 15. Grafo row-finte, sin sinks y con la Condicién (V).

Este grafo es row-finite, no tiene sinks y por la Proposicion satisface la condicién (Y), en

consecuencia por el Teorema concluimos que Lg(E) es fuertemente Z-graduada.

Finalizaremos esta seccion caracterizando las dlgebras de caminos de Leavitt fuertemente gradua-
das si el grafo es finito. Para esto comenzaremos presentando algunos lemas donde usaremos la

notacion de la seccidn anterior.

Lema 3.3.10. Sea E un grafo finito. Entonces, € = Z V.

ve{veEQ|v no es un sink}

Demostracion. Dado que {[a] | @ € E'} es un conjunto de elementos minimales en X;/ -, por la

Definicion [3.2.21] se sigue que

e =) Sa)=) aa’.

a€cE! a€cE!

Noétese que podemos reescribir la suma de arriba de la siguiente manera

Y oot = ) ) aot = ) v,

a€E! {veEOv no es sink} {acE!|s(a)=v} {v€EO|v no es sink}

con lo cual concluimos el resultado. ]
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Lema 3.3.11. Si E es un grafo finito sin sinks, entonces para cada v € EV existe n, € Ny MYy My, €
X_1 tales que ningiin par de elementos de [my ), ,[mp,, V| tiene un elemento menor comiin en

ny
X_1/ « con respecto Xy Zt/V_l(mi’V) €S 15.

i=1
Demostracion. Comenzaremos mostrando la siguiente afirmacion:

Afirmacion: Si E es un grafo finito sin sinks, entonces dada cualquier arista f € E' es posible

encontrar un camino o, que inicia en f tal que r(Q) es un vértice en un ciclo.

En efecto, sea f € E! una arista arbitraria, por la propiedad (E1) tenemos que f = fr(f) entonces
como r(f) no es sink existe una arista f; tal que s(f1) = r(f), aplicando este proceso conseguimos
un camino infinito B = ff] ff3- -+, como el grafo es finito existe i € N tal que la arista f; aparece
mas de una vez en el camino f3, sea j el minimo de esos i’s, entonces si m aristas después reaparece
fj tenemos que fjfj+1--- fj+m—1 €s un subcamino cerrado en 8 y por lo tanto r(fj1,) pertenece a

un ciclo asi basta considerar & = ff;--- fj--- fj;m—1 para concluir la afirmacion.

Ahora bien, sea v € EY entonces por la propiedad (CK2) existen aristas fi,-- - , f,, tales que s(f;) = v

paracadaie {1,--- ,n}y

v=Y fifi =) fir(A)f
i=1 i=1

Entonces, si r(f;) estd en un ciclo escogemos 0, = f;. Ahora consideremos a las aristas f; tales
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que r(f;) no esta en ningtn ciclo y volvamos a usar la propiedad (CK2) a r(f;), asi

fir(fi)fi = fi (Z g&) =Y figjr(g))gf:
=1

y tenemos dos casos, si r(g;) estd en un ciclo escogemos ¢;, = f;g; en caso contrario repetimos
el proceso el cual finaliza por la afirmacién anterior, por lo tanto podemos afirmar que para cada
v e EC existe n, e Ny @, € Path(E) tales que r(a;,) estd en un ciclo C;y v =Y, &y,
Escojamos para cadai € {1,---,n,} un camino ; en el ciclo tal que r(f3;) = r(04,) y @B € X_1,

fijemos entonces m; = o, 3;*, asi pues

v_Zoclvoc,v Zoclvroc,v =
—Zazvrﬁt A Zo‘lvﬁ Bio; &y

= Zmi,vmzv = Ze/i/_l(miyv) eS_15;.
= i=1

Nétese que los caminos €, - -, O, son todos distintos pues inician en aristas distintas, de ahi que
no exista un elemento menor en comun en los elementos [m; ], -, [mp, ], ya que si [m] < [m;,)]
entonces m es un subcamino inicial de ¢;, y por ende no puede ser subcamino inicial de ningtin

[m;,] parai # j, con lo cual concluimos el resultado. O

Teorema 3.3.12. Sea E un grafo dirigido finito. Entonces, Lr(E) es fuertemente 7.—graduado si y

solo si el grafo E no tiene sinks.
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Demostracion. Si asumimos que Lg(E) es fuertemente Z—graduado por el Lema inciso III
tenemos que E no tienen sinks. Reciprocamente, comenzaremos probando la siguiente afirmacion:

Afirmacion: Para todo v € EY tenemos la igualdad €_1v = v.En efecto, sea v € EY arbitrario, por

el Lema|3.3.11|existe n, € Ny my y,---,my,, € X_1 C Lg(E)_; tales que

ny
V=

N1 (miy)
i=1

asi, como Lg(E) es épsilon fuertemente Z—graduado tenemos que

ny, ny, n,
e v==¢€_ (Z </V1(m,~7v)) = Z E_ymym;, = memzv =v
i=1 ] i=1

i=1

con lo cual concluimos la afirmacion.

Ahora bien, una vez probada la afirmacion obtenemos que

eg=e1=) eqv=) v=1,

veEY vEED

ademds por el Lema [3.3.10| encontramos que & = 1 = &_j, entonces dado que Lg(E) es si-
métricamente graduado, por el Corolario [3.1.14 basta probar que Lg(E)|Lgr(E)—1 = Lg(E)o y

Lr(E)_1Lr(E)| = Lg(E)o para concluir que Lg(E) es fuertemente graduado, por la Z—graduacién
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tenemos que Lg(E)Lgr(E)—1 C Lg(E)o, ahora sea x € Lg(E)( entonces

x=x-1¢€ LR(E)OLR(E)ILR(E),I - LR(E)ILR(E),I

y de manera andloga conseguimos que Lg(E)o = Lr(E)—1Lgr(E)1, asi hemos probado el resultado.

]
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4. Algebras de camino de Leavitt como anillo de grupo torcido

Este capitulo tiene como objetivo mostrar el isomorfismo entre las dlgebras de camino de
Leavitt y un anillo de grupo torcido que construiremos. Ademds, estudiaremos como se benefician
las élgebras de camino de Leavitt de la teoria de anillos de grupo torcido. A lo largo del capitu-
lo K denotard un cuerpo y G un grupo con elemento neutro e € G, Para esto nos guiaremos de
Dokuchaev and Exel| (2005Db)).
4.1. Acciones parciales

En esta seccion nos encargaremos de introducir los conceptos de accién global, accién

parcial y anillo de grupo torcido parcial, junto con algunos ejemplos.

Definicion 4.1.1. Sean X un conjunto no vacio y G un grupo con elemento neutro e € G. Una

accion global de G sobre X es una funcion de - : G X X — X la cual satisface:
I Para cada x € X tenemos que e -x = Xx.
Il. Paracadax€ Xy g,h € G tenemos (gh)-x=g- (h-x).

Notemos que de manera andloga podemos definir una accién global a derecha. Veamos algunos

ejemplos.

Ejemplo 4.1.2. Dado G un grupo y X un conjunto arbitrario no vacio. La accién de G sobre X

dada por g -x = x para todo x € X, es conocida como la accion trivial de G sobre X.

Ejemplo 4.1.3. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Entonces H actia sobre G mediante la
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multiplicacion a izquierda, es decir H X G — G estd dado por & - g = hg. Particularmente, si H = G

se tiene que G actuia sobre si mismo.

En seguida presentaremos las acciones parciales las cuales son generalizaciones de las acciones

globales definidas arriba.

Definicion 4.1.4. Sean G un grupo con elemento neutro e € G y X un conjunto. Una accion parcial
o de G en X consta de una coleccion de subconjuntos X, C X'y biyecciones 0 : X,-1 — X, tales

que:
L X.=Xyo,:X,— X, es la funcion identidad;
I oy, ' (X N Xp1) © Xyt
1. ag o 0y(x) = Op(x) para cada x € 04,1 (X N X,-1).
Observacion 14.
1. Las condiciones II'y III implican que la funcion o, es una extension de la funcion o, o ;.
2. Paracada g € G, Oy-1 = ag_l.

3. Lacondicion II puede ser reemplazada por la condicion o~ ! (X ﬂngl) =Xj-1NXp-14-1. En
efecto, por II tenemos que @, ! (X NXg HCx,1NX,- -1, reciprocamente si reemplazamos

hpor h~!yy g por gh en II obtenemos que

((th)_l(thl mX(gh)—l) - X(ghhfl)—l NX, = ng NXp,
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asi aplicando oy,-1 conseguimos Xj,—1 MX -1 € -1 (X1 N X,) como desedbamos.
De la observacion anterior, las condiciones I, I1 y 111 son equivalentes a las siguientes:
I. X, =Xy o :X — X eslaidentidad de X.
1. 0 (X1 NXp) = X N X
HI. og(oty(x)) = agp(x), para todo x € X1 N X g1

Ejemplo 4.1.5. Sea R = Ke| € Ke; una suma directa de copias de un cuerpo K. Definimos una

accion parcial de Z de R dada por
1. Xo=RYy o = Idg.
2. X, =Key y o, = Idg,, paran # 0.
Veamos que se cumplen las tres condiciones.
I La primera condicién vale por definicion.

II. Veamos que a,(X_, NX,,) = X, N X+, Analicemos los respectivos casos, sin # m # 0

OC,,(X_” ﬂXm) = Otn(Kez ﬂKEQ) = Otn(Kez) = Kep

= (Kez) N (KeZ) - Xn me+n
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Ahora, sin#0ym=0

0 (X_n N Xom) = (XN Xo) = 0 ((Kez) N (Key D Kez) = oy (Kes)

=Ker = (Kez) N (Kez) =X,NX, =X,.

De manera andloga, obtenemos el resultado sin =0y m # 0.

II. Dado x € X_, N X(_,,_y), debemos verificar que O (Qy (X)) = Gy1n(x) para esto analicemos
los posibles casos: si n,m = 0 la condicién se cumple facilmente, si m = —n 'y n # 0 entonces
xeX ,NXo=X_, =Kep asi 0_,(0(x)) =x = QA_p1,(x) = 0p(x) y finalmente, si m # —n

y m,n # 0 obtenemos 0y, (04, (x)) = O (Idke,) = Idke, = Opin(X).

Ejemplo 4.1.6. Sea ./ el K—espacio vectorial con base {1,#,u,v}. Definamos el siguiente pro-

ducto en &/

para todo a € 7, este producto le da a &7 estructura de K—4algebra asociativa unitaria. Sean G =
(g:g>=1)e 7 elideal de <7 generado por v (dado que tv = vt = u el ideal .# es generado por u'y
por v). Si establecemos X| = .7, o) : F — o, Xg=I yOg: I — . conOg(u) =vy 0g(v) =u

para todo g € G, obtenemos una accién parcial o = {{0 } e, {Xg }eci }-

Es posible definir acciones parciales no solo a nivel de conjuntos, por ejemplo para definir una

accion parcial o de un grupo G sobre una K —algebra asociativa no unitaria .« en la Definicién
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suponemos que X, es un ideal de .7 para cada g € G y cada funcién @, es un isomorfismo.
El siguiente lema muestra una manera de construir una accién parcial a nivel de dlgebras a partir

de una accion parcial a nivel de conjuntos.

Lema 4.1.7. Sean G un grupo, {{Xg}¢cG,{6;}ecc} una accion parcial de G en un conjunto X'y
F(X) la K—dlgebra de funciones de X en K. Entonces la familia {{F (Xg)}gecG, {0 }gcc} es una
accion parcial de G en F(X), donde

g F(Xo1) = F(Xg)

fr> fob,

Demostracion. Ver (Beuter and Gongalves, 2016, Proposicion 3.5). O]

Junto con la definicién de acciones parciales aparecié una generalizacion del los productos cruza-

dos.

Definicion 4.1.8. Dada una accion parcial & de un grupo G en un dlgebra <7, el anillo de grupo

torcido o/ x4 G es el conjunto de todas las sumas formales

{ZagSg:ageXg}

geG

donde los &, son simbolos. La adicion es definida componente a componente y la multiplicacion

es determinada por

(agBq) - (bndh) = (0t (ag)bp) S
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Observacion 15.
= Como veremos en el Ejemplo los anillos de grupo torcido no siempre son asociativos.

» Si .o/ X G es asociativo, entonces es un anillo G—graduado con la graduacién dada por

A xq G = (A xqG)g
geG

donde (&7 X G)g = 4.

Ejemplo 4.1.9. La K—dlgebra del Ejemplo no es asociativa. En efecto, consideremos el

elemento x = #8; + ud, para algin g € G, calculemos el producto xx

xx = (101 +udg)(t8; +ud,)
= (261)(201) + (161)(udg) + (ubyg)(161) + (udy) (u,)
=128y + o (o1 (1)) 8 + Ot (01 (1)) 8y + 0t (011 () 10) 8y

= 0 (tu) Og + 0t (V) 8¢ + g (Vi) 8y
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Ahora calculemos (xx)x y x(xx)

(x)x = 18, (18 + ud,) x(xx) =(£8) +u8,)v3,
— (v8,)(181) + (v3,) (ud,) —(181)(v3,) + (uy) (v8,)
— Ol (01 (V)1) 81 + Ol (01 (V)8 — oty (00 (1)) 8 + g (01 (1)) 8y
= 0t (ut) 8y + 0ty (u?) 5y =198, + 0 (V) &
—0 —us,.

Por lo que .o/ x4 G no es asociativa.

4.2. Relacion entre las algebras de camino de Leavitt y los anillos de grupo torcido
Dedicaremos esta seccion a estudiar la relacion entre las dlgebras de camino de Leavitt y
los anillos de grupo torcido, en particular construiremos una accién parcial sobre el grupo libre
generado por las aristas del grafo y cuyo anillo de grupo torcido asociado es isomorfo a las dlge-
bras de camino de Leavitt, para esto nos basaremos en Gong¢alves and Royer (2014)). A lo largo de
esta seccién consideraremos E = (E°, E!, r,s) un grafo dirigido, I el grupo libre generado por las
aristas del grafo con elemento neutro 0 € F, W el conjunto de caminos finitos, W el conjunto de
los caminos infinitos del grafo £ y K un cuerpo con unidad multiplicativa 1 € Ky 0 € K también

denotara la identidad aditiva.
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Comenzaremos construyendo una accion parcial a nivel de conjuntos del grupo libre [ sobre un

conjunto X, para esto consideremos
X={acW|r(a)esunsink}U{veE®|vesun sinky UW™.

Ejemplo 4.2.1. Sea E el siguiente grafo

V2 f2 V3.3f3
f/

E: Vi

A
/s
A szx

Figura 16. Grafo con infinitos elementos en el conjunto X.

Veamos algunos elementos del conjunto X, notemos que el unico sink de E es el vértice v luego
v € X, ademds todos los caminos que terminan en v y por tanto en las aristas fj o f, también estan

en X, por ejemplo fi, f2f1, /3 f3/2/1 €X'y fe.[5]6,[a+- fafsfe € X, finalmente en E existen

s6lo dos caminos infinitos que son f3f3---, fafs4--- los cuales estdn en X.

Continuamos definiendo la accion parcial de [F sobre X, para esto definamos los subconjuntos X,
tales que g € [F. Teniendo en cuenta que W es un subconjunto de [F definimos dichos subconjuntos

de la siguiente manera:
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1I. Xy :={a€ X |s(a) =r(f)} paratodo f € W;
1. X, :={o € X | e es un camino inicial de a} paratodo e € W;

IV. X,p-1 = {a € X | e es un camino inicial de a} donde e, f € W'y ef~! estd en su forma

reducida con r(e) = r(f);

V. X, = 0 para cualquier otro g € IF
Observacion 16.

= 7(f) € X1 siy s6losir(f) es un sink. En efecto, si r(f) € X1 esto implica que r(f) € X
lo cual de la definicién de X implica que r(f) debe ser un sink. Reciprocamente, si r(f) es

un sink 7(f) € X y ademds s(r(f)) = r(f) de ahi que r(f) € X1

= Sir(f) es un sink, entonces X1 = {r(f)} y Xy = {f}. De hecho si r(f) es un sink, por el
item anterior tenemos que 7(f) € X;-1 supongamos entonces que existe (f) # & € X1,
esto implica que s(a) = r(f) lo que contradice que r(f) es un sink. Veamos ahora que
Xy = {f}, notemos que si r(f) es un sink entonces f € X y por tanto f € Xy, supongamos

ahora que existe @ # f € Xy por definicion o inicia en f pero r(f) es un sink asi que o = f.

Ejemplo 4.2.2. Estudiemos algunos conjuntos X, Para el grafo del Ejemplo Xp,={faf3,

BhAABAAA L Xy ={fafa - fafsfe, fafafsfe, -+ } son conjuntos infinitos. Por otra parte

de la observacién de arriba Xy, = {fi1} y X.-1 = {v1} y finalmente, notemos que X, = X, = 0.
1

Ahora bien, para completar la accion parcial de [ sobre X debemos definir las funciones y lo

hacemos de la siguiente manera:
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I1.

111

IV.

6y : Xo — Xj es la funcién identidad;
Para e € W, se define 6, : X, 1 — X, como 6,(&) = ec;

Para f € W, definimos 6,1 : Xy — X1 por 0,-1(Y) = ¥s|+1Yf+2" - i 7(f) no es un sink

y 0,-1(f) =r(f) sir(f) es un sink;

Parae, f € W con r(e) = r(f) y ef ! en su forma reducida, se define O p1 1 Xpe1 = X1

como eef—l (a) = €(X|f|_‘_1(X‘f|+2 cee,

donde | f| indica la longitud del camino f. Veamos que las funciones anteriores son biyectivas:

I

11.

6y es biyectiva por definicién.

0, estd bien definida pues si @ € X,-1 tenemos que s(@) = r(e) luego ecr es un camino que
inicia en a de ahi ea € X,, ademds si r(e) es un sink por la Observacion tenemos que
X, 1={r(e)} yX.={e}, luego 6,(r(e)) = er(e) = e. Ahora, la biyectividad la conseguimos

pues 6,1 es la inversa, en efecto si r(e) es un sink

Be06,-1(e) = Be(r(e)) =er(e) =e y BO-106(r(e))B,-1(e) = r(e),

y si r(e) no es un sink

00 0,1(0) = Oc(Qe| 4 1Qe| 42" ) = €Yo 41 QYe 42" = QY

6, 100.(a)=6,1(ea) =0t
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teniendo en cuenta que 6,-1 es la funcién que borra al subcamino inicial de e.

I11. Veamos que 9f7| estd bien definida, claramente si r(f) es un sink, por la Observacién
Xy ={f}y Xp1r ={r(f)} asi 0,1(f) = r(f). Ahora bien, si r(f) no es un sink y y €

Xy entonces ¥ = Y1 Np42 8 YparWpie2 s € Xpr pues r(f) = s(Mper¥p2-)-

Ademas, del item anterior 6,1 es biyectiva con inversa 6.

IV. 8,1 estd bien definida, pues para cada & € X1, tenemos que f = 040 -+ - 07| y ademds
r(f) = r(e) = s(os41), asi eqy 1012+ s un camino en X, 1. Para terminar, esta

funcidn es biyectiva con inversa efe—l, en efecto

Op5-1005-1(0) = 6,01 (€0 1101127+ ) = fOUp 1 Opiya-- =0y

Ofe106p-1(0) = Ot (flef 11 0Ye427+) = €Olie| 1 el 277+ = .

Ejemplo 4.2.3. Si consideramos el grafo del Ejemplo tenemos por ejemplo que 6y, es la

funcién definida por 6y, (f1) = fof1, nétese ademds que parte de X 1= {fi} y llega a Xy, :=

{fafi}-

Asi, conseguimos una accién parcial {{Xg}¢cF, {60, }ocr} a nivel de conjuntos y teniendo en cuen-
ta que nuestro objetivo es construir un anillo de grupo torcido, vamos a llevar esta accidn parcial
al nivel de algebras como consecuencia del Lema es decir consideraremos la accidn parcial
{{F (X;)}ger, {0 }oer } a nivel de dlgebra asociada a la accion parcial {{X, }4cF, {6} ger}. Intui-

tivamente se podria pensar que el anillo de grupo torcido asociado a la accién parcial anterior es el
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elegido para el isomorfismo, pero este anillo es muy "grande" por lo que nuestro propdsito ahora
es hacerlo lo suficientemente pequefio para obtener un isomorfismo. Con este fin introducimos los
conjuntos X, = {a € X | s(&t) = v} para cada v € E?, los cuales de manera similar a los conjuntos
de la accion parcial cumplen que v € X, si y s6lo si v es un sink, en este caso ademads se tiene
X, = {v}. En el siguiente lema vamos a estudiar la relacién de estos con juntos con los conjuntos

de la accion parcial.
Lema 4.2.4. Sean a,B €W, 7,6 € WU{0} y v € E°. Entonces:

Xo1=Xg1, si r(e) =r(P)

L Xafl mXﬁfl =
0, en caso contrario
Xgy1,  sir(o) =s(p)
11 Xa—l ﬂXﬁ,}ﬁl -
0, en caso contrario
.
Xoy-1s si o= & para algiin § € WU {0}
. Xgy1 NXps—1 = Xgs-1, sifp=af paraalgin § € WU{0}
0 en cualquier otro caso

\
Aqui estamos asumiendo que r(a) = r(y) y r(B) = r(8), pues de lo contrario Xy, 1 =

Xﬁg—l - 0

Xy =Xy, sir(B)=v
V. X,NX, 1 =

0, en caso contrario
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Xyt sis(o) =v

V. X,NXgy1 =

VL

0 en caso contrario

X, = U Xa= | X1

s(a)=v s(a)=v

Demostracion.

1.

I1.

I1.

Iv.

VI.

Sin eX,- ﬂXB_l , entonces por definicion s(n) =r(a) y s(n) =r(p) asi que r(a) = r(fB)

0 en caso contrario X,-1 NXg-1 = 0.

Sin € Xy-1NXg,-1, entonces s(1) =r(a) y n = P paraalgin t € W de ahi que r(a) = s(f)

en cuyo caso X -1 mXBY—l = XBY—I, de lo contrario X1 ﬂXBY—I =0.

Sin € Xyy1NXgs-1, entonces =01y 1 = B x para algunos t, k € W, con lo cual tenemos
los siguientes casos: primero si @ = B¢ para algin § € W, por definicion Xp,1 NXg5-1 =
Xoy-1, segundo si B = o para algin §{ € W por definicién Xoy1NXgs-1 = Xgs-1 y final-

mente, en cualquier otro caso la interseccion es vacia.

Sin € XyNX,-1, entonces s(n) =vy s(1) = r(y) asi que si v =r(y) por definicién X, =X, 1,

en caso contrario X, ﬂXrl = 0.

Sin € X,NXgyy1, entonces s(n) =vy n = oy para algin 4 € W luego por definicion

X,NX, Xqy-1, de otro modo la interseccion es vacia.

1=

Esta igualdad la conseguimos de la definicién.
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Consideremos ahora para cada a € [ la funcion caracteristica del conjunto X, la cual denotaremos
por 1, y a las funciones caracteristicas de los nuevos conjuntos X, que denotaremos por 1, y
probemos la siguiente herramienta que nos ayudara con la definicion del anillo de grupo torcido

deseado.

Lema 4.2.5. Sean {{F(X,)},cF,{0}gcr} la accion parcial definida previamente y c,d € F. En-

tonces:
L ooe(1,11y) = 1c1e

II. ParacadaacW ybec WU{0} tenemos que

l, sir(a)=v L1 sis(b)=v
(xa(lcr1 1V) = y O‘al)*l(lbcf1 1V) =

0 de otro modo 0 de otro modo

Demostracion.
1. Para ver esta igualdad analicemos algunos posibles casos:

* Sic=¢B'yd=y5"" son caminos tales que ({) = r(B) y r(y) = r(§), supongamos
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que Y= BA para algin A € W U {0}, entonces para 1] € X tenemos

0e(1-11a) () = g1 (1gg-11y5-1) ()
= a1 (Igg-1)agp-1(1y5-1)(n)
= Ipc-1(8pc-1(M)1gas-1(6pz-1(1))
=1(n) *)
= leg1pas1 (M)
= lgp1lgg1pas1(n)

= lclcd(n)-

con lo que nos resta probar la igualdad (x), supongamos que 11 = {Ap para algin

p € WU{0}, en este caso 1, (1) = 1 y del otro lado

Lge-1(6gg-1(N))1gas-1(6pg-1(1n)) = 1ge-1(BAP) 151 (BAP) =1-1=1,

con lo cual tenemos (x), por otro parte si {A no es un camino inicial de 1, entonces

l¢a(n) =0y ademds

Lge-1(8g¢-1(M))1pas-1(85c-1(1)) =0,

con lo cual tenemos la igualdad (). Con un razonamiento similar podemos obtener la
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igualdad si B = yA.

*Sic=C¢yd=1vy"' Sean €X, supongamos que 1 = {p para algiin p € W U {0},

entonces

Oc(1-114)(M) = oz (1g-11,-1)(M)
= ag(1g-1) (Mo (1,-1)(n)
= 1g-1(8-1(1)) 1,1 (01 (1))

— 11 (p)1, 1 (p),

donde tenemos dos casos posibles si r({) = r(y) entonces

lea(P)lya(p) =1y Tem)lga(n) =1g(n) =1

caso contrario,

lei(p)lya(p) =0y 1e(Mlgy1(n)=1(n)=0

con lo cual concluimos la igualdad. Ahora, si { no es un camino inicial de 1 la igualdad

la tenemos pues es cero en ambos lados.
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e Sic=¢"1yd=A"1Sean €X,asumamos que s({) =r(A) y r({) = s(n), entonces

ac(le11a)(n) = oz (1L, ) (n)
= o1 (1g(n))og-1(15-1(n))
= 1¢(0¢(M))13-1(8¢(m))
=1 (Em)13-1(En)

=1-1=1

Y

y por el otro lado obtenemos

Teileia(m) =1g1lgg-1(n) = 1.
Ademds, la igualdad se mantiene si s(§) # r(A) o r(§) # s(n) pues tenemos cero en
ambos lados.
Los demads casos se deducen de manera similar y con los mismos argumentos anteriores.

I1. Veamos las dos igualdades, comencemos tomando a € W con r(a) = v, entonces para § € X

tenemos por el Lema que

% (14-110)(B) = 1-11(6,-1(B)),
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si B = ab para algiin b € W, entonces

Ua(lg-11)(B) = 1-110(6,-1(B)) = 1,-114(b) =

Y lalyq)(B) = 1. Ahora, si @ no es un camino inicial de  obtenemos 0,(1,-11,)(B) =

lal,4)(B) =0, asi &(1,-11,) = 1,. Por otra parte, si r(a) # v

% (1,-110)(B) = 1,1 1(6,-1(B)) = 0 = 14(B).

Veamos ahora la segunda igualdad de funciones, sean a € W y b € W U {0} con s(b) = v,

supongamos que para § € X de la forma 3 = ay para algin y € W U {0} , entonces

aabfl(lbafllv)(ﬁ) = 1ba*1 IV(Gbafl(B)) = lba*1 1V(b'}/) =1

y 1,,-1(B) = 1. Ahora, si a no sea un camino inicial de 8 tenemos que

Oap—1 (lbcf1 1V)(ﬁ) = 1ba*1 IV(Gbafl(B» =0,

con lo cual tenemos que o,,;,-1(1,,-11,) = 1,,-1 =0, concluyendo asi que o;,-1(1,,-11,) =
1,1 si s(b) = v, en caso contrario obsérvese por el Lema que X,,-1 Nv = 0, asi que

0y-1(1,,-11,) = 0, dando por terminada la prueba.
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Lo anterior es suficiente para construir la accion parcial que buscamos. Sea

D(X)=Dy= ({1, | peF\{0}}U{l, € E®}),

donde D(X) es generado K—linealmente y para cada p € IF'\ {0} escogemos a D, C F(X,,) como
D, = ({1,1; | g € F}). Ahora bien, como consecuencia del Lema obtenemos que D(X) y
D, son K—ailgebras y ain mds D), es un ideal de D(X) para todo p € FF. Por otra parte, por el
Lematenemos que 0t,(1,-114) = 1,1,, para cada p,q € F, la restriccién de @ : D,-1 — D)
es un isomorfismo de K—algebras, con lo anterior formamos una accién parcial de dlgebras o0 =
{{op}per, {Dp} per }- Asi el anillo de grupo torcido a considerar es D(X) X F. Enseguida, nos
encargaremos de mostrar que el anillo de grupo torcido anterior es isomorfo a el dlgebra de camino

de Leavitt del grafo E.

Observacién 17. La K—dlgebra D(X) no es necesariamente unitaria, pero cada D, es unitario

donde la unidad es 1.
Comenzaremos definiendo el homomorfismo.

Proposicion 4.2.6. Existe un K—homormofismo al que llamaremos @ : Lg(E) — D(X) %o F que

envia @(e) = 1,8, ¢(e*) =1,.18,-1y o(v) = 1,8y, para todo v € E° y todo e € E'.

Demostracion. Consideremos los conjuntos {1,8, | e € E'}, {1,.18,-1} y {1,8 | v € E°} en
D(X) x¢ F, probaremos que estos conjuntos satisfacen las relaciones de la Propiedad universal

dada en la Proposicion [2.1.2
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1. Veamos primero que (1,,)6)(1e0e) = (1¢6e)(1,(-)60) = (1¢6.). Teniendo en cuenta que Q

es el morfismo identidad y haciendo uso del Lema[4.2.5| obtenemos

(15(e)00) (16e) = 0to(to(1(e))1e) O (1e0e)(1r()00) =Cte (0,1 (1e)1,(e)) Oe
= ao(ls(e) 16)66 :a€<1e_l 1r(e))3€

- ls(e)leae :1616667

como consecuencia puesto que X,) N X, = X, y las funciones 1, son idempotentes tenemos
que Ly 1.0, = 1.0, y 1¢1.0, = 1.0, concluyendo asi la igualdad. Seguidamente, mostrare-

mos que (1r(e)50)(1e*136*1) = (lefléefl)(lr(e)éo) = (1e*156*1)

(lr(e)ao)(lefléefl) = (xo(oc()(lr(e))lefl)ée*1 (16*15e4>(1s(6)60) =01 (ae(lefl)ls(e))gefl
= (x()(lr(e)le*I)Se*1 :Otefl(lels(e))ée*1

= 1y(e)1,-16,1 =1,11,-10,-1,

y dado que X,(,) N X,-1 = X,1 concluimos que 1,(,)1,-18,-1 =1,-18,-1 = 1,-11,-15,-1 y de

ahi logramos la igualdad.

II. Sean e, f € E', veamos que (1f715f71)(1,35e) = 0,,11,(¢)00 donde &, s denota a la funcién
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delta de Kronecker. Comenzaremos asumiendo que e # f, en este caso

(lf—l 6f—1>(1€66) - af—l (af(lf—l)le>5f—le

= a1(171)81,

observemos que 171, = 0 ya que Xy N X, = 0 de ahi que (1,-16;-1)(1.0,) = 0. Asumamos

ahora que e = f, entonces

(1,-16,-1)(1.0,) = 0t,-1(0te(1,-1)1,) 00

=1,-1d,
notemos que X, -1 NX, () = X,(,), de ahique 1,-1 = 1,(,), con lo cual concluimos que (lf—l 5f71 )

(1e6e) = Be,£1,(¢)00-

111. Finalmente, veamos que 1,80 = ¥ (,cpi|s(e)=v} (1eGe)(1,-18,-1) para todo vértice regular v.

Sabemos por el Lema 2.4 que X, = U ocp-1[(¢)=v}Xe- de ahi que

Z 16 = 1V7

{e€E}|s(e)=v}
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entonces

(1656)(1e—16e—1) = Z OCe(OCe—l(le)le—l)(sO

{e€E!|s(e)=v} {e€El|s(e)=v}
= ) l(lo1)d
{e€E!|s(e)=v}
= Z 1650 = 11}60-
{e€E!|s(e)=v}

Con los casos anteriores, como consecuencia de la propiedad universal tenemos que existe un
tinico homomorfismo ¢ : Lg(E) — D(X) x ¢ F que envia ¢(e) = 1.6,, ¢(e*) =1,-18,-1y ¢(v) =

1,0. ]

Antes de mostrar que el homomorfismo es biyectivo, construiremos una Z— graduacién en el
anillo de grupo torcido. Dado p € F definimos |p| = m — n, donde m es el nimero de elementos
de E' y n el nimero de elementos inversos de E! que aparecen en p. Para cada n € Z, A, C
D(X) x4 F denotara al conjunto generado K—linealmente por {a,0, | a, € D, y |p| = n} el cual
es un subgrupo aditivo de D(X) x4 F, donde D(X) xq F = @,,czAn Y AnAm C Ayt para cada
n,m € 7, con lo cual obtenemos una Z—graduacion de D(X) x o F. Acto seguido, enunciaremos

un resultado que nos servird para probar la inyectividad del homomorfismo.

Teorema 4.2.7. (Teorema de unicidad graduado) Sean E un grafo y Lk (E) el dlgebra de camino
de Leavitt asociada a E con la Z—graduacion canonica. Si R es un anillo 7Z.—graduado y T :
Lg(E) — R es un homomorfismo de anillos graduados con (v) # 0 para todo v € E°, entonces 1

es inyectivo.
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Demostracion. Ver (Tomforde, 2007, Teorema 4.8). OJ

Teorema 4.2.8. El homomorfismo @ : Lx(E) — D(X) X F definido en la Proposicion es un

K—isomorfismo.

Demostracion. La prueba la realizaremos por partes, comenzaremos mostrando que el homomor-
fismo es un homomorfismo Z—graduado, después aplicaremos el Teorema de unicidad graduado

para mostrar que ¢ es un monomorfimos y finalizaremos mostrando la sobreyectividad.

» Homomorfismo graduado: Recordemos primero que las componentes homogéneas de Lg (E)

estdn dadas por

(Lk(E))n = ({YA" | v, A € Path(E) y [y — |A| = n}),

paran € Z. Veamos que ¢((Lx(E)),) C A,, para esto comenzaremos mostrando lo siguiente:
Afirmacion: Siy,A € W, entonces ¢(y) = 146y, (A*) =1,-16;-1 ysir(y) =r(A) con yA*

en su forma reducida Q(yA*) =1,; 18, 1.

En efecto, demostraremos la primera igualdad usando induccién matematica sobre el nimero
de aristas de los caminos. Supongamos que ¥ = i - - - ¥ ¥m+1, cOMo base inductiva tenemos

por definicion que @(y;) = 14,8y, supongamos entonces que @(ly, --- 1y, ) = Ly,..p0. Opopp,
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para algin m € Ny veamos que @ (Y1 - YmVm+1) = Ly i 5}'1-~~}’m7m+1

(V) =071 Ym¥nt1) = @Y1+ V) @(Yimt1)
= (13 Oy o) Ly 1 8y1)
= oc%.,.,,m(oc(?,lm?,m)fl(1,,1...,,,,1)1,"“)6,,1...,,,"7,,”+1
= 0y (L)1 L ) Oy
= lyl.l.ymlyll..ym%wﬁy

= 1)’577

donde la igualdad (*) la conseguimos del Lema [4.2.4]item /1. Veamos ahora que @(1*) =
1,10, -1, para esto supongamos que A = Ay Ay - - - A1 para algin m € N y de manera simi-
lar lo haremos por inducciéon matematica. Como base inductiva por definicion de ¢ tenemos
p(Af) = 111_1, supongamos entonces que @((Ay---An)*) = 1(3,..2,1-16(1,..2,)-1 Y probe-

mos que (P((A’l T A’mﬂ’m"‘l )*) = 1(11"'lmlm+)71 6(11"'lmlm+1)71
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O(A") = @((A1 - Awhns1)*) = @ (Al )O((A1 - A)")

= (1ax. 631 )L a a1 O(ay o d) 1)

m+l - My

=01 (09, (131 M (3y2,)1) 02

m+1

= a171 (1)“m+1 l(ll"'z'm)il)aﬂ'i1

m+1

= lln;l-l 1(11,,,A’m2’m+1)—1 5}»—1

= 10, A )1 G2 (%)

= 11—151—1

donde la igualdad () la obtenemos como consecuencia del Lema item /. Seguida-
mente, para finalizar la prueba de la afirmacion debemos probar que @(YA*) = 1,51 si

r(y) =r(A) y yA* estd en su forma reducida, lo cual es cierto ya que

P(YA") = o(r)9(A7)
= (1y6y) (15185 -1)
= ay(0y-1(1y)15-1)8 -
= oty (1, 115 1),
=1yl 18,1 (*)

= lyl—lay/l‘“
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en este caso, (x) se obtiene por el Lema4.2.4]

Una vez mostrada la afirmacion, tomemos yA* € (Lx(E)),, entonces

(p(’}’)t*) = 1},1—16’,1—1 S Dyl_léyl‘l

y dado que |yA~!| = |y| — |A| = n concluimos que @(yA~!) € Dyp16,41 C A,y de ahi

como YA ~! fue escogido arbitrariamente tenemos que el homomorfismo es Z—graduado.

= Inyectividad: Como consecuencia del Teorema de unicidad graduado, puesto que ¢ : Lx(E) —
D(X) ¢ F es un homomorfismo graduado es suficiente mostrar que ¢(v) # 0 para cada vér-
tice v € EY. En efecto, si v € E? es un sink entonces X, = {v} # 0 y en consecuencia 1, # 0,
por otro lado si v no es un sink debe existir un camino infinito que inicia en v 0 un camino
finito que inicia en v y que termina en un sink, en cualquier caso X, # 0 y de ahi 1, # 0, lo

cual nos permite concluir que ¢(v) = 1,60 # 0 y por lo tanto ¢ es inyectivo.

= Sobreyectividad: Para demostrar que ¢ es sobreyectiva es suficiente ver que D,0, C Im(¢)

para cada p € F. Primero veamos que D8y C Im(¢), por la linealidad basta ver 1,8, 1,6

para todo v € E? y p € F\ {0}, por construccién de ¢ sabemos que 1,8 € Im(¢) ya que
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¢(v) = 1,6, ahora bien si p € F'\ {0} mostraremos que 1,80 = (1,6,)(1,-1), en efecto

:1p50

y dado que por definicién de ¢ tenemos 1,6,, 1 o1 5p71 € Im(@) con lo cual concluimos que
1,60 € Im(¢@). Finalmente, verifiquemos que D6, C Im(¢) para esto por linealidad sélo

debemos probar que 1,1,0, € Im(¢) para esto notemos que

(1460)(1,6p) = (a0 (14)1,)0p = 1,140,

y ademds que 1,09, 1,6, € Im(@).
Concluimos por los items anteriores que ¢ es un K—isomorfismo. [

4.3. Algunas aplicaciones

Una vez mostrado el isomorfismo esta seccion la dedicaremos a estudiar algunos beneficios
de considerar a las dlgebras de camino de Leavitt como anillo de grupo torcido.

4.3.1. Ideales en D(X) x4 F. Siguiendo (Gongalves and Royer, 2014, Seccién 4) mos-
traremos el Teorema de unicidad de Cuntz-Kriger y el criterio de simplicidad de las dlgebras de
camino de Leavitt usando sélo la teoria de anillo torcido. Iniciaremos demostrando el siguiente

lema que serd de ayuda posteriormente.
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Lema 4.3.1. Sea E un grafo que satisface la condicion (L). Si b € W de la forma b = b1b; - - - by
para algiin s € N es un camino cerrado y x, € Dy, es no nulo, entonces existen niimeros naturales

m,k > 1, con k < |b| y aristas t,,--- ,t; € E' tales que t; # b; para algiin i, y x;, - Lyngy oo 7 O.

Demostracion. Para empezar asumamos que existe un n € N tal que x; 10 = xp1pp..., = 0. Consi-
deremos a m como el mayor nimero natural tal que x;, - 1;, # 0. Primero nétese que m > 1, pues

xp - 1, = x;, por la Observacion |17, Ahora, por la definicién de conjuntos X, podemos reescribir

Xyn =Xy,

donde la unién anterior es disjuntay r € W es tal que s(t) = r(b) y |t| = |b| 6 s(t) = r(b), |t| < ||
y r(t) es un sink, esto pues b ¢ X ya que no es un camino infinito ni termina en un sink, asi
los elementos en X,» son de la forma »™u donde s(u) = r(b) y u es un camino infinito o r(u)
es un sink lo cual nos permite reescribir el conjunto de esa manera. De la descripcion anterior
concluimos que existe un 7 = t1---t; € W tal que xp - 1,m; # 0, entonces si |¢t| < |b| con r(#) un
sink tenemos que by # t; pues r(by) no es un sink, caso contrario, si |t| = |b| debe pasar que 7 # b
ya que xp1,mr1 = 0, de ahi existe i € {1,---,k} con t; # b;, concluyendo asf el resultado para este
caso. Ahora, supongamos que x - 1, # 0 para todo n € N. Dado que x;, € D, podemos escribir

n
Xp = Z Ailaic_l
i=1

i

con a;,c; € WU{0}. Tomemos un m > 1 tal que m|b| > |a;| para cadai € {1--- ,n}. Sabemos que
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xp - Ipm # 0, luego existe o € Xj, tal que (xp - 1m) () # 0, observemos que |a| > m|b| pues de lo
contrario 1y () = 0 es decir (xp - 1m)(ct) = 0 y puesto que el grafo satisface la condicién (L)

existe t; € E! con s(t;) = s(b;) y t; # b;. Tomemos 8 € X, tal que

i 'ﬁm\b\ﬁm\b\—i—l "'5m\b\+i =01+ Oyp(D1 -+ - biati,

entonces

(xXp - Loy 11,)(B) = (x5 1y )(B) = (x5 - 1) () # O,

lo anterior ya que m|b| = |a;| lo cual implica que el resultado pues al evaluar (1pm.1, )(ct) vemos

que depende solo de @ - - - |, concluyendo asi el resultado. 0
El siguiente Teorema servird como puente para demostrar el Teorema de unicidad de Cuntz-Kriger.

Teorema 4.3.2. Sea E un grafo el cual satisface la condicion (L). Si I es un ideal distinto de cero

en D(X) o F, entonces IND(X )6y # 0.

Demostracion. Haremos la demostracion probando una serie de afirmaciones.

Afirmacion 1: Existe un elemento no nulo en I de la forma

X = Zxﬂi&ha

icJ

donde n; € WU{0}, es J un subconjunto finito de Ny n; # n; para todo i # j.
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En efecto, sea & € I con £ # 0. Entonces, por ser un elemento en D(X) x IF lo podemos escribir

como
m
&= Z{xﬁiﬁl Biv '
l:

con %, B; € WU {0}, By ! # Bjy; donde i # j y Xpy1 # 0 para todo i € {1,--- ,m}. Escojamos
Y€ {1,y -t} tal que |y| = max{|y| | i € {1,--- ,m}}. Veamos que & - 1,0, # 0, para esto

notemos que (xg,-168g,-1) - (1y0y) # 0 ya que

(xgy18py1) - (1y8y) = g1 (g1 (1) 11)3p
= xpy-10py-1(1y)8p
=Xy 1 0y (1yp-1)9p
= Xpy11yp-19p

=x5y—15ﬁ,

y como ya habfamos mencionado xg, 1 # 0, con lo cual & - 1y6y # 0. Ahora para finalizar la

prueba de esta afirmacion nétese que & - 1,0, = Y.;c;xn, 0, con m; € WU {0} para todo i € J y
. ~1

J C{1,---,n}, en efecto consideremos los fB;y. " tales que Xgy10py 1 148y # 0, entonces 1%@_1 .

1y # 0 lo que indica que ¥ es un camino inicial de y pues por eleccién ¥ es el camino de mayor

longitud entre los ¥;, ademds obsérvese que 17,A g1 = 1, con lo cual basta considerar 1; como ¥,
(e

asi podemos concluir que existe un elemento no nulo en / de la forma requerida.
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Afirmacion 2: Existe un elemento no nulo en I de la forma

n
X = X()50 + Z-xl,‘(slia
iel
donde xo # 0, 1; € W para cada i, 1; # 1 para todo i # j y si i < j, entonces 1; es un camino inicial

de 1;. Mds aiin, r(1;) = s(1;) = r(1;) = s(1;), para cada i, j.

Consideremos el elemento x = Y ;c;xp, 0y, de la afirmacién anterior con xy, # 0 para cada i € J.
Escojamos ) € {n; : i € J} tal que |n| = max{|n;| : i € J}. Si n = 0, entonces x = xpd # 0 ya que

todos los xy, son diferentes tenemos la afirmacién. Supongamos que 71 # 0, notemos que

y= (1) -x=(18) ) xn,n,

ieJ

= Z(1n50)'(xn55n;)

ieJ

= Z“O(“O(ln)xni)%

ieJ
= Lnxn, Oy, #0

icJ

lo anterior ya que 1yx; &y = x;8y # 0. Ahora, para cada n; con |n;| > 0 tenemos que 1yxp, =
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I 1n,xn; y puesto que 11y, = 0 a menos que 7); sea un camino inicial de 11 obtenemos que

y=yodo+ ) Ynid,

{i:n; es un camino inicial de '}

donde yy, = 1xp,. Consideremos @ = r(7n) y computemos el producto y- (146),

y-(1odo) = (yodo) - (1wo) + ( ) (yni5ni)'(1w5o)>

{i:n; es un camino inicial de '}

= op(@(y0)1w) 0o + ( ani(anil()’ni>1w>5ﬂi>

{i:n; es un camino inicial de n}

=y0ledo + ( Z ani(ani—1<yni>1w>5ni>

{i:n; es un camino inicial de n}

teniendo en cuenta que Oty -1 Omi)le= Oty -1 (ym)1 0! 1, tenemos que Oty -1 Omi)le= Oty -1 ()1 n! ly=

0 si r(n;) # @ = r(n), por lo cual lo anterior se puede escribir como

)"<1w50)+ < Z ()’niBHi)'(lw‘SO)> .

{i:n; es un camino inicial de n} y r(n)=o

Ahora, consideremos v = s(1), si multiplicamos a y- 1,0y a la izquierda por 1,6y obtenemos

= (lv(so)(ylw50) = (1v50)(y01w50) + ( (1v50)(y11i5ni))

{i:n; es un camino inicialde n} y r(n)=o

= 1,y0lewdo + ( O‘O(“O(}’ni)lv>5m)

{i:n; es un camino inicial de n} y r(n)=o

= lvy01w60 + <

yﬂilvsﬂl) )
{i:n; es un camino inicial de n} y r(n)=o
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notemos que z # 0 ya que Lyp)yn = L) Inxy = xy # 0. Ahora, si yol,1e # 0 entonces 141, #
0, es decir v=s(n) =r(n) = ® y asi z es el elemento buscado. Caso contrario, si yolyl, =0
escojamos 0 # 1 € {n; : N; es un camino inicial de N} y r(n) = o}, tal que 1 es el camino de menor

longitud y consideremos el elemento

(11—131_1)%: Z al_l(al(ll_l)ym)Sl_]m

{i:n; es un camino inicialde n} y r(n)=o

_ y o1 (1)) 8-y,

{i:n; es un camino inicial de n} y r(n)=w

= Z arl(yni)Srlni

{i:n; es un camino inicial de n} y r(n)=o

Observe que 1~ 'n; € WU {0} pues todos los 1; son caminos iniciales de 1 y 1 es el camino de
menor longitud, ademds (17 'n;)) = r(n)w =r(1) =s(t™ ') y 1,-16,-1 - z#0yaquey, #0y

por tanto ;1 (y;) # 0 asi 1,-10,-1 - z es el elemento que buscabamos.

Afirmacion 3: Sea

n
X = X()6() + leiélm

i€l

con x;; # 0, el elemento distinto de cero descrito en la afirmacion anterior. Entonces, existe un
k

elemento 0 # y € I tal que y = ypdy 0 y = yop + Zyllﬁli con k < n.
=1

1=

n
En efecto, escribamos x = lel.&,. con 19 = 0, x;, # 0 para cada i y r(1;) = s(1;) para cada ; # 0.
i=0

Ahora escojamos t € {19, 11, ,1,} tal que |t| = max{|y|: i €{0,1,--- ,n}}. Si1 =0, entonces x =
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x00p concluyendo la prueba. Ahora, si 1 # 0 entonces 1 = 7 por la afirmacién anterior, escribamos
L=1lp 1. Porel Lemaexisten m,k>1yty,tr,--- ,tr € E' cont; # 1; para algtin i tal que

xy - Lymgy ., 7 0. Tomemos el elemento z de I que estd dado por
n
7= (llmgo) X (llm*lt] ~~t/<60) = Z Zliéliv
i=0
donde z;,8;,, = (1;m0) - (x1,0;,) - (1ym-1,, %50)' Ahora, note que z;,6,, = 0, pues

21981y = (1im o) - (x080) - (114, 60)

= 1lmX()11m—1tl "'lk60

y Limlymory, =0yaque ™ # 1"~ !¢, -1, Por otro lado, z es un elemento distinto de cero ya que

28 = (1m6) (x18,) - (1,m-1y,...1, S0)
= (1pmx,8,) - (Lyn-1y,.. 80)
= o (01 (Lyme )1 -1 Lty )6y
= Lymx 0 (11 Ly ) 6
= Lmx, Ly Loy, 6

= Ly x8, #0  por el Lemald.3.1]

Sea § € {1,11,---,1,} tal que { tiene la longitud mds pequeiia entre los 1; tales que z;; # 0. Obsér-
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vese que

(1{;—15{;—1) . (ZC(SC) = OCC—I (OCC(IC—I)ZC)SO

= ag-1(2g)d

y @z-1(z¢) # 0 dado que z¢ # 0, asi el elemento y = (1,-16;-1) - z es el elemento buscado.

Una vez probadas las afirmaciones anteriores tenemos lo necesario para probar el Teorema, sea x

un elemento distinto de cero como el la Afirmacion 2, es decir,

n
x=x000+ lel.&i.

icl

Si x;, = 0 para cada i entonces ya tenemos el teorema pues xp 7 0 es decir x = xpdy € D(X)d. Si

x;; 7 0 para algun i entonces aplicamos la Afirmacién 3 las veces que sea necesario. 0

Teorema 4.3.3. (Teorema de unicidad de Cuntz-Kriger) Sean E un grafo que satisface la Condi-
cion (L) y B un anillo. Si ¢ : D(X) xq F — B es un K—homomorfismo tal que ¢(1,00) # 0 para

cada v € E°, entonces ¢ es inyectivo.

Demostracion. Para demostrar este Teorema probaremos primero la siguiente afirmacion .

Afirmacién: Con las hipétesis del enunciado, existe un vértice v € E° tal que 1,8 € I.

En efecto, por el Teorema dado que I es distinto de cero existe xo8 € IND(X)dy con xo0y #
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0, como xp € D(X) podemos escribirlo como una combinacion de funciones caracteristicas de la

siguiente manera
n m
Xp = Zlil%nfl + Z ,ujlvj
i=1 j=1

donde Aj,uj € K, , € Wy n, € WU{0} paracadaiec {1,---,n}y je{l,---,m}, ntese que
podemos asumir que ¥ # 0 ya que lnfl = 1,(, y lo podemos ubicar en la segunda suma. Sea

v e E tal que 1,xg # 0. Si v es un sink, entonces

n m
Lyxodo = (Z )Lilvlymil + Z .ujlvlvj) o)
i=1 ! j=1

= .ujlvlv,~50 (1)
j=1

= Y ulLel (2)
{jvj=v}

donde la igualdad (1) se cumple ya que v es un sink y por tanto ningtin camino % inicia en v
y la igualdad (2) puesto que las funciones 1,s son idempotentes ortogonales, asi por lo anterior
tenemos que 1,8y € I con lo cual concluimos el resultado. Ahora, supongamos que v no es un sink.
Sea m = max{|y| :i € {1,---,n}}, recordemos que podemos escribir X, = Urcy X donde dicha
unién es disjunta y cada § € W satisface que s(§) =vy || =m 6 |{| <my r({) es un sink. De
lo anterior, puesto que 1,xy # 0, debe existir { dentro de los indices de la unién tal que lexo #0,

entonces si 1¢1 ! # 0 tenemos que 1,1 it = l¢1y, = 1 puesto que ¥ debe ser un camino
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inicial de £, mas aun, si lg lv]. = 0, entonces lg lvj = IC' Con esto en mente, obtenemos

0 # lexody = (Z Ailel, 1+ ) “J’lélw‘) %
i=1 L=l

= Yo Mlgt+ Y il
170} {j:1¢1y,#0}

= Y A+ Y W led,

{iilglnn;l#o} {J:1¢g1y,#0}

y por lo tanto 0 # 148 € I. Ahora bien, puesto que / es un ideal tenemos que

(1-18,-1) - (1y80) - (1y8y) = (@1 (ty(1,-1)1y) 81 - (16y)
= (lr15}ﬁ1) - (1468y)
:(Xrl(ay(lrl)ly)So

= 1T150
también estd en I y dado que 1,1 = 1,(y), conseguimos que 0 7# lr(y)&) € I concluyendo el resul-
tado.

Una vez mostrada la afirmacién procedamos a mostrar el teorema, sea I = Ker(¢) supongamos que

Ker(¢) # 0 entonces por la Afirmacién existe un v € E° tal que 1,8 € Ker(¢), pero por hipétesis
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¢(1,80) # 0 ¢ Ker(¢) lo cual es una contradiccion. O
Definicion 4.3.4. Dado E un grafo:

1. Un subconjunto H C E° es llamado hereditario si para cadav € H con v = s(e) para algiin

e € E, se tiene que r(e) € H.

2. Un conjunto H C E° es llamado saturado si v € E es tal que 0 < |s~!(v)| < . Entonces

{r(e):ec E' ys(e) =v} C H implica que v € H.

Consideremos el conjunto H; = {v € E: 1,8 € I'} para I un ideal de D(X) x4 F. Obsérvese por la
afirmacion en la prueba del Teorema de Cuntz-Kriger que H; # 0si I # 0 y E satisface la condicion

(L). Veamos entonces el siguiente resultado.
Proposicion 4.3.5. Sea I un ideal en D(X) x o F. Entonces el conjunto Hy es saturado y hereditario.
Demostracion.

1. Veamos que H; es hereditario. Supongamos que v = s(e) € Hj, esto implica que 1 s(e)60 el,

asi tenemos que

(1s(e)50) ) (1666) = 15(8)1666 =1.0.€l

por ser ideal y por tanto

(1(3*16(1) : (1366) = 06671(066(1671)1(3)50 = le*150 el
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Concluimos entonces que 1,16y = 1 ,(8)50 € I y en consecuencia r(e) € Hy como buscaba-

mos.

2. Veamos ahora que H; es saturado. Sea v € EV tal que 0 < |s~!'(v)| < o y supongamos que
{r(e):ec E' ys(e) =v} C Hy. Sea e € E! tal que s(e) = v. Dado que r(e) € Hy tenemos
que

(18) - (1,10 80) = Gl @1 (1) 1(0))8, = Oe(1,-1)8, = 1,8, €1

yasi (1.8.) - (1,-18,-1) = 1,6y € I pero esto implica que 1,0y = Z 1,00 € I y por lo tanto

ecE!
s(e)=v

v € Hj.
O

Definicion 4.3.6. Sea R un anillo. Decimos que R es un anillo simple si sus iinicos ideales bilate-

rales son 0y R.

Para finalizar probaremos que las dlgebras de camino de Leavitt inducidas por grafos que cumplen

la condicién (L) son simples.

Proposicion 4.3.7. Sea E un grafo que satisface la condicion (L) y supongamos que los tinicos

subconjuntos saturados y hereditarios de E° son 0y E°. Entonces D(X) x4 F es simple.

Demostracion. Sea I un ideal no nulo en D(X) X F y H; el conjunto definido arriba. Por la afir-
macién del Teorema de Cuntz-Kriger Hy es no vacio y por tanto H; = E” es un conjunto hereditario

y saturado de donde concluimos que 1,8 € I para cada v € E°. Ahora, para cada p € F'\ {0} existe
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v € EY tal que 1,1,=1,. Asiparap e F\{0},gcFyv € EV tales que 1,1, =1, tenemos

(1v50) ) <1p1q6q) = O‘O(O‘O(lv)lplq)éq

= L1,1,8,=1,1,8,€1

y dado que / es un ideal, se sigue que D, 3, C I paratodo p € Fy por lo tanto D(X) xqF=1. O

4.3.2. Algebras de camino de Leavitt Artinianas. Como otra aplicacién de in-
terpretar a las dlgebras de camino de Leavitt como anillos de grupo torcido, mostraremos cuando
estas dlgebras son Artinianas usando sélo teoria de anillos de grupo torcido. Para esto tomaremos

como guia Nystedt et al. (2018a).

Comenzaremos dando las definiciones requeridas para el Teorema principal de esta seccion.

Definicion 4.3.8. Un anillo R es artiniano a izquierda (derecha) si satisface la condicion de cadena
descendente en ideales a izquierda (derecha). Es decir, cada cadena descendente de ideales a
izquierda (derecha)

hohLho - OL 212

se estaciona. Ademds, decimos que el anillo R es artiniano si cada cadena de ideales bilaterales

se estaciona.

Definicion 4.3.9. Un anillo R es llamado semisimple si considerado como R—mddulo es semisim-
ple, es decir, R es suma directa de R—mddulos que no admiten otros submddulos diferentes de {0}

y el mismo modulo.
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El resultado que enunciaremos a continuacion seré el pilar para mostrar el Teorema, este resultado

es el objetivo principal de Nystedt et al.| (2018a).

Definicion 4.3.10. Un anillo R es llamado alternativo si para todo x,y € R, las relaciones x*y =

x(xy) y xy> = (xy)y se mantienen.
Noétese que todo anillo asociativo es también alternativo.

Teorema 4.3.11. Si o es una accion parcial unitaria de un grupo G en un anillo alternativo R,
entonces el anillo de grupo torcido R X G es artiniano a izquierda (derecha) si y solo si R es

artiniano a izquierda (derecha) y R, = {0} excepto para un niimero de g € G.
Demostracion. Ver (Nystedt et al.| 2018al, Teorema 1.3). OJ

El siguiente resultado también serdn utilizados a lo largo de la prueba, pero no entraremos en

detalles de su prueba.

Proposicion 4.3.12. Sean E un grafo arbitrario y K un cuerpo. Entonces el dlgebra de camino
de Leavitt Lx(E) es semiprimitiva, es decir, J(Lx(E)) = {0} donde J(Lx(E)) es el radical de

Jacobson.
Demostracion. Ver (Abrams et al., 2017, Proposicion 2.3.2). L]
Con todo lo anterior estamos listos para mostrar el Teorema.

Teorema 4.3.13. Sean K un cuerpo y E un grafo. Consideremos al dlgebra de camino de Leavitt

Lgr(E) con coeficientes en K. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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L. E es finito y aciclico;

Il. Lg(E) es artiniano a izquierda;
II. Lg(E) es artiniano a derecha;
IV. Lg(E) es artiniano;

V. Lg(E) es unitario y semisimple.

Demostracion. La prueba la haremos mostrando que I < I1, Il < 111, II1 < IV y IV < V. En

efecto,

I < II) Vamos a suponer que E es un grafo finito y aciclico, para ver que Lx(E) = D(X) X F es
artiniano a izquierda mostraremos que D(X) es artiniano a izquierda y D, = {0} excepto
para un numero finito de g € G. En efecto, dado que FE es finito y aciclico concluimos que no
hay caminos infinitos en E pues s6lo hay un nimero finito de aristas y no hay ciclos, ademas
también tenemos que W es un conjunto finito ya que no hay ciclos y sélo es posible hacer un

numero finito de combinaciones para formar caminos. Por lo anterior, puesto que

X ={acW|r(a)esunsinkyU{veE®|vesun sink} UW®

= {aeW|r(a)esunsink} U{ve E®|ves un sink},

usamos el hecho de que W es finito, tenemos que X, = {0} excepto en un nimero finito de g’s

(los elementos de W), de ahi que 1, = 0 para dichos g’s, asi D, = {0} excepto para un niimero
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finito de g’s. Ademds, note que D(X) es un K—espacio vectorial de dimension finita lo que
implica que D(X) es artiniano como K —mddulo y por tanto como anillo, con lo cual por el
Teorema obtenemos que D(X) X F es artiniano. Reciprocamente, supongamos que
Lk (E) = D(X) X F es artiniano a izquierda, por el Teorema[4.3.11]obtenemos que D, = {0}
excepto para un nimero finito de g’s. Primero mostraremos que el grafo £ no tiene ciclos,
para esto veamos que W= = (), supongamos por contradiccién que existe o = 0{; 003 - - -
un camino infinito en E y consideremos los caminos iniciales finitos de o los cuales son
elementos de W y por tanto también de [F, con lo cual podemos formar la siguiente cadena

infinita de conjuntos encajados

XOtl QXOQOQ 2 XOC]OQOQW :_) e 2 XOC]OC2063~-~(Xn 2 )

los cuales son no vacios ya que al menos contienen a . Asi, los ideales

DO‘I’ DOHOC27 Da1a2a3a R Da1a2a3.--an,

son todos no nulos y por lo tanto D, # {0} para un ndmero infinito de g € I lo cual es una
contradiccion, asi concluimos que E no tiene ciclos pues cada ciclo da paso a un camino
infinito. Ahora, vamos a ver que E es finito, para esto es necesario mostrar E® y E! son

finitos. Supongamos por contradiccién que E® = {v1,v,,---} es infinito, entonces Lg (E) =
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@ Lk (E)v, de ah{ tenemos la siguiente cadena de ideales a izquierda
veE?

Ly(E)2 P Lk(Ew2 P Lg(Ep2 P LkEWD--

veEN{v} vEEN{vy, v} VvEEN{v1,va,v3}

notemos que esta cadena no se estaciona ya que Lg(E)v # Lg(E)w para cada par de vér-
tices v,w € E° pues los vértices son idempotentes ortogonales, asi Lg(E) no es artiniana a
izquierda por lo cual E® debe ser un conjunto finito. Por otra parte, veamos que E' es finito,
para esto usaremos que E° es finito, por lo cual es suficiente mostrar que EY no contiene
emisores infinitos. Supongamos por contradiccién que existe un emisor infinito, puesto que
EV es finito, existe u € E tal que el conjunto I = {e € E' | s(¢) = vy r(e) = u} es infinito,

analicemos los posibles casos:

* Siu es un sink, tomemos e € I C W y consideremos X, .1 = {a € X | s(a) =r(e) = u}
el cual es no vacio pues al menos contiene a u el cual por ser sink u € X, por lo tanto

D, # {0} para cada e € I lo cual es una contradiccion.

* Si u no es un sink, debe existir un camino de # a un sink w ya que como mostramos
antes W= = 0 y no hay ciclos. Sean 1 el camino antes mencionado y e € I, considere
el conjunto X, 1 = {a € s(at) = u} el cual es no vacio ya que 1 € X, -1 y de manera
andloga al caso anterior D,—1 # 0 para un nimero infinito de g € F lo cual es una

contradiccion.

En conclusion tenemos que el grafo E es finito y aciclico como queriamos mostrar.
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11 = III)

I < 1V)

1V &V)

Si Lx(E) = D(X) x4 F es artiniano a izquierda por el Teorema tenemos que D(X) es
artiniano a izquierda y dado que D(X) es conmutativo entonces D(X) es artiniano a derecha
y de nuevo por el Teorema tenemos que Lg (E) es artiniano a derecha. De manera dual

tenemos que si Lx (E) es artiniano a derecha, entonces Lg (E) es artiniano a izquierda.

Si Lk (E) es artiniano a derecha, por la equivalencia anterior es artiniano a izquierda y por

ende artiniano.

Primero supongamos que Lg (E) es artiniana. Por la Proposicién sabemos que Lk (E)
es semiprimitiva, por lo tanto dado que Lk (E) es semiprimitiva y artiniana por (Lam), 1991,
Teorema 4.14) tenemos que Lk (E) es semisimple. Reciprocamente, si R = Lg(E) es unitario
entonces visto como mdédulo sobre si mismo es finitamente generado, entonces por la semi-
simplicidad podemos escribir a R = @,; R; como suma directa de médulos simples donde /
es un indice no necesariamente finito, asi 1g se puede escribir como suma finita de algunos
elementos de R; es decir 1g =} ;c;a;r; donde J C I es un indice finito, lo cual implica que
R = @, R; es suma directa finita de médulos simples y en consecuencia R = Lg(E) es

artiniana.

]

Corolario 4.3.14. Si E es un grafo finito y aciclico tal que sus vinicos subconjuntos hereditarios y

saturados son E° y 0. Entonces el dlgebra de camino de Leavitt Lx (E) es un anillo simple artiniano

unitario.
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Demostracion. Dado que suponemos al grafo aciclico entonces E satisface la condicién (L), en
consecuencia por la Proposicion Lk (E) es simple. Ahora, dado que E es finito y aciclico por

el Teorema@4.3.13|es artiniana y por la finitud de E es unitaria. 0
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5. Algebras de camino de Leavitt F-graduadas
En este ultimo capitulo enunciaremos y probaremos algunos resultados nuevos andlogos
al estudio de la Z—graduacion candnica de las dlgebras de camino de Leavitt, ahora con la F—
graduacion dada por el anillo de grupo torcido, ademds encontramos otra construccién a un anillo
de grupo torcido el cual también serd isomorfo al dlgebra de camino de Leavitt sobre un grafo
sin vértices aislados. Consideraremos a E un grafo, K un cuerpo, Lg(E) el dlgebra de camino
de Leavitt asociada a E y D(X) X IF el anillo de grupo torcido isomorfo a Lg(E) descrito en la

Seccién 4.2l

Comencemos observando que la accién parcial {{Dg, },{}}¢cr es una accion global siempre

que Dy = D, para todo p € IF, con esto en mente veamos el siguiente resultado.

Proposiciéon 5.0.1. La anillo de grupo torcido D(X) x4 F es fuertemente graduada; o si'y solo si

la accion es global.

Demostracion. Nétese que para todo p € F\ {0} cada D, es unitario, lo cual implica que cada D,,

es idempotente y D, D, = D,D, para todo p,q € F. Supongamos que D(X) x4 F es fuertemente
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graduada. Entonces para cada p € F

D050 = (Dp6p) : (Dp—lép—l) = OCP<OCP—1 (Dp)Dp—1)5()
= Otp(Dplepfl)&)
= 0,p(Dp) o

:Dp50

y en consecuencia D, = Dy para todo p € F. Reciprocamente, si suponemos que la accién es

global, entonces para cada p,q € F

donde las igualdades anteriores ocurren pues Dy = D), para todo p € IF. [

Seguidamente, notemos que si Dy = D), para p € I, entonces X;, = Xy = X. Asi las cosas conse-

guimos la siguiente afirmacion.

Proposiciéon 5.0.2. El anillo de grupo torcido D(X) X IF es fuertemente graduado si 'y solo si el
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grafo E es un loop.

Demostracion. Supongamos que D(X) x4 F es fuertemente graduado. Entonces, si existen e, f €
E' con e # f tenemos que X, = {a € X | e es un camino inicial de o} # Xy = {a € X | f es un camino
inicial de ot} 1o que implica que las funciones caracteristicas 1, # 17y de ahi Dy # D, lo cual con-
tradice que la accién es global, asi que e = f y por tanto E' = {e}. Ahora, sea v € E” entonces
1, € Dy, observemos que Dy = D, y que 1, es la unidad de D,, por tanto si 1, € D, debe pasar que
1, = L.1,, nétese que 1, = 1.1, lo que implica que 1, = 1,11, y dado que las funciones s
son idempotentes ortogonales v = s(e), en particular si v = r(e) tenemos que s(e) = r(e) es decir
la Unica arista e en el grafo es un loop. Reciprocamente, si E es un loop entonces X tiene un tnico
elemento el cual es el camino infinito que surge al concatenar la arista e, ademads puesto que [F es
el grupo libre generado por la tnica arista e, para cada p € F tenemos X = Xy = X, ya que cada

p € F es concatenacién de e 6 concatenacién de e~ !

en cuyo caso todos estos conjuntos tienen al
tnico elemento de X, en consecuencia 1, = 1, para todo p € F'y asi D, = Dy para todo p € IF con

lo que concluimos el resultado. 0

Ahora siguiendo algunas ideas de Vag (2021)), estudiaremos cuando Lk (E) es un anillo clean gra-

duado y unit-regular graduado, pero ahora en su version F—graduada.

Definicion 5.0.3. Un anillo unitario R es llamado clean si cada elemento x € R es suma de un

elemento invertible y un idempotente.

Definicion 5.0.4. Un anillo graduado unitario R es clean graduado si cada elemento homogéneo

X € R se puede escribir como x = u+a para u un elemento invertible homogéneo en R 'y a un
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idempotente homogéneo.

Lema 5.0.5. Sea R un anillo G—graduado con elemento neutro e € G. Entonces, R es clean gra-

duado si'y solo si R, es clean'y cada elemento no nulo en R, con e # g € G es invertible.

Demostracion. Supongamos que R es un anillo clean graduado. Entonces

= Veamos que R, es clean. Sea x € R,, dado que R es clean graduado existe un invertible
homogéneo u y un idempotente homogéneo e tales que x = u + a, por lo que sélo debemos
probar que u,a € R,, lo cual deducimos ya que R se descompone como suma directa y R, es

un sumando directo de R.

= Mostraremos que cada elemento no nulo de R, es invertible para todo g # e. Sea x € R, no
nulo, puesto que R es clean graduado x = u + a para un elemento invertible homogéneo u
y un idempotente homogéneo a, por ser a idempotente homogéneo tenemos que a € R, en
cuyo caso a = 0 pues de lo contrario x no podria ser homogéneo de grado g, de ahi que x = u

sea invertible.

Ahora, supongamos que R, es clean y cada elemento no nulo de R, es invertible para g # e. Sea
x € Ry, si g # e entonces x es invertible y x = x+ 0. Ahora, si g = e puesto que R, es clean podemos

escribir a x = u+a con u invertible, a idempotente y u,a € R,. [

Enseguida, vamos a mostrar cuando Lk (E) es clean graduado con la F—graduacion. Puesto que se

requiere Lg(E) unitario consideraremos que el grafo tiene sélo un nimero finito de vértices.
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Proposicion 5.0.6. Sea E un grafo con un niimero finito de vértices. Entonces, Lx(E) es clean

F—graduado si'y solo si Lg (E) es fuertemente F—graduada.

~Y

Demostracion. Vamos a suponer que Lg(E) = D(X) x¢ F es clean F—graduado y por convenien-
cia asumamos que el grafo tiene al menos una arista. Por la proposicién [5.0.2] debemos verificar
que el grafo es un loop. Primero veamos que el grafo tiene un tinico vértice, sea e € E!, suponga-
mos que existe v # s(e), entonces por el Lema 0 # 1.6, € D0, es invertible con inversa u,
en este caso

ve=vs(e)e=0

y asi,

0#v=v(eu) = (ve)u=0,

lo cual es una contradicci6n, por lo tanto s(e) es el Unico vértice en E'y asi 1, gy = s(e). Veamos

ahora que e es la tnica arista de E, para esto consideremos el conjunto de idempotentes

S:{iﬁﬁ*eLK(E)\f,-eElyneN}
i=1

e inducimos el orden dado por p < g si y s6lo si pg = gp = p. Ahora, tomemos una arista f = e,
puesto que e*e = s(e) = 1y, (g) = ue, tenemos que ee” < ee* + ff* y s(e) = ee* > ee* + ff*, de
ahi ee* = ee* + ff* lo cual implica que ff* =0y porlo tanto f = fr(f) = ff*f=0f =01o que
es una contradiccion, concluyendo asi que E es un loop y en consecuencia Lk (E) es fuertemente

graduada. Reciprocamente, si D(X) x4 F es fuertemente F—graduado, sabemos por la Proposicién
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que el grafo debe ser un loop con E® = {v} y E! = {e}, en cuyo caso X = {eee---} tiene
un sé6lo elemento y 1,0y es la unidad de D(X) x4 IF. Puesto que 1, = 1, para todo p € IF, entonces
(1,0,)(1,-18,-1) = 1,00, es decir, cada elemento de D5, no nulo tiene inverso y puesto que
Dy = D(X) es generado K—linealmente por la funcién 1, la cual es idempotente, podemos afirmar

que Doy es clean, por lo tanto D(X) x o IF es clean graduado. O

Observacion 18. Estamos considerando tinicamente grafos con al menos una arista ya que quere-
mos que el grupo libre no sea trivial. Si F = {0}, se debe probar que Dy es clean y dado que Dy
es generado por las funciones caracteristicas 1,, se obtiene que Dydy es clean si y sélo si el grafo

tiene un dnico vértice.

Definicion 5.0.7. Un anillo graduado unitario R se dice unit-regular graduado si cada elemento

homogéneo x € R se puede escribir como x = xux donde u es un elemento invertible y homogéneo.

Lema 5.0.8. Si R es un anillo unit-regular G—graduado, entonces cada componente no nula R,

tiene un elemento invertible.

Demostracion. Sea 0 # x € R,, entonces existe u homogéneo e invertible tal que x = xux lo cual

implica que u € R,-1 y su inverso ule R,. [

Proposicion 5.0.9. El dlgebra de camino de Leavitt L (E) es unit-regular F—graduada si y sélo

si E es un loop.

Demostracion. Vamos a suponer por contradiccion que el grafo no es un loop, esto implica que

existen al menos dos aristas distintas en E! 6 una sola arista junto con un nimero finito de vértices
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aislados, mostraremos entonces que estos dos casos no se pueden dar si Lg(E) = D(X) xy F es

unit-regular:

= Supongamos que existen dos aristas distintas e, f € E!, entonces si D(X) Xy F es unit-
regular, para 1,6, € D, 0, existe un elemento invertible u € D, 13,1 tal que (1,6,)u(1.9,) =

1.0,, entonces podemos escribir

n m
u=Y loilg 81 y u'=Y 11,8
i=1

J=1

con ¢, p; € F para todo i, j. Sabemos que u~'u(1¢87) = 1,8, pero dado que e # f tenemos

u(1p8s) = (21_11 S, ) (176¢)

n
=0, (oce (Z 1e11qi) 1f> 8oty
i=1

Legi1£)8p1

I
m?

N
I
—_

I
K

N
I
—_

-1 (0>5€_1f - 0,

nétese que 1,104, 17 =0 paratodoic {1,---,n} pues Xy NX, = 0. Lo anterior implica que
Yu(1487) =u='0=0= 1,8 por lo cual X; = 0, lo que nos permite concluir que f no es

una arista del grafo, esto descarta que E tenga mds de una arista.
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= Veamos que el grafo E no puede tener sinks. Observemos que,

ulu= (i 1e1q,~5e> <i 1,1 1q,~5e—1)
i=1 j=1
= U ((Xe—l (Z lelp,) Z 1e_1 lqj> 50
i=1 j=1

Zaeoc 111 )1711 )5()

[
1=
=

|
=

N
Il
~.
Il
—_

lelpileqj607

con lo cual tenemos que

n
Z 1311711“1160 Z 1 50 X)xgF>

1j=1 veED

-

por lo tanto,

P

n
Z eq] Z 1V

veEY

ast, si w € E¥ es un sink s(e) # w, por lo que

n
Z Lelpleg;(w) =0,
1 j=1

Ms

~.

pero Y ,cgo 1,(w) = 1,,(w) = 1, obteniendo asi una contradiccién. Esto descarta que E sea el

grafo con una arista junto con un nimero de vértices aislados.

Notemos ademds que s(e) = r(e) pues ya que en caso contrario r(e) es un sink, lo cual no puede
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pasar por el segundo item. Reciprocamente, vamos a suponer que el grafo es un loop con E! = {e}
y EY = {v}, obsérvese que X = {ee---} y X, = X, = X, para todo p € F, esto implica que
lI,=1,=1 -1 para todo p € F, ademas 1,8y es la identidad de D(X) x4 F, con esto en mente para
cada p € I tenemos (1,8,)(1,-16,-1)(1,6,) = 1,6), donde 1,-16,-1 es invertible con inversa
1,6y, ya que (1,0,)(1,-18,1) = 1,8 = 1,8 y (1,-16,-1)(1,6p) = 1,180 = 1,6, con lo cual

podemos concluir que D(X) x4 IF es unit-regular graduado. 0

Observacion 19. Las proposiciones [5.0.2} [5.0.6} [5.0.9} nos dicen que para la F—graduacién de

Lk (E), los conceptos de fuertemente graduado, clean graduado y unit-regular graduado coinciden.

Finalizaremos este trabajo haciendo una mencion respecto al isomorfismo entre Lg(E) y el anillo
de grupo torcido D(X) x o IF, como se mostré en el Capitulo[d]para construir el dlgebra D(X) tal que
D(X) xqF = Lg(E) es necesario agregar las funciones caracteristicas 1, para v € E?. Queremos

mostrar una construccion sin incluir estas funciones siempre que el grafo no tenga vértices aislados.

Definicion 5.0.10. Una serie formal es una suma infinita que se considera independiente de cual-
quier nocion de convergencia, y puede manipularse con las operaciones algebraicas habituales

sobre series, es decir, si estas series formales se definen sobre una K—dlgebra A :

[

= Y ai+) bi=) (ai+b);
=1 =1

i=1

k-a; para todo k € K;

o)

m k- iai =
i=1 i=1

= a; Zb,- = ¢; | donde c; = Z aman.
i=1 i=1 i=1 i=m-+n

gk
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De manera andloga a la Seccién [4.2] consideremos la accién parcial a nivel de conjuntos dada
por {{X,},cr.{6p}pecr} y a su accion parcial a nivel de dlgebras asociado a esta accién parcial
{{F(Xp)} per, {0} per }» de nuevo esta accion induce un anillo de grupo torcido muy "grande"para
que se de el isomorfismo. Sea v € EO, si v es un emisor infinito consideremos la serie formal

(o]

Z l(¢;), donde {(e1)y, (e2)v, - } es el conjunto de todas las aristas tales que s(e) = v, sea
i=1

D(X)= <{{1p ]pEF\{O}}U{il(ei)v Dvesun emisorinﬁnito}}>,

donde D(X) es generado K—linealmente y para cada p € IF\ {0}, sea D, C F(X,,) definido como

1,D(X); esto es

D, = ({1,145 q€F}).

Observacién 20. Aqui las combinaciones del conjunto {1, | p € F\ {0}} las tomaremos como

series formales donde 1, = 0 excepto para un nimero finito de p € IF.

Entonces, @y : D,-1 — D), es el isomorfismo que surge de la restriccion de las o, de la accion
parcial (estos isomorfismos no cambian para p € F\ {0} y o se mantiene como la funcién identi-
dad) y asf obtenemos una accién parcial & = {{Dp} ,cr, { &} per} y D(X) %o I el anillo de grupo

torcido asociado a esta accidn parcial.
Observaciéon 21. Recordemos que si v = r(e), entonces X, = X,-1 con locual 1, = 1,-1.

Abhora, construiremos el isomorfismo con Lk (E). Queremos encontrar la manera de reemplazar las
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funciones 1, en la prueba de la Proposicion {.2.6] estudiemos los posibles casos:

I. Si v es un sink: Dado que el grafo no tiene vértices aislados, entonces existe e € E! talque
r(e) = v, por el axioma de eleccién podemos escoger e, € {f € E' | r(f) = v}, asf reempla-

zamos la funcién 1, por 1631 (notemos que 1, = 16;1 por la Observacion @

I1. Siv es un vértice regular: Por la segunda propiedad de Cuntz-Krieger reemplazamos 1, por

1., donde {e € E' | s(e) =v} = {(e1)v, -+, (en)v}-

n
la suma finita

i=1

(o)

II1. Siv es un emisor infinito: Vamos a reemplazar 1, por la serie formal Z l(e,, esto ya que
i=1

{e; € E'|s(e;) =v} =X =X,
Con lo anterior y siguiendo la prueba de la Proposicién @.2.6] podemos mostrar que los conjun-

n
tos {l,|e € E'}, {l,-1|ecE'} y {1,160 | v isa sink}U {Zleiv | v es un vértice regular } U
i=1

{ Z Ly, | v es un emisor inﬁnito} satisfacen las relaciones que definen a el dlgebra de camino de
i=1

Leavitt y entonces usando la propiedad universal de Lk (E) obtenemos el homomorfismo deseado.
Ademds, argumentando de manera similar al Teorema {.2.8] podemos comprobar que es ademads

un isomorfismo.

Observacion 22. Uno de los beneficios de realizar la construccidn anterior es que en la mayoria de

los casos no es necesario agregar tantas funciones caracteristicas como en la construccion original.
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