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Director:
Ph.D., HENRY ARGUELLO FUENTES

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
FACULTAD DE INGENIERÍAS FÍSICO-MECÁNICAS
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1 MARCO TEÓRICO Y ESTADO DEL ARTE 14
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Resumen

TITULO: DISEÑO DE MATRICES DE SENSADO EN COMPRESIÓN DE IMÁGENES
ESPECTRALES USANDO ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES1

AUTOR: JONATHAN ARLEY MONSALVE SALAZAR 2

PALABRAS CLAVE: Análisis de componentes principales, muestreo compresivo, com-
ponentes principales binarios.

La técnica de adquisición compresiva de imágenes espectrales (CSI, compressive spec-
tral imaging) aprovecha los principios de la teorı́a de muestreo compresivo (CS,Compressive
sensing) en la adquisición de imágenes espectrales tal que permite reconstruir una
señal usando una cantidad reducida de medidas en comparación con técnicas tradicio-
nales. Una caracterı́stica importante en CSI es el protocolo de muestreo, por esta razón,
su diseño es abordado en este trabajo. La coherencia y la propiedad de isometrı́a res-
trictiva han sido estudiadas con el fin de producir matrices de muestreo universales,
esto quiere decir, sin tener en cuenta los datos adquiridos para guiar el proceso. Por
otro lado, el uso de mediciones adaptativas puede mejorar los resultados de recons-
trucción, dado que estos toman ventaja de la información en la escena para guiar el
proceso de adquisición. Por otra parte, el análisis de componentes principales (PCA,
Principal Component analisys) se ha usado satisfactoriamente en problemas de reduc-
ción dimensional, por lo tanto, se puede usar esta técnica para diseñar las medidas
adaptativas dado que CSI incluye un proceso de reducción dimensional. Por esto, se
propone un algoritmo para diseñar las matrices de muestreo de algunos sistemas CSI
usando PCA, con el objetivo de reducir el error cuadrático medio entre las medidas y
las datos reales. Para realizar el diseño adaptativo de las matrices, los vectores propios
son estimados directamente de las medidas comprimidas. Simulaciones computaciona-
les muestran una mejora de hasta 4 dB en PSNR (peak signal to noise ratio) comparado
con reconstrucciones obtenidas a partir de medidas aleatorias.

1Trabajo de Investigación
2Facultad de Ingenierı́as Fisicomecánicas. Escuela de Ingenierı́a de Sistemas e Informática. Di-

rector, Henry Arguello.
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Abstract

TITLE: SENSING MATRIX DESIGN IN COMPRESSIVE SPECTRAL IMAGING USING
PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS 1

AUTHOR:JONATHAN ARLEY MONSALVE SALAZAR 2

KEYWORDS: Compressive spectral imaging, coded aperture design, principal compo-
nent analysis, adaptive sampling.

Compressive spectral imaging (CSI) is a framework that takes advantage of the com-
pressive sensing (CS) theory in the acquisition of spectral images allowing to recover
a signal by using far fewer measurements than those required by traditional methods
based on Nysquist theorem. The sensing protocol is a key feature in CSI, thus, its de-
sign is addressed in this work. Coherence and the restricted isometry property have
been widely studied in order to produce universal sensing matrices without knowlege
of the data. Further, the use of adaptive measurements can improve the reconstruction
results since they take advantage of the information in the scene to guide the sensing
process. Moreover, principal component analysis (PCA) has been successfully used in
dimensionality reduction tasks; therefore it can be used to design the adaptive measure-
ments since CSI includes a dimensionality reduction process. We propose an algorithm
to design the sensing matrices of some CSI systems by using PCA, in order to reduce
the mean square error between the measurements and the ground truth. In particular,
eigenvectors are estimated directly from the compressive measurements allowing to de-
sign the sensing matrix adaptively. Several simulations show an improvement of up to 4
dB PSNR compared with reconstruction obtained from random measurements.

1Research Work
2Department of Systems Engineering and Informatics. Advisor, Ph.D. Henry Arguello Fuentes.
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INTRODUCCIÓN

La técnica de adquisición compresiva de imágenes espectrales (CSI) realiza la
adquisición de una imagen espectral mediante proyecciones bi-dimensionales co-
dificadas, tal que, el número de medidas necesarias para una reconstrucción son
menores que las requeridas por técnicas tradicionales basadas en el teorema de
Nyquist-Shannon. CSI aprovecha el hecho de que las escenas naturales pueden
ser representadas de manera precisa en un subespacio de menor dimensión. Es-
te concepto se conoce comúnmente como escasez, o bajo rango [3, 8, 16, 20].
Para garantizar una reconstrucción precisa, el operador lineal usado para adquirir
los datos comprimidos debe ser incoherente con la base de representación donde
dichos datos se expresan de manera escasa. Esto garantiza alta probabilidad de
obtener una reconstrucción precisa, dado que una matriz incoherente tiene una re-
presentación densa en el dominio de la base, por esto, no es necesario suponer
caracterı́sticas especificas en los datos.

Por otro lado, si se conoce información a-priori de los datos, el protocolo de
muestreo se puede diseñar de tal forma que solo los coeficientes más relevantes
sean tenidos en cuenta. Por consiguiente, con base en en la teorı́a de muestreo
compresivo, donde la escasez es un requisito, el problema consiste en muestrear
las zonas donde están ubicados los coeficientes más relevantes[30]. Sin embargo,
en CSI, usualmente no se tiene conocimiento alguno sobre la señal, por esto, el
protocolo de muestreo se debe diseñar durante el proceso de adquisición, esto se
conoce como muestreo adaptativo. El procedimiento de captura de datos en CSI
se puede modelar matematicamente como y = Hf + e, donde H es una matriz de
muestreo, f es una imagen en forma vectorial y e es ruido aditivo. Esta formulación
se puede ver como una tarea de reducción dimensional donde el principal objetivo
es mantener la estructura de los datos. La propiedad de isometrı́a restrictiva (RIP,
Restricted isometry property) describe que tan ortonormal es un sistema, en com-
binaciones lineales escasas [11] mediante la búsqueda de la constante δs ∈ (0, 1)

más pequeña, tal que, para una matriz A ∈ Rm×n, y para cualquier vector s-escaso
x ∈ Rn, la desigualdad (1 − δs)||x||22 ≤ ||Ax||22 ≤ (1 + δs)||x||22 se cumple, con ||.||2
representa la norma l − 2. Esta propiedad ha sido estudiada a profundidad para di-
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señar matrices de muestreo en CSI[3, 9]. Es importante aclarar, sin embargo, que la
RIP no tiene en cuenta información de la señal de interés dado que la constante δs
considera el peor caso de ortogonalidad. Por otra parte, En un sistema adaptativo
se puede diseñar la matriz A de tal manera que dicha constante sea menor para
una realización especı́fica de la señal x.

El análisis de componentes principales (PCA) es una técnica usada para reduc-
ción dimensional mediante la proyección de los datos en un subespacio formado por
los vectores propios de la señal, tal que, la mayor parte de la varianza en la imagen
se conserve[20, 35, 39]. PCA usa los m vectores propios asociados con los ma-
yores eigenvalores de la matriz de covarianza de la señal fi como proyector lineal.
Ası́, una matriz W ∈ Rl×m con m vectores propios es usada para transformar los
datos por medio de f̃i = WT fi, con f̃i ∈ Rm y fi ∈ Rl para i = 0, 1, · · · , n2, con n2

el número de pixeles, y m < l. El uso de PCA en muestreo compresivo, para mejo-
rar la calidad de reconstrucción, ha sido estudiado previamente. Masiero et al.[32]
usa PCA para escoger la mejor base de representación en el proceso de recons-
trucción. Ke et al. usa PCA para diseñar las matrices de muestreo en adquisición de
imágenes con bajos niveles de luz (L3-imaging)[27] y en adquisición de imágenes de
caracterı́stica especı́fica[26]. No obstante, a pesar que en [26] el diseño se hace de
manera adaptativa, dicha matriz no es binaria, lo cual es un requerimiento en arqui-
tecturas ópticas como SSCSI[29] o DD-CASSI[22]. Por otro lado, en [27] los autores
diseñan matrices binarias solucionando un problema de optimización que minimice
el error entre la matriz de vectores propios y una matriz binaria. Sin embargo, esto
se realiza para imágenes L3 y solucionan un problema de optimización basado en la
norma Frobenius que minimice el error entre una matriz y ella misma afectada por
el operador sign lo cual impone una restricción binaria.

En este trabajo, se propone el diseño de las matrices de muestreo para la adqui-
sición compresiva de imágenes espectrales usando la técnica PCA. El protocolo de
muestreo y de reconstrucción se divide en 3 pasos: primero un conjunto de medidas
aleatorias se capturan para estimar los componentes principales; después, la matriz
de muestreo usada posteriormente se diseña resolviendo un problema de optimiza-
ción no convexo que maximiza la varianza de los datos en el subespacio formado
por las matrices binarias; finalmente la imagen espectral se reconstruye usando las
matrices aleatorias y diseñadas. El resto de este documento está organizado de
la siguiente manera: El marco teórico se presenta en el capı́tulo 1. Los objetivos y
pregunta de investigación se presentan en el capı́tulo 2. El capı́tulo 3 describe el
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algoritmo para el diseño de las matrices de muestreo usando PCA. En el capı́tulo 4
se explica el proceso de estimación de la matriz de covarianza a partir de las medias
comprimidas. Los resultados obtenidos se presentan en el capı́tulo 6, y el capı́tulo 7
presenta las conclusiones.
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Capı́tulo 1

MARCO TEÓRICO Y ESTADO DEL ARTE

1.1. IMÁGENES ESPECTRALES

Un espectrómetro mide la intensidad lumı́nica de las ondas de la luz como la
respuesta de un objeto ante la absorción o emisión de radiación electromagnética
en ciertas longitudes de onda. Estas respuestas forman firmas espectrales que al
ser concatenadas producen una imagen en 3 dimensiones, conocida como imagen
espectral, la cual tiene dimensión espacial N × N y L bandas espectrales. Esto
propicia el uso de este tipo de imágenes en aplicaciones que involucran detección
y clasificación, basándose en las caracterı́sticas espectrales. Entre las aplicaciones
donde son ampliamente utilizadas se incluyen: agricultura[24], medio ambiente[38],
farmacologı́a[23].

1.1.1 Espectroscopı́a Esencialmente la técnica de espectroscopı́a consis-
te en el estudio de la interacción de la luz con un material, con el fin de analizar
sus caracterı́sticas. Esto es posible debido a que en la interacción entre la mate-
ria y la luz, hay intercambios de energı́a lo cual usualmente provee información del
material. Más importante, estos cambios energéticos son únicos para cada material
posibilitando su identificación.

La figura 1.1 muestra la estructura de un espectrómetro básico que consta de una
fuente de luz que irradia un objeto, la luz reflejada se hace pasar por un prisma que
la descompone en sus diferentes longitudes de onda, para finalmente ser medidos
con un detector.

1.1.2 Métodos de adquisición de imágenes espectrales Dado que
una imagen espectral es un arreglo tridimensional de imágenes de dos dimensiones,
no se puede adquirir en una sola captura puesto que los detectores son arreglos de
2 dimensiones. Por esto, existen diversos métodos de adquisición, todos basados
en adquirir secciones de 2 dimensiones de forma secuencial. En algunas cámaras
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Esquema de un espectrómetro
Fuente de luz Objetivo

Prisma

Lente

Lente

Detector

Figura 1.1: Un espectrómetro consta usualmente de una fuente de luz, lentes, un elemento
dispersivo como un prisma y un detector

espectrales, se descompone una lı́nea espacial de la escena en sus longitudes de
onda, esto genera una imagen que es capturada por un sensor[34]. Este proceso
es repetido para todas las lı́neas espaciales de la escena, como se ilustra en la fi-
gura 1.2(a), el fenómeno que ocurre en el sensor es ilustrado en la figura 1.2(b).
Otra técnica consiste en la utilización de filtros que solo permiten el paso de la infor-
mación en un rango de longitudes de onda; posteriormente, las bandas espectrales
restantes son adquiridas utilizando el filtro correspondiente para cada una[21].

Esquema de espectrómetro de escaneo por lı́nea espacial

espacial

Linea escaneada

Sensor en movimiento

(nypixels)

x

z

y
e
sp

e
ct

ra
l

Ancho de la imagen

x

y

(a) (b)

Lente
Objetivo

Lente
colimador

elemento
dispersivo

Detector de 2
dimensiones

Imagen adquirida
anteriormente de
otras lineas

Figura 1.2: Este tipo de espectrómetros hacen un barrido sobre la zona de interés captu-
rando lı́neas espaciales y concatenándolas para formar una imagen

En todos estos métodos los tiempos de adquisición son elevados debido a las
limitaciones de los dispositivos de medición, que deben adquirir una sección cada
vez, y a que se deben exponer un determinado tiempo a la radiación proveniente del
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objeto para que ası́ la medición, que consiste en la cantidad de fotones que ingresan,
sea suficiente. Adicionalmente, la cantidad de información crece proporcionalmente
con la resolución de la imagen, dificultando la manipulación de los datos.

1.2. MUESTREO COMPRESIVO

Tradicionalmente, una señal debe ser adquirida con base en el teorema de Ny-
quist/Shannon, el cual establece que una señal debe ser muestreada como mı́nimo
al doble de su frecuencia máxima si se quiere que ésta sea estimada de manera
exacta[33, 36]. Sin embargo, en muchas aplicaciones esto puede ser excesivo. Por
otro lado E.J. Candes[12, 16] ha introducido un nuevo concepto llamado muestreo
compresivo (CS), con el cual se puede adquirir una señal con muchas menos me-
didas que las requeridas por las técnicas tradicionales [8, 12]. Este concepto es
aplicado en la adquisición de muchas señales de manera que se comprime y ad-
quiere la señal al mismo tiempo , es decir que se reduce la cantidad de información
que se debe transmitir, almacenar o procesar.

1.2.1 Adquisición compresiva de imágenes espectrales La teorı́a
de CS establece que a partir de un conjunto de mediciones y ∈ Rm de una señal
f ∈ Rl, tal que m < l, se puede estimar la señal de interés de manera precisa.
Matemáticamente el problema se expresa como

y = Hf + e, (1.1)

donde e representa ruido aditivo, y H ∈ Rm×n es la matriz de muestreo. La ad-
quisición compresiva de imágenes espectrales (CSI) por su parte, es una técnica
que implementa la teorı́a de CS en la adquisición de imágenes espectrales[1, 2, 4],
en este caso f representa a la imagen de interés, de la cual se capturan proyec-
ciones bidimensionales. Esto permite un proceso de muestreo más veloz ya que
no se requiere un escaneo lineal de la información como los esptectrórmetros tra-
dicionales, por ejemplo el mostrado en la Fig. 1.2. Las metodologı́as que imple-
mentan esta técnica se pueden dividir en tres categorı́as, i) cámaras basadas en
codificación espacial tal como la cámara espectral basada en aperturas codifica-
das (Coded aperture snapshot Spectral imager, CASSI)[1], ii) cámaras basadas en
codificación espectral, como por ejemplo la cámara espectral compresiva de codi-
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ficación espacio-espectral, (Spatio-spectral encoded Compressive Spectral Imager,
SSCSI)[29] o la arquitectura CASSI de color [5], y iii) los enfoques teóricos pa-
ra comprimir imágenes espectrales HYCA (Hyperespectral coded aperture)[31] o la
proyección compresiva de análisis de componentes principales(CPPCA)[20].

En el desarrollo de esta propuesta se utilizarán algunos conceptos de la arqui-
tectura CPPCA dadas las ventajas que ofrece, como por ejemplo estimar de manera
rápida la señal. El problema de muestreo en CPPCA a diferencia de la Ec. 1.1 se
expresa en forma matricial como

Y = QTF, (1.2)

donde Q es una matriz de muestreo aleatoria y F = [f1, f2, ..., fn] es el cubo de datos
o imagen espectral ordenada de forma matricial, tal que cada columna fi ∈ Rl es un
pı́xel de la imagen. En este caso la matriz Q debe ser ortonormal, esto quiere decir
que QTQ = I. Teniendo en cuenta esta restricción, CPPCA recupera algunos de los
componentes principales, ası́ como los coeficientes PCA directamente de las medi-
das. Lo cual puede ser usado como estrategia para extraer la información necesaria
para el diseño de las matrices de muestreo. La diferencia entre la formulación en la
ecuación 1.2 y la ecuación tradicional de CS descrita en la ecuación 1.1 yace en que
en la última, la señal de interés está en forma vectorial lo cual no permite realizar
análisis como la extracción de componentes principales pues la estructura matricial
se pierde. Por otro lado la formulación en 1.2 es difı́cil de implementar en un aparato
de medición real, si no se diseña adecuadamente la matriz Q y se utilizan conceptos
de álgebra lineal como la descomposición en valores singulares para convertirla en
ortonormal, por lo cual los aportes desde este punto de vista podrı́an ser meramente
teóricos. Sin embargo, se puede diseñar la matriz H de tal forma que pueda modelar
un comportamiento similar al descrito en la Ec. 1.2.

1.2.2 Escasez CSI supone que la señal es escasa en algún dominio, en térmi-
nos matemáticos, una señal f ∈ Rnl se dice que es s-escasa o se puede aproximar
por una señal s-escasa en la base de representación Ψ ∈ Rnl×nl si todos excepto s
coeficientes de θ = Ψf son diferentes de cero. Este concepto se expresa matemáti-
camente como

f = ΨT
s θs, s = {i ∈ [1, 2, ..., nl]|θi 6= 0}, (1.3)
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donde T representa la transpuesta, y Ψs ∈ Rnl×s contiene únicamente los s áto-
mos correspondientes a los coeficientes de θ que son diferentes de cero. Tradi-
cionalmente, en datos espectrales se usa una base de representación de la forma
Ψ = (Ψ2D ⊗Ψ1D), con Ψ2D una base de representación 2-D, usualmente wavelet,
Ψ1D una base 1-D usualmente coseno y ⊗ representa el producto Kronecker [1, 3].
La figura 1.3 muestra los coeficientes de una imagen espectral en el dominio trans-
formado en comparación con la imagen en el dominio original, Es posible notar que
la representación de la imagen en la base Ψ presenta una gran cantidad de valores
cercanos a cero.

Representación escasa en el dominio de una base Kronecker

0

50

100

150

200

250

0

50

100

150

200

250

1000 3000 5000 7000 9000 1000 3000 5000 7000 9000

Figura 1.3: Comparación entre la magnitud de los coeficientes de una imagen sin transfor-
mar(izquierda) y la imagen transformada en el dominio Wavelet (derecha) estas
gráficas resultan de ordenar el valor absoluto de los coeficientes de la señal con
el fin de analizar cómo y en cuántos coeficientes se distribuye la energı́a de la
señal[18].

1.2.3 Matriz de muestreo Reconstruir la señal f de la ecuación 1.1 es un
problema con infinitas soluciones, dado que es un sistema de ecuaciones lineales
cuyo número de incógnitas es mayor que el número de ecuaciones. Sin embargo, al
usar una base Ψ donde f es escasa, es posible escribir el problema como

y = Hf = HΨTθ = Aθ, (1.4)
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donde H es la matriz de muestreo. En este caso θ es un vector escaso, lo que quiere
decir que ||θ||0 << nl, donde ||.||0 representa la normal l0. Dado que al multiplicar
H con Ψ el rango de la matriz resultante es el mismo que el de H, la matriz de
transformación resultante no es cuadrada y por esto hay que asegurarse de que
los átomos en Ψ correspondientes a los coeficientes diferentes de cero en θ se
mantengan[10]. Esto quiere decir que dada una señal f que se puede representar
de forma escasa como la combinación lineal de algunos átomos de Ψ como

f = θ1ψ1 + θ2ψ2 + · · ·+ θsψs, (1.5)

donde ψi son columnas de Ψ. Se debe garantizar que la operación A = HΨ preser-
ve dichos átomos, de otra manera se estarı́an muestreando regiones sin información
relevante. Una forma de asegurarse de que no solo se muestreen zonas con ceros
es el uso de la incoherencia (la cual se explicará más adelante), ya que esto ga-
rantiza que toda la región sea muestreada casi uniformemente. Sin embargo, H

también se puede diseñar de manera que la matriz A contenga solo los átomos ψ
necesarios. Usualmente una sola captura de la imagen no es suficiente para cumplir
estos requerimientos, por lo que a menudo se hacen varias adquisiciones variando
H, esto mejora las propiedades de invertibilidad de A. Una forma de encontrar la
mejor matriz H es demostrar que son cercanamente ortogonales en combinaciones
escasas, a través de la propiedad de isometrı́a restrictiva (RIP)[3] definida como

(1− δs) ≤
||Ax||22
||x||22

≤ (1 + δs), (1.6)

la cual se debe cumplir para cualquier vector con escasez s, para la menor cons-
tante δs ∈ (0, 1), dada la naturaleza teórica de la RIP otra métrica conocida como
incoherencia es usada[17] para describir la calidad de la matriz de muestreo, ya que
es más sencilla de calcular. Para ello se busca el valor más pequeño de coherencia
entre la matriz de muestreo y la base de representación, la coherencia se calcula
mediante la fórmula

µ(H,Ψ) = max1≤i,j≤N |〈hi,ψi〉|, (1.7)

donde µ(H,Ψ) es la coherencia entre las columnas de la matriz H y la matriz Ψ,
hi es una columna de H y ψi es una columna de Ψ[8]. Esta caracterı́stica mide
la capacidad de la matriz de muestreo de adquirir uniformemente los coeficientes
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escasos de la señal; una coherencia alta implica que se muestrean más ciertas
zonas y otras quedan sin ser capturadas, dando la posibilidad de que en dichas
zonas sin muestrear estén algunos coeficientes importantes.

1.3. ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES EN
IMÁGENES ESPECTRALES

Las imágenes espectrales representan un gran reto a la hora de ser analizadas
debido a sus grandes dimensiones, por lo cual existe una necesidad de reducir su
tamaño. Para ello se deben aplicar técnicas de reducción dimensional sin perder
la información relevante. Existe una variedad de métodos para hacer esto, entre
las que se encuentran análisis de componentes principales[14], análisis de compo-
nentes independientes[25], transformada discreta wavelet[7]. Todos estos métodos
proyectan los datos en un sub-espacio de menor dimensión conservando la mayor
cantidad de información.

La técnica de análisis de componentes principales (PCA, principal component
analysis) es muy usada en reducción dimensional y tareas de clasificación[14, 15].
En esta técnica los componentes o vectores en la dirección de máxima variabilidad
son estimados y se conocen como componentes principales o vectores propios, este
concepto se muestra en la figura 1.4.

Dada una imagen espectral ésta puede ser re-ordenada de tal forma que cada
columna represente un pı́xel, y las filas correspondan a las bandas espectrales tal
que

F = [f1, f2, ..., fn], (1.8)

donde fi ∈ Rl representa cada pı́xel de la imagen. Para calcular la base de los
vectores propios, primero se debe restar la media de los datos, la media se puede
aproximar mediante la fórmula

m =
1

n

n∑
i=1

fi. (1.9)

Por otra parte, La matriz de covarianza está definida como cov(f) = E{(f−E{f})(f−
E{f})T}, donde E representa el operador valor esperado, dicha matriz puede ser
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Componentes principales

Componente principal 1

Componente principal 2

Figura 1.4: Representación esquemática del concepto de componentes principales, cada
componente señala en la dirección de mayor variabilidad de los datos.

aproximada mediante

Σ =
1

n

n∑
i=1

(fi −m)(fi −m)T . (1.10)

Una vez calculada la matriz de covarianza muestral se procede a realizar el cálculo
de la descomposición de valores propios, el cual tiene la forma

Σ = WΛWT , (1.11)

donde W es la matriz con los vectores propios y Λ es una matriz diagonal con los
valores propios. La transformación lineal de análisis de componentes principales se
realiza sobre la matriz con media reajustada a cero dada por

G = [f1 −m, f2 −m, ..., fN2 −m] (1.12)

tal que
G̃ = WTG. (1.13)

De esta forma la primera banda de la imagen transformada G̃ contiene la mayor
varianza y las últimas la menor. Por lo tanto, usar las primeras K bandas de G̃ es
suficiente para representar de manera precisa la imagen.
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Capı́tulo 2

PROPUESTA

2.1. PREGUNTA DE INVESTIGACIÓN

¿Es posible diseñar matrices de muestreo de un sistema de adquisición com-
presiva de imágenes espectrales mediante la técnica de análisis de componentes
principales?

2.2. HIPÓTESIS

El uso de la técnica de análisis de componentes principales permitirá deseñar
la matriz de muestreo de tal manera que se capture la información relevante de la
señal con el fin de obtener reconstrucciones mejoradas.

2.3. OBJETIVO GENERAL

Diseñar la matriz de muestreo de un sistema compresivo de imágenes espectra-
les con base en la técnica de análisis de componentes principales.

Objetivos especı́ficos

Determinar el modelo de muestreo matricial de las arquitecturas de muestreo
compresivo espectral que admiten una representación matricial.

Diseñar las matrices de muestreo espectral para aumentar la calidad de las
imágenes reconstruidas mediante la estimación de los componentes principa-
les de los datos bajo análisis.

Desarrollar los algoritmos para la reconstrucción de imágenes espectrales a
partir de las medidas compresivas y la estimación de los componentes princi-
pales.
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Verificar el desempeño de las matrices diseñadas comparándolas con siste-
mas de compresión de imágenes basadas en matrices aleatorias.

23



Capı́tulo 3

DISEÑO DE LAS MATRICES DE MUESTREO

Sea F = [f1, · · · , fn] una imagen espectral, donde cada fi ∈ Rl es un pı́xel (un
vector con información a lo largo del espectro en una determinada posición espa-
cial). PCA proyecta los datos en un subespacio formado por los vectores propios,
tal que para un determinado pı́xel fi la transformación es realizada por medio de
f̃i = WT fi, donde W contiene los vectores propios de la matriz de covarianza Σ.
Asumiendo que los datos siguen una distribución gaussiana con media cero, esta
matriz se estima por medio de Σ = FFT/n. Una reducción dimensional se logra al
construir una matriz Wk ∈ Rl×k que contiene los k vectores propios asociados con
los k mayores valores propios tal que k < l y realizando la proyección lineal dada
por

F̃ = WT
k F. (3.1)

La principal ventaja de PCA es que preserva la estructura de los datos en una dimen-
sión menor, minimizando el error entre la señal F y su proyección en el subespacio
formado por las columnas de W dado por WWTF, i.e. minimiza ||F −WWTF ||2F .
Sin embargo, PCA requiere conocer los datos y por ello el dispositivo de medición
deberı́a capturar y calcular la matriz de proyección antes de aplicar el procedimiento
de compresión. Por otro lado, CSI es una técnica usada para capturar y compri-
mir los datos directamente en el detector, permitiendo recuperarla de forma precisa
asumiendo que los datos satisfacen propiedades como escasez, bajo rango, y ex-
centricidad en los valores propios[1, 6, 28]. Sea Q ∈ Rl×v una matriz de muestreo
con v < l, el problema de captura de datos en CSI se puede modelar como

Y = QTF, (3.2)

donde Y ∈ Rv×n representa las medidas. CSI no requiere conocimiento de la señal
de antemano, y comprime los datos sin realizar ningún cálculo en el detector. Con
base en esto, se quiere diseñar la matriz de muestreo Q descrita en la Ec. 3.2 para
ser aproximadamente la matriz Wk en la Ec. 3.1. No obstante, la matriz Q es usual-
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mente binaria en arquitecturas CSI implementables como Spatial-Spectral Encoded
Compressive HS Imager (SSCSI) [29] y Dual disperser Coded Aperture Snapshot
Spectral Imaging (DD-CASSI) [22]. Considerando esto, el problema de optimización
tradicional de PCA debe ser modificado para incluir la restricción binaria. Entonces,
la matriz Wk es la solución al problema

arg min
Wk

||F−WkW
T
k F||22

sujeto a WkW
T
k = I.

(3.3)

Este problema es convexo e intuitivamente fácil de entender, sin embargo, añadir
una restricción binaria hace difı́cil solucionarlo, por esto el problema en la Ec. 3.3 no
es considerado y en su lugar se toma una versión equivalente dada por

arg max
wi

wT
i Σwi

sujeto a ||wi||2 = 1,

(3.4)

donde wi es la i-ésima columna de la matriz Wk. Una restricción binaria se añade
al problema para el diseño de Q como

arg max
qi

qTi Σqi

sujeto a qji ∈ {0, 1/
√
b},

(3.5)

donde qji es el j-ésimo elemento en la i-ésima columna, b es el número de elementos
diferentes de cero en la i-ésima columna, Σ es la matriz de covarianza de los datos.
Este problema tiene como objetivo encontrar el subespacio formado por vectores
binarios qi que maximice la varianza de los datos, Por lo que qi es un componente
principal binario. Dado que la función en la Ec. 3.5 no es convexa, se desarrolló el
algoritmo 1 para aproximar su solución.

El algoritmo 1 inicializa el patrón de codificación o componente principal bina-
rio con ceros. En cada iteración busca la mejor posición donde un uno maximiza
el valor de la función objetivo manteniendo los unos encontrados anteriormente en
una posición fija. Este algoritmo tiene orden O(dl3) de complejidad computacional
temporal, esto dado que el paso 8 se puede optimizar utilizando el resultado de ite-
raciones anteriores. Para el calculo de la linea 8, se define q1:k

i = (q1:k−1
i + qki ) como
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Algoritmo 1 B-PCA: Estimación de PCA binario
1: input: Σ, d Número de adquisiciones diseñadas
2: qi ∈ Rl

3: for i = 1 to d hacer
4: max← 0
5: for j = 1 to l hacer
6: for k = 1 to l hacer
7: qi(k)← 1 coloca un uno en la k-ésima posición
8: c← qTi

||qi||Σ
qi
||qi|| calcula la función objetivo

9: si c > max entonces
10: max = c
11: index = k
12: fin si
13: qi(k)← 0remueve el uno
14: fin for
15: qi(index)← 1 coloca el uno en la mejor posición
16: fin for
17: Σ← Σ− (qiΣqi)(qiq

T
i )

18: fin for
19: output: H = [q1,q2, · · · ,qp]

el vector en la k-ésima iteración, con qki un vector con solo un elemento diferente de
cero. Entonces, la función objetivo c← qTi

||qi||Σ
qi
||qi|| en la iteración k se puede calcular

mediante la expresión

ck = (q1:k−1
i + qki )

TΣ(q1:k−1
i + qki )

= ck−1 + 2(q1:k−1
i )TΣqki + (qki )

TΣqki .
(3.6)

Dado que qki tiene un solo elemento diferente de cero, los productos que lo in-
volucran en la Ec. (3.6) se pueden calcular eficientemente. La prueba de esto se
muestra en el apéndice 7.2. Finalmente, el valor de la función objetivo esta dado por
c = 1/k(ck). Adicionalmente, en las imágenes espectrales usualmente tienen l ban-
das espectrales que oscilan entre 50 y 500 , y por esto la complejidad del algoritmo
1 no es un problema, pues el computo de los vectores qi se puede realizar de ma-
nera rápida. Sin embargo, en CSI la matriz de covarianza Σ no se conoce, ası́ que
esta debe ser estimada de las medidas. Esto se hace capturando algunas medidas
aleatorias y estimando la matriz Σ como se describe en la siguiente sección.
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Capı́tulo 4

ESTIMACIÓN DE LA MATRIZ DE COVARIANZA

El objetivo principal en CSI, es estimar una señal a partir de un conjunto de me-
didas, razón por la cual se desconoce la matriz de covarianza Σ. Sin embargo, se
puede hacer una estimación rápida utilizando técnicas como el algoritmo CPPCA.
No obstante, se deben hacer algunas modificaciones en la ecuación que modela el
proceso de muestreo en CSI. El problema de muestreo matricial presentado en la
Ec. 3.2 no es fácilmente implementable en arquitecturas reales como SSCSI y DD-
CASSI, además, usar un solo proyector lineal H hace más difı́cil estimar la matriz
de covarianza dado que el algoritmo compressive-projection principal component
analysis (CPPCA) usado para su estimación se basa en la intersección de varios
sub-espacios para encontrar la dirección de los vectores propios[20, 35]. Por otro la-
do, el problema vectorial tradicional en estas arquitecturas hace más difı́cil el diseño
de la matriz de muestreo dado que esta es altamente estructurada, además hace
que la estructura de la matriz de covarianza de la señal se pierda impidiendo añadir
restricciones matriciales sobre ésta que ayuden en su solución[6]. Por lo anterior,
el problema vectorial se debe considerar y proponer algunos cambios. El problema
vectorial está dado por

y = Hf + e, (4.1)

donde y son las medidas, f = [fT1 , f
T
2 , · · · , fTn ]T es la imagen vectorizada, e es ruido

aditivo, y H es una matriz de muestreo diagonal a bloques representada como H =

diag(QT
1 ,Q

T
2 , · · · ,QT

n ) donde Qi ∈ Rl×v, siendo l el número de bandas espectrales,
y v el número de capturas. La señal se reconstruye resolviendo el problema de
optimización dado por

arg min
θ

||y −HΨ−1θ||22 + τ ||θ||1. (4.2)

Si se forza a que cada matriz Qi = Qj, el problema en la Ec. 4.1 se convierte en un
problema equivalente al problema en la Ec. 3.2 puesto que cada pı́xel es comprimido
usando la misma matriz. A pesar de que esta formulación es más conveniente para
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el uso de PCA como se describe en la Ec. 3.1, también presenta algunos inconve-
nientes relacionados con la recuperación de información y con su implementación
en arquitecturas ópticas reales. Teniendo esto en cuenta, se puede limitar a p el
número de diferentes matrices Qi tal que p ≤ n, lo que permite redefinir el problema
en la Ec. 4.1 de la siguiente manera

Ỹ = H̃F̃ + E, (4.3)

donde Ỹ = [YT
1 , · · · ,YT

p ]T , H̃ = diag(QT
1 , · · · ,QT

p ) y F̃ = [FT
1 , · · · ,FT

p ]T donde ca-
da Fi ∈ Rl×n/p es un subconjunto de pı́xeles de la imagen F que son afectados
por el mismo proyector. Además, cada Fi contiene pı́xeles de toda la imagen, por
lo que cada uno se asemeja estadı́sticamente a la imagen F. Este hecho se pue-
de usar para estimar sus vectores propios directamente de las medidas comprimi-
das Yi adquiriendo primero algunas medidas aleatorias y usándolas para diseñar
las mediciones subsecuentes. El algoritmo compressive-projection principal compo-
nent analysis (CPPCA)[20] se usa para estimar la matriz de covarianza muestral.
CPPCA tiene como objetivo recuperar los vectores propios basándose en la técnica
de optimización de proyección en conjuntos convexos (projections-onto-convex-sets
(POCS)). Sin embargo, CPPCA requiere que Qi sea ortonormal. Por esta razón, se
reformula el problema en la Ec. (4.3) haciendo descomposición de valores singula-
res de Qi = UiΛiV

T
i y luego modificando las medidas

Ỹi = Λ†iU
T
i Yi = VT

i Fi, (4.4)

donde † representa la pseudo-inversa. Con esta modificación, el problema en la
Ec. 4.4 cumple con el requerimiento de usar un proyector ortonormal dado que V

lo es. Adicionalmente, los datos deben estar centrados i.e. tener media cero para
poder usar la técnica PCA como se describe en la Sec. 1, pero usualmente las
imágenes espectrales toman valores entre 0 y 2nbits − 1, por esta razón, suponer
media cero no es realista. Por otro lado, reconstruir la imagen para calcular su media
generará altos costos computacionales. Debido a esto, se desea estimar la media
directamente de las medidas comprimidas. La media se puede estimar usando las
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medidas adquiridas con las matrices aleatorias, usando la formula[35]

f̂ = α

p∑
i=1

k∑
j=1

QT
i (QiQ

T
i )−1yji , (4.5)

donde α = v/n2, yji es el j-ésimo pı́xel en el i-ésimo subconjunto o partición, y k es
el número de pı́xeles en cada partición. Se ha probado que la Ec. (4.5) converge
a la verdadera media cuando n → ∞[35]. Una vez estimada la media, las medidas
son corregidas restándoles la media Ỹi = Yi −QT

i (f̂ ⊗ 1T ), donde ⊗ representa el
producto Kronecker, y 1 ∈ Rk es un vector de longitud k. Esta operación replica la
media y la resta de las medidas.

Usando CPPCA se pueden recuperar m vectores propios asociados con los m
valores propios más grandes en magnitud. Para ello, definamos Wk ∈ Rl×k como la
matriz que contiene dichos vectores, los coeficientes PCA se estiman por medio de
F̂i ≈ (VT

i W)†Ỹi. Luego, la imagen se reconstruye con

F̂i ≈WF̂i, (4.6)

a partir de esta señal estimada, la matriz de covarianza se calcula como Σ ≈ F̂F̂T/n.
Wei Li et al.[28] proponen una heurı́stica para determinar la cantidad m, i.e. el núme-
ro de vectores propios que pueden ser recuperados de forma precisa, esto es im-
portante dado que estimar incorrectamente un vector propio y usarlo en la estrategia
de muestreo puede impactar de forma negativa el proceso ( por ejemplo se puede
recuperar un vector del espacio nulo de la señal). El cálculo de este valor se hace
mediante la formula m = b(ρv/ log lc para alguna constante ρ, donde v es el núme-
ro de capturas, l es el número de bandas de la imagen espectral, y b.c representa
redondeo al entero inmediatamente anterior.

El protocolo de muestreo y reconstrucción se resume en el Algoritmo 2. Primero,
se generan algunas matrices aleatoriamente, siguiendo una distribución Bernoulli,
y se usan como patrones de codificación en la imagen. Usando estas medidas se
calcula la media y se resta de las medidas como se muestra en las lı́neas 6-11.
Luego, la matriz de covarianza se estima (lı́nea 12) y las matrices de muestreo se
diseñan usando el Algoritmo 1 (lı́nea 13). A continuación, las matrices diseñadas
Q se concatenan con las matrices aleatorias como se muestra en las lı́neas 14-
16. Finalmente se soluciona el problema de optimización para recuperar la imagen
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(lı́nea 18) donde Ψ es una base de representación como Wavelet o la transformada
DCT.

Algoritmo 2 Algoritmo de reconstrucción
1: entrada: n,Fi, p
2: for i = 1 hasta p hacer
3: H̃i ← Generadas aleatoriamente
4: Yi ← H̃iFi

5: fin for
6: Ω̃← [H̃1, · · · , H̃p]

7: f̂ = α
n

∑p
i=1

∑k
j=1 HT

i (HiH
T
i )−1yji

8: for i = 1 hasta p hacer
9: Ỹi = Yi − T̃i(f̂ ⊗ 1T ) Restar la media

10: fin for
11: F = CPPCA(H,Y)
12: Σ̃ = 1

n
FFT Estimar la matriz de covarianza

13: Q← B-PCA(Σ̃, d)
14: for i = 1 hasta p capturas hacer
15: Hi ← [H̃T

i ,Q
T ]T

16: fin for
17: H̃← diag(HT

1 , · · ·HT
p )

18: F̃← Ψ−1(arg min θ||Ỹ − H̃Ψ−1Θ||22 + τ ||Θ||1)
19: Salida:F̃

4.1. ANÁLISIS DE LA PROPIEDAD DE ISOMETRÍA
RESTRICTIVA

En esta sección se mostrará que el uso de PCA satisface la RIP en casos es-
pecı́ficos. Sea F ∈ Rl×n una imagen espectral que se puede representar precisa-
mente en un subespacio de dimensión m < l. Esto significa que hay algunos valo-
res propios de la matriz de covarianza que son cero, esto es λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm >

λm+1 = · · · = λl = 0. Además cualquier pı́xel fi de la imagen se puede expresar
como

fi =λ1ω
i
1w1 + · · ·+ λkω

i
kwk + λ(k+1)ω

i
(k+1)w(k+1) + · · ·+ λlω

i
lwl

=λ1ω
i
1w1 + · · ·+ λkω

i
kwk,

(4.7)
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donde wj son los vectores propios de la señal, y ωj (j = 1, 2, · · · , k) son los coefi-
cientes de la proyección del pı́xel en el subespacio del vector propio. La matriz Wk

contiene los auto vectores asociados a los k valores propios más importantes, enton-
ces WT

k fi = [λ1ω
i
1, · · · , λmωim]T . Por ende, se puede mostrar que ||fi||22 = ||WT

k fi||22.
Tenga en cuenta que los vectores propios son ortonormales entre si, por esto

||fi||22 =||λ1ω
i
1w1 + · · ·+ λkω

i
kwk||22

=||λ1ω
i
1w1||22 + · · ·+ ||λkωikwk||22

=(λ1ω
i
1)2 + · · ·+ (λkω

i
k)

2

=||WT
k fi||22.

(4.8)

Se puede concluir que Wk satisface la RIP para un conjunto especı́fico de vectores
pertenecientes a la señal F con δk = 0, i.e. (1 − δk)||f ||22 ≤ ||WT f ||22 ≤ (1 + δk)||f ||22.
En el caso más general donde fi no puede ser representado exactamente en una
dimensión menor, la constante δk puede ser acotada. Sea fi un pı́xel que puede ser
aproximado en una dimensión k usando PCA, tal que los auto valores de la matriz
de covarianza son todos diferentes de cero i.e. λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk ≥ · · · ≥ λl. fi es
modelado como

fi =λ1ω
i
1w1 + · · ·+ λmω

i
mwm + · · ·+ λlω

i
lwl. (4.9)

Se puede ver que la norma del vector ||fi||22 = (λ1ω
i
1)2 + · · ·+ (λlω

i
l)

2 por esto

||WT
k fi||22 =||fi||22 − (λ(k+1)ω

i
(k+1))

2 + · · ·+ (λlω
i
l)

2)

=||fi||22 −
||fi||22(λ(k+1)ω

i
(k+1))

2 + · · ·+ (λlω
i
l)

2

||fi||22

=||fi||22
(

1−
(λ(k+1)ω

i
(k+1))

2 + · · ·+ (λlω
i
l)

2

||fi||22

)
.

(4.10)

Reemplazando la Ec. (4.8) en (4.10) se obtiene

||WT
k fi||22 =||fi||22

(
1−

(λ(k+1)ω
i
(k+1))

2 + · · ·+ (λlω
i
l)

2

(λ1ωi1)2 + · · ·+ (λlωil)
2

)
, (4.11)

entonces δk = (
∑l

j=k+1(λjω
i
j)

2)/((
∑l

j=1(λjω
i
j)

2)). Teniendo en cuenta que en esce-
nas naturales la mayorı́a de la información se mantiene en los primeros auto vecto-
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res, se puede decir que
∑l

j=1(λjω
i
j)

2 >>
∑l

j=k+1(λjω
i
j)

2, y ası́ δk es pequeño. Note
sin embargo que, este trabajo usa una versión binaria de los vectores propios con
los que se construye la matriz Q, los cuales no son necesariamente ortonormales
entre ellos. Por esto, la diferencia será acotada por

||(Wk −Q)fi||2 ≤ ||Wk −Q||2→2||fi||2
||(Wk −Q)fi||2

||fi||2
≤ ‖Wk −H‖2→2 = ||Wk −Q||2→2,

(4.12)

donde ||.||2→2 representa la norma espectral. La diferencia entre WT f y QT f se
relaciona con

||Wk −Q||2→2 =σmax(Wk −Q)

=λmax((Wk −Q)T (Wk −Q))

=λmax(W
T
k Wk −WT

k Q−QTWT
k + QTQ)

=λmax(I−WT
k Q−QTWT

k + QTQ)

=1− λmax(W
T
k Q + QTWT

k −QTQ)

=1− δt = δT .

(4.13)

Dado que Wk y Q maximizan el varianza explicada, se espera que δt sea cercano
a 1 y por esto la diferencia ||(Wk −Q)fi||2 es pequeña. La RIP estará acotada por

(1− δk − δT )||f ||22 ≤ ||Hf ||22 ≤ (1 + δk + δT )||f ||22, (4.14)

donde δk se describe en Ec. (4.11)
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Capı́tulo 5

APLICACIÓN EN ARQUITECTURAS CSI REALES

El procedimiento de captura que se usa requiere que cada subconjunto Fi sea
proyectado con una matriz diferente, además no se asume ninguna correlación en-
tre las matrices Qi. Sin embargo, en arquitecturas implementables no se puede
reproducir este comportamiento dado que las matrices de muestreo Qi exhiben una
fuerte correlación entre ellas. En esta sección explicamos el problema y analizamos
posibles soluciones.

5.1. DD-CASSI

La arquitectura Dual Disperser Coded Aperture Snapshot Spectral Imaging [22]
es una arquitectura CSI en la cual se puede implementar la propuesta de este traba-
jo. Ésta usa dos elementos dispersivos y una apertura codificada. Los dos elemen-
tos dispersivos están dispuestos en oposición tal que el segundo prisma cancela
exactamente la dispersión introducida por el primero. Una apertura codificada es
utilizada en medio, de manera que la escena es codificada antes de integrarse en
el detector. La representación esquemática de la arquitectura se muestra en la Fig.
5.1, y el proceso fı́sico de muestreo se muestra en la Fig. 5.2. Las medidas en el
detector se modelan como

y(x, y) =

∫
Ωλ

t(x− α(λ− λc), y)f(x, y, λ)dλ, (5.1)

donde, λ describe la dispersión lineal y λc la longitud de onda central; y(x, y) son las
medidas y t(x, y) la apertura codificada y α es un parámetro de calibración.

En esta arquitectura la apertura se puede diseñar para producir un número limita-
do de patrones en el eje espectral, lo cual permitirá restringir el número de matrices
Qi. Por ejemplo, en la Fig. 5.2 produce solamente 2 patrones de codificación diferen-
tes para toda la imagen, esto se logra repitiendo un patrón espacial de tamaño 2 a lo
largo de toda la imagen. Sin embargo, se puede variar el número de patrones como
se muestra en la Fig. 5.3. Esto está relacionado con la cantidad de subconjuntos Fi
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Arquitectura DD-CASSI

Figura 5.1: Representación esquemática de la arquitectura DD-CASSI. Además de los len-
tes, la caracterı́stica importante es el uso de dos prismas para cancelar el efecto
dispersivo de uno y otro, pero logrando una codificación espectral

Proceso de adquisición en DD-CASSI

Figura 5.2: Representación del proceso fı́sico de muestreo llevado a cabo por la arquitectura
DD-CASSI. Primero un prisma produce un efecto de dispersión, después una
apertura codificada codifica la escena espectral entonces un segundo prisma
cancela el efecto del primero y finalmente la imagen es integrada en el detector.
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descritos en la Ec. (4.3).La forma de generar un número diferente de patrones se
explica en la Fig. 5.3.

Diseño de un número limitado de patrones en DD-CASSI

Figura 5.3: Procedimiento para generar un número limitado de patrones. Un patrón con p
elementos es repetido a lo largo de la dimensión espacial lo cual genera un
número limitado de patrones en el dominio espectral (filtros) generando p par-
ticiones. Izquierda: diseño de patrones con p = 2 particiones. Derecha: Diseño
de patrones con p = 5 particiones.

Por simplicidad el número de subconjuntos se estableció como p = l. M. E.
Gehm et al [22] exponen diferentes distribuciones espaciales que se pueden lograr
con esta arquitectura. Una caracterı́stica especial de esta arquitectura es que para
cierto patrón de codificación de un pı́xel, el patrón de la izquierda y de la derecha
son permutaciones cı́clicas, e.j. para un pı́xel codificado con los elementos {a, b, c, d}
los pı́xeles de la derecha y la izquierda se codificarán por {b, c, d, a} y {d, a, b, c}
respectivamente. En la formulación matricial, esto implica que las matrices Qi son
iguales, excepto por un desplazamiento circular, i.e. Qi = Πi−jQj, donde Φ es una
matriz de permutación. Esto se muestra en la Fig. 5.4.

Por esto, diseñar una sola matriz Q = Qi determinará el resto de matrices Qj

dado que las matrices Qi = Πi−jQj, donde Π es una matriz de permutación. Esto
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Comparación de matrices de muestreo en DD-CASSI

C
ap

tu
ra

s

Matriz de muestreo Matriz de muestreo Matriz de muestreo

Bandas Espectrales Bandas Espectrales Bandas Espectrales

Figura 5.4: Desplazamiento circular en las matrices de muestreo de DD-CASSI. Cada cap-
tura representa una adquisición. Se puede notar que son la misma matriz ex-
cepto por la permutación circular, donde la matriz del centro es igual a la de
la izquierda excepto por una columna, sin embargo esta columna sale por la
izquierda e ingresa por la derecha.

significa que solo una de estas matrices se puede diseñar siguiendo el procedimien-
to de PCA aquı́ propuesto. Sin embargo, se espera que las matrices Qj cercanas a
Q sean aún buenas aproximaciones a PCA binario.

5.2. SSCSI

La arquitectura Spatial-Spectral Encoded Compressive Hyperspectral Imager (SSC-
SI) es otra cámara CSI. Esta usa un único elemento dispersivo y una apertura co-
dificada. Con esta configuración logra una codificación espectral no uniforme de la
imagen al codificar de forma diferente cada banda usando una apertura codificada
binaria. Esto se logra colocando la apertura codificada entre el plano del sensor y el
plano espectral formado por la rejilla de difracción[29]. La representación esquemáti-
ca de la arquitectura se muestra en la Fig. 5.5

Las medidas en el detector se pueden modelar como

y(x, y) =

∫
Ωλ

t(x+ s(aλ− x), y)f(x, y, λ)dλ, (5.2)

donde y(x, y) representa las medidas en el detector, t representa la apertura co-
dificada, f(x, y, λ) es la imagen espectral, a es un parámetro de calibración para
convertir una coordenada espectral a una espacial, y s controla el efecto dispersi-

36



Representación esquemática de la arquitectura SSCSI

Figura 5.5: Una rejilla de difracción y una apertura codificada se usan para lograr la codifi-
cación

vo de los patrones de codificación. Variar el parámetro s produce un cambio en la
codificación de la escena como se muestra en la Fig. 5.6.

Representación de la codificación producida en SSCSI

Figura 5.6: Representación de la codificación producida en la dimensión espectral en la ar-
quitectura SSCSI usando la misma apertura codificada pero variando el paráme-
tro s. Se puede observar como 2 elementos t1, t2 de la apertura codificada co-
difica la imagen cuando s cambia. Izquierda: codificación con s = 0,1, medio:
s = 0,5 y derecha: s = 0,9

De acuerdo con la Fig. 5.6 s = 0,5 es el mejor valor para el enfoque aquı́ pro-
puesto dado que ası́ se asemeja a la codificación de la arquitectura DD-CASSI lo
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que facilita la implementación de los patrones propuestos. En el caso de s = 0,1 se
genera una codificación espectral que disminuye los grados de libertad puesto que
un solo elemento de codificación se repite a lo largo del espectro. En el caso de
s = 0,9 la codificación produce una correlación espacial en la codificación lo cual se
ha demostrado que afecta negativamente la reconstrucción[13]. Tomando esto en
cuenta se fija s = 0,5 como el valor usado de aquı́ en adelante. Esto, sin embargo,
produce algunos problemas en las matrices dado que se forman núcleos de 2 ele-
mentos. Por esta razón, se debe tener en cuenta en el algoritmo de diseño. La Fig.
5.7 explica algunas consideraciones que se tienen en cuenta a la hora de diseñar
los vectores binarios para SSCSI.

Comparación de patrones factibles y no factibles para SSCSI

Figura 5.7: Patrones de la arquitectura SSCSI generados usando s = 0,5, usando este valor
no es posible obtener bloques con un número impar de elementos de bloque
o traslucidos en la dimensión espectral, arriba: patrones diseñados sin tener
en cuenta esta consideración, abajo: patrones que se pueden generar usando
SSCSI
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Capı́tulo 6

RESULTADOS Y SIMULACIONES

La efectividad de las matrices propuestas se demuestra en varias escenas com-
parando su desempeño con el uso de matrices aleatorias binarias. El algoritmo Gra-
dient Projection for Sparse Reconstruction (GPSR [19]) se usó para resolver la Ec.
(4.2), como criterio de parada se seleccionaron 20 iteraciones. La imagen espectral
F se dividió en p = l subconjuntos de tal forma que el proceso de muestreo se puede
modelar usando la Ec. 4.3. Además, la transmitancia de los patrones de codificación
en las matrices aleatorias se configuró a ”40 %”, la transmitancia se define como el
número de elementos translúcidos sobre el total de elementos en la apertura co-
dificada, para encontrar este valor se realizaron varias simulaciones variando este
parámetro y se encontró que este es el valor óptimo. La base de representación
usada fue Ψ3D = Ψ2D⊗Ψ1D, donde Ψ2D es la transformada Wavelet Symmlet 8 2D,
y Ψ1D es la base DCT.

6.1. IMAGEN ESPECTRAL URBAN

La primer imagen usada fue urban[40]. Esta imagen hiperespectral tiene 256×256

pı́xeles de resolución espacial y l = 128 bandas espectrales. Una banda espectral y
tres diferentes pı́xeles se muestran en la Fig. 6.1. Esta imagen se divide en p = 128

subconjuntos.
Como prueba de concepto, primero la aproximación de la imagen fue realiza-

da usando una pseudo-inversa con matrices aleatorias y diseñadas i.e. la imagen
se reconstruyó resolviendo la Ec. 4.2 con τ = 0. El resultado de esta prueba se
muestra en la Fig. 6.2. Para el caso de las matrices diseñadas se supone que se
conoce la matriz de covarianza dado que el objetivo de esta prueba es mostrar que
usando patrones binarios basados en PCA efectivamente supera el desempeño de
usar solo matrices aleatorias. La tabla 6.1 muestra la comparación de la calidad de
reconstrucción usando MSE (mean square error ) definido como ||F − (QT )†QTF||2
y PSNR 20 log Max√

MSE
con Max el máximo valor de amplitud de la señal (peak signal

39



Imagen Urban
Píxeles de la imagen

In
te

ns
id

ad

Bandas espectrales

Figura 6.1: Urban, primer imagen espectral usada en simulaciones, Izquierda: distribución
espacial en la 100-ésima banda espectral, derecha: 3 firmas espectrales en
diferentes pı́xeles de la imagen

to noise ratio).

Tabla 6.1: Desempeño de la reconstrucción usando como métrica PSNR y MSE

Aleatorias Σ Estimada Σ Conocida a priori
||F− F̃||2 119.511 15.991 15.939

PSNR (dB) 16.875 31.085 31.955

En la tabla 6.1, la columna ”Estimada” representa las matrices Q diseñadas
usando la matriz de covarianza estimada desde las medidas aleatorias, la colum-
na ”conocida a priori” es el resultado de usar las matrices Q diseñadas conociendo
la verdadera matriz de covarianza. Se puede notar que usando las matrices pro-
puestas se obtiene un mejor desempeño en ambas métricas (PSNR, y MSE) sin
importar cómo se estime la matriz de covarianza. En términos de MSE, las matri-
ces propuestas logran una mejora de cerca de 8 veces, comparado con medidas
aleatorias, y alrededor de 2 veces en términos de PSNR.

En el proceso de adquisición, el número de capturas varı́a desde 14 hasta 26.
En cada caso algunas capturas fueron generadas aleatoriamente y otra parte fue
diseñada siguiendo la ecuación redondear(ρv/ log l) con ρ = 1. Esto debido a que la
reconstrucción se ve afectada negativamente si los vectores propios son estimados
de manera errónea. Por ello, se debe garantizar que se recuperen de la manera
más precisa posible. Basado en la formula anterior, el número de vectores propios a
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Comparación de firmas espectrales - Urban

Figura 6.2: Comparación de una firma espectral de la aproximación de la imagen haciendo
una pseudo-inversa con capturas 8 diseñadas y aleatorias.

estimar se calculaba y éstos eran usados en el diseño de las matrices. Por ejemplo
en el caso de v = 14, 12 adquisiciones se generaron aleatoriamente y 2 fueron
diseñadas (dado que redondear[1 × 12/ log 128)] = 2). Ası́, 2 vectores propios son
estimados de las medidas comprimidas usando CCPCA y luego el Algoritmo 1 se
utilizó para el diseño de los patrones.

Los Resultados usando PSNR como métrica se muestran en la Fig. 6.3. Se
muestran 3 gráficas diferentes. Primero, los resultados usando las matrices diseñadas
imponiendo solo la restricción binaria, donde se ve que estas matrices logran una
mejora de hasta 5 dB en comparación con medidas aleatorias. Cuando adicional-
mente se imponen las restricciones de la arquitectura DD-CASSI en el problema, los
resultados son similares a los de la primera parte. Finalmente, Usando la condicio-
nes de SSCSI la reconstrucción alcanzada con los patrones aleatorios mejora, sin
embargo, las matrices diseñadas mejoran estos resultados por alrededor de 1 dB.
Cabe resaltar que en el caso de SSCSI las medidas aleatorias usaron un parámetro
s = 0,1 dado que los autores recomiendan éste como el mejor valor[29]

Una comparación espacial y espectral se muestra en la Fig. 6.4 donde algunos
pı́xeles al azar fueron seleccionados y mostrados para comparar el desempeño de
las matrices diseñadas.
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Comparación del PSNR en las reconstrucciones
Comparación de PSNR
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Figura 6.3: PSNR de la imagen hiperespectral reconstruida para varias tasas de compre-
sión. Arriba: Comparación del PSNR en la reconstrucción usando matrices di-
señadas y aleatorias, usando solo la restricción binaria. Medio: Comparación
del PSNR en la reconstrucción usando las restricciones binaria y de la arquitec-
tura DD-CASSI. abajo: Comparación del PSNR de la reconstrucción usando la
restricción binaria y de la arquitectura SSCSI.
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Comparación visual de la imagen Urban

P1 P1 P1

P2 P2 P2
P3 P3 P3

Reconstruction of one band 
using random matrices

Original image Reconstruction of one band 
using proposed matrices

P1 P1 P1

P2 P2 P2
P3 P3 P3

Figura 6.4: Comparación visual de la reconstrucción de algunos pı́xeles del cubo de datos
usando 26 adquisiciones (20,31% de los datos)

6.2. IMAGEN ESPECTRAL STANFORD LANDSCAPE

La segunda imagen utilizada fue un paisaje de la universidad de Stanford[37].
Esta imagen hiperespectral tiene 512× 512 pı́xeles de resolución espacial y l = 148

bandas espectrales. Una banda espectral y tres diferentes pı́xeles se muestran en
la Fig. 6.5. Esta imagen se divide en p = 148 subconjuntos.

Al igual que en la imagen anterior se probó el comportamiento de las matrices
solucionando el problema de la Ec. 4.2 con un valor de τ = 0. Una comparación
visual de una firma espectral se muestra en la Fig. 6.6

Numéricamente, el desempeño sigue siendo superior al alcanzado con matrices
aleatorias, la Tabla 6.2

Tabla 6.2: Desempeño de la reconstrucción usando como métrica PSNR y MSE

Aleatorias Estimado Σ Conocida a priori Σ

||F− F̃||2 341.60 95.40 83.20
PSNR (dB) 20.225 31.469 31.916

Al igual que en la imagen anterior en el proceso de adquisición, el número de
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Imagen Stanford landscape

Figura 6.5: Stanford, Segundo dataset usado en simulaciones, Izquierda: distribución espa-
cial en la 100-ésima banda espectral, derecha: 3 firmas espectrales en diferen-
tes pı́xeles de la imagen

capturas varı́a desde 14 hasta 26. En cada caso algunas capturas fueron genera-
das aleatoriamente y otra parte fue diseñada siguiendo la ecuación round(ρv/ log l)

con ρ = 1. Los Resultados usando PSNR como métrica se muestran en la Fig. 6.7.
Tres diferentes escenarios se muestran: Primero, los resultados usando las matri-
ces diseñadas imponiendo solo la restricción binaria, donde se ve que estas ma-
trices logran una mejora de hasta 2 dB en comparación con medidas aleatorias.
Cuando adicionalmente se imponen las restricciones de la arquitectura DD-CASSI
en el problema, los resultados son similares a los de la primera parte. Finalmente,
usando la condiciones de SSCSI la reconstrucción alcanzada utilizando las matrices
diseñadas superan a las aleatorias por alrededor de 5 dB.
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Comparación de firmas espectrales - Stanford landscape

Figura 6.6: Comparación de una firma espectral de la aproximación de la imagen haciendo
una pseudo-inversa con capturas 8 diseñadas y aleatorias.
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Comparación del PSNR en las reconstrucciones - Stanford landscape
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Figura 6.7: PSNR de la imagen hiperespectral reconstruida para varias tasas de compre-
sión. Arriba: Comparación del PSNR en la reconstrucción usando matrices di-
señadas y aleatorias, usando solo la restricción binaria. Medio: Comparación
del PSNR en la reconstrucción usando las restricciones binaria y de la arquitec-
tura DD-CASSI. Abajo: Comparación del PSNR de la reconstrucción usando la
restricción binaria y de la arquitectura SSCSI.
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Capı́tulo 7
CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

7.1. CONCLUSIONES

Se propuso un modelo matricial para el muestreo de imágenes espectrales en
arquitecturas ópticas CSI, la cual permite extraer información de forma rápida de las
medidas comprimidas. Adicionalmente, el enfoque propuesto puede ser implemen-
tado en arquitecturas ópticas existentes como DD-CASSI y SSCSI para su valida-
ción.

Se diseño un algoritmo para diseñar las matrices de muestreo basándose en
PCA, se evidenció que utilizando esta estrategia se logra una mejora en la recons-
trucción de hasta 5 dB en algunas imágenes espectrales. Además, este algoritmo
tiene una complejidad computacional O(dl3) lo que permite implementarlo en una
configuración adaptativa. El algoritmo propuesto para diseñar los vectores binarios
comprime de mejor manera ya que preserva la estructura de los datos en compa-
ración con las matrices aleatorias, esto se evidenció en la prueba donde se realiza
una pseudo-inversa donde las matrices propuestas doblan en calidad a las matrices
aleatorias.

Se realizaron simulaciones computacionales en dos imágenes espectrales don-
de se evidenció que las matrices propuestas mejoran los resultados de la recons-
trucción en comparación con matrices aleatorias entre 2 y 5 dB.

7.2. TRABAJO FUTURO

El trabajo aquı́ presentado se validó mediante simulaciones computacionales.
Sin embargo, este se puede implementar en el laboratorio para ası́ dar mayor validez
a los resultados y corroborar su efectividad ante presencia de ruido.

Adicionalmente, la estimación de la matriz de covarianza es un paso fundamental
en el diseño de la matriz de sensado y también puede ser usada en para recuperar
la señal directamente de las medidas comprimidas por lo que se requiere estudiar
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diferentes maneras de estimar esta matriz.
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Apéndice

PRUEBA DE LA COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

Analicemos la complejidad computacional involucrada en el cálculo de la función

tTi
||ti||

Σ
ti
||ti||

, (7.1)

que se usa en cada iteración en el Algoritmo 1. La complejidad O(l2) debe ser re-
ducida pues este cálculo se hace en cada iteración. Una reducción de complejidad
puede ser obtenida reutilizando el resultado de la última iteración. Primero, defina-
mos ti = t1:k−1

i +tki como el vector en la k-ésima iteración lo que significa que ti tiene
k unos, t1:k−1

i tiene k−1 unos en posiciones seleccionadas en las k−1 iteraciones, y
tki tiene solamente un uno cuya posición está en consideración. Entonces la k-ésima
iteración puede ser calculada como

ck =(t1:k−1
i + tki )

TΣ(t1:k−1
i + tki )

=ck−1 + 2(t1:k−1
i )TΣtki + (tki )

TΣtki .
(7.2)

sea t1:k−1
i = [t1, t2, · · · , tl], tki = [0, 0, · · · , ek, · · · , 0, 0] con tk = 1 y

Σ =


Σ1

1 Σ1
2 · · · Σ1

l

Σ2
1 Σ2

2 · · · Σ2
l

...
... . . . ...

Σl
1 Σl

2 · · · Σl
l

 (7.3)

El producto tTi Σt se puede escribir como

c←
l∑

r=1

er

l∑
j=1

tjΣ
r
j (7.4)
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El producto es solamente diferente de cero cuando r = k, y ası́ el producto puede
ser re-escrito como

c←
l∑

j=1

tjΣ
k
j . (7.5)

Este producto toma solo O(l).
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