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RESUMEN

TITULO: LA PROPIEDAD DE BAIRE EN IDEALES SOBREN °
AUTOR: JHAN HADDER HERNANDEZ TUNUBALA ~

PALABRAS CLAVE: IDEALES, ULTRAFILTROS, PROPIEDAD DE BAIRE, ESPACIO DE CANTOR,
TEOREMA DE JALALI-NAINI&TALAGRAND, TEOREMAS DE PARTICION TIPO HINDMAN.

DESCRIPCION:

Un ideal sobre un conjunto S es una coleccion de subconjuntos de S que tiene al conjunto vacio y es
cerrada bajo subconjuntos y uniones finitas. Dado un espacio topolégico X, se dice que A C X tiene la
propiedad de Baire, si existe un abierto U, tal que su diferencia simétrica con A es un conjunto magro
(i.e, una unién numerable de conjuntos densos en ninguna parte). Un ultrafiltro sobre S es la nocién dual
de ideal. Si dotamos al conjunto 2% con la topologia producto, entonces podemos pensar a los ideales y
ultrafiltros sobre X como subconjuntos de 2%, y estudiar si poseen la propiedad de Baire.

En esta tesis nos enfocamos en el caso X = N, es decir, estudiamos la propiedad de Baire en ideales (y
ultrafiltros) dentro del espacio de Cantor 2V. En primer lugar, presentamos una caracterizacion de cuando
un ideal sobre N tiene la propiedad de Baire, resultado que se conoce como el Teorema de Jalali-Naini
2. Posteriormente, demostramos el teorema de Plewik ® que establece que las intersecciones y uniones
de una cantidad menor al continuo de ultrafiltros libres sobre no tienen la propiedad de Baire. Finalmente,
exploramos una aplicacion de estos resultados en el contexto de teoremas de particion tipo Hindman.
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ABSTRACT

TITLE: THE BAIRE PROPERTY IN IDEALSONN
AUTHOR: JHAN HADDER HERNANDEZ TUNUBALA ™

KEYWORDS: IDEALS, ULTRAFILTERS, BAIRE PROPERTY, CANTOR SPACE, THEOREM OF
JALALI-NAINI&TALAGRAND, HINDMAN'S TYPE THEOREMS.

DESCRIPTION:

An ideal on a set S is a collection of subsets of subsets of S that contains the empty set and is closed
under taking subsets and finite unions. Given a topological space X, a set A C X is said to have the Baire
property if there exists an open set U such that the symmetric difference between A and U is meager (i.e.,
a countable union of nowhere dense sets). An ultrafilter on S constitutes the dual notion of an ideal. When
2X is endowed with the product topology, ideals and ultrafilters on X can be regarded as subsets of 2%,
allowing us to investigate whether they possess the Baire property.

In this thesis, we focus on the case X = N, analyzing the Baire property for ideals and ultrafilters as subsets
of the Cantor space 2. First, we show a characterization of when an ideal on N has the Baire property, a
result known as the Jalali-Naini—-Talagrand Theorem 2. Next, we prove Plewik’s theorem 2, which establishes
that intersections and unions of fewer than continuum many free ultrafilters lack the Baire property. Finally,
as an application, we explore a partition theorem for the interval [0, 1] and the Cantor space, specifically
addressing Hindman-type partition theorems.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Doctor en
Matematicas.



INTRODUCCION

En el estudio de estructuras combinatorias sobre conjuntos infinitos, los filtros e ideales
ocupan un lugar central como herramientas fundamentales en areas como topologia,
teoria de conjuntos y analisis funcional. Particularmente, la interaccion entre propiedades
topoldgicas (como la propiedad de Baire) y caracteristicas combinatorias de estas familias
de subconjuntos ha sido un eje fructifero de investigacion. En este contexto, los trabajos
seminales de M. Talagrand establecieron un paralelismo profundo entre la categoria de
Baire y la medibilidad en filtros.

El punto de partida de este trabajo es el Teorema de Talagrand (1980), que establece una
equivalencia fundamental: Dado F un filtro sobre un conjunto infinito S, F es magro si,
y solo si, existe una sucesion {I,} de subconjuntos finitos de S, dos a dos disjuntos, tal
que para todo F € F, F intersecta a todos los elementos de la sucesién, salvo en una
cantidad finita. Dado que todo filtro se puede escribir como la interseccidén de una familia
de ultrafiltros, este resultado plantea la siguiente pregunta: ;qué cardinalidad debe tener
una familia de ultrafiltros para que su interseccion sea magra? Talagrand demostré que
tanto la interseccion de familias numerables como aquellas de tamano menor al continuo
no son magras, siendo el segundo resultado dependiente del Axioma de Martin.

Este trabajo persigue dos objetivos articulados:

1. Sistematizar y clarificar los fundamentos tedricos de estos resultados, con énfasis
enelcaso S =N.

2. Profundizar en las implicaciones de estos teoremas, conectandolos con problemas
de particién de tipo Hindman (Prémel-Voigt, 1990) y demostrando cémo S. Plewik
(1987) aprovecho estas ideas para evitar el Axioma de Martin en contextos de
intersecciones de ultrafiltros.

Nuestra eleccion de enfocarnos en N no es meramente técnica: al restringirnos a los
naturales, las construcciones en las demostraciones adquieren un aspecto mas intuitivo,
permitiendo desentranar aspectos no evidentes en el caso general. Esta especificidad,
sugerida en el titulo del trabajo, se revela clave para simplificar demostraciones sin perder
generalidad conceptual.



El Capitulo 2 sienta los preliminares. Revisamos filtros, ideales y ultrafiltros no principales,
destacando su dependencia del Axioma de Eleccion. Posteriormente, introducimos el
espacio de Cantor 2 como ambiente natural para estudiar la propiedad de Baire, dotado
de la topologia producto. Aqui asumiremos que el lector esta familiarizado con Topologia.

El Capitulo 3 constituye el nucleo tedrico. Presentamos el Teorema de Jalali-Naini &
Talagrand como piedra angular, demostrando como caracteriza ideales con la propiedad
de Baire. Adicionalmente, exploramos otros resultados como la ley 0-1 topoldgica y la
existencia de familias Z-casi disjuntas.

El Capitulo 4 finaliza nuestro trabajo proporcionando una alternativa para demostrar lo
gue Talagrand hizo. Detallamos como Plewik aprovechd los resultados de Promel-Voight
! para demostrar que intersecciones de ultrafiltros no principales carecen de la propiedad
de Baire.

' Hans Jirgen Promel y Bernd Voigt. «A partition theorem for [0, 1]». En: Proceedings of the American
Mathematical Society (1990), pags. 281-285.



1. PRELIMINARES

1.1. Filtros e Ideales

En 1930, A. Tarski 2 estaba interesado en dar condiciones necesarias y suficientes para
resolver el siguiente problema: Dado un conjunto S'y A C P(S), bajo qué condiciones
necesarias y suficientes, existe una funcion m que satisface

a) Paratodo X C S, m(X)=00m(X) = 1.

b) Si X, Xy C S, son disjuntos, entonces m(X; U Xy) = m(X;) + m(Xy).
c) Si X € A, entonces m(X) = 0.

d) m(S) = 1.

La respuesta a este problema es que m existe si, y solo si, hallamos una familia de
subconjuntos de S que extienda a A y que cumpla con otras condiciones. Dicha familia
resulta ser un ultrafiltro sobre S. El objetivo de esta seccion es entender qué es un
ultrafiltro y mostrar la existencia de ultrafiliros que no contienen subconjuntos finitos de S.
Para ello nos guiaremos de 2 en lo referente a las definiciones y proposiciones.

Definicion 1.1.1. Sea S un conjunto. Diremos que F C P(S) es un filtro sobre S si se
cumplen las siguientes condiciones.

(a) S e F.
(b) Si A, B € F, enfonces AN B € F.

(c) SiIAe FyAC BC S, entonces B € F.

Si o ¢ F, diremos que F es un filtro propio. Para lo que resta de la seccion, todo filtro
sera propio, a menos que se indique lo contrario.

2 Alfred Tarski. «<Une contribution & la théorie de la mesure». fre. En: Fundamenta Mathematicae 15.1
(1930), pags. 42-50.

3 Karel Hrbacek y Thomas Jech. Introduction to set theory, revised and expanded. Crc Press, 2017.
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Definicion 1.1.2. Diremos que un filtro F sobre S es principal si existe A C S tal que
F={X CS:ACX}. Caso contrario, diremos que F es no-principal.

Proposicion 1.1.3. Sea S un conjunto infinito. Entonces, la familia de subconjuntos
cofinitos de S es un filtro no principal sobre S.

Demostracion. Sea F = {X C S : S\ X esfinito}. Es directo verificar que F es un
filtro. Veamos que no es principal. Razonemos por contradiccion. Supongamos que F es
principal. Entonces, existe Ag C S, tal que F = {X C S : Ay C X}. Observemos que
Ay € F, lo cual implica que A, es infinito. Asi, Ay \ {z} € F, para algun = € Ay, una
contradiccion. O

Definicion 1.1.4. Sea F un filtro sobre un conjunto S. Diremos que F es un ultrafiltro si
para cualquier X C S, X e FoS\ X € F.

Definicion 1.1.5. Diremos que un filtro F sobre S es libre si(\F = @.

Observacion 1.1.6. Un ultrafiltro U sobre S es libre <= U no es principal <— F N
FIN(S) = @.

Definicion 1.1.7. Una coleccion G de subconjuntos de S tiene la propiedad de las
intersecciones finitas (PIF) si toda interseccion finita de elementos de G es no vacia.

Lema 1.1.8. Sea G una coleccion no vacia de subconjuntos de S que tiene la PIF.
Entonces existe un filtro sobre S que extiende a G.

Demostracion. Sea G C P(S) con la PIF. Definamos F = {X C §:3Y € FIN(G) Y C
X}, donde FIN(G) son los subconjuntos finitos de G. No es dificil verificar que F es un
filtro que extiende a G. O

Lema 1.1.9. Sea F un filtro sobre S. Entonces, F es un ultrafiltro si, y solo si, F es
C-maximal.

Demostracion. Supongamos que F es un ultrafiltro que no es maximal. Sea ' un filtro
sobre S, tal que 7 C F'. Entonces, existe A € 7'\ F. Dado que F es ultrafiltro, S\ A € F.
Por lo tanto, S\ A € F’, una contradiccion.

Reciprocamente, supongamos que F no es un ultrafiltro sobre S. Entonces, existe A C S,
talque A ¢ FyS\A ¢ F.Sea G = FU{A}. No es dificil mostrar que G tiene la
PIF, luego, existe un ultrafiltro 7’ que extiende propiamente F. Esto muestra que F' no es
maximal. O
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Lema 1.1.10. Si A es un conjunto de filtros sobre S y si para cada Fy,F, € A, F; C F; 0
F, C Fy, entonces | J A es un filtro sobre S

Demostracion. Sea F = | A.
1. Claramente S € F, pues cada elemento de A contiene a S.

2. Dados A, B € F, existen Fy,F> € A, tales que A € F; y B € F,. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que F; C F;. Asi, A € F, y como F; es un filtro, se sigue
que AN B € Fy. Porlotanto, AN B € F.

3. Supongamos que A € Fy AC B CS. Entonces, existe C' € F, talque A € C. Dado
que C es filtro, entonces B € C'. Por consiguiente, B € F.

Teorema 1.1.11. Todo filtro sobre S se puede extender a un ultrafiltro sobre S.

Demostracion. Sea Fy un filtro sobre S'y definamos (P, C) como el conjunto parcialmente
ordenado de filtros sobre S que contienen a Fy. Por el Lema 1.1, si C es una cadena,
entonces C es acotada. Por lo tanto, el lema de Zorn nos garantiza la existencia de un
filtro FF € P que es maximal. Se sigue por el Lema 1.1.9 que F' es un ultrafiltro sobre S
que extiende a Fv. O

El anterior teorema se le atribuye a Tarski 4. Este resultado garantiza la existencia de
ultrafiltros libres, como veremos a continuacion.

Corolario 1.1.12. Existen ultrafiltros que no son principales.

Demostracion. Sea F el filtro de los cofinitos de S. Ya vimos en la Proposicién 1.1.3 que
F no es principal. Luego, por el Teorema 1.1.11, existe un ultrafiliro ¢/ que extiende a F.
Claramente U/ no es principal; caso contrario, F seria principal, lo cual no es posible. [

Para finalizar esta seccion, presentaremos el concepto de un ideal sobre un conjunto S
y su conexion con los filtros. De hecho, dado un filtro 7, podemos asociar a él un ideal
sobre S, y viceversa, a todo ideal Z le podemos asociar un filtro.

En realidad, lo que Tarski demostré es que podia extender un ideal y que esta extensién tuviera la
propiedad de ultrafiltro. En la demostracién no se usa directamente el Lema de Zorn, si no el axioma
de eleccién y recursion transfinita, Alfred Tarski. «<Une contribution a la théorie de la mesure». fre. En:
Fundamenta Mathematicae 15.1 (1930), pags. 42-50.
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Definicion 1.1.13. Sea S un conjunto. Diremos que Z C P(S) es un ideal si se satisfacen
las siguientes condiciones.

(a) o €T.
(b) SiA,B €T, entonces AUB € 1.

(c) SiBeZTyAC B, entonces A €.

Si S ¢ Z, diremos que Z es un ideal propio.

Ejemplo 1.1.14. Sea A C N. Para cualquiern € N, sea A(n) = |A N n|. Diremos que

d(A) = lim A
n—0o0 n

es la densidad del conjunto A, siempre que dicho limite exista. El conjuntoZ = {A C N :
d(A) = 0} es un ideal sobre N.

Ejemplo 1.1.15. Si F es un filtro sobre S, entonces T = {S\ X : X € F} es un ideal
sobre S. Dicho ideal se conoce como el ideal dual de F.

1.2. El espacio de Cantor

Para definir el espacio de Cantor, recordemos cémo se define el producto cartesiano
generalizado.

Definicion 1.2.1. Sea J un conjunto no vacio y { A, }.c; una familia de conjuntos indexada
por J. Definimos el producto cartesiano generalizado de { A, }.c, como el conjunto

HAa — {:c: J — U A, : x es una funcién yNo € J z(a) € Aa}.

aed acJ

Observacion 1.2.2. Siz € [[,.; A., denotaremos a x(j) por x;.

a€eJ
Ahora veamos de qué manera podemos definir una subbase para una topologia sobre

1., Xa- Empecemos introduciendo la funcion proyeccion.

Definicion 1.2.3. Sea J un conjunto no vacio y {X.}.c; una familia de conjuntos
indexada por J. Dado 3 € J, definamos la funcion nz: ], ., Xoa — Xg por mg(z) = xg,
para todo x = (24)ac-
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Definicion 1.2.4. Sea {X,}.c; una familia de espacios topoldgicos indexada por un
conjunto no vacio J. Definamos S; = {m '(Ug) : Us es abierto en X}, paratodo 5 € J, y
S = Uses Sp- A la topologia generada por la subbase S la llamaremos topologia producto
sobre [],.; Xa-

Proposicion 1.2.5. La topologia producto sobre ], X, tiene como base la coleccion de
elementos [ [, U., donde U,, es abierto de X, y U, = X, excepto en una cantidad finita
de indices.

Cuando J = Ny X, = {0,1}, llamaremos al producto [] . X. = {0,1}" el espacio de
Cantor. Adoptando la notacion de teoria de conjuntos, denotaremos al espacio de Cantor
por 2N, Sea 2<“ el conjunto de sucesiones finitas de ceros y unos. Por la proposicién
anterior, los abiertos basicos del espacio de Cantor son sucesiones infinitas que extienden
una sucesion finita de ceros y unos, es decir, el conjunto

N, = {z € 2V : Vi € domt (i) = t(i)},

donde t € 2<¥, es un abierto basico de 2. Mas aun, N, también es cerrado.

Podemos definir un orden parcial para el caso en el que una sucesion (finita o infinita) de
ceros y unos extiende a otra. Dados z,y, v <y <= Vi € domz x(i) = y(i).

Proposicion 1.2.6. Si N, C N;, entoncest < s.

Demostracion. Sea i € domt y escojamos z € 2" que extienda a s. Por hipétesis, v € N,
luego, z(i) = t(i) = s(i), para todo i € domt. O

Observe que el reciproco de la anterior proposicion también es cierto. Por consiguiente,
N, C N, <= t<s.

Ahora veamos algunas de las propiedades del espacio de Cantor que estaremos usando
en los siguientes capitulos. Dado n € Ny x € 2%, denotaremos por = | n a la restriccion
de x enn.

Proposicion 1.2.7. 2" es Hausdorff.

Demostracion. Sean z,y € 2V distintos. Escojamos el menor i € N, tal que z(i) # y(i).
Entonces, Nm[(i—l—l) N Ny[(i—&-l) = . ]

14



Definamos d: 2% x 2N — R por

1 .
d(.fE, y) _ min{keN : z(k)#y(k)}’ x 7é Ys
0, x=1y.

Se puede verificar que d es una métrica sobre 2. Veamos que dicha métrica induce la
topologia producto sobre el espacio de Cantor.

Lema 1.2.8. Dadon € N yz,y € 2%, entonces d(x,y) < % > Yy € Nypp.

Demostracion. Si + = y, no hay nada que demostrar. Supongamos que =z # y y
denotemos por m el menor natural en el que z y y difieren. Asi,

1 1
< n<m
&y € Uypn.

Proposicion 1.2.9. 2V es metrizable.

Demostracion. Sea B la base generada por la métrica d y B’ la base para la topologia
producto.

m Veamos que B C B'. Sea x € By(z,¢), donde ¢ > 0. Escojamos n € N tal que
By (z,1) C By(z,e€). Se sigue del Lema 1.2.8 que N; C By(z,1). Por lo tanto,
BCHB.

» Ahora mostremos que B’ C B. Filemos t € 2<¥ y x € N,. Si escogemos n como
la longitud de ¢, nuevamente se sigue por el Lema 1.2.8 que B (z,2) C N,. Por
consiguiente, 5’ C B.

Esto muestra que el espacio de Cantor es metrizable.

Proposicion 1.2.10. (2", d) es completo.

15



Demostracion. Sea {x,},>1 una sucesion de Cauchy en 2V y k € N. Entonces, existe
Ny > 1, tal que d(z,, z,,) < zﬁ siempre que n,m > N,. Esto nos dice que los términos
de la sucesion a partir de N, coinciden en sus primeras k coordenadas. Definamos z € 2%
por z(k) = xy, (k). Afirmamos que = es el limite de la sucesion {z, },>1. En efecto, fijemos
e > 0; luego, existe r € N, tal que TJ%I < e. Escojamos N = max{Ny, ..., N,}. Entonces,

paratodon > N, d(z,,z) < =5 <e. O

Adicionalmente, como veremos a continuacion, el espacio de Cantor es compacto. Para
ello, utilizaremos el hecho de que todo espacio métrico (X, d) es compacto si y solo si
(X, d) es totalmente acotado y completo (véase °).

Proposicion 1.2.11. 2V es compacto.

Demostracién. Mostremos que (2N, d) es totalmente acotado. Dado ¢ > 0, escojamos
n € N, talque = < e. Sea X = {z € 2V : Vi > n z(i) = 0}. Entonces, X es finito y

n+1
2N = U,cx B(z, €). Esto muestra que (2", d) es totalmente acotado. Dado que (2, d) es
completo, entonces (2, d) es compacto. N

Dado F' € FIN(N), definamos Br = {A C N: FF C A}. Entonces, B = {Br : F € FIN(N)}
es una base para una topologia sobre P(N). Considere la funcién f: P(N) — 2 por
f(A) = xa, donde x4 es la funcion caracteristica de A. Dado que f es un homeomorfismo,
podemos identificar familias de subconjuntos de N (por ejemplo, los ideales y los filtros),
como subconjuntos del espacio de Cantor 2% con su topologia producto. Este hecho sera
importante para los capitulos posteriores.

Finalizaremos esta seccién con algunas funciones que seran usadas a lo largo de este
trabajo. De ahora en adelante, denotaremos el espacio de Cantor por C.

Proposicion 1.2.12. La funcion complementacion f: C — C, definida por f(X) = C \ X,
para todo X C N, es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea s € 2<¥. Entonces, f~1(N,) = N;, donde t € 2<“ es tal que, (i) = 0 si
s(i) =1y t(i) = 1 si s(i) = 0. Esto muestra que f es continua.

Dado que C es compacto, entonces A es compacto, paratodo A C C cerrado. Luego, por la
continuidad de f, f(A) es compacto. Por lo tanto, f(A) es cerrado, ya que C es Hausdorff.
Esto muestra que f es cerrada y, por consiguiente, f es un homeomorfismo. O

5 J. Munkres. Topology. Pearson Modern Classics for Advanced Mathematics Series. Pearson, 2017.
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Proposicion 1.2.13. Dado F' € FIN(N), definamos g: C — C por g(A) = AAF. Entonces,
g es un homeomorfismo.

Dada ¢ € 2<¥, denotaremos por len ¢ a la longitud de ¢.

Demostracion. Sea F € FIN(N) y g : C — C definida como en el enunciado de la
proposicion. Mostremos que g es continua. Sea ¢ € 2<“ y consideremos los siguientes
casos.

1) Casolen F' < len t. Definamos s: dom ¢ — {0, 1} por

, 1—t(i), i € F;
s(i) =
t(i), i € F.
Entonces, g~ !(V;) = N..

I) Casolent < len F. Fijemos x € C y definamos s,: dom F — 0,1 por

1 —t(i), i € FNdom t;
s(i) = (i), i € dom t \ F;
x(7), caso contrario.

Por consiguiente, ¢~ (N;) = U, Vs, -

Lo anterior muestra que g es continua. Ademas, dado que C es compacto y Hausdorff,
entonces g es cerrada. Por lo tanto, ¢ es un homeomorfismo. O
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2. LA PROPIEDAD DE BAIRE EN IDEALES SOBRE N

Este capitulo se centra en caracterizar los ideales principales sobre N que tienen la
propiedad de Baire: Teorema de Jalali-Naini & Talagrand. Adicionalmente, mostraremos
algunas consecuencias de dicho resultado e introduciremos la nocién de familias casi
disjuntas. Nuestra guia seran ¢y 7.

2.1. Categoria de Baire

Para definir que un conjunto tenga la propiedad de Baire, se necesita saber qué son los
conjuntos magros y densos en ninguna parte.

Definicion 2.1.1. Dado X un espacio topoldgico, diremos que A C X es denso en

ninguna parte siint(A) = @.

Observacion 2.1.2. Dado que X \ int(A) = (X \ A), un conjunto A es denso en ninguna
parte si, y solo si, el complemento de su clausura es denso.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos R con su topologia usual. Entonces Q no es denso en

ninguna parte pues int(Q) = R.
Ejemplo 2.1.4. Z C R es denso en ninguna parte.
Ejemplo 2.1.5. E/ conjunto ternario de Cantor es denso en ninguna parte en [0, 1].

Ejemplo 2.1.6. En todo espacio sin puntos aislados y Hausdorff, los conjuntos
unipuntuales son densos en ninguna parte.

Proposicion 2.1.7. Sea X un espacio topoldgico. Entonces A C X es denso en ninguna
parte si, y solamente si, para todo abierto no vacio V de X, existe un abierto no vacio
UCVitalqueUNA=g2.

Demostracion. Supongamos que A es denso en ninguna parte. Entonces, X \ A es denso.
Dado V C X abierto no vacio, tenemos que (X \ A) NV # @. Basta escoger U =
(X\A)NV,

& Anush Tserunyan. «Introduction to descriptive set theory». En: Preprint (2016).

7 Carlos Uzcéategui Aylwin y Carlos Augusto Di Prisco. Una introduccion a la teoria descriptiva de

conjuntos. Ediciones Uniandes-Universidad de los Andes, 2020.
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Reciprocamente, veamos que X \ A es denso. Sea VV C X abierto no vacio. Por hipétesis,
existe U C V abierto no vacio tal que U N A = @. Escojamos a € U N (X \ A), entonces
UnNA\{a} = @. Por consiguiente, a no es punto de acumulacion de A. Esto muestra que
acVNn(X\A). O

Proposicion 2.1.8. Sea X un espacio topoldgicoy A,U C X.

a) A es denso en ninguna parte si, y solo si, A es denso en ninguna parte.
b) SiU es abierto, entonces U es cerrado y denso en ninguna parte.
c) SiU es abierto denso, entonces X \ U es denso en ninguna parte.

d) Los subconjuntos de X densos en ninguna parte forman un ideal.

Demostraciéon.  a) Es directo pues intA = intA.
b) Se tiene inmediato por la Observacion 2.1.2.

c) Dado que U es abierto, entonces OU = U N (X \ U). Asi, oU es disjunto de U. Si
suponemos que intdU es no vacio, existe un abierto no vacio V C X tal que V
intersecta a U. Esto implica que 0U N U # @, una contradiccion.

d) Denotemos por NWD(X) a los subconjuntos de X que son densos en ninguna
parte. Claramente @ € NWD(X). Supongamos que A, B € NWD(X) y sea V un
abierto no vacio de X. Por la Proposicion 2.1.7, existe U; C V' abierto no vacio
tal que U; N A = @. Aplicando nuevamente la Proposicién 2.1.7, dado que B €
NWD(X), existe un abierto no vacio U, C U, talque UyNn B=2y U, N A= &. Por
lo tanto, U CV yUs N (AU B) = @, es decir, AU B € NWD(X).

[

Definicion 2.1.9. Dado X un espacio topoldgico, diremos que A C X es un conjunto
magro (o de primera categoria) si es la union numerable de conjuntos densos en
ninguna parte. Si A no es magro, decimos que A es de segunda categoria. Si X \ A
es magro, diremos que A es comagro.

Definicion 2.1.10. Un o—ideal sobre un conjunto X es un ideal que es cerrado bajo
uniones numerables.
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Ejemplo 2.1.11. Los subconjuntos magros de X, que denotaremos por MGR(X), son
un oc—ideal. Evidentemente, @ € MGR(X). Ser cerrado bajo uniones numerables es una
consecuencia del hecho de que la union numerable de una union numerable resulta una
union numerable.

Por dltimo, si B € MGR(X), entonces B = | J,,. V., donde V,, € NWD(X) para cadan €
N. Por consiguiente, dado A C B, como V,NA € NWD(X), se sigue que A = |J,,.y(VaNA)
es magro.

El ejemplo anterior muestra que la familia dual de subconjuntos comagros de X es un
filtro cerrado bajo intersecciones numerables.

¢ Bajo qué condiciones las propiedades de ser denso en ninguna parte y ser magro se
pueden relativizar? Dicho de otro modo, ¢bajo qué condiciones dichas propiedades se
preservan en subespacios? SiY C X es un subespacioy U € NWD(Y) (respectivamente
€ MGR(Y)), entonces U € NWD(X) (respectivamente € MGR(X)). ¢Es cierto el
reciproco? No es dificil mostrar que si Y es abierto, entonces el reciproco es cierto.

Los siguientes resultados nos seran bastante Utiles en los capitulos posteriores.

Proposicion 2.1.12. Sea X un espacio topoldogico y A € MGR(X). Entonces, existe una
sucesion creciente de conjuntos cerrados y densos en ninguna parte, {F, }.cn, tal que
A € Upen Fi-

Demostracion. Por hipotesis, A = (J,, .y V», donde V,, es denso en ninguna parte, para
todo n € N. Sea F, = 1 y supongamos que hemos construido Fy, ..., F,. La prueba se
sigue definiendo F,, 1 = F,, UV,,.1. O

Proposicion 2.1.13. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(a) Todo abierto no vacio de X no es magro.
(b) Todo comagro en X es denso.
(c) La interseccion numerable de abiertos densos en X es un conjunto denso.

Demostracion. (a) = (b). Sea V€ MGR(X). Por hipotesis, int(X \ V) = &, luego V
es denso.
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(b)) = (c). Sea U, abierto denso, para todo n € N. Veamos que A = (), U, es
denso. Por la Proposicion 2.1.8, X \ U,, es denso en ninguna parte. Por lo tanto, X \ A =
Unen(X \ Uy,) €s magro, es decir, A es comagro. Por hipétesis, se sigue que A es denso.

(¢) = (a). Razonemos por contradiccién. Sea U C X un abierto no vacio y magro. Asi,

X\U= X\ V)2 X\ T, = A

neN neN

Dado que X'\ V, es abierto denso, entonces A es denso. Luego, UNA # @, lo cual implica
que (X \ U)NU # @, una contradiccion. O

Definicion 2.1.14. Un espacio topoldgico X es llamado espacio Baire si satisface alguna
de las afirmaciones de la Proposicion 2.1.13.

Proposicion 2.1.15. Si X es un espacio Baire y U C X es abierto, entonces U es Baire.

Demostracion. V- € MGR(U) si, y solo si, V€ MGR(X). La proposicién se sigue
inmediatamente ya que X es Baire. O

Teorema 2.1.16. (Teorema de Categoria de Baire) Todo espacio completamente
metrizable es Baire. Todo espacio localmente compacto Hausdorff es Baire.

La prueba del Teorema de Categoria de Baire es un resultado clasico que aparece en
muchos libros. Para ver la demostracion se puede consultar &, por mencionar solo uno.

2.2. Una ley 0-1 topologica

Definicion 2.2.1. Dado un espacio topoldgico X, diremos que A C X tiene la propiedad
de Baire, si existe un conjunto abierto U de X tal que AAU es magro.

Una o—algebra sobre un conjunto no vacio X es una coleccion A de subconjuntos de
X que es cerrada bajo complementacion, uniones numerables y satisface que X € A.
Denotaremos por BP(X) a los subconjuntos de X que tienen la propiedad de Baire.

Proposicion 2.2.2. Sea X un espacio topoldgico. La clase de conjuntos que tienen la
propiedad de Baire es una oc—algebra; ademas, es la mas pequena que contiene a los
abiertos y a los conjuntos magros.

8  Alexander Kechris. Classical descriptive set theory. Vol. 156. Springer Science & Business Media, 2012.
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Demostracion. En primer lugar, mostremos que BP(X) es una o—algebra. Es evidente
que @ € BP(X). Supongamos que, para todo n € N, el conjunto A, tiene la propiedad de
Baire. Entonces, existe U,, abierto tal que (A, \ U,) U (U, \ A,) es magro, para cualquier
n € N. Si escogemos A =J, A,y U =, U,, tenemos que

ANU C | J(A.AU,).

neN

Por el Ejemplo 2.1.11 concluimos que A tiene la propiedad de Baire.

Ahora, supongamos que A € BP(X). Luego, AAU es magro, para algun abierto U. Por la
Proposicion 2.1.8, OU es denso en ninguna parte. Observemos que los conjuntos A\ U C
A\UyU\ACOoUU(U\ A) son magros. Por lo tanto, (X \ A)A(X \U) = AAU es magro.
Esto completa la prueba de que BP(X) es una c—algebra.

Los abiertos y los conjuntos magros tienen la propiedad de Baire, esto es consecuencia
inmediata de la definicidén. Asi que la prueba se concluye si demostramos la minimalidad
de BP(X). Sea A una o—algebra con dicha propiedad y tomemos A € BP(X). Entonces,
existe un abierto U tal que A = M AU, donde M es magro. Como A es o— algebra,
concluimos que A € A. Por lo tanto, BP(X) C A. O

Proposicion 2.2.3. Sea X un espacio Baire y A C X. Supongamos que A € BP(X).
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A es comagro

b) Para todo abierto no vacioV C X,V N A no es magro.

Demostracion. «) = ). Razonemos por contradiccion. Supongamos que A es
comagro, es decir, X \ A es magroy sea V' C X abierto no vacio tal que, VN A es magro.
Dado que V' \ A C X \ A, entonces V' \ A es magro. Por lo tanto, V = (V' \ A) U (V N A)
es magro. Esto implica que X no es Baire, una contradiccion.

b) — a). Dado que A tiene la propiedad de Baire, entonces X \ A tiene la propiedad de
Baire. Por consiguiente, si suponemos que X \ A no es magro, existe IV C X abierto no
vacio tal que (X \ A)AV es magro. Esto implica que V' N A es magro. O

Definicion 2.2.4. Diremos que A C C es cerrado bajo cambios finitos, o es un
conjunto cola, si AANF € A para todo F' C N finito y todo A € A.
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Ejemplo 2.2.5. SiZ es un ideal sobre N tal que FIN(N) C Z, entonces T es cerrado bajo
cambios finitos.

Teorema 2.2.6 (Primera ley 0-1 topoldgica). Sea X un espacio Baire y G un grupo de
autohomeomorfismos de X con la siguiente propiedad de homogeneidad: Si U,V son
abiertos no vacios en X, existe g € G tal que g(U) NV # &. Supongamos que A C X es
G—invariante (es decir, g(A) = A para cualquier g € G). Si A tiene la propiedad de Baire,
entonces A es magro o comagro.

Demostracion. Razonemos por contradiccion. Supongamos que A no es magro ni
comagro. Por la Proposicién 2.2.3, existe un abierto no vacio V C X, talque VN A
es magro. De la definicion de la propiedad de Baire, existe U C X, abierto no vacio, tal
que U \ A es magro, es decir, A es magro en U. Por hipotesis, g(U) NV # @&, para algun
g € G. Dado que g es un homeomorfismo y A es G—invariante, entonces A es magro en
g(U). Observemos que g(U)NV C (g(U)\ A)u(VNA). Porlo tanto, g(U)NV es un abierto
no vacio magro, una contradiccion. n

Corolario 2.2.7. Si A C 2V es cerrado bajo cambios finitos y tiene la propiedad de Baire,
entonces A es magro o comagro.

Demostracion. Definamos G = {gr : F e FIN(N)}, donde ¢gr: C — C es el
homeomorfismo definido por gr(A) = AAF, para todo A C N. Afirmamos que G tiene
la propiedad de homogeneidad. En efecto, sean s,t € 2<“ tales que N, y N, son no
vacios. Escojamos = € N, y consideremos los siguientes casos.

I) Cason =len s < lent = k. Definamos A = {i € dom(s) : s(i) #t(i)} y B ={i €
dom(t) :i>n A z(i) # t(i)}. Asi, gr(x) € Ny, donde F' = AU B. Por consiguiente,
gF(NS) N Nt 75 .

I1) Cason > k. Definamos F' = {i € dom(t) : s(i) # t(i)}. Entonces, gr(x) € gr(N,) N
N;.

Es directo ver que A es GG—invariante. Por lo tanto, se sigue por el Teorema 2.2.6 que A
es magro 0 comagro. O

Proposicion 2.2.8. Sea f: X — Y un homeomorfismo. Entonces, A C X es denso en
ninguna parte si, y solo si, f(A) es denso en ninguna parte.
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Demostracion. Sea U C Y abierto no vacio. Dado que f es continua, entonces f~(U)
es abierto no vacio en X. Por la Proposicién 2.1.7, existe W C f~'(U) abierto no vacio,
tal que WN A =@. Tomemos V = f(IW). Asi, V C U es abierto novacioy VN f(A) = @.
Se sigue de la Proposicion 2.1.7 que f(A) es denso en ninguna parte. El reciproco se
prueba de manera analoga. O

Corolario 2.2.9. Sea f: X — Y un homeomorfismo. Entonces, A C X es magro si, y
solo si, f(A) es magro.

Demostracion. Por hipotesis, A = J,,cy Vi Si, y solo si, f(A) = U,ey f(Va), donde V,, es
denso en ninguna parte, para todo n € N. Entonces, por la proposicién anterior, f(A) es
magro. [l

Corolario 2.2.10. Sea f: X — Y un homeomorfismo. Entonces, A C X tiene la
propiedad de Baire si, y solo si, f(A) tiene la propiedad de Baire.

Demostracion. Por el corolario anterior, existe V' C X abierto, tal que AAV es magro en
X, siysolosi f(AAU) = f(A)Af(U) es magro en Y. Por lo tanto, f(A) tiene la propiedad
de Baire. O

2.3. Teorema de Jalali-Naini & Talagrand

La tarea de mostrar directamente que un ideal sobre N es magro puede ser bastante
complicada. En ocasiones, resulta mas sencillo hallar una particion de N en subconjuntos
finitos que cumplan con ciertas condiciones. La manera de simplificar esta tarea es de lo
que nos habla el teorema de esta seccion. Por otra parte, la propiedad (c) en el teorema
que sigue tiene consecuencias interesantes de caracter combinatorio (ver la Proposicion
3.4.11).

Teorema 2.3.1 (Jalali-Naini 2, Talagrand '). Sea T un ideal propio sobre N que contiene
todos los subconjuntos finitos de N. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) T tiene la propiedad de Baire en 2.
(b) T es magro en 2",

(c) Existe una sucesion estrictamente creciente de naturales {n; }.cn tal que, para todo
conjunto M C N infinito,

U [nk7 nk-i-l) ¢ Ia

keM
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donde [ny,ny+1) representa un intervalo de numero naturales.

Demostracion. (b) — (a). Es consecuencia de la Proposicion 2.2.2. Reciprocamente,
supongamos que Z tiene la propiedad de Baire. Por el Ejemplo 2.2.5 y el Corolario 2.2.7,
tenemos que Z es magro o comagro. Supongamos que Z es comagroy sea f : C —
C definida por f(A) = N\ A, para todo A C N. Dado que f es un homeomorfismo,
entonces f(Z) es comagro. Observemos que Z N f(Z) # @ (caso contrario, Z seria magro
y comagro). Luego, existe A € ZnN f(Z). Esto implicaque A € Zy N\ A € Z. Por lo tanto,
N € Z, una contradiccion.

(¢) = (b). Supongamos que existe una sucesion como en (c). Dado i € N, definamos
Zi ={A e C:Vk >1i|ngni) € A}. Asi, T C |, Z;. Caso contrario, si A € 7\ |, Z;,
entonces para todo i € N, existe k(i) > i, tal que [niu), nk@+1) S A. Si escogemos
M = {k(i) : i € N}, por hipotesis tenemos que |J,,, [k, nit1) € Z, un absurdo. Sea
Ug={AeC: [ng,nk) € A}. Dado a € C\ Uy, escojamos s = « | (ng41 + 1). Entonces,
a € Uy CC\ Uy, lo cual muestra que Uy, es cerrado, para todo k € N.

Es directo ver que Z; = ., Ux. Luego, basta demostrar que Z; tiene interior vacio. Sea
s € 2<% y definamos a: N — N por

ali) = s(i), i € dom(s);

1, otro caso.

Entonces, a € U \ Z;, asi que Z; es denso en ninguna parte y por consiguiente Z es
magro.

(b) = (c). Dado que Z es magro, existe una sucesion {F, },>; como en la Proposicién
2.1.12talque Z C UnZl F,,. Supongamos que hemos construido dos sucesiones {ny }ren
y {sx}r>1 €n Ny 2<¢, respectivamente, que satisfacen lo siguiente:

(1) dom(sg) C [ng_1,n%) Y
() Ng, N F = o, paratodo k > 1.

Sea M C Ninfinito, A = (J, /[, nx+1) y supongamos que A € Z. Si A" = (J,c s; (1),
por (I), tenemos que A’ C Ay en consecuencia, A’ € Z. Por consiguiente, existe ¥’ € N tal
que A’ € F;,. Dado que M es infinito, podemos escoger k € M, con k > k' tal que A’ € Fy,
pues Fy, C Fy. Observemos que s;(i) =1 < i€ A" <= xa (i) =1, donde y. es la
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funcion caracteristica de A’. Por lo tanto, x4 € Nj,. De (ll), concluimos que x . & Fy, un
absurdo. Esto muestra que A ¢ 7.

Ahora, garanticemos la existencia de las sucesiones {ny}ren Y {Sk}r>1. Tomemos ny =
0. Dado que F; es denso en ninguna parte, entonces C \ F; es denso y abierto. Por
consiguiente, existe s; € 2<¢, tal que N,, N F} = @. Escojamos n; como un ndmero
natural mayor que max(dom(s;)). Asumamos que hemos construido ng, ..., Y S1, . . ., Sk.
Sea {z; : 1 <i < 2™} una enumeracion de 2"+. Nuestro objetivo sera definir t; € 2<“ de
tal manera que

b) NN Fyyy = 9,

donde D; = dom(t;) y t; = z; Ut U---Ut;, paratodo i = 1,...,2™. Dado que Fj.; es
denso en ninguna parte, entonces C\ F},, es denso y abierto. Asi, existe r, € 2<“, tal que
N, €N, N(C\ Fyy1). Luego, 1 <7 y N, N Fr 1 = &. Tomemos t; = r; \ z;. De manera
similar, existe ro = x5 Uy, tal que N,, N Fi1 = &, lo cual permite definir to = o\ (z2 Uty).
En general, existe t;, = r; \ (x; Ut U---Ut;_y),donde r; = x; Uty U---Ut;_; es tal que
N, N Fpyy = .

Sea ng1 = méx(ng U Dy U -+ U Doni) Y Sp1 = UJQZ t;. Afirmamos que, si o € N, ,
entonces o ¢ Fi.1. En efecto, sea x = a | ng, luego, existe i < 2™, tal que = = x;. Por
consiguiente, a € Ny, y por b), a & F..,. Esto completa la prueba.

O

2.4. Existencia de familias Z-casi disjuntas

En esta seccién veremos como podemos generalizar el Teorema 2.3.1 a ideales sobre
un conjunto numerable X, junto con algunas aplicaciones. En particular, mostraremos la
existencia de familias Z— casi disjuntas de tamano el continuo, donde Z es un ideal sobre
N magro.

Proposicion 2.4.1. Un ultrafiltro no principal sobre N no tiene la propiedad de Baire.

Demostracion. Sea U un ultrafiltro no principal sobre N. Definamos f: C — C, por f(A) =
N\ A, para todo A C N. Observemos que Z = f(U) es el ideal dual de &/. Como &/ no
es principal, Z contiene todos los subconjuntos finitos de N. Sea {n }ren Una sucesion
creciente de nimeros naturales. Dado que U es ultrafiltro, entonces |, y[nok, nor+1) € T
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0 Ukenln2x+1, n2kt2) € Z, es decir, en cualquier caso podemos hallar un conjunto infinito
M C N para el cual la condicion (c) del Teorema 2.3.1 no se satisface. Por consiguiente,
7 no tiene la propiedad de Baire y como f es un homeomorfismo, entonces U no tiene la
propiedad de Baire. n

Podemos generalizar el Teorema 2.3.1 para ideales sobre un conjunto numerable, como lo
menciona el siguiente teorema. Denotaremos por FIN(.X) al conjunto de los subconjuntos
finitos de X.

Teorema 2.4.2. Sea 7 un ideal propio sobre un conjunto numerable X tal que FIN(X) C
T. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) I tiene la propiedad de Baire en 2.
b) I es magro.

¢) Existe una particion {F};en de X en subconjuntos finitos, tal que, para todo M C N
infinito,

U R ez

keM
Demostracion. b) = a). Es consecuencia de la Proposicion 2.2.2.

Filemos ¢g: X — N una funcién biyectivay f : 2* — C una funcién dada por f(A) = g(A),
para todo A C X. Observemos que f es un homeomorfismo.

a) = b). Supongamos que Z tiene la propiedad de Baire en 2X. Dado que f es un
homeomorfismo, entonces f(Z) tiene la propiedad de Baire en C, asi que por el Teorema
2.3.1, f(Z) es magro en C. Por lo tanto, Z es magro en 2¥.

¢) = b). Sea {F}}ren una particion de X como en c¢). Construiremos una sucesion
estrictamente creciente {n;}rcn para poder aplicar el Teorema 2.3.1. Definamos ny =
min g(Fp) y n1 = méxg(Fy). Escogiendo my > ny, existe j, € N, tal que my € g(F},).

Tomemos n, = max g(F},) y asumamos que hemos construido ny, . ..,n,. Dado my, >
ni, existe j... tal que my, € g(F},,,). Definamos n,1 = maxg(Fj,,,). Afirmamos que,

para todo M C N infinito, A = U,cp [k, mit1) € f(Z). Supongamos que esto no es
cierto. Entonces, existe M C N infinito, tal que B = ¢g'(A), para algin B € Z. Asi,
B = Uenr 97 ([0, nies1)) 2 Upens Fr» lo cual implica que U,.,, Fi. € Z, un absurdo. Por el
Teorema 2.3.1, f(Z) es magro en C y por lo tanto, Z es magro en 2%,
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b) = c¢) Supongamos que Z es magro en X. Dado que f(Z) es magro en C, existe
una sucesion estrictamente creciente {n;}ren, cOmo en el Teorema 2.3.1. Definamos
Fy, = g '([nx,nrs1)), para todo k € N. Es directo ver que {F} }ren €S Una particion de X.
Afirmamos que (J,,, Fx € Z, para todo M C N infinito. Supongamos que no. Entonces,
A = Upen Fr € Z, para algun M C N infinito. Esto implica que J,c,, 7 nx+1) € f(Z), lo
cual es una contradiccién. Esto completa la prueba. O

Ejemplo 2.4.3. Elideal T = {A C N x N:Vn € N An ({n} x N) es finito} sobre N x N
tiene la propiedad de Baire en 2"V,

En efecto, definamos F, = {(k —i,i)) € Nx N : ¢ € k+ 1}, para todo k£ € N. Sea
A = Ujen Fr- Entonces, A N ({0} x N) es infinito. Asi, A ¢ 7. Es inmediato ver que

FIN(N x N) C Z; luego, se sigue del Teorema 2.4.2 que 7 tiene la propiedad de Baire en
2N><N-

Denotaremos por [X]* al conjunto de los subconjuntos infinitos de X. Dado Z un ideal
sobre un conjunto numerable X, para el cual FIN(X) C Z, diremos que Z tiene la
propiedad de Fréchet si paratodo A C X con A ¢ Z, existe B C A infinito tal que,
[B]*NZ=0.

Ejemplo 2.4.4. Sea 7 el ideal del Ejemplo 2.4.3. Entonces 7T tiene la propiedad de
Frechet.

Sea A C N x Ntalque A ¢ Z. Entonces, AN ({n} x N) es infinito, para algun n € N. Es
suficiente escoger B = AN ({n} x N).

Proposicion 2.4.5. Todo ideal propio con la propiedad de Fréchet tiene la propiedad de
Baire.

Demostracion. Sea Z un ideal sobre X con la propiedad de Fréchet. Escojamos A ¢ 7.
Por definicion, existe B C A infinito, tal que [B]* NZ = &. Sea {G\ }ren Una particion en
subconjuntos finitos de X \ By {b; : £ € N} una enumeracién de B. Definamos F;, =
G U{b:}, paratodo k € N. Observemos que {F;} es una particion de X en subconjuntos
finitos. Ademas, dado M/ C N infinito, Y = J,.,, Fr € Z. En efecto, supongamos que
existe M C N infinito, tal que Y € 7. Asi, [J,c,,{bx} € Z. Por lo tanto, [B]* NZ # @, una
contradiccion. Se sigue del Teorema 2.4.2 que 7 tiene la propiedad de Baire. O
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Definicion 2.4.6. Diremos que dos conjuntos A y B son casi disjuntos si AN B es finito.
Una coleccion de conjuntos infinitos {A; : i € I} es una familia casi disjunta si A; y A;
son casi disjuntos, para cadai # j.

A Sierpinski se le atribuye la existencia de familias casi disjuntas de subconjuntos de N
del tamano del continuo. Antes de presentar dicho resultado, veamos que las familias casi
disjuntas se preservan bajo imagenes inversas de funciones biyectivas.

Lema 2.4.7. Sea f: X — Y una funcion biyectiva. Entonces, {A; : i € 1} es una familia
casi disjunta sobre X, si y solo si {f(A;) : i € 1} es una familia casi disjunta sobre 'Y .

Demostracion. Sean i, j € I distintos. Dado que A;NA; es finitoy f es biyectiva, entonces
fANA;) = f(A;)Nf(A;) esfinito. Por lo tanto, { f(A;) : i € I} es casi disjunta. El reciproco
se prueba de forma analoga. O

Teorema 2.4.8 (Sierpinski °). Existen familias casi disjuntas de subconjuntos de N de la
cardinalidad del continuo.

Demostracion. Sea 2<“ el conjunto de sucesiones finitas de ceros y unos. Definamos
A, = {z | n:n € N}, para todo z € 2. Entonces, {4, : * € 2} es una familia casi
disjunta de subconjuntos de 2<“. En efecto, dados z,y € 2" diferentes, existe n € N tal
que, z(n) # y(n). El conjunto A, N A, no tiene sucesiones de longitud mayor que n. Caso
contrario, z(n) = y(n). Asi, A, N A, es finito. Por consiguiente, {4, : = € 2} es casi
disjunta. Dado que 2<“ es numerable, existe una funcién f: N — 2<¢ biyectiva. La prueba
se sigue por el Lema 2.4.7. ]

La anterior prueba no corresponde con la original dada por Sierpinski. De hecho, existen
mas pruebas de este resultado. El lector interesado puede consultar °.

Corolario 2.4.9. Dado m € N, existe una familia de subconjuntos de N casi disjunta y del
tamano del continuo cuyos elementos contienen numeros naturales mayores que m.

Demostracion. Sea m € Ny {A;}.c; una familia como en el Teorema 2.4.8. Definamos
B, = Ai\{n € A, : n < m}, paratodo i € I. Entonces, {B; : i € I} es la familia
deseada. O

9 Wactaw Sierpinski. «Sur une décomposition d’'ensembles». En: Monatshefte fiir Mathematik und Physik
35 (1928), pags. 239-242.

Stefan Geschke. «Almost disjoing and independent familes (Aspects of Descriptive Set Theory)». En:
Research Institute for Mathematical Sciences, Kyoto University 1790 (2012), pags. 1-9.
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Podemos generalizar el concepto de familia casi disjunta como se muestra a continuacion.

Definicion 2.4.10. Sea Z un ideal sobre X. Diremos que A C I* = P(X) \ Z es una
familia Z-casi disjunta si AN B € Z, para todo A, B € A.

Observemos que cuando Z = FIN(X), entonces la definicién anterior coincide con la
de familia casi disjunta. Adicionalmente, existen familias Z-casi disjuntas de tamafio 2%,
como consecuencia del Teorema 2.3.1.

Proposicion 2.4.11. SeaZ un ideal sobre N tal que FIN(N) C Z. SiZ es magro, entonces
existe una familia Z—casi disjunta del tamano del continuo.

Demostracion. Dado que Z es magro, existe una sucesion (n;)reny cOmo en el Teorema
2.3.1. Sea A’ una familia casi disjunta de subconjuntos de naturales de tamano el
continuo. Definamos A = {4k, nit1) © A € A’} Afirmamos que A es la familia
que queremos. Observemos que A C Z* es consecuencia inmediata del Teorema
de Jalali-Naini & Talagrand. Sean X4, Xz € A, para algunos A,B €¢ Ay X =
Ukeanp [k, nig1). Mostremos que X4 N Xp = X. Basta probar que X, N Xz C X. Fijlemos
r € X,NXg. Entonces, existenm € Ayr € Btalque = € [n,, nyma1) N[0y, nprr). Sim < r
0r <m, [Ny, Nm+1) N[0y, n41) = &. Por consiguiente, m = ry x € X. Dado que AN B es
finito, se sigue que X es finito y, por lo tanto, X € 7.

[
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3. INTERSECCION DE ULTRAFILTROS LIBRES

El objetivo de este capitulo es demostrar un teorema de Plewik 3 que dice que la union e
interseccion de menos del continuo de ultrafiltros libres no tiene la propiedad de Baire.
Dado que todo filiro se puede escribir como interseccion de ultrafiltros, la siguiente
proposicion nos dice que si queremos encontrar un filtro con la propiedad de Baire,
debemos considerar una familia de tamano mayor o igual al continuo.

Proposicion 3.0.1. Todo filtro es igual a la interseccion de una familia de ultrafiltros.

Demostracion. Sea F un filtro sobre S. Definamos
L ={U C P(S) : U es ultrafiltro sobre S'y F C U}.

Afirmamos que (£ = F. Claramente, 7 C (L. Asi que basta probar que £ C F.
Sea A € (NL) \ F. Definamos G = F U {S\ A}. Entonces, G tiene la PIF. Fijemos
Fy,--- F, € Fymostremosque FiN---NF,N(S\A) # @.Si F=F nN---NF,, tenemos
que F' € F. Supongamos que FN(S\A) =@. Asi, FF C A, lo cual implica que A € F, una
contradiccion. Esto muestra que G tiene la PIF. Por el Lema 1.1.8, existe un filtro 7' que
extiende a G, luego, se sigue del Teorema 1.1.11 que F’ esta contenido en algun ultrafiltro
sobre S. Por consiguiente, A ¢ (] £, un absurdo. O

3.1. Propiedades de la funcion S

Definamos S: C — [0, 1] por

S(V)y=> 27,

nev
para todo V' C N. Antes de enunciar algunas propiedades de S, veamos como esta
funcién actla sobre ciertos subconjuntos de C. En lo que resta, consideraremos a C y
[0, 1] con sus topologias usuales.

Ejemplo 3.1.1. S(N,) = [S(t), S(t)+2-méxt+1)) paratodot € 2<“. Ademas, S(N,N|N]>) =
(S(t), S(t) 4 2~ (maxt+1],

Ejemplo 3.1.2. Seam < N y consideremos el filtro principal 7 generado por m. Entonces,
S(F) = [2=m+D 1]. Mds aun, supongamos que F es un filtro principal. Asi, existe A C
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N tal que, A C X, para todo X € F. Por lo tanto, S(F) = (),ca{S(X) : n € X} =
Nneal2~ ™ 1] = 270+ 1], donde m = min A.

Ejemplo 3.1.3. Si x es un subconjunto finito de N, entonces existe x' infinito tal que
S(x) = S(z’). Denotemos m = max{k : x(k) = 1}. Es suficiente con definir ' € C por

x(i), i < m,
(i) =10, i=m,

1, caso contrario.

Proposicion 3.1.4. La funcion S es sobreyectiva. Si restringimos S a los subconjuntos
infinitos de N, entonces S es inyectiva.

Demostracion. Para mostrar que S es sobreyectiva consideremos el siguiente algoritmo.

1. Tomemos y € [0, 1]

N

. Multipliguemos a y por 2.

w

. Alimacenemos [2y| como el siguiente bit de la expansién binaria.

N

. Actualicemos y a 2y — |y|.

5. Si 2y — |y] = 0 o se repite un patrén, entonces terminamos.

El anterior algoritmo nos proporciona un método para escribir a y en expansion binaria.
Se puede demostrar que el paso 3 del algoritmo nos genera una sucesion de ceros y
unos, {by}x>1, de tal maneraque y = >, -, Y. Para todo k > 1, definamos z;, = by — 1.
Entonces, = = x 2925 - - - satisface que S(x) = y. Esto muestra que S es sobreyectiva.

Sea G el conjunto de sucesiones en el espacio de Cantor que tienen infinitos ceros y
infinitos unos, es decir, G representa los subconjuntos infinitos de numeros naturales.
Mostremos que S es inyectiva en G. Filemos =,y € G tal que x # y. Escojamos ¢ como
el minimo natural en el que difieren x y y. Sean a = S(zx NN\ {0}) y b = S(y "N\ {0}).
Si a # b, entonces inmediatamente S(x) # S(y). Si por el contrario, « = b, entonces,
S(z) # S(y) pues z(i) # y(i). Por lo tanto S restringida a G es inyectiva.

O

Proposicion 3.1.5. S es continua.
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Demostracion. Sea U C [0, 1] abierto. Para cada p € U, existe ¢, > 0 tal que (p — €,,p +
¢,) C U. Escojamos k, € Ny V, C N de tal manera que 2-%*1) < ¢,y S(V,) = p.
Definamos t,: k, — 2 por

1, 1€V
t,(i) = P Vi € k.
0, caso contrario

Observemos que,

S(V) = Z 9—(n+1) 4 Z o~ (n+1) para todo V C N.

neVnky n>kp

Entonces,

‘SG/) . p| _ Z 2—(n+1) o Z 2—(n+1)
neV, n>ky neVp, n>kp
< Z 9—(n+1)| | Z o—(n+1)
nev, n>k, neVp, n>kp
=27k L 97k
€ €
< Ep + gp = €p.
Por lo tanto, S~ (U) = U,y Ni,- El mismo argumento de la prueba sirve para mostrar los
casos0cUylel. O

Observacion 3.1.6. Si tenemos un espacio topologico X, G C X denso y U C X abierto
no vacio. Entonces, G es denso en U.

Lema 3.1.7. Sea G los elementos del espacio de Cantor que tienen infinitos ceros e
infinitos unos. Entonces,

1. G es G5 denso.

2. Dado U abierto en[0,1] conU C S(A), entonces S~ (U)N G C A.

Demostracion. Es inmediato ver que G es denso, pues todo abierto basico del espacio
de Cantor tiene elementos con infinitos ceros e infinitos unos. Para ver que G es Gy,
mostremos que C \ G es F,. Sea B el conjunto de los subconjuntos cofinitos de N.
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Observemos que, B = |J,.y M; y FIN(N) = ;o Fi, con Fy = {z € C : Vk > i (k) = 0}
y M; = {x € C : Yk > i x(k) = 1} conjuntos cerrados, para todo i € N. Dado que
C\ G = BUFIN(N), se sigue que C \ G es F,.

Supongamos que U C [0, 1] es un abierto tal que U C S(A). Seaz € S~} (U)NG. Entonces,
S(z) € A, es decir, existe una sucesion {z, },cyn en A tal que, {S(x,)}.en cOnverge a S(z).
Afirmamos que {z,}.cn tiene limite z. Dado que C es compacto, podemos asumir sin
pérdida de generalidad que {z,}.cn converge a «’. Por la continuidad de S, S(x,) —
S(z") = S(z), ya que [0, 1] es Hausdorff. Veamos que =’ no puede ser finito. Si este fuera
el caso, S(x) # S(z'), ya que = no contiene al maximo de 2’. Esto muestra que 2’ € G.
Por lo tanto, « = 2/, y concluimos que S~ (U) NG C A.

0

Proposicion 3.1.8. A C C es denso en ninguna parte si, y solo si, S(A) C [0,1] es denso
en ninguna parte.

Demostracion. Asumamos que S(A) € NWD(|0, 1]). Entonces, existe un abierto no vacio
U tal que U C S(A). Dado que S es continua y sobreyectiva, entonces S~ (U) es abierto
y no vacio. Sea GG como en el Lema 3.1.7. Como G es denso, se sigue por la observacion
anterior que, S~'(U) N G es denso en S~(U). En consecuencia, dado x € S~Y(U)y V
una vecindad de z, VNS H(U)NG # @, estoes, existe y c VNSH(U)NG CVNA,
pues S~L(U) NG C A. Por lo tanto, V N A # @, lo cual implica que » € A. Esto muestra

que S~1(U) C A, es decir, A no es denso en ninguna parte.

Reciprocamente, supongamos que A no es denso en ninguna parte. Por consiguiente,
existe t € 2<“ tal que N, C A. Dado que S(A) C S(A), entonces S(N;) C S(A).
Observemos que S es cerrada, ya que C es compacto, [0, 1] es Hausdorff y S es continua.

En consecuencia, S(V;) es cerrado, mas aun, es un intervalo. Por lo tanto, existe un

abierto (a,b) C S(A) C S(A). Esto muestra que S(A) ¢ NWD([0, 1]).
O

Corolario 3.1.9. A C C es magro si, y solo si, S(A) es magro.

Demostracion. Supongamos que A € MGR(C). Entonces A = |J, .y Va, donde V,, €
NWD(C), para todo n € N. Por la Proposicion 3.1.8, S(A) = . .~ S(V,,) €s magro.

neN

Reciprocamente, asumamos que S(A4) = ,cy Un, donde U, € NWD([0, 1]), para todo
n € N. Entonces, por la Proposicién 3.1.8, A C S7'(S(4)) = U,,en S~ '(U,) €5 magro. [
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Proposicion 3.1.10. X C C tiene la propiedad de Baire si, y solo si, S(X) tiene la
propiedad de Baire.

Demostracion. Supongamos que A € BP(C). Entonces, A = UAM, donde U es abierto
y M es magro. Asi, S(A) = S(U)AS(M). Por el Corolario 3.1.9, S(M) es magro; luego,
es suficiente mostrar que S(U) tiene la propiedad de Baire. Dado que C es compacto,
U es la union numerable de compactos, y por ser S continua y [0, 1] Hausdorff, se sigue
que S(U) es F,. Recordemos que los conjuntos que tienen la propiedad de Baire son
una c—algebra que contiene a los conjuntos borelianos. Por consiguiente, S(U) tiene la
propiedad de Baire.

El reciproco del teorema es inmediato ya que, A C S~ (V)AS~1(M), S es continuay S
preserva conjuntos magros. O

Lema 3.1.11. Sea O un abierto no vacio de |0, 1]. Entonces existe I € FIN(N) \ {&} tal
que [S(I),S(I) +27=*t] C O, donde z = sup I.

Demostracion. Fijemos O un abierto no vacio. Entonces O = U N [0, 1], donde U es un
abierto de R. Sabemos que U = |J,,.(Pn, ¢,)- Escojamos n, € N'y mostremos que existe
I € FIN(N) \ {@}, tal que [S(I),S(I)+2"@*D] C (pny,qn,) N [0,1]. Consideremos los
siguientes casos.

1. Caso (png, qn,) € [0,1]. Si 3 € (Pny,qn,), POdemos definir, para todo n > 1, la
sucesion z,, = 3 + 5:=. Entonces, para e = g¢,,, — 1, existe N > 1 tal que |z, — 1| <,

para todo n > N. Asi, basta tomar I = {0, N + 1}.

Si 1 ¢ (pny,qn,), SUpongamos sin pérdida de generalidad que (p,,.q,,) < (0,3).
Fijemos © € (pu,,qn,) Y CONstruyamos una sucesion {z;},>; tal que, |z, — z| <
2,%, para todo n € N. Tomemos z; = ; y supongamos que z1,...,z,_1 han sido
definidos de tal manera que |z; — z| < 55, paratodo i =1,...,k — 1. Si (pny, ¢ny) <
[2k—1, Tp—1 + 5¢], definimos z;, como el punto medio de este intervalo cerrado. Caso
contrario, definimos 2, como el punto medio de [x,_1 — 5, —1]. ASI, |2x — 2] < 37,
para todo £ > 1. Esto muestra que {z;} converge a x. Por consiguiente, podemos
escoger N > 1, tal que zn € (pn,, gn,)- POr el caso previo, existe I € FIN(N) \ {&}

como en el enunciado del lema.

2. Casop,, <0y q¢,, < 1. Elrazonamiento es el mismo; bisecar. En efecto, la sucesion
{5-} converge a 0. Asi, podemos hallar N > 1 tal que =y < g,,. Es suficiente con
tomar I = {N}.
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3. Caso p,, < 1y 1 < gy, Definamos s, = >°_, 3. Dado que {s,} converge a 1,
entonces existe N > 1 tal que sy € (pn,,1). Por lo tanto, I = {0,..., N} satisface
con lo que queremos.

Para el caso en el que (0,1) C (pn,,qn,), Podemos tomar cualquier conjunto I finito no
vacio. Esto completa la prueba. O

Lema 3.1.12. Sea J C N finito, no vacio y seam € N. Si
[S(J), S(J) + 27D C (0,27(m+D) |

donde r = méx J, entonces min J > m.

Demostracion. Sea U = {a« € C : (Vi<ma; =0) AN {i > m : a; = 1} esinfinito}.
Afirmamos que, (0,2-(m*D) C S(U). En efecto, dado z € (0,2-), existe A C N
infinito, tal que S(A) = . Observemos que min A > m, caso contrario, z ¢ (0,2-("+V), un
absurdo. En consecuencia, A € U. Lo anterior muestra que [S(J), S(J) +2-@+)] C S(U).
Asi, S(J) = S(V), para algun V' € U. Escojamos J' C N infinito, tal que S(J) = S(J').
Dado que S es inyectiva en los subconjuntos infinitos de N, se sigue que J' = V. Por lo
tanto, J' € U, lo cual implica que min J > m, por la condicién de que S(J) = S(.J'). O

Proposicion 3.1.13. Sea {A;},>1 una sucesion de subconjuntos finitos de N disjuntos dos
a dos, entonces S({ ;> Ai) = X5, S(A).

Demostracion. Sea a;, = Y.I, S(4;), la sucesién de sumas parciales de > st S(A).
Entonces, dado que 4; N A; = @, para todo i # j, ar = > e, 27" < S(Up; Ai),s
donde A=A, U---U A Porlotanto, >, S(A;) < S(U;s; Ai)-

Sea {z, : n € N} una enumeracién del conjunto |J,., 4;. Entonces S(J,-, 4;) =
> .oy 2-@ D Denotemos por by, a la suma parcial de esta ultima serie, esto es, b, =
Zf;l 2~(@i+1) Observemos que, para todo i € {1,...,k}, existe n;, tal que, z; € A,,.. Por
consiguiente, b, < S(Ay,) + -+ + S(An,) < D251 S(Ai). Esto muestra que S(UU,., 4i) <
Zizl S(Ai)- O

3.2. El rol de las familias casi disjuntas

Con el fin de facilitar la notacion, adoptaremos la convencién de que todo niumero natural
n corresponde con el conjunto {0,...,n — 1}.
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Lema 3.2.1. Sea X C [0,1] con la propiedad de Baire. Supongamos que para cada
numero real positivo r, X N [0,r] no es magro. Entonces, existe una sucesion no vacia
{I,}nen en FIN(N), disjunta dos a dos, tal que para cada subconjunto infinito V de N,

Yonev SIn) € X.

Demostracion. Supongamos que X tiene la propiedad de Baire. Entonces, X = WAM,
donde W C [0, 1] es abierto y M € MGR([0, 1]). Sea {F,,}.en una sucesién como en la
prueba de la Proposicidén 2.1.12. Entonces, para todo » > 0, W N [0,7] no es magro y
WA\ U,en Fr € X. Queremos construir una sucesion {1, },en en FIN(N) \ {&} que cumpla
las siguientes condiciones:

1) x,_1 < inf I,,, donde z,,_; =sup [,_;.
1) Para cualquier A C n, [} e S(k) + S(Ln), Y pen SU) + S(L,) + 27 @) C W\ F,.

Observemos que W \ F; es abierto en [0,1] y no es vacio, asi que por el Lema 3.1.11,
existe I, € FIN(N) \ {2}, tal que [S(ly), S(Iy) + 2-@+Y] C W \ F,. Supongamos que
hemos construido Iy, ..., I,,_; como en |) y Il) definamos I,,. Filemos A C n y denotemos
Ya = ZkeA S(I,).

Afirmamos que (W \ F, — ya) N [0,27 @D no es magro. En efecto, si suponemos lo
contrario, (W\ F,)N[ya, ya + 27 @171] es magro. Observemos que sir = y,+2~ (171,
entonces

WA0,r] =W\ Fo) N lya,r) U(W N FN[0,y4))
S (WA F) N ya,r]) U B

Por lo tanto, W n [0,7] es magro, una contradiccion. Lo anterior implica que
O = (W\ FE, —ya) N (0,27@2FD) =£ & Aplicando nuevamente el Lema 3.1.11,
existe I, € FIN(N) \ {o} tal que [S(I,),S(I,) + 2=@+Y] C O. Por consiguiente,
[ya + S(L,), ya + S(L,+) +2-@+D] C W\ F, y por el Lema 3.1.12, min I, > z,_;. Esto
completa la construccion.

Hemos mostrado que para todo n € N, si A C n,

B=|Y SI)+S(L),> S()+SI,) +2 | CW\F,.

keA keA
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Finalmente, probemos que para cualquier V' C N infinito, >, ., S(I;) € X. SeaV C N
infinito y n € N. Consideremos los siguientes casos.

m Cason € V.Denotemos A =nnN V. Entonces,

DS +S(L) <> S =Y S(I) +SL)+ > S(I)

keA keV keA keV, k>n
< ZS(Ik) +S(1,) + Z 9—(k+1)
keA k>min I, 41
- Z S([k) + S([n) + 2*(m1’n["+1+1)
keA
<) S(I) + (1) + 27,
keA

Por lo tanto, >, S(Ix) € B, lo cual muestra que }_, ., S(Ix) € W\ F,, para todo
n € N. Porlo tanto, >~, ., S(1i) € Nen(W \ F) C X.

m Cason ¢ V. Dado que V es infinito, podemos escoger m > n en V' y realizar el
mismo razonamiento del caso anterior, teniendo en cuenta el hecho de que W\ F,,, C
W\ F,.

En cualquiera de los casos concluimos que para cualquier subconjunto infinito de

nameros naturales V, >, ., S(I) € X.
[l

Lema 3.2.2. Si X C [0, 1] no es magro y tiene la propiedad de Baire, entonces existe una
familia casi disjunta A del tamafio del continuo tal que S(A) C X.

Demostracion. Mostremos que existe J € FIN(N) \ {@} tal que [S(J), S(J) + 2~ D]\ X
es magro, donde m = sup J. Dado que X tiene la propiedad de Baire, entonces existe un
abierto U C [0, 1] tal que U \ X es magro. Por el Lema 3.1.11, existe J € FIN(N) \ {&} tal
que [S(J), S(J) +2-(m+U] C U. Luego, [S(J), S(J) +2-m+V]\ X C U\ X, lo cual implica
que [S(J), S(J) + 27 ("FD]\ X es magro.

Afirmamos que el conjunto

A={zel0,1]:x2+S(J) e X}
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satisface las hipétesis del Lema 3.2.1. En efecto, definamos la funcion f: [0,1] — R por
f(z) =x—S(J), paratodo x € [0, 1]. Dado que f es un homeomorfismo en su imageny X
tiene la propiedad de Baire, entonces A = f(X) tiene la propiedad de Baire. Razonemos
por contradiccion para mostrar que A N [0, 7] no es magro, para cualquier real positivo r.
Supongamos que existe » > 0 tal que A N [0,r] es magro. Consideremos los siguientes
casos.

) Caso 2~ ™+ < . Observemos que
(AN[0,r])+S(J)=(A+S())N[S(J),r+ S(J)] =X nNI[S(]),S(])+r].

Esto garantiza que X N [S(J), S(J) + r] es magro, pues f es un homeomorfismo y
estamos suponiendo que AN [0, r| es magro. Por otra parte, ya que

Xn[S(),S(J)+2- ™) C XnI[S(J]),S(])+r]

y [S(J), S(J)+2-m+D]\ X es magro, concluimos que [S(J), S(J)+2~("*+1] es magro,
lo que contradice que [0, 1] es Baire.

) Casor < 2-(m+1) Un razonamiento analogo nos permite concluir que [S(.J), S(J)+7]
es magro, un absurdo.

En cualquiera de los casos, hemos mostrado que A N [0, 7] no es magro, para todo r > 0.
Por lo tanto, existe una sucesion {I,},ey como en el Lema 3.2.1. Sea B una familia de
subconjuntos de N como en el Corolario 2.4.9. Definamos

A—{JUULL:BEB}.

neB

Veamos que A es casi disjunta. Si X,Y € A, entonces

xXnycJju J L=z

n€BxNBy

para algunos Bx,By € B. Como B es casi disjunta, entonces Z es finito, y por
consiguiente, X N'Y también lo es. Esto muestra que A es casi disjunta.

Dado I € A, tenemos que I = J U,z I, para algin B € B. Asi, S(I) = S(J) +
S(Unep In) = S(J)+>,e55Uy). PorelLema 3.2.1, > . S(I,) € A. Porlo tanto, S(/) €
X. Esto completa la prueba.
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3.3. Propiedad de Baire en intersecciones de ultrafiltros

En esta seccién denotaremos por F a la funciébn complementacion F: C — C, dada
por F(X) = N\ X para todo X C N. Como vimos en la Proposicién 1.2.12, F resulta
ser un homeomorfismo. Recordemos también que como consecuencia del Teorema de
Jalali-Naini & Talagrand todo ultrafiltro libre sobre N no es magro. Sin embargo, podemos
probar este resultado directamente como se muestra a continuacion.

Proposicion 3.3.1. Todo ultrafiltro libre sobre N no es magro.

Demostracion. Razonemos por contradiccion. Supongamos que U es un ultrafiltro libre
sobre N que es magro. Por el Corolario 2.2.9, F(U) es magro; luego, 4 U F(U) es magro.
Observemos que, dado A C N,

AceUoON\AclU < AcUOF(N\A) e FU) < AclUoAcFU).

Por lo tanto, C = U U F(U). Una contradiccion, ya que C es Baire. O

Si G es una familia de filtros denotamos con NG le filtro que se obtiene intersectando todos
los filtros en G.

Lema 3.3.2. Sea G una familia de ultrafiltros sobre N. Entonces S(F(NG) \ FIN(N)) =
[0, 1]\ S(UG).

Demostracion. (C) Sea = € S(F(NG) \ FIN(N)). Entonces, = = S(V), para algin V' €
F(NG) \ FIN(N). Asi, V es infinitoy V = F(W), donde W € NG. Por consiguiente, para
cualquier ultrafiltrod € G, W € U, y por la definicidn de ultrafiltro, V = F(W) = N\W € U,
es decir, V ¢ UG. Esto muestra que = ¢ S(UG).

(2) Sea =z ¢ S(UG). Dado que S es sobreyectiva, escojamos V' C N infinito, tal que
x=S8(V)yV & Ug. Entonces, para cualquier ultrafiltro &/ € G, F(V) € U. Por lo tanto,
V € F(NG) \ FIN(N). O

Corolario 3.3.3. Sea G una familia de ultrafiltros libres sobre N. Entonces, S(UG) tiene la
propiedad de Baire, si y solamente si S(F(NG)) tiene la propiedad de Baire.
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Demostracion.

S(UG) € BP([0,1]) <= [0,1]\ S(UG) € BP([0,1]) (Proposicion 2.2.2)
<~ S(F(NG)) € BP([0,1]) (Lema 3.3.2)

]

Corolario 3.3.4. Sea G una familia de ultrafiltros libres sobre N. Entonces, S(UG) tiene la
propiedad de Baire si, y solamente si, S(NG) tiene la propiedad de Baire.

Demostracion.

S(UG) € BP([0,1]) < S(F(NG)) € BP(]0,1]) (Corolario 3.3.3)
< F(NG) € BP(C) (Proposicion 3.1.10)
< NG eBP(C) (Corolario2.2.10)
< S(NG) € BP([0,1]) (Proposicion 3.1.10)

Finalmente, podemos demostrar uno de los objetivos principales de esta tesis.

Teorema 3.3.5 (Plewik 3). Sea G una familia no vacia de ultrafiltros libres sobre N tal que
|G| < 2%, Entonces NG y UG no tienen la propiedad de Baire.

Demostracion. Razonemos por contradiccion. Supongamos que S(UG) tiene la propiedad
de Baire. Afirmamos que S(UG) no es magro, caso contrario, UG es magro. Luego,
cualquier ultrafiltro en G es magro, lo cual contradice la Proposicion 1.1.6. Por el Lema
3.2.2, existe una familia casi disjunta del tamano del continuo A tal que S(A) C S(UG).
Asi, A C UG. Esto implica que existe U € G tal que |[ANU| > 2. Escojamos A, B € ANU.
Entonces, AN B € U N FIN(N), un absurdo. Por lo tanto, S(UG) no tiene la propiedad
de Baire. Luego, por el Colorario 3.3.4, S(NG) no tiene la propiedad de Baire, y por la
Proposiciéon 3.1.10, UG y NG no tienen la propiedad de Baire. Esto completa la prueba. [

3.4. Un teorema de particion tipo Hindman

Concluiremos este capitulo con el resultado que sirvi6 como motivacion para el trabajo
hecho por Plewik. El Teorema de Hindman menciona lo siguiente: Dada una particién
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de N en finitas clases, existe un subconjunto infinito A C N, tal que todas sus sumas
finitas (sin repeticion) pertenecen a una unica clase. Pensemos ahora en [0, 1]. Dada
una particion finita de [0, 1], existen infinitos numeros reales cuyas sumas finitas o infinitas
(sin repeticion) pertenezcan a la misma clase?

Asumiendo el axioma de eleccién, se puede mostrar (véase ') que la respuesta a esta
pregunta es negativa. Esto es, existe una particion Ay, A; de [0, 1] tal que para cualquier
sucesion de reales positivos {z,}nen, CON D yan < 1, > 2 € AgY Do, n € Ai,
para algunos 7, J C N infinitos.

Por otro lado, si cada una de las clases de la particion del intervalo unitario tiene la
propiedad de Baire, entonces la respuesta a la anterior pregunta es afirmativa. Esto es lo
que demostraron Prémel y Voight.

Teorema 3.4.1 (Promel & Voight, '). Sea Xy, ... X, una particion de [0, 1] tal que, X; €
BP([0,1]), para todo i € {1,...,s}. Entonces, existen j < r y una sucesion {r,},.n de

reales positivos para los cuales ), ., x, € X;, para cualquier V' C N no vacio.

Demostracion. Sea j < r tal que X, satisface las hipotesis del Lema 3.2.1. Asi, existe
{I,}nen como en el Lema 3.2.1. Sea N = | J,,.y Vi, donde V,, es infinito, para cada n € N
y VinV, = 2, siempre que i # j. Definamos t,, = (., Ik, para todo n € N. Afirmamos
que )., S(tn) € Xj, para cualquier V' C N no vacio. En efecto, fijemos V' C N no vacio
y denotemos A = |J,.,, V- Entonces, por el Lema 3.2.1,

Zs(tn) = Z Z S(Ix) = ZS(In) € Xj,

neVv neV ke, neA

pues A es infinito. O

Como consecuencia inmediata tenemos un teorema de particion para el espacio de
Cantor.

Corolario 3.4.2. Sea X,,... X, una particion de C en clases con la propiedad de Baire.
Entonces, existen j < s y una sucesion {1, },cn de subconjuntos infinitos de N, disjuntos
dos a dos, tal que | J,., I, € X;, siempre que V C N no sea vacio.

Demostracion. Sea X, ... X, una particidon tal que X; € BP(C), paratodo i < s. Entonces,
por la Proposicion 3.1.10, S(X;),...,S(X,) es una particion tal que cada clase tiene la
propiedad de Baire. Sea j < ry {I,},eny como en el Teorema 3.4.1 y fijemos V' C N no
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vacio. Por lo tanto,

> 81 € S(X;) = |JLeSTHS(X)) =

nev neV
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